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f a c u l t é d e s s c i e n c e s d e l y o n 

SEMINAIRE t*=zf LA CATEGORIE DES OBJETS 

D'ALGEBRE / AU-DESSUS D'UN OBJET D» 

1963-1964 / o UNE CATEGORIE 

2» niveau P a r ^ste 

Cet exposé a pour but de transcrire dans le cas général 

quelques notions et propositions établies par A #Grothendieck 

dans un cas particulier, dans [2] «Pour les applications voir [6] et £7] 

1«Définitions» 

Dans tout cet exposé C désignera une catégorie sur laquelle 

on ne fera pour l finstant aucune hypothèse, et S un objet choisi 

une fois pour toutes dans la catégorie (E. Si X est un objet de C 

et f un morphisme de X dans S, on dira que le couple (X,<f>) est 

un objet au-dessus de S. Par abus d 1écriture et si ^ucunu confu

sion n fest possible (ce qui est rare) on désignera simplement par 

X un objet au-dessus de S, le morphisme <P étant sous-entoiidu. Si 

l ?on considère S comme objet au-dessus de lui-même, ce 3era tou

jours muni du morphisme identioue. 

On dira encore que X est un S-objet, que 5 est l vobjet de  

base du S-objet X, et que cp est le morphisme structural du S-ob-

jet X. 

Si (X, <p ) et (Y, ̂ ) sont deux S-objets, on appelèra .morphis

me de X dans Y au-dessus de S, ou S-morphisme de X dans Y, un 

morphisme u do X dans Y (au sens de C) tel eue le diagramme 

x u__^ y 

s * 

soit commutatif• 

Proposition 1. Les objets au-dessus de S munis des S-morohismes  

forment une catégorie « 

Si X,Y,Z sont T^roxs S-objets, u un S-mnmhisme de X dans Y, 
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v un S-morphisrae de Y dans Z, v.u est un morphisme (dans G) de 

X dans Z et 

X — — • Y — - — + Z 

Q.v.u « V .xx = <P , • 

donc MOR^ est vérifié; l x est aussi un S-morphi3me, donc MORg est 

vérifié• On notera Hom s(X,Y) l
fensemble des S-morphismws d%* X dans 

Y; c fest un sous-ensemble de Hom c(X,Y)« 

Soit (X,f) un S-objet : on appelle S-section de X un S-mor-

phisme de S dans X; autrement dit une S-section de X est un mor

phisme f : S »OC tel que <?• f » lg. 

Exemple : soit TT op la catégorie des espaces topologiques munis 

des applications continues; si X est un objet de TT op, on appelle 

espace découpé de base X un X-objet; en particulier, les faisceaux 

de base X peuvent être considérés comma des X-objets (cf#[l]). 

Produit de deux S-objets. 

Soit (M^,^) e t ^M2*^2^ d e u x S-objets; conformément aux dé

finitions générales (cf.t3l# par exemple), on appeler.?* produit 

direct de ( M ^ ^ ) et (M 2,f 2) un triplet ( (P f A) , p 1 # p 2 ) , où (P,A) 

est un S-objet, p^ «Hom s(P,M i)(i = 1,2) tel que pour tout S-objet 

T, f — * (p l 4f,p 2 #f) soit une bijection de Hon s(T,P) sur 

Horn (T,M 1)wHom ( T # M g ) . 

Proposition Z. Si dans C le produit fibre de <f ejb *f g au-dessus  

de S existe » alors le produit direct des S-objets (M^ f^) et 

(M 2,f 2) existe. 

Soit en effet, ( P # p 1 # p 2 ) le produit fibre de <Ç et ? 2 au-

dessus de S, et soit 9 1 * P 1 = ^2 # p2» a l o r s ( ( p f ̂ ) # Pi#P2^ e s t 

lo produit direct de et M 2, car p 1 et p 2 sont des S-morphismes 

et la seconde condition résulte d^ la définition des produits 

fibres. 

On notera M ^ g M g le produit direct des S-objets ( M ^ ^ ) et 

(M 2 ,<P 2 ) . 
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Soit S f un objet de Œ, si f * Hom c(S,S»), et si (X,?) est 

un S-objet, (X,f #f) est un S»-objet. 

Proposition 3 , Si f est un monomorphisme, alors le produit direct  

des S'-objets ( M ^ f . ^ ) et (M2,f.<f2) existe si et 

seulement si le produit direct des 3-objet3 (M^ #f^) 

(M 2 #<f 2J existe. 

Si ( (P^îjp^Pg) est le produit direct des S-objets (M^, <f̂ ) 

et ( M 2 ' ^ f alors ( (P,f #* ) ̂ P-^Pg) ©st le produit direct des S f-ob

jets (M 1,f.
<f 1) et ( M 2 , f # f 2 ) f et réciproquement; en effet, puisque 

f est un monomorphisme, f.f^.p^ f.^f^.Pg entraine cf^*P 1 ~ ^g
#P2 

et p^ et p 2 sont des S f-morphismes. 

Dans ce qui suit on supposera (ce qui n fest pas absolument 

nécessaire) que la catégorie C est à 2-produits fibres ( flf] ) • Les 

produits directs des S-objets existeront toujours, mais la plu

part des résultats que nous allons établir supposeront simplement 

l fexistence des produits que nous écrirons» 

Proposition Xx^Y est un bifoncteur covariant en X et, Y dans Cg# 

Soient-X* et Y« deux S-objets, (X»* SY»,P{#P£) leur produit 

direct, f un S-morphisme de X dans X f, g un S-morphisme de Y dans 

Y f ; f#p 1 (resp. S«P 2) sont des S-morphismes de X* SY d?.ns X
f (resp* 

Y f ) , donc par définition, il existe un unique 3-morphisme (qu fon 

notera f*ggî de XxgY dans X f * s Y
f tel que : 

p l ^ f K S s ) = f # p l 

p^*(f^ se) = g.p 2 

et si par exemple X,X r,X f l,Y sont quatre S-objets, le diagramme 

est coramutatif, chaque carré l fétant par définition de f^ly 

d foù la proposition. 
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Proposition 5# Pour tout S-objet X f la première (resp. la se

conde ) protection de XxgS (resp#

 s * s

x ) est un iso-

morphisme de X ^ S (resp* SxgX) sur X # 

Soit <p le morphisme structural de X dans S; si T est un 

S-objet» le seul S-morphisme de T dans S est le morphisme structu

ral f de T dans S, et si f est un S-morphisme de T dans X, on a 

nécessairement y =» «f.f, donc (X»l Y l¥) est un produit direct de X 

et S; la proposition en résulte immédiatement. 

Si T e*t un S-objet, g : T—»X, h : T —~ Y doux S-morphismes, 

on désignera par (gjh)g le S-morphisme f : T X *gY tel que 

P 1.f = g et P 2 # f ~ h # 

Corollaire» Avec les notations ci-dessus et cellos de la propo

sition 51 l fisomorphisme de X sur XxgS (r-jsp. sur 

S* SX) est (l^HOg (resp. (<fflx)fi)# 

3» Changement d fobjet de base» 

Soient S et S f deux objets de C, <? un morphisme de S 1 dans 

S qui fait de S 1 un S-objet» Pour tout S-objet X, considérons le 

produit XxgS*, et soient p et TI 1 ses projections dans X et S f 

respectivement, Muni de n t ce produit est un S 1-objet. Quand on 

le considère comme tel, on le désigne par x ( g t ) o u X ( c p ) # 0 n d i t 

que c'est l fobjet obtenu par extension de l fobjet de base de S 

à S 1, au moyen du morphisme ^ , ou l fimage réciproque de X pir <p» 

Si TT est le morphisme structural de X, 0 le morphisme struc

tural de X * s S
f , considéré comme S-objet, le diagramme : 

est cornmutatif» 

Si X et Y sont deux S-objets, pour tout S-morphisme f de X 

dans Y, on note f ( S f j le S»-morphisme fxglgt * X ( s » ) — * Y ( S * ) # 

On dit que f^g» j est l'image réciproque du morphisme f par <f » 

X w v v / v * x ( 5 t ) est ainsi un foncteur covariant en X de la catégorie 
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des S-objets dans celle des S 1-objets• 

Proposition 6 # Soient S f l un ob.jet de Œ, <p1 un morphisme de S w 

dans S f , alors pour tout S-objet X, il existe un  

isjpmorphisne fonctoriel canonique du S!f-objet 

(x(¥))(<p') sur le S"-ob.1et X(<p#cf')* 

Remarquons d'abord que si T est un S f-objet (donc aussi un 

S-objet au moyen de <p), tout S-morphisme g : T — ^ X s fécrit d fune 

seule manière g « P*f* où f est un S 1-morphisme T — * x ( s t ) » *(S f ; 

peut donc être considéré comme solution d Tun problème d fapplication 

universelle (cf.f5l ) • 

Considérons alors le diagramme suivant : 

et soit T un Stf-objet, <f son morphisme structural, g un S-morphis

me de T dans X (T étant considéré comme S-objet de morphisme struc

tural f.f^.f)* Comme T est aussi un S f-objet de morphisme sfcructu-
cpf.H/ on peut écrire g - p.g ?, où g 1 est un S 1-morphisme de T dans 
x(<p)' puis g 1 = p T*g t fi où g" est un 3W-morphisme de T dans 

) ) (<f t ) > c e q u i démontre la proposition en raison de l funicité 

de la solution d fun problème d'application universelle. 

On pourra exprimer ce résultat en écrivant par exemple : 

( x(sO }(s«) = X(S« ) 

ou pour éviter les confusions : 

(x*ss*)*sts» = x*ss« 

(à un isomorphisme canonique près)» 

On a qualifié de fonctoriel cet isomorphisme; en effet, on a 

la môme formule de transitivité sur les aorphismes : 

^(S f)^(S t r) ~ ^(S 1 1) p o u r t o u t S-morphisne f : X—*-Y» 

Corollaire 1. Si X et Y sont deux S-objets, il existe un isomor

phisme fonctoriel canonique du S f-objet x(st)*s f^(S f) 

sur le S*-objet ( x * s Y ) ( s t ) . 
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On peut en effet écrire, à des isomorphismes canoniques près 

( X * s S * ) * s f (YxgS») =
 X * S * Y * 3 S ? ) 8 8 ( X * S Y * * S 3 f ; p o U r l e S m o r " 

phismes on a les formules analogues * 

( u ( S M ' V ( S t ) > S t 888 t ( u # v ) s ) ( s f ) 

pour tout couple de S-mor phismes u : T—*X et v:T—*Y. 

Ceci revient à dire que le foncteur image réciproque x ( 5 t ) 

commute à la formation des produits. 

Corollaire 2. Soient Y un S-objnt, f : X — * Y un morphisme qui 
fait de X un Y-objet (et donc un S-objet). L fobjet 
X ( S f ) s t i c * c n t i ^ * e alors au produit x * Y Y ( S f ) f 

projection de x*yY{ 3 fjSur Y^ 3 fj s 1identifiant à 
f ( S t ) f 

En effet, si ¥ e3t le morphisme structural de Y on a le dia

gramme commutâtif suivant : 

Proposition 7# Soient f : X — * X f , g : Y — * Y r deux S-r.orphisr>e3 

qui sont des inonomorphismas, alors f*gg est un no-

nomorphisme « 

En effet, soient u et v deux S-morphismes d fun 5-objet T 

dans X* 0Y, p et q (resp. p
f et q f) las projections de X* 0Y sur X 

o o 

et Y((resp. de x f * s Y » sur X 1 et Y f ) ; (fxgg).u = (f* sg)*v entraine 

p f#(f*gg).u « p f.(f* sg).v f soit f.p.u 5 3 f.p #v f et comme f est un 

monomorphisme p êu = p.v; de même q s£t*nt un monomorphisme q f u = 

Cj«v, donc u = v (par définition du produit direct). 

Corollaire, Si f est un monomorphisme de X dans Y (S-objets) f alors 

pour toute extension <p ; S'—~S de 1 Tobjet de base, 
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En effet, f ( S t ) 3 8 ^ s 3 ^ * * p a r d ^ f i n i t i o n ' 

Remarque : Plus généralement, soit P une propriété des morphismes 

de la catégorie C g; considérons les deux propositions suivantes : 

a) si f : X — * X f et g : Y —*Y f sont deux S-morphismes possé

dant la propriété P, f*gg possède la propriété P. 

b) si f : X — * Y est un S-morphisme possédant la propriété P, 

tout S f-morphisme f ( S f j : X(s* ) ~ Y(S* ) d é d u i t d e f P a r «tension 

de l fobjet de base, possède la propriété ?. 

Alors, si pour tout S-objet X le morphiame identique possède 

la propriété P (ce qui est en général facile à vérifier), a) en* 

traine b ) , car f( S*) ~ ^s^S'9 

Si le composé de deux S-morphismes possédant la propriété P, 

possède la propriété P (ce qui est aussi facile à vérifier), alors 

b) entraine a , car f* sg * (l x f*gg)•(fx sl y) 

f*oly l Y t HrîS 
X * $Y ?--JL-̂  X«x 6Y - — — ^ X « K S Y » 

lf« Diagonale, 

Soit X un S-objet # On appelle morphisme diagonal de X dans 

X* SX, et on note
 A

x (ou A

x / S ) le S-morphisme ^ x ' - ^ S * c f ° s t * 

dire l funique S-morphisme A x tel que V^^x ~ P 2 #*X = "hc* °^ p l 

et Pg désignent les projections de X*gX« 

Si f : T —*-X et g : T—*>Y sont deux S-morphismes, on a de fa

çon évidente t (f,g)g « (f* sg).^ T# 

Proposition Ô. Soient X et Y deux S-objets: si on identifie cano-

niouement ( X X S Y ) K S ( X X S Y ) à (XxgX)* s(Yx sY), le mor

phisme A

x * Y
 3 > i ^ e n t i f i e & A x K S ^ # 

S 
Pour toute extension S 1 — » S de l fobjet de base, A s 1 iden-
" ~ X ( S M 

tifie canoniquement à ( A x ) ( s f ) . 

Soient en effet, p^ et q^ les premières projections de X*gX 

sur X et Y* SY sur Y; la première projection de (X* SY)* S(X* SY) sur 
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XxjY s •identifie canoniquoment à P 1

x

s q ; L # et on a : 

( p l y S q l K ( A X * S A Y ) ' (PrV*S(ql"V = ^ Y 

et de même pour les secondes projections, donc ̂  y ^x^S^Y* 
5 

D fautre part on a vu que ( x*g X^(S f) s 1 identifiait canoniquoment 

à x ( s t ) x S f X ( S f ) ^ f ° ^ l a d e l a proposition. 

Proposition 9. Soient X et Y deux S-ob^ets, <f t S—*-T un morphlsme« 

f t X —* S et g : Y les morphismes structuraux 

de X et Y, p et q les protections de X x J t H =« f#p 

g»q le morphismo structural de XK^Y — * - S # alors  

le diagramme 
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