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2° niveau

Dans la littérature des catégories, fort abnudani= ces dix
dernidres années, surtout en ce qui concerne lecz catégories abé-
liennes, deé résultats dtune grande portde, inuis jugés par tr~p
élémontaires, sont présentés sous forme de citalogue, sans quton
croit utile de les démontrer, A notre connaissancs, le scul effort
entrepris pour consolider ces positions acquises, surhle &bi. du
& 1'&cole amdricaine d'alzébr. homologigue, o5 oottty ontreprise
qui peut paraftre sans panache, =n'est suns douse pas depourvuw
d'esprit de sacrifice,

Nous allons donc, par les propos qui vont zuivre, escaycr de
grossir les rangs de cette arriére-garde dont le travail consiste
Justement 4 cultiver le torrain conquis par des picnniers allant
toujours de l'avant.

Pour ‘'délimiter 1l'étendue de cet exposé, disons que nous tene
terons dtaboutir, par des généralisations successives, & cette
propriété bien connue des catégories abdliennes, et qui a survi
de nourrice 4 l'homologie naissante, & savoir le diagrammc du ser=-
pent, Sur ce chemin, nous trouverons en applications plus nwdestus
de nos préludes, les célébres théorénes d'isomorphie de Nosther,
Notations ¢ Pour un morphisme u : A-—B, le diagrarmme caronique

~d

Afu (0)—-Hesu(A)
Coim uT ‘Im u

Ker 1

0 ot (A)=CE R A 2

~B —COKET B g ry(a) memv0

exact en tout objet de la seconde ligne, présente les notations
qui seront utilisées par la suite,
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D'une fagon générale, pour tout sous-objet (X,f) de A et

tout sous-objet (Y,g) de B, on désigne par u(X) la source du mor-

phisme Im(f.u) et par u (Y) 1a source du morphisme Ker(Coker(g).u).

Les doubles fléches indiqueront des morphismes identiques,
(0,I). Remarque : De la décomposition canonique de u, on déduit,
pour tout monomorphisme b de source B, la relation

Im(b.,u) = b,Im(u)

1. Novau d‘'un morphisme composé,

(1,1) Proposition. Pour toute suite de morphismes A...‘L,B _Y—,C,
on a 1 Im(u.Ker(v.u))sKer(v)AIm(u).

Lemme, Si, dans un diagramme comrmtatif :

a
Ae—3B——2D

b

0

la premiére ligne et la colonne médiane sont exactes , alors la
seconde ligne est exacte,

Puisque c,(b.a) = o, on a Coim(c) € Coker(b.a); il reste donc
a vérifier 1¢inégalité réciproque ; or, si f est un épimorphisme
de source C tel que f ¢ Coker(b,a), on a f.(b.a) = o, d'ou b étant
un épimorphisme, f.b ¢ Coker(a) = Coim(c.b) = Crim(c).b (remarque
ci-dessus, par dualité). Mais alors, f ¢ Coim(c), ce qui achéve 1=z
démonstration du lemme,

Etablissons maintenant la relation (1,1) dans le cas particu-
lier, ou u est un monomorphisme, soit s
(1,2) u.ker(v.u) = Ker(v) A us
u.Ker(v.u) < u étant évidente, et v.u.,Ker(v,u) entrainant u.Ker(v.u)
< Ker(v), il reste & vérifier que u.Ker{v.u)> Ker(v) Au. Soit f
un monomorphisme de but B tel que fg Ker(v) et fgu, il existe
alors un monomorphisme g tel que f = u,g, et 1'on a v,f = o, d'ou

g< Ker(v.u), ce qui donne bien f<u,Ker(v,u) et établit (1,2).
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Dans le cas général, considerons le diagruame commutatif

Ker(veou)
M BA L ——
[ lﬁ.Coim(u) I

- e
g —p-

VoI (w)
:

qui satisfait aux conditions du lemm:; on a donc
Im(u.Coim(u)Ker(veu)) = Ker{v.Iu(u))

dftol Im(u.Ker(veu)) = Im(u).Ker{v,Ir(u))

et la formule (1,2) donne alors la formule (1;1).

(1,3) Corollairve., Si dans un diagramme commutatif

a

A—2 4oB——aD

! A
ool
A——eC =y ~D

la premiére ligne est exactc, a2lors Im(b.a) = Im(b)ARer(c).

Du lemme précédent on déduit en c¢ffet, l'exactitude de 1la
suite (%.Coim(b).a,c.lm(b)) soit Im(ﬁ.Coim(b).a) = Ker(c.In(b))
dtoll Im(b.2a) = Im(b).Ker(c.Im(b)) = Kor(c)AIn(b) d'aprés (1,2).

(1,4) Corollaire, Pour un diagramme cormutatif et exact

0

. b

A _..._.L.‘:._,. B ———— e m C

| | |
al bl cl
t 'é’! ——————t
A '——-II“'-*’L ) C
on a Im(beu) = Im(utea) = Im(b)aIm{ut)

En effet, le diagramme

A—2 . oB —CeV o

A | i

; b

! l |
A'”GFTE”B"“"VT_’C'

satisfait aux conditions de (1,3),



L
(1,5) Remarque ¢ il est parfois plus commode d'exprimer ce résultat
sous la forme 4quivalente
Coker{b.u) = Coker(u?.a) = Coker(b)vCoker(ut).
Ce corollairc admot, sous certaines conditions, une reciproque
que nous varrons bientdt,
(1,6) Corazllaire. Si lfon peut plonger une suito A—2 B —YeC

dans un diagramme commutatif du type ¢

s YUY S L
oll les autres lignes et les colonnes sont exactes
alors cette suite est exacte.
D'aprés le corollaire (1,4), Im(b.u) = Im(b)AIm(u'), d'od
b.Im(u) = Im(b) Ker{v'!) et, en vertu de (1,1) :
beIm{u) = b,Ker(v'.b) = b,Ker(c.v) et
Im(u) = Ker(c,v) = Ker(v).

(1,7) Corollaire, Pour un diazramme commutatif et exact 3

. SN - S S o S — o
! |
a b ci
i H l'
v !
. l v' é
il eege BV e~ . (Y
'
¥
0

Im(v.Ker(b)) = Ker(c).
I1 suffit dtappliquer la forme duale de (1,6) au diagramme

on a

(1]



A“—lﬁ-ﬁ A' —- —v-‘«q—o
2 .
-
u u!
| |
Ker(b) i b \
_Ner\D) B2 Bt
v Lyt
! : |
l. ! |
;} voKer(b) _ . e L,
{ i
v ¥
0 0

Q

v
AR BooYos € e 0
! z |

a| b cé

! {
] v v
PO LS Y T AN Y
}
|
0

on déduit que ¢ est un monomorphisme.,

(1,8) Corollaire, ou lemme des "quatre® (préscntd par raison de
symatrie sous la forme plus faible de lemme des "cing®, cf.(31).
D'un diagramme commutatif et exact

0 0
a, 4 a a4
PURRC 0 S VO S
| i ;0 I
' ! i
| : 1
fzi fl! foi %f
|
' !
B-é- - b.—._-.. » Bl....._. - _b_ —p Bo_ ..,_.....b..._-.-p Bl
! 2 1 o

on déduit que fo est un monomorphisme,.
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Dvaprés (1,7), fo.Im(al) est ur nmonomorphisme, or Im(al) =
Ker(ao) = Ker(bo-fo). Mais de Ker(fo)e;Ker(bo.fo), on déduit l'cxis~
tunce d'un morphisme u tel que Ker{f ) = Ker(bo.fo).u, dfou

o= fo.Ker(fo) = fo.Im(al).u, ce ¢ui entraine u = o, et Ker(fo) = O

R+ Théorémea dtisomorphie,
Nous allous tout dtabord &tablir une réciproque de (1,4).

(2,1) Proposition. Si un diasgramme commutatif et exae¢t
0
|
A u ._..,f3 ..__._Y_.._.,C_ -0
| 2
ali b 1c
| |
v v
PO LN ¥ DI AT

satisfait & la condition Im(b.u) = Im(ut.a)
= Im(b)rIm(u?) (fibration sur B!), alors c est
un monomorphisme.

En effet, Im(b.,u) = b,Im{u) = Iz(b)aKer(v') = b,Ker(c.v) (1,1)

d'od Im{u) = Ker(v) ® Ker(c.v), Coim(v) = Coim(cev), v = Coir:(c).v
et enfin Coim(c) = 1..

(2,2) Corollaire (principe de symstrie). Pour un diagramme commu=~
tatif et exact

0
l
¥ v

AP e B Y e 0

[

ut v i

O oG8 e P e
-
|
|
i
}
v
[02)
-
]
|
[}

t
¥

w

3
1
!
ie
W <
2
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les conditions Ker(u%) = o et Ker(c) = o sont
équivalentes,
Ceci résulte iumediatemont de (1,4).
(2,3) Remargue t dans le cas particulier dtun énimorphisre a, la
propositiui (2,1} ot lc¢ corollaire (1,7) donneat le mé&u.s rdasultat,

(2,4) Proposition. (1° thiordma d'isomorphie), Pour trois ohjets
A,B,C tecls que C soic sous=objet de B, B sous-
objet du A, le quotient 5/C .st alors s>us-objot
du quotisnt A/C, et A/B, (A/C)/{(B/C) sc:it na=-
turellement isomorphes,

Considérons le diagramme commutatif canonique

b

C «——C

| }

0 B Ae A/B ——p C

| i
B/C A/C

4 {

0 0.

Ce diagramme peut &t:c fermé commutativement par us. moroe
morphisme B/C——A/C (2,1),
Dtaprés la forme duale de (1,6), le diagramme commutatif ct

exact 3

— > B ~B/C -0
|

1 |
; > \fC —— 0
' [

\Z
A/B (a/cy/(B/C) 0
| 1
5 5

peut 8tre fermdé par une ligne exact § O —A/B——>(A/C)/(B/C)--»0.

Oet——Q «—=0
v
B

(2,5) Proposition (2° théoréme dfisomorphic). Pour tout couple (A,B)
de sous~objets d'un objet M, les quotients
AfAAB et AvB/B sont naturellement isomorphss,




Consid:irons lc diagramme c..nonique 3

0 0
l |
\
o J— AAB ST R — N V7.V LI X o}
l -
Y H
0 Y S | pp— __..E._....__.,. AVR — o B et AV B /B S —" |
L
<
B/AAB AvB/a

é !
v
)

dtapres (2,1), on peut le fermer commutativement par < .3 mono-
morphismes A/AAB——»> AVB/B et B/AAB —-» AVB/i, Q désignant le
quotient de AvB/B par A/AAB, on peut dtaprés (1,6), ferm:r commu=-
tativement ce diagramme par unc ligng exacte 3
O —» B/AAB — > AVB/A —iipQ == O

ce qui prouve "u p-osstg: cuc § est aussi le cuotient de AvB/A
par B/AaB.

Dtaprads la forme dusle de (1,4), on a pour lt!dpimorphisme
AvB———3), ainsi construit : Xor(f) = K.r{o?)vZer(pr) =ovp

f
= d'ou Q = O,

1AVB’
(2,6)Cor 'llaire, Dans une caté-ori: abilienne, le treillis des
sous~-objets d‘un objet M, et par consiquent le
treillis des qustionts de M, sont modul :ires,
Soient A,B,C trois sous=-objuts d: M tels que 4%C,
AAB = CAB (= I), avB

mutatifs et exacts :

il

CvB (= J). Des diagrarmes canoniqu.s come

0 0
} b
O [ i % — _,"- ——em Y A/I o O (2’ 1)
|
v 4 ’
0—-ml —s C-- »CfI— >0



»C/I -2 (2,5)

b

—+U/R—

-
|
v
o
N
-
!
O
G — ) *—=0O

0 0
et du diagramme global : _
RS GR. | ; g o |
! \\ /’/
.\\A V' ‘
; C—cC /i 1
~ |
l g"‘ \ ¥
U NI | § 4
on déduit la commutativité de
0 0
\\ /

AfI——C/I
\ P

ce qui fait de A/I-—=C/I un isomorphisme.

Le lemme des "L% (forme duale) appliqué alors au di- gramme

O¢— H+—->
P

montre que l'injection canonique O— -+ 4 ——=> C ert un isomorphisme
dfou A = C,

3. Diagramme du serpent.

Tout diagramme commutztif
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|

! Kzr(b) Ker{ci:
i
} v
£Y
!

P E— ...P’.......__' 3 ._..........,..Y..A_._..._....C

\ ut g A
u' e ? -

| |

Coker(a)J Coker(b)l Coker(c)

peut 8tre fermé commutativoment par lzs lignes (ul,vl) ¢n haut
et (uj,vy) en bas; de plus, ai li suite (u,v) mst_czacts ct si u
est un monomorphisme, lz suite (ul,vl) est ~lors wxacte ((1,6))

et _par dualit3, si li suite (ut,v?) est «~xactec, et si v ¢3t ur

Sdpimorphisme, la suitc (ut,v?!) est_exacte,

Nous allons voir de plus, gue sous toutes ces conditi nis,
a savoir commutativitée et exactitude du dizgramme ¢

B BV C i om0
1 !

b C;

L

%)
IR R
!

0 e 3¥ = > BV =y CO
il existe un morphisme &: G1(0)—-=a7/a2(A), dit morphisme de
connexion, tel que la suite (ul,vl,é,ui,vi) soit_exacts.

Ce morphisme ® va atre construit en trois <&tapes ¢
1°) u' itant un monomorphisms, on a ¢ Coim(u.b) = Coim(ut,.a)

= Coim(a), d'old Coim(a) €Coim(u); il existe donc, puisque
-1 . ~1
u(i) = v (0), un <¢pimorphisme &x: v (0)——»2a(i), tel que le

diagramme
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b ey (0)—KET (V)

| gt i

: -

4 /’ «

a(a) b

Im(ai

v

AV B _.“__.._..Jg'

soit commutatif,
2°) De la reilation Im(b.Ker(c.v))

Im{b?.Ker(v?t.b))

Ker(vt)aIn(b) (1,1)

{m(u')AIm(b)-<Im(u'),

on déduit l'exis*ence 4'un morphisme CS.-v(u,———r AY, t2)l que
ur.® = b.Ker(c.v).

]

Par ailleurs, Y- r(v) € Ker(c.,v) assure ltexist.nce d'un mono-
-3 -1
morphisme i ¢ v (0) —» ¢,v(0) tel que
Ker(v) = Ker(c.v).i

ce qui permettra de vdrifier sans peine la commutativite du
diagramme
~1 i =1 Ker{c.v)
v (0) - CoV (0) =X \C.V ‘v B
! | !

b

] |

a (A ) —i g - ;s._...._>"\ | .,.{i.'_..._.’. ?

3°) De c.veKer{c.,v) = o, on deduit 1l'existence 1'un mor-
-1 -1
phisme w = cov(0) —> ¢ (0) tel que
Ker(c).w = v.Ker(c.v).

En appliquant alors au diagramme :

T
-1t -1 - -1
v (0)--X c,i’(o Yoo ¥on e (0)mr ey O
! iKer(c.v) !Kcr(c)
b } .
v ( O) 1.(3?( V) D - —,y C- —vmmma D
| !
L iCoim(c.v) Coinm{c)
v
0O — SRS SNEErey
: 5 s
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le corollaire (1,6), on stacsure de ltexactitude de la premliére
ligne do ce diagramme, c- qui éntraine l'existence d'un morrhisme

1

&: ; (0) —— A'/a(A) tel que
-1 1 - 1 w -1
Q e W ' (o ) — et C o V ( O) PRSI . | (O ) R §
! !
o B S
1 v“ J’

O~—s af(i) Tl - A ke ET AVfa'7) =0

L

soit commutatif et exact,
Noyau de S ; dtaprés (1,7), Ker(d)

i

Im(we.Ker({B})
Im({weKer{b.Ker{c.v))),
dtor Ker{c).Ker(bé) - Im{Ker(c).we.Ker(b.Ker(c.v)))
= Im(v.K r{c.v).Ker(u,Ker{c.v)))
= Im(v, (Ker(b)AKer(c.v))) (1,1)
= Im(v.Ksr(b))
Im{Ker(c) 'Vl)
= Ker{e).Im(v,)
dtod Ker(®) = Im(?l)-

i

Par dualité, on peut cunstruire des morphismes &%, 3%,i?,
w',é' satisfaisant & Pv.v = Coker({ut,al.; wt.Coker(a) =

Coker(ut,a).u?, et tels que le diagrammoc 3

0 ———at/ala) —m Ylm_.B'/u'.a(A)- Al Et/ut(At) --—-»0
4 A n
S 3 «
-11 l ~)
0 smmrimegn @ {0) i eeeicmegp €~ e CfC (D Ymmeimmny O
i
0
soit commutatif et exact, D'ol w'!.,d.w = Br.Ker(c)ow = Br.v.Ker(c,v)
= Coker(ut.a).b.Ker(c,v) = Coker(ut,a).ut,p = w'.Coker(a).p = wt.Q.w

ce qui donne, w'! 3tant un monomorphismc <t w un ¢pinmorphisme,
¢ . . ~ Y -
5==é, et puisqu'on a par dualits Coker(d') = Comm(ui),

ltexactitude dc la suite (ul,vd)SQui,vi) est assurdc,

1
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