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0 PETIT GTÎIDE 

o DES CATEGORIES 

par R. Pupier 

Ce court exposé a pour but de fournir un nréférentielM 

commode à lfutilisateur débutant. A lfordre lexicographique prèa, 
il devra se consulter comme un dictionnaire» Aucun souci de jus­
tification nfest venu alourdir 1*énoncé des résultats. On trouvera 
lfessentiel (sic) de ces justifications, tant logiques que 
^démonstratives" dans les ouvrages cités en bibliographie• 

I#* Catégories et foncteurs, 

1. CATEGORIE• On appelle CATEGORIE la donnée : 

al.d'une collection (non nécessairement un ensemble) 

d*objets, notée Ob(C); 

b) pour chaque couple (M,N) dfcbjets de ©b(C), dfun 

ensemble Homc(M,N) (ou Hom(M,N) appelé ensemble des 

morphismes de M dans N ; 

c) d'une application p : Hom(MfN)<Hom(NfP) « * Hom(K,P), 

définie quel que soit le triplet (M,N,P)f et satisfai­

sant aux propriétés suivantes i 

(MOR x ) Quels que soient M,N,PfQ dans ©b(C), fcHom(M,N), 

g*Hom(N,P) et h « Hom( P,Q ) 9 ^{ ̂(? f g ) , h) - ̂ {f fyu(g,h) ) * 

(MOR 2 ) Pour tout objet M de £, il existe dans Hom(M,N) 

un raorphisme noté 1 M tel que/Lt(lM,g) « g (resp^(f,3^) =* f) 

pour tout g€Hom(M,X) (resp, pour tout f«Hom(X,M)). 

Notation et terminologie Î pour alléger les notations, 

on écrira généralement g..f pour ̂ (f, g); le ir.orphi3me 
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1^, dont (MOR 2 ) assura Inexistence est unique ; on le nomme 

piorphisme icfrenticue de M ; lfapplication ¿4 s9appelle la ccpmpĉ ition 

des morphismes ; enfin, si f€Hom(M,N), M s 1 appelle la source de f, 

.et N le butp de f # 

FONCTEUR COVARIANT* Etant données deux catégories C et C f , 

on appelle foncteur covariant de C dans C f , la donnée : 

a, dfune correspondance F qui à tout objet M de C associe 

un unique objet F(M) de C 1 ; 

b) pour tout couple (M,N) d*objets da C, dfune application 

FM N d e H o m

C ^ , N ) dans Homc,(F(M)5F(N)), toile que, si 

f«Homc(M#N) et g«Homc(N,P), F M > p(g.f)
 5 3

 p ? ( s ) •F M, N<
f* 9  

e t FM,M ( 1M ) " ^(M)* 

Notation : dans la pratique on notera F(f) pour J J ^ ) * 

3 # DUALITE#. On appelle catégorie duale» notée C° $ d
funo catégorie 

C donnée, la catégorie dont les objets sont ceux da C, et 

telle que Hom C 0(M fN) =» Homc(N,M). 

If , FONCTEUR CONTRAVARIANT. On appelle foncteur contra variant 

de C dans C * , un foncteur covariant de C° dans C f (ou de 

de C dans Explicitement, la condition b) de la défini­

tion des foncteurs covariants s1écrit pour un foncteur 

contravariant : "pour tout couple (M,N) dfobjets de C , il 

existe une application F M N de Homc(M,N) dans Hom^f(F(N),F(M)), 

telle que si f*Homc(M9N) et g«Homc(N,P), 

FM,P< e - f > - F M,H<
f>- pH,p^)" 

5.MORPHISME FONCTORIEL. Soient F et G deux foncteurs (covariants) de 

C dans C * . On appelle morphisme fonctcr;iel de F dans G, la 

donnée pour tout objet M de C, d'un morphisme 

<fMiHomct(F(M),G(M)), tel quo<pN.F(f) = G(f).<fy, pour tout 
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commutâtif suivant : 

F(M) — * G(M) 
i 

F(f) G(f) 
v f 
F(N) • G(N) 

6. CATEGORIE PRODUIT. Etant donnée une famille (C*) ^ T de catégo~ 

rioa, on appelle catégorie produit. noté$TÎCa, la catégorie 

dont les objets sont les familles ^H X ^ ^ J I Q,fc t e ^ e Q u e  

HonTTC* ^ V ' W * TT" HomCK^Noc). 

7# MULTIFONCTEUR. Etant donnée une catégorie jjroduit 

C = I 1 C * T T C% on appelle multifoncteur p fois 

covariant et q fois contravariant un foncteur covariant 

de C dans une catégorie C f. 

Ô. EXEMPLES, a. Catégorie Bis : catégorie où les objets sont 

des ensembles, les morphismes étant les applications dfun 

ensemble dans un autre avec leur composition habituelle. 

b. Catégorie Kod^ : catégorie où les objets sont des 

modules à gauche 3 u r un anneau. A a.v̂ c élément unita ; 1 * 8 

morphismes sont les applications linéaires ou homomorphismes 

de modules, avec la composition habituelle. 

c. Catégorie TTop: catégorie où les objets sont des 

espaces topologique3, les morphismes les applications 

continues dfun espace dans un autre. 

d. Cat^icor^Q^ •d1 ordre" : soit I un ensemble ordonné 

ou préordonné ; on considère la catégorie J [ , dont les 

objets sont les éléments de I, et si * é I et Hom(oc,fl) 

-{<}# sioc^^ Hom(*,(i) - ^ sitf-fc£; 1 * composition des 

morphismes résulte de la transitivité de la relation de 
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e. Foncteur Hom(M.») : soit M un objet fixe d'une caté­

gorie C ; à tout objet X de C, on fait correspondre 1'ensemble 

Hom(M,X), et à tout morphisme f«Hom(X,Y), on fait correspondre 

l'application Hom(M,f) de Hom(M,X) dans Hom(M,Y) définie par 

Hom(M,f)(u) « f.uj les données précédentes définissent un foncteur 

covariant Hom(M,«) de C dans lEns. 

fonctaur Hom(*,M) : sous les hypothèses de e., on 

fait correspondre à tout objet X deC l'ensemble Hom(X,M), et 

à tout morphisme f*Hom(X,Y), on fait correspondre l'application 

Hom(f,M) de Hom(Y,M) dans Hom(X,M) définie par Hom(f,M)(u) - u.f; 

ces données définissent un foncteur contravariant Hom(*,M) de C 

dans £ns» 

g. Bifoncteur Hom(*,*) : à tout couple (X,Y) d'objets 

de € on associe Hom(X,Y), et à tout couple de morphismes (f,g), 

où f*Hom(X',X) et g*Hom(Y,Y»), on associe l'application Hom(f,g) 

de Hom(X,Y) dans Hom(X',Y') définie par Hom(f,g)(u) « g.u.f, pour 

tout u€Hom(X,Y) ; on obtient ainsi un bifoncteur, contravariant 

par rapport au premier argument, et covariant par rapport au second* 

h.Morphisme fonetoriel de Hom(Mf#) dans Hom(N,*} : 

soient M et N deux objets de C , u un morphisme de M dans N ; 

pour tout objet X de C , Hom(u,X) est une application de Hom(N,X) 

dans Hom(M,X) qui satisfait aux relations de commutation définissant 

les morphismes fonctoriels. 

II» Morphismes. 30U3-ob,iets. ob.iets quotients. 

On va définir ici quelques notions deux à deux duales, 

pour lesquelles, en toute rigueur, il suffirait de caractériser 
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l'une pour obtenir l'autre dans la catégorie duale. Lfim­

portance 4e ces notions nécessite cependant la redondance. 

1. M0N0MORPHISME« On dit qufun morphisme u«Hom(M,N) est un 

monomorphisme9 si l'application Hom{X,u) de Hom(X,M) dans 

Hom(X;lT) est une injection^ quel que soit l'objet X de <C;i«e# 

l'égalité u.f » u«g entraine f * g* 

Z. EPIMORPHISME* On dit qu'un morphisme u«Hom(M,N) est un 

épimorphisme> si l'application Hom(u,X) de Hom(N,X) dans Hom(M|X) 

est une fonction* quel que soit l'objet X de C ; i#e. l'égalité 

f #u =» g.u entraine f » g« 

3 # BIMORPHISME. Un morphisme qui est à la fois un monomorphisme 

et un épimorphisme s'appelle un bimorphisme» 

h. MORPHISME RETRACTABLE - RETRACTION• Soit u€Hom(M,N) ; on 

dit que u est rétractable s'il existe un morphisme r«Hom(N,M), 

tel que r tu « lĵ ; r est appelé une rétraction de u ; tout morphisme  

rétractable est un monomorphisme« 

5. MORPHISME SECTIONNABLE - SECTION. Sous le3 mêmes hypothèses, 

u est sectionnable s'il existe un morphisme s*Hom(N,M) tel que 

u,s » 1 N ; s est appelé une section de u ; tout morphisme sec­

tionnable eet un épimorphisme« 

6 . ISOMORPHISME. Si un morphisme u est à la fois rétractable et 

sectionnable, r = s ; on dit que u est tin isomorphisme# r est 

alors un isomorphisme appelé Inverse de u. 

7.Remarque t un monomorphisme (resp. un épimorphisme, un bimorphisme) 

n'est pas nécessairement rétractable (resp. sectionnable, un iso-
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morphisme); on a cependant le résultat suivant t un monomor-

phiBme 3eetiqnnablo (resp. un épimorphisme rétractable) est un  

isomorphisme. 

6 # SOUS-OBJETS. Soient uéHom(M,N) et uf*Ho«t(Mf ,N) deux monomor-

phismes ; sfil existe un morphisme v«Hom(Mf,M) tel que 

u f « u #v, on dit que u factorise u* , et on écrit u>u
f 

o u u ^ u ; on définit ainsi une relation de préordre 

entre les mononorr>hismes de but N. Si la situation 

précédente est réalisée, v est unique et cfest un 

monomorphiome; de plus, sfil existe vf£Hom(M,Mf) tel 

que u » uf.v* , alors v et v f sont des isomorphismes 

inverses l?un de lfautre. Dans ce CAS, U ot u f sont 

équivalents pour la relation dféquivalence associée 

à la relation de préordre 2 parmi les monomorphiome s 

da but de but N équivalents à u, on en choisit un, 

* t bien déterminé, qu
fon appelara un sous-objet de N. 

On remarquera que les scus-objets dfun objet N sont 

ordonnés par la relation dfordre obtenue par "passage 

au quotient"., 

9. OBJETS QUOTIENTS. Dualement, si u«Hom(M,H) et uUHom(M,N») 

sont des épiraorphismesi on définit une relation de 

préordre "u factorise u* "si et seulement si il 

existe un morphisme vcHom(N,Nt) tel que u f « v.u; 

on notera encore u>u f ou u f< u; comme précédemment 

v est unique et cfest un épimorphisme, et s'il existe 

vUHom(Nf,N) tel que u « v*<>uf, v et v f sont des 

isomorphismes inverses lfun de 1-autre. On appeler:;. 

objet quotient de M, un épimorphisme bien déterminé 
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choisi parmi ceux éauivalent s à u* 

10. SOUS-CATEGORIE PLEINE* Dans uno catégorie C # on appelle soua-

catégorie ploino de € line cat¿gorie D dont les objets 

sont des objets de C, et qui satisfait aux propriétés 

suivantes t (SCP I) Si M est un objet do JD 9 tout objet 

de C isomorpho à M est un objet do JD • 

(SCP 2) Si M et N sout deux objot* d * JD, Hom^(M#N) est 

é-al à HorUç(M#H) • 

(SCP 3) La composition dos morphismes dans Dest induite 

par la composition des morphismes dans €• 

11. EXEMPLES, a. Catégorie J&is : les monomorphismes (resp« les 

épimorphismos) sont les applications injectives (resp# 

surjectivos) j les sous-objets correspondent aux injec­

tions canoniques dfun soun-ensemble dans un ensemble ; 

les objets quotients aux surjoctions canoniques dfun 

sous-ensemble sur vin ensemble quotient. 

bé Catégorie 3Top : les monomorphismes sont les injec­

tions continuoo ; par contro les épimorphismes ne sent 

pas nécessairement surjectifs* 

III# Objets particuliers dans .une catégorie. 

1. OBJET INITIAL. Un objet-Ad*une catégorie C est dit initial« si 

pour tout objet M de t9 Hom(A#M) est réduit à un unique 

morphisme, qufon notera souvent 9 ^ 

2. OBJET FINAL, In objet «a dfune catégorie € est dit final. si pour 

tout objet M de C> Hom(M,/l) ost réduit à un unique mor-

phisme, qufon notera 6 W # 

3 . OBJET NUL. On appelle ainsi un objet à la fois initial et final. 
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On vérifie aisément que deux objets initiaux (resp. 

finaux, nuls) sont isomorphes« 

On note OJJ M ou 0 le morphisme *} ̂ . £^ € Hom(Mf N) • 

k. GENERATEUR. On appelle générateur dans une catégorie €, un 

objet U tel que, pour tout objet M et pour tout sous-

objet M* do M, la relation "Hom(U,M) m Hora(U,MM* 

entraine M » M* « 

Pltts généralement, on dit qu'une fsu&llle ^i^i^r Ô S t 

un système de générateurs de la catégorie <E, si pour 

tout objet M, et pour tout sous-objet M f de M f la 

relation ^Hom(Ui#M) » Hom(U i #M
f) quel que soit ifl" 

entraîne M « M f ; on peut exprimer encore cette défi­

nition en disant que pour tout sous-objet M f distinct 

de M, il existe un i*I et un morphisme u^HomfU^M) f 

qui ne se factorise pas à travers M f

# 

5 # COGENERATEUR• On appelle cogénorateur. dans une catégorie C, 

un objet T tel que pour tout objet M et tout objet quo­

tient M" de M, la relation *Hom(M,T) ~ Hom<M"fT)" 

entraine M« M,!« 

6. EXEMPLES• a. Catégorie Ens : 1'ensemble vide est un objet 

initial, un ensemble réduit à un point est un objet 

final, il n'existe pas d'objet nul. 

b# Catégorie IMod^ : le module {0} est un objet nul ; 

le A-module A est un générateur, s 

IV • Produits et sommes directs ; produits et sommes fibres» 

lt PRODUIT DIRECT, Soit ( M ^ ^ j une famille d'objets d'une catégorie 

€ ; on dit qu'une famille de morphismes (Pj ^ m * 

p^*Hom(PfM^), représente P comme produit direct des 
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M i, si pour tout objet X de C, u —«• ( p ^ u ) i e I est une 
bljoction de Hom(X,P) sur ^ HomfX^). 
Pour tout morphisme u«Hom(X,P), les morphismes p^u 
s'appellent le3 compocuntes de u, 

Z. PRODUIT DIRECT DE MORPHISMES. Soit ( u
i) i^ I*27l H o m < M i * N i ^ 

une famille de morphismes ; si (P^)^^ (resp. ^j^i^X^ 
représente l'objet P (resp. Q) comme produit direct de 
la famille ( M ^ ^ j (resp. O ^ ) ^ ) * il exi?te un unique 
morphisme uéHom(P,2), tel que qA#u = ^ . p ^ quel que soit 
i€l# En particulier, si P et Pf sont représentes par les 
morphismes (p^)^ej e t C O I B m e produits directs de 
la famille (M^J^jt P et Pf sont isomorphes. On peut 
alors choisir (l), s'il en existe, pirmi les objets re­
présentés comme produit direct d'une famille (*^)^ j f 

un objet particulier, noté M±$ qu'on appelle le 
produit direct de la famille (^^^1* Alors à toute 
famille f*^).^* Hom(M i,N i), on fera correspondre 
l'unique morphisme .TL u. : M.—* JTL N., qu'on 
appellera le produit direct de la famille ( u ^ ^ j t 

3 # SOMME DIRECTE. C'est la notion duale de celle de produit direct* 
Explicitement, une famille de morphisries ( e i ) # 
e^€Hom(M^;S) représente S comme sommo directe de M^, si 
pour tout objet X de (E, u ~"^ u # ei^iél e s t u n e b i J e c t i o n 

de Hom(S,X) sur ^ Hom(Mi,X). 
Polir tout morphisme uéHom(S,X), les u.,ê  s'appellent 
los composantes de u. 
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4. SOMME DIRECTE DE MORPHISMES. On peut reproduire intégralement 

la section 2 précédente pour les sommer* directes* 

Disons seulement que si deux objets sont représentés 

comme somme directe d*une môme famille dfobjets, ils 

sont isomorphest on choisit alors l'un d1entre eux 

qufon appelle la somme directe do la famille (Mj^iel* 

qufon note M± ; on notera de môme xx^ la somme 

directe dfune famille de morphismes* 

5 # MORPHISME DIAGONAL• Si les objets d'une famille indexée par I 

sont tous égaux à un objet M, on notera le produit 

direct, s'il existe, de cette famille* Il existe alors 

un morphisme A ̂  de M dans M*, dont les composantes sont 

le morphisme 1^, pour tout indice ici* Ce morphisme 

sfappelle le morphisme diagonal» Soient (Mj^i^j u n e 

famille dfobjets quelconques, et (u,),,Té 7T Hom(M,M. ) ; 
1 l t x i€l . 1 

si le produit direct TT M. existe il correspond aux 
U I 1 

u. un unique morphismo ucHom(M, TT M. ) ; on peut alors 
1 i*I 1 

écrire ce morphisme sous la forme u = TT u.» •\t> ° ù 
i€l 1 M 

TT u. est le produit des morphismos u.• 
ici x 1 

6 * MORPHISME CODIAGONAL. Sous les hypothèses précédentes, et sous 

les réserves habituelles dfexistence, on notera M^^ la 

somme directe dfune famille où les objets sont égaux* H 

existe un morphisme E M de M ^ dans M ayant pour compo­

santes le morphisme 1 ^ pour tout indice ici. Ce morphisme 

sfappelle morphisme codiagonal* Le lecteur décomposera 

comme il se doit le morphisme correspondant à 
(u, ). T * TT Hom(M. |M) * 

x X * A ici 1 
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(«Oui 
7. MORPHISMES CANONIQUES• Soit^une famille d'objets, p 5 5 ÌT M. 

i€I 1 

le produit direct, qu'on suppose exister, et p^ 

les morphismes canoniques de P dans ; le morphisme 

p^ s'appelle la projection d'indice i; on reiharquera 
qu'en général les projections no sont pas des épfenor-

phismes I Pour un indice i donné, p^ est sectionnable 

si et seulement si Hom(Mi,Mj) ? $ pour tout j«I# 

Dualement, les morphismes canoniques e i dans 
S = © M . , qui restent pour l'instant anonymes, ne 

i€l 1 

sont pqs en général dos monomorphismes• Pour un indice i 

donné, e^ est rétractable si et seulement si 

HomfM^,^) f 0 , pour tout j*I# 

6. EXEMPLES, a. Catégorie 3Ens : la notion de produit (resp. de 

somme) d'une famille d'ensemble est identique à celle 

de produit direct (resp* somme directe) que nous venons 

de définir. Si dans une famille (M^^j d'ensembles l'un 

des M. est vide, le produit TT M^ ©st vide, et nous don­
ici x 

ne un exemple de projections non surjectives• 

b # Catégorie Kod^ : étant donné une famille (
Ej^iel 

de A-modules à gauche, on sait définir sur le produit 

TT E. des ensembles E< une structure de A-module à 
ici 1 1 

gauche qui fait de ce produit un produit direct au sens 

ci-dessus ; soit E 1 ' ensembls des X€F =» TT E., tels que 
ici 1 

Pi(x) * 0, sauf pour un nombre fini d'indices i; E est 

un sous-module de F qui satisfait à la définition précé­

dente de la somme directe. 
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c. Catégorie wdfordre" : le produit direct (resp* la 

sonne directe) d'une famille delements drun ensemble 

ordonné est lour borne inférieure (r%)sp. supérieure ) 9 

si elle existe. 

9« CATEGORIES A PRODUIT OU A SOMME. Si dans une catégorie C , 

JL* produit direct (resp. la somma çULyocte) de deux objets 

existe quel que soit le couple (M* HT) d*objets considérés, 

on dit que C est une catégorie h produit (resp* A aerane K 

Dans une telle catégorie, le produit direct (resp* la 

sotoo direct*) existe pour toute fanello finie dfobjata« 

Si le produit direct (resp. la somme directe) existe 

pour toute famille o n dit que C est une 

catégorie à produit (resp. somme) quelconque (ou infini)• 

Un treillis achève définit une catégorie wdterdrelt à pro-* 

duit et somme quelconques. 3Mod̂ . est également une eaté* 

gorie du môme type. 

iO. PRODUIT FI3REt Nous limiterons les définitions qui vont sui­

vre au cas de deux morphismes d*une catégorie ; on peu* 

cependant les étendre au cas dfune famille quelconque d e 

morphismes. Soient f et g deux morphismes de nrème but À ; 

On appelle produit fibre de f et g au-dessus de A, un 

triplet (P,u,v) tel que f.u ~ g.v«Hom(P,A), et que pour 

tout couple (h,k) de morphismes satisfaisant à 

f.h » g.k, il existe un unique morphisme a de but P f 

vérifiant h * u # a et k a v.a. On se servira constamment 

du diagramme suivant (commutâtif) : 
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Deux produits fibres de f et g -\u-dessus de A sont 

isomorphes. Sfil en existe on en choisira un ( I ) qufoa 

désignera pa!r f^g* ou par abus d'écriture B^C # 

1X# SOMME FIBREE# La définition est évidemment duale de la précé­

dente i si f et g sont deux morphismes de même source  

A$ on appelle somme fjbrée de f_et g au-dessus de A# un 

triplet ( S j U #v) tel que u.f * v«g«Hom-A,5) > et que pour 

tout couple (hfk) de morphismes satisfaisant à h«f » k«g* 

il existe un unique morphisme a de source A, vérifiant 

h = a . u e t k ~ a # v . On obtient bien entendu le diagramme 

dual du précédent : 

Deux sommes fibrées sont encore isomorphes# et s'il en 

on existe on note l'une d'entre ellesf^g ou B$AC« 

12# EXEMPLE. Catégorie I ns ; soient f et g deux applications 

de but A, B et C leurs sources respectives ; soit *p 

» f*g l'application produit de BxC dans AxA; alors 

^A^ e s t 1 X 1 1 P r o d u i t fibre de f et g au-dessus de A, 

Dualement, soient f et g deux applications de source 

A, B et C leurs buts respectifs ; sur B$Cf soit R la 

plus petito relation d'équivalence dont le graphe 

contienne les couples (efiof(x),ecog(x)) pour tout x*A, 

alors B*C/R est la somme fibrée do f et g au-dessus de A. 

file://-/u-dessus
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V« Catégories additives. catégories abéliennes. 

1. CATEGORIE ADDITIVE. On appelle catégorie additive une catégorie 

C satisfaisant aux axiomes suivants : 

(CA 1) Pour tout couple (M,N) d'objets de € f Hom(M,N) 

est un troupe abélien. 

(CA 2) La composition des morphismes est bilinéaire. 

(CA 3) C est une catégorie "à produite'1. 

(CA k) Il existe un ob.iet 0 dans C, t*l que 1^ èoit 

l'élément neutre du groupe Hom(0,0). 

L'objet 0 défini dans (CA 4) est un ob .jet nul. 

Unp catégorie additive est une catégorie à somme : 

de plus pour tout couple d'objets (M fN) # MïïN est 

isomorphe à M*N. Enfin si le produit direct (resp. la 

somme directe) d'une famille quelconque existe les 

morphismes p^ (resp. e i) sont sectionnables (resp. 

rétractables). 

On peut construire canoniquement la loi de groupe 

abélien sur Hom(M,N) dans une catégorie satisfaisant 

aux axiomes suivants : 

(CA' 1) C possède un objet nul 0. 

(CA' 2) Pour tout couple d'objets (M,N)# le produit 

direct et la somme directe existent et sont isomorphes. 

(CA' 3) Il existe un morphisme c(M) de M dans M tel 

que le diagramme suivant commute : 
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Les groupes dfaxiomes (CA 1,2,3*4) et (CA' 1,2,3) 

sont équivalent s• 

2. NOYAU, CONOYAU. Soit f*Hom(M,N) ; sfil existe un monomorphisme 
i*Hom(K,M) tel que pour tout morphisme u«Hom(X,M) les 
relations "f.u = olf et wu est factorisé par i" soient 
équivalentes, on dit que i est un novrui généralisé de f* 
Tous les noyaux généralisés de f (sfil en existe) sont 
équivalents au sens de la relation d'équivalence associée 
au préordre sur les monomorphisme s de but M ; il en existe 
donc un seul au plus, qui soit un sous-objet de M ; oh 
l'appelle le noyau de f et on le note Ker(f). 
Dualement, s'il existe un épimorphisme p«Hom(N,Q) tel 
que pour tout morphisme véHom(N,X) les relations 
"v.f = o" et ffv est factorisé par p" soient équivalentes, 
on dit que p est un conoyau généralisé de f ; tous les 
conoyau généralisés sont équivalents, et il en existe un 
au plus qui soit un objet quotient de N, qu'on appelle 
le conoyau de f et qu'on note Coker(f). 

3 * IMAGE, COIMAGE. Si le sous-objet Ker(Coker(f)) oxiste on l'ap­
pelle l'imac^ de f, ot on le note Im(f); si l'objet quo­
tient Coker(Ker(f)) existe on l'appelle la coimage de f 
et on le note Coin(f). 
Si Im(f) et Coim(f) existent, il existe un unique 
morphisme f, tel que f = Im(f).f.Coim(f). 

k.CATEGORIE ABELIENNE. Une catégorie additive est dite abélienne 
si elle vérifie les axiomes s 
(AB 1) Le noyau et le conoyau existent pour tout mor­
phisme f • 
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(AB 2) Pour tout morphisme f, le morphisme canonique 

f est un isomorphisme. 

Si feHom(M,N) est un monomorphisme, M est isomorphe à 

Im(f) ; dualement, si f est un épimorphisme, N est iso­

morphe à Coim(f). 

5 # EXEMPLE. La catégorie Mod. est une catégorie abélienne. Pour 
Ä 

un homomorphisme f du A-module M dans le A-module N, on 
- 1 - 1 % 

a : Ker(f) = f {IO}), Im{f) = f(M), Coim(f) « M/f({OJ) 

et Coker(f) = N/f (M) • 

6 # SUITES EXACTES. On dit qu'une suite (u,). w l de morphismes 

composables est exacte, si Ker(u^+^) =* Im(u^). La suite 

(o, Ker(f)f f, Coker(f), o) est exacte, ce qu'on écrit 

souvent (par abus décriture) sous la forme : 

o-^Ker(f M-j^N—>Coker(f )—> O est exacte. 

7. CARACTERISATI01I DES NOYAUX ET CONOYAUX. Soient f*Hom(M,N) 

et i<Hom(K,M) tels que la suite de groupes abéliens 

o^>Hom(X,K)? o n l ( X> i ) „ Hom(X,M) H o m ( X ' f } » Hom(X,N) 

soit exacte pour tout ob jet X de C ; alors i est un noyau 

généralisé de f. Dualement, si p«H?m(N,Q) est tel que 

la suito de groupes aboliens 

o-^Hom(Q,X) Jl£ï.lPî2^Hom(NlX) 

soit exacte pour tout objet X de C ; alors p est un 

conoyau généralisé de f. 

f e: 

Pour que la suite 0—*»M'« * M-s^M"—^o soit exacte, 

il faut et il suffit que f soit isomorphe au noyau de 

g, et g isomorphe au conoyau de f* 
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