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PETIT G'TIDE
o DES CATEGORIES

par R. Pupier

Ce court exposé a pour but de fournir un "référentiel
cormode & l'utilisateur débutant. A lfordre lezicographique pras,
il devra se consulter comme un dictionnaire, Aucun souci de jus-
tification n'est venu alourdir l'énoncé des résultats, On trouvera
lvessentiel (sic) de ces justifications, tant logiques que '
ndémonstratives”" dans les ouvrages citds en bibliographie,

I, Catépories et foncteurs.
1. CATEGORIE. On appeclle CATEGORIE la donnée ;

a).d'une collection (non nécessairement un ensemble)
dtobjets, notée Ob(C);

b) pour chaque couple (M,N) d'cbjets de Ob(C), d'un
ensemble Homc(M,N) (ou Hom(M,N) appelé onsemble des

morphismes de M dans N ;

¢) d'une application p 3 Hom(M,N)xHom(N,P)—s Hom(M,P),
définie quel que soit e triplet (M,N,P), et satisfai-
sant aux propriétés suivantes :
(MOR 1) Quels que soient M,N,P,Q dans Ob{C), f e Hom(M,N),
g € Hom(N,P) et h € Hom(P,Q}, j,;(/*(f’,g),h) = u(f,:(g,h) ).
(MOR 2) Pour tout cbjet M de €, il existe dans Hom(M,N)
un morphisme noté 1, tel que;&(lM,g) = g (resp.#(f.lM) = f)

pour tout geHom(M,X) (resp. pour tout feHom(X,M)}.

Notation et terminologie : pour alléger les notations,

on écrira généralement g.f pour u(f,g); le morphisme
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1, dont (MOR 2) assure l'existence est unique ; on le nomme

morphisme jdentique de M ; l'application pu sfappelle la compogition

des morphismes ; enfin, si feHom(M,N), M s'appelle la gource de f,
et N le but de £,

2, FONCTEUR COVARIANT, Etant données deux catégories € et €',
on appelle fonetour covariant de € duins €', la donnée 3
a, d'une correspondance F qui & tout objot M de € associe
un undque objet F(M) de €' ;
b} pour tout couple (M,N) dlobjets de C, d'une application
FM,N de Homg(M,Y) dans Homg,(F(M),F(N)), telle que, si

feHomg (M,N) et geHom (N,P), PM,P(g’f) = Fupp(g).FM’N(f).
ot Fy,u{ty) = 1pm)-
Notation : dans la pratique on notera F(f) pour Fu’x(f).

3, DUALITE, On appelle catégorie duale, notée C°, dtunc catégorie
€ donnde, 1la catigorie dont les objets sont ceux do €, et

telle que Homc,(M,N) = Homt(N,M).

Ly, FONCTEUR CONTRAVARIANT, On appelle foncteur contravariant

de € dans €', un foncteur ~ovariant de €° dans €' (ou de

de € dans €'*), Expliciterient, la condition b) de la défini-
tion des foncteurs covariants s?écrit pour un foncteur
contravariant : "pour tout couple (M,N) dtobjets de €, il
existe une application F,n de Homg(M,N) dans Homc,(F(N),F(M)),
telle que ei fgﬂomc(M,N) et chomC(N,P),

- N
FM'P(g.f) PM’N(f).FN,P(g).
5.MORPHISME FONCTORIEL, Soient F et G deux foncteurs (covariants) de

€ dans C'. On appelle morphisme foncteriel de F dans G, la

donnée pour tout objet M de €, d'un morphisme

PysHome o (F(M),G(M)), tel que¥,.F(f) = G(f).@,, pour tout
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comnutatif suivant

POy M ()
F(f) l le(f)
F(N) » G(N)
Py
6. CATEGORIE PRODUIT, Etant donnée une famille (Cq), ,y de catégo-
riea, on appelle gatdeorje oroduit, notéﬁILF“, la catégorie

dont les objets sont les familles (M“)“‘I, et telle que

Homﬂcu ((M“),(HQ) = T Hom(My,Ny) .
oET
7. MULTIFONCTEUR, Etanrt donnée une catésgorie produit

€ = 1‘F C,x | | C%, on appelle multifoncteur p fois
l4iep 1<jga J

covariant et ¢ fois contravariant un foncteur covariant

de € dans une catégorie (',

8., EXEMPLES, a. Catémorie Ths : catégorie ol les objets'sont
des cnscmbles, les morphismes étant les applications d'un
cnsemble dans un autre 2vec leur compocsition habituelle,

b. Catégorie Mod, : catégorie ol les objets sont des
modules & gauche sur un anneauw. A avec  6ldment unitd ; les
morphismes sont les applications linéaires ou homomorphismes
de modules, avec la composition habituelle,

c. Catégorie Mop: catégorie ol les obhjets sont des
espaces topologiques, les morphismes les applications
continues d'un espace dans urn autre,

de Catégories *dtordre" : soit I un ensemble ordonné
ou préordonné ; on considére la catégorie X, dont les
objets sont les éléments de I, et si eI et §el, Hom(«,p)
={<}, siw<fy Hom(e,B) = Sf si¥ P; la composition des

morphismes résulte de la transitivité de la relation de



préordre. L

e, Foncteur Hom{(M,») : soit M un objet fixe d'une caté~

gorie € ; 4 tout objet X de €, on fait correspondre l'ensemble
Hom(M,X), et & tout morphisme feHom(X,Y), on fait correspondre
ltapplication Hom(M,f) de Hom(M,X) dans Hom(M,Y) difinie par
Hom(M,f)(u) = f.u; les données précédentes définissent un foncteur

covariant Hom{M,e) de € dans IEns.

f. fonctaur Hom(#,M) : sous les hypothdses de e., on
fait correspondre & tout objet X de€ l'ensemble Hom(X,M), et
4 tout morphisme fe€Hom(X,Y), on fait correspondre l'application
Hom(f,M) de Hom(Y,M) dans Hom(X,M) définie par Hom(f,M)(u) = u.f}
ces données définissent un foncteur contravariant Hom(+,M) de €

dans Ens,

g. Bifoncteur Hom(e,s) : & tout couple (X,Y) dfobjets

de € on associe Hom(X,Y), et & tout couple de morphismes (f,g),
ol féHom(X',X) et g€Hom(Y,Y'), on associe l'application Hom(f,g)
de Hom(X,Y) dans Hom{X',Y*) définie par Hom(f,g)(u) = g.u.f, pour
tout ueHom(X,Y) ; on obtient ainsi un bifoncteur, contravariant

par rapport au premier argument, et covariant par rapport au seconde

h.Morphisme fonctoriel de Hom(M,e) dins Hom(N,e)
soient M et N deux objets de €, u un morphisme de M dans N ;
pour tout objet X de €, Hom(u,X) est une =pplication de Hom(N,X)

dans Hom(M,X) qui satisfait aux relations de comrutation définissant

les morphismes fonctoriels,

IX, Morphismes, sous-objets, objets quotients,

- On va définir ici quelgues notions deux A deux duales,

pour lesquelles, en toute rigueur, il suffirait de caractériser



l'une pour obtenir ltautre dans la catégorie duale., L'im-

portancs de ces notions nécessite cependant la redondance.

1., MONOMORPHISME. On dit qu'un morphisme u¢Hom(M,N) est un

monomorrhigsme, si l'application Hom{X,u) de Hom(X,M) dans

Hom(X;1l) est une injection, quel que soit l'ebjet X de C;i.e,
1'égalité u.,f = u,g entraine £ = g,

2. EPIMORPHISME, On dit qu'un morphisme ueHom(M,N) est un

épimorphisme, si l'application Hom(u,X) de Hom(N,X) dans Hom(M,X)

est une jinjection, quel que soit l'objet X de € ; i,e, 1'égalité

feu = g,u entraine £ = g,

3, BIMORPHISME., Un morphisme qui est & la fois un monomorphisme

et un épimorphisme s'appelle un bimorphisme,

., MORPHISME RETRACTABLE =~ RETRACTION,., Soit ueHom(M,N) ; on

dit que u est rétractable s'il existe un morphisme reHom(N,M),

tel que r.u = 14 r est appelé une prétraction de u ; fout morph (-
rétractable est un monomorphisme,.

S« MORPHISME SECTIONNABLE - SECTION, Sous les mémes hypothéses,

u cst gectionnable s'il existe un morphisme seHom(N,M)'tel que

U,g = 1N { s est appelé une section de u ; tout morphisme sec~
tionnable est un épimorphisme.

6. ISOMORPHISME, Si un morphisme u est A& la fois rétractable et

sectionnable, r = s ; on dit que u est un isomorphisme. r est

alsrs un isomorphisme appelé inverse de u.

7.Remarque ¢ un monomorphisme (resp., un épimorphisme, un bimorphisme)

n'est pas nécessairement rétractable (resp. sectionnable, un iso=-
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morphisme); on a cependant le résultat suivant t un monomor=
phigme sectionnable (resp. un épimorphisme rétragtable) est un
isgmorphisme.,

8« SOUS-OBJETS. Soient ue¢Hom(M,N) et uteHom(M?!,N) deux monomor-
phismes ; s8'il existe un morphisme veHom(M?!,M) tel que
u! = u.v, on dit que u factorise u?, et on dcrit u»ut
ou u'< u; on définit ainsi une relation de préordre

entre les moncimorphismes de but N. Si la situation

précédente est réalisée, v est unique et clest un
monomorphisme; de plus, s'il existe vfeHom(M,M') tel
que u = ut,v' , alors v et v! sont des isomorphismes
inverses 1l'un de l'autrc., Dans cc cns, u ct u' sont

équivalents pour la relation d'énuivg}énce associée

4 la relation de préordre : parmi les monomorphismes
d3 but de but N équivalents & u, on en choisit un,

T ¢ bien déterminé, qu'on appelera un gsous=objet de N.
On remarquera que les scus~objets d'un objet N sont

ordonnés par la relation dtordre obtonue par "passage

au quotienth,

9., OBJETS QUOTIENTS, Dualement, si ueHom(M,Y ) et u'€Hom(M,N')
sont des épimorphismes, on définit une relation de
préordre "u factorise ut " si et seulement si il
existe un morphisme veHom{N,N') tel que ut! = v,u}
on notera encore u> u' ou ut< u; comme précédemment
v est unique et ctest un épimorphicsme, ot s'il existe
v!'¢Hom(N?',N) tel que u = v',u', v et v' sont des
isomcir'phismes inverses 1'un de l'autre, On appele::

objet gquotient de M, un épimorphisme bien déterminé




choisi parmi{ ceux écuivalents & u,

10, SOUS-CATEGORIE PLEINE, Dans une catégories C, on appelle sous-
catégorie pleine de £ une catcgorie ID dont les objets
sont des objets de €, et qui zatisfait aux propriétés
suivantes ¢ (SCP 1) Si M est un objet dc I, tout objet
de € isomorpho 4 M est un objet de I,

{SCP 2) Si M ot N sout deux objc:a de 1D, Hoqxgm,N) es%
3.1 2 HomE(M,N). '
(SCP 3) L1 composition des morphismes dans D est induite

par la composition des morphismes dans €.

11, EXEMPLES. 2. Catizorie FEnst les monomorphismes (resp. les
épimorphismes) sont lcs applizations injectives (reap.
surjectivos) ; les sous-objets correspondent aux injec-
tions cancniques d'un sous-ensemble dans un ensemble
les objets quotients aux surjections canoniques d'un
sous-ensemble sur un ensemble quotient,

b. Catégorie TMop : les monomorphismes sont les injec=

tions continucs ; par contrec les épimorphismes ne scot

pas nécessairement surjectifs.

III. Objets particuliers dans une catégorie.

1. OBJET INITIAL, Un objet-A. d'une catégoric € est dit initdal, si
pour tout objet M de €, Hom(A,M) est réduit & un unique
morphisme, qu'on notera souvent Py

2., OBJET FINAL, In objetf2d'une catégoric € est dit final, si pour
tout objet M de €, Hom(M,Nl) ast réduit A un unique mor-
phisme, quton notera Ve

3. OBJET NUL., On appelle ainsi un objet A& la fois initial et final,
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On vérifie aisément que deux objets initiaux (respe.
finaux, nuls) sont isomorph=zs.
On note 'ON,M ou 0 le morphisme 9 . éMéﬂom(M,N).

L. GENERATEUR, On 2appelle gindrateur dans une catégorie €, un
objet U tel que, pour tout objet M ct pour tout sous-
objet M' de M, 1a relation "Hom(U,M) = Hom(U,M')"
entraine M = M¢*, Vais eanebe
Plus génidralement, on dit qutune famille (Ui)1£I eat
un systéme de ginérateurs de la catégorie €, si pour
tout objet M, et pour tout sous-objet M! ds M, la
relation "Hom(Ui,M) = Hom(Ui,M') quel que soit ielI"
entraina M = M' ; on peut cxprimer encore cettc défi-
nition en disant que pour tout sous~objet M* distinct
de M, il existe un i¢I et un morphisme uitﬁom(Ui,M),

qui ne se factorisce pas & travers M!,

5. COGENERATEUR. On appelle cozénirateur, dans une catédgorie €,
un objet T tel que pour tout objet M et tout objet quo-
tient M" de M, la relation "Hom(M,T) = Hom(Mw,T)"

entraine M= M,

6. EXEMPLES, a. Catégsorie Ens : l'ensemble vide est un objet
initial, un ensemble réduit 4 un pcint est un objet
final, i1 ntexiste pas d'objet nul,

b, Catéporie Mod, : le module {0} est un objet nul ;
le Ae-module As est un gdénérateur,

IV. Ppoduits et sommes directs ; praduits et sommes fibrés.

1, PRODUIT DIRECT, Soit (Mi)icl uns fzamille dtcbjets d'une catdgorie

€ ; on dit qu'une famille de morphismes (p;), .y »

py¢Hom(P,M,), représente P comme produit diregt des
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M., si pour tout objet X de €, u--(pi.u)ieI est une

il
biljoetion de Hom(X,P) sur ﬁ?i Hom(X,M, ).
Pour tout morphisme u¢Hom(X,P), les morphismes Py

s'appellent les composczntes de u,

2. PRODUIT DIRECT DE MORPHISMES. 35it (u € ITI Hom(M.,N )

i)ieI
une famille de morphismes ; si (p. )iéI (resp. (qi)iel’
représente l'objet P (resp. Q) comme produit direct de

la famille (Mi)iGI (resp. (Ni)i‘l), il exjiste un unique
morphisme ueHom(P,2), tel que ggeu = U Py quel que soit
ieIl. En particulier, si P et P' sont représentés par les

morphismes (p. )iGI et (pi) comme produits directs de

iel
la famille (Mi)ieI' P et P! sont isomorphes. On peut
alors choisir (1), s'il en existe, pirmi les obJets re-

présent<s comme produit direct d'une famille (Mi)1€1'

un obJjct particulier, notsd ;2& Mi’ quton appelle le

produit direct de la famille (Mi)ieI’ Alors & toute

fariille (u, )1eI ;Q} Hom(M.,N ), on fera correspondre
' . I7 ")
l'unique morphisme [Tl u, & [l M—= TT Ny, quton

appellera le produit direct de la famille (u, )161

3. SOMME DIRECTE, C'est lz notion duale de celle de produit direct.

Explicitement, une famille de morphismes (ei)léI ’

e eHom(M, ;S) représente S comme somme directe de M;, si

pour tout objet X de €, u—(u.e, est une bijection

i‘ie€Xl

de Hom(S,X) sur igi Hom(Mi,X).

Pour tout morphisme ueHom(S,X), les u.e, s'appellent

los composintes de u.
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;. SOMME DIRECTE DE MORPHISMES, On peut reproduire intigralement
1a section 2 précidente pour les somres directes.
Disons seulemcnt que si deux objots sont reprisentés
comme somme directe d'une méme famille d'objets, ils
sont isomcrphes; on choisit alors l'un d'entre eux
qu'ton appelle la somme directe de la famille (Mi)ieI’
qu'on note i%& M; ; on notera de m8me iﬁ& u, la somme

directe d'une famille de morphismes.

5. MORPHISME DIAGON{L. Si lus objets d'une famille indexée par I
sont tous égaux a un objet M, on notera MI le produit
direct, s'il existe, de cette famille, I1 existe alors
un morphisme Ay de M dans MI, dont les composantes sont
le morphisme 1,40 pour tout indice ie¢I. Ce morphisme

une

sfappelle le morphisme diagonil, Soient (Mi)ieI
 famille d'objets quelconques, et (u,) € TT Hom(M,M );
1i'ieIX j€T i
si le produit direct T1 M, existe il correspond aux
ieI
u; un unique morphisme ue&Hom(M, TT Mi); on peut alors
: iel
écrire ce morphisme sous la forme u = IT ui‘AM’ ou
iel
T u; est le produit des morphismes u..
jeT *

6. MORPHISME CODIAGONAL., Sous les hypothéses précddentes, et sous
les réserves habituelles d'existence, on notera M(I) la
somme directe d'une famille ol les objets sont égauxe. I1
existe un morphisme EM de M(I) dans M ayant pour compo-'
santes le morphisme 1 pour tout indice ieI. Ce morphisme

s'appelle morphisme codiagonal, Le lecteur décomposera

comme il se doit le morphisme correspondant &

(u,) € TT Hom(M, ,M).
i'lel jeT i?
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Mgt
7. MORPHICMES CANONIQUES, Soit¥une Tamille d'objets, p = v Mi
' i1el
le produit direct, qu'on suppose exister, ot Py

les morphismes canoniques de P dans Mi : le morphisme

Py s'appelle la projection d'indice i; on rehmarquera
quten général les prajections ne so - deg a
phismes ! Pour un indice i donné, py est gsectionnable

si et seulement si Hom(Mi,MJ) ¥ ¢ pour tout jeI,
Dualement, les morphismes canoniques e, Ia.Mi dans

S ==.gi Mi’ qui restent pour l’instan£ anonymes, ne
i
sont pas en général des monomorphismes. Pour un indice 1

donné, ey est rétractable si et seulement si

4Hom(Mj,Mi) # @, pour tout jeI,

8. EXEMPLES., a. Catigorie Ens : la notion de produit (resp. de
somme) dtune famille d'ensemble est identique a celle
de produit direct (resp. somme directe) que nous venons
de définir, Si dans une famille (Mi)iéI d'ensembles ltun
des M; est vide, le produit TT M

ter *
ne un exocmple de projections non surjectives.

est vide, et nous don~

b. Catégorie IfodA ¢ 3tant donné une fanmille (Ei)ieI

de A-modules 3 gauche, on sait définir sur le produit
i) E; des ensembles E, une structure de i-module a

ieI
gauche qui fait de ce produit un produit direct au sens

ci-dessus8 ; soit E ltensembledes x€F = TT Ei’ tels que
i€l

p; (x) = 0, sauf pour un nombre fini d'indices ij E est

un sous-module de F qui satisfzit 4 la définition précée-

dente de la somme directe,
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¢. Catégorie "dfordre" : le produit diruct (resp. la
sorme directe) d'une famille d'3léments d'un ensemble
ordonné est lour borne inférieure (rwsp. supérieure),

si elle existe,

9, CATZGORIES i PRODUIT OU A SOMME, Si dans wne catégorie €,
le produit direct (resp. la somes girecte) de deux objets
existe quel que soit le couple (M,N) d'objets considérés,

on dit que € est une catégorie & produit (respe. A scmme).

Dans une telle catugorie, le produit direct (resp, la
samme diracts) existe pour toute famille finia dtobjats,
Si le produit direct (resp. la somme directe) existe

powr toute famille (Mi) , on dit que C est une

iel
catésorie & proguit (resp. somme) cuelcongus (ou infing],
Un treillis achevé définit une catégorie "dlordre? & proe
duit et somme quelcongues, ]ModA est également une catéde

gorie du m8me type.

10, PRODUIT FIBRE, Nous limiterons les définitions qui vont sui-
vre au cas de deux morpnismes d'une cztégorie ; oSn peus
cependant les étendre au cas d'une famille cquelconoue de
morphismes. Soient f et g deux morphismes de mSmeg but A ;
On appelle produit fibré de f et g aus~dessus de A, un
triplet (P,u,v) tel que f.u = g,veHom(P,A), et que pour
tout couple (h,k) de morphismes satisfaisant a
f.h = gk, il existe un unique morphisme a de but P,
vérifiant h = u,a et k = v,a, On se servira constamment

du diagrarme suivant (commutatif)
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X ———~ft~¢ o4

>
2\

Deux produits fibrds de f et g u-dessus de A sont

B\\\I;:’A
A

isomorphes. Stil en existe on en choisira un () quton
désignera par fﬂAg, su par abus dtécriture BﬁAC.

11, SOMME FIBREE, La définition est évidemment duale de la précé-
dente 3 s8i f et g sont deux morphismes de m8me ggurce
A, on appelle gcmme fibrée de f_eot g au-~degsus de 4, un
triplet (S,u,v) tel que u,f = v,geHom=A,S3), et que pour
tout couple (h,k) de morphismes satisfaisant & h.f = k.g,
il existe un unique morphisme a de source i, vérifiant

h =a,uet k = n,ve On obtient bien entendu le diagramme

dual du précadent

Deux sommes fibrées so>nt encore isomcrphes, et s'il en

en existe on note l'une d'entre sllesf®.g ou BQAC-

12, EXEMPLE, Catégorie Ens ; soient f et g deux applications
de but A, B et C leurs sources respectives ; soit ¢
= fxg l'applicétion produit de BxC dans Axi; alors
T% (AA) est un produit fibré de f et g au~dessus de A,
Dualement, soient f et g deux applications de source
Ay B et C leurs buts respectifs ; sur B&C, soit R la
plus petito relation dtéquivalence dont le graphe
contienne les couples (eg,f(x),ec.&(x)) pour tout xea,

alors BOC/R cst la somme fibrée do f et g au-dessus de A,
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V. Catéegories additives atagories abélicnnes.

1. CATEGORIE ADDITIVE. On appelle catégorie additive une catégorie
€ satisfaisant aux axiomes suivants @
(CA 1) Pour tout couple (M,N) d'objets de €, Hom(M,N)

est un zZroupe abh3lien.

(CA 2) La composition des morphismes est bilinéaire.
(CA 3) € est une catdgorie "a produit™.

{CA L) I1 existe un gbjet O dans C, tel que 1, soit

1'31ément neutre du groupe Hom(0,0).

Ltobjet O défini dans (Ca 4) est un sbjet _nul,

Une cntsgorie additive est une catégorie & somme 3

de plus pour tout couple d'objets (M,N), MmN est
isomorphe & MeN, Enfin si le produit direct (resp. la
somnme directe) d'une famille quelconque existe les
morphismes 1 (resp. ei) sont sectionnables (respe.
rétractables),

On peut construire canoniquement 1ia loi de groupe
abélien sur Hom(M,N)} dans une catégorie szatisfaisant
aux axiomes suivants :

(CA' 1) € posséde un objet nul O.

(CA' 2) Pour tout couple d'objets (M,N), le produit
direct et la somme directe existent et sont isomorphes.
(CA' 3) Il existe un morphisme c{M) de M dans M tel

que le diagramme suivant commute 3

(o]
M -3 M
. b,
& MeM
MeM -~ ¢

1L@c(M)
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Les groupes dtaxiomes (CA 1,2,3,4) et (CA' 1,2,3)

sont dquivalents,

2., NOYAU, CONOYAU, Soit feHom(M,N) ; s'il existe un monomporphigme
iéHom(K.M) tel que pour tout morphisme ueHom(X,M) les
relations "f.,u = o" et "u est factorisé par i% soient
dquivalentes, »n dit que i est un noyau généraligé de £
Tous les noyaux généralisdés de f (8'il en existe) sont
équivalents au sens de la relation d'équivalence associde
au préordre sur les monomorphismes de but M ; il en existe
donc un seul au plus, qui soit un souseobjet de M ; on
l'appelle le noyau de f et on le note Ker(f).

Dualement, s'il existe un <¢pimorphisme péHom(N,Q) tel

que pour tout morphisme veHom(N,X) les relations

"v,f = oM et "v est factorisé par p" snient équivalentes,
on dit que p est un concyau généralisé de f ; tous les
conoyau génsralisés sont Equivalents, et i1 en existe un
au plus qui soit un objet quotient de N, quton appelle

le conoyau de f et qu'on note Coker(f),

3. IMAGE, COIMAGE. Si le sous=objet Ker(Coker(f)) oxiste on l'ape
pelle l'imame de f, ot on le note Im(f); si 1l'objet quo-
tient Coker{(Ker(f)) existe on l'appelle la coimage de f
et on le note Coin(f).
Si Im(f) et Coim(f) existent, il existe un unique
morphisme ?, tel que f = Im(f).?.Coim(f).

L, .CATEGORIE ABELIENNE. Une catégorie additive est dite absliepne
si elle vérifie les axiomes :

(AB 1) Le noyau et le ¢onoyau existent pour tout mor-

phisme f,
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(AB 2) Pour tout morphisme f, le morphisme canonique

L4
f est un isomorphisme.

Si feHom(M,H¥) est un monomorphisme, M est isomorphe &
Im(f) ; dualement, si f est un Jpimorphisme, N est iso-

N

morphe & Cnim(f).

5. EXEMPLE, La catégorie ]ModA est une catégorie abélienne., Pour

un homomorphisme f du A-module M dans le A-module N, on
-1 -1
a : Ker(f) = £ ({0}), Im(f) = £(M), Coim(f) = M/f({0})

et Coker(f) = N/f(M).

6, SUITES EXACTES. On dit qufune suite (ui)icm' de morphismes

composables est exacte, si Ker(ui = Im(ui). La suite

+l)
(o, Ker(f), £, Coker(f), o) est exactec, ce quton écrit
souvent (par abus décriture) sous la forme 3

0—*'Ker(f)~+-M-TrN-a»Coker(f)—~»o est exacte.

7. CARACTERISATION DES NOYAUX ET CONOYAUX, Soient feéHom(M,N)

et i¢Hom(K,M) tels que la suite de groupes abéliens

o.",Hom(X,K)Hom(x’i) =7Hom(X,M)_Eggiilflyﬂom(X,N)

soit exacte pour tout objet XdeC ; alors i est un noyauw

géndralisd de f. Dualement, si peH-m(N,Q) ost tel que

la suitc de gr-upes a2bdliens
o-»Hom(Q,X).EgELBLElPHom(N,X)~§?%L£i§l-ﬁom(M,X)

soilt exacte pour tout sbjet X de € ; alors p est un

conoyau généralisé de £,

Pour que la suite O—ﬂ'M'——EO'M—EvM"—mpO soit exacte,

il faut et il suffit que f soit isomorphe 2u noyau de

"8y et ¢ isomorphe au conoyau de f.
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