
NOUVELLES A N N A L E S 
D E 

MATHÉMATIQUES 



P A R I S . - I M P R I M E R I E G A U T H I E R - V I L L A R S E T C* 

79970 Quai des Grands-Àugustios, 55 



PUBLICATION FONDÉE EN 1842 PAR GERONO ET TERQUEM 

NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES 
JOURNAL DES CANDIDATS 

A U X ÉCOLES SPÉCIALES, A LA LICENCE ET A L 'AGRÉGAT ION 

DIRIGÉ PAR 

H. BRICARD 

Professeur au Conservatoire national 

des Arts et Métiers 

et à l 'Ecole Centrale des Arts et Manufactures 

H. VILLAT 
Correspondant de l'Académie des Sciences 
Professeur à l'Université de Strasbourg-

Directeur du Journal de Mathématiques pitres 
et appliquées 

Directeur du Mémorial des Sciences- mathématiques 

J. PÉRÈS 
Professeur à la Faculté des Sciences de Marseille 

PUBLICATION FONDÉE EN 1842 PAR GERONO ET TERQUEM, 

KT CONTINUÉE PAR PROUHET, BOURGET, BRISSE, ROUCHÉ, ANT< 
DUPORCQ, BOURLET, LAISANT. 

S I X I E M E S É R I E — T O M E II 
(LXXXiye VOLUME DE LA COLLECTION) 

ft.44 

PARIS 
F .AUTHIER-VILLARS ET Cie, É D I T E U R S 

L I B R A I R E S DE L'ÉCOLE P O L Y T E C H N I Q U E , DU BUREAU DES LONGITUDES 

55, Quai des Grands-Augustins, 55 

1927 



Tous droits de traduction, de reproduction et d'adaptation réservés 
pour tous pays. 



N O U V E L L E S ANNALES 
D E 

MATHÉMATIQUES 

S E C T I O N S 8 P H B R I Q D E S D 'UN T O R E ; 
PAR I L I O Y I G I . 

1Jintersection d\un tore et d'une sphère se trouve sur un 

cône du second ordre, dont le sommet est sur Vaxe de révolu-

tion du tore. 

Le tore peut être considéré comme enveloppe d'une sphère S 
dont le centre s se déplace sur le cercle médian C. Toutes ces 
sphères ont même axe radical, qui est l'axe de révolution du tore. 

Soient oo le centre de la sphère donnée S et I le centre radical 
des sphères S et de 2; 

Toute sphère S coupe X suivant un cercle qui se trouve dans 
lé plan radical P, plan mené par I perpendiculairement h s. 

L'intersection de 2 et du tore est l'enveloppe de ces cercles. 
Elle est donc sur l'enveloppe des plans P, qui est le cône de 
sommet I et supplémentaire du cône de sommet <o, qui a comme 
base le cercle médian C. 

La section sphérique d'un tore est une biquadratique gauche. 
De là résulte le théorème suivant, dû à Mannheim. 

Toute sphère bitangente ci un tore le coupe suivant deux 

cercles. — En effet si la sphère est bitangente au tore, elle est 
aussi bitangente au cône I, et l'on sait que deux quadriques 
bitangentes se coupent en général suivant deux courbes planes. 

En faisant une inversion, qui a pour pôle un des points d'inter-
section de la sphère avec l'axe de révolution, on déduit du théo-
rème de Mannheim celui d'Yvon Villarceau. 

Ann. de>Mathémat„ 6e série, t. II. (Janvier 1927.) J 



Le cône de sommet I et supplémentaire du cône t*> C ( 1 ) 
coupe le tore suivant une courbe du 8e degré, qui se décompose 
en deux biquadratiques gauches, se trouvant l'une sur la sphère 
2 et l'autre sur la sphère qui a pour centre co' (symétrique de co 
par rapport au centre de C ) et telle que son centre radical avec les 
sphères S, soit encore I. 

On voit en effet que le cône to' C se déduit de wC par transla-
tion, il a donc même supplémentaire que ce dernier. 

Réciproquement, pour qu'un cône du second ordre dont le 
sommet I est sur l'axe de révolution, coupe le tore suivant deux 
biquadratiques gauches, il faut et il suffit que la section par un plan 
perpendiculaire à l'axe admette le pied de l'axe comme foyer. En 
effet le cône supplémentaire admet ce plan comme plan cyclique. 
On peut donc construire deux cônes parallèles à celui-ci, en 
prenant comme base le cercle C. Les sommets des deux cônes 
ainsi obtenus seront les centres des sphères contenant les biqua-
dratiques gauches, sphères que le point I détermine sans ambi-
guïté. 

A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S ( S E S S I O N D E i m i 

Problème de Calcul différentiel et intégral. 

On considère Véquation différentielle linéaire du second 

ordre 

( i ) x"-hxA(t) = o, 

ou A(t) désigne une fonction analytique de la variable indé-

pendante t, réelle et régulière pour toutes les valeur s* réelles et 

finies de t. 

i° Démontrer que toute solution de cette équation peut se 

mettre sous la forme 
x = p coso, 

( * ) a) sommet, cercle G base. 
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o satisfaisant à Véquation différentielle 

(2) • p " _ . i ! + p À ( 0 = O, . ' 

ou c désigne une constante à laquelle on peut donner une 

valeur arbitraire, autre que zéro ( i par exemple), tandis que cp 
a pour valeur 

Réciproquement, p est une intégrale quelconque de (2) 0¿<p 

fonction primitive de > Vintégrale générale de (1) rfe 

la forme 
Cp cos(o -4~ /t), 

G h étant les constantes d'intégration. Toute solution p (t) 

de Véquation (2) régulière et de signe constant quand t 

varie de — 00 et -f- 00. 

20 iZ résulte de ce qui précède que Véquation (2) s'intègre 

au moyen d'une quadrature dès que Von en connaît une 

solution particulière. Sous quelle forme les constantes d'inté-

gration p0 et p '0 figurent-elles dans Vexpression de l'intégrale 

générale ? Interpréter le résultat en considérant les trajec-

toires du point analytique 
z = p ekP, 

et le lien qui existe entre les trajectoires correspondant aux 

diverses solutions de l'équation (2). Examiner le cas où A est 

une constante positive. 

3° On suppose, Ams troisième partie du problème, 

A(¿ ) resie comprise entre deux constantes positives M et m. 

Démontrer que les intégrales réelles x (t) de Véquation (1) sont 

oscillantes, les zéros et les points stationnaires se succédant 

alternativement à des intervalles moindres que —et plus 
i\J m 

grands que —Établir, dans les mêmes conditions, quelques 
1 /M 

propriétés des intégrales réelles p (t) de l'équation (2). Montrer 

notamment que, si p, et p2 sont deux valeurs stationnaires con-
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sécutives, on a 
c c 

—p= <>lp2< -}=> 
v/M 

que, dans le cas ou les amplitudes d'oscillation ¡p2—p« | 
deviennent infiniment grandes, les intervalles \t2 — tK | cor-

respondants ne deviennent ni infiniment grands ni infiniment 

petits. 

4° Examiner ensuite le cas où A ( t ) est une fonction pério-

dique, de période égale à TU. Montrer que, parmi les inté-

grales de (i), il en existe alors en général deux, linéairement 

distinctes, qui sont multipliées par les facteurs \ et ~ quand 

on change t. en £+TC, X étant racine de Véquation du second 

degré à coefficients réels 

X2 — k\ i = o. 

Quelles sont les propriétés des intégrales réelles de (i) et ( 2 ) 
qui correspondent aux diverses hypothèses : 

k > 2 ou k < — 2 , ou A:2 < 4 , ou / c = ± : 2 ? 

Montrer que la condition k2<^ 4 suffisante, /a condi-

tion k2 ^4* nécessaire pour que ( 2 ) admette une solution pério-

dique. ^ 

(On dit alors que les solutions de (1) stables.) 

5° Démontrer que, A ( i ) étant toujours supposée périodique, 

le nombre N des zéros d'une intégrale réelle de (1), contenus 

dans l'intervalle (o, T ) , donné par la formule 

N = « T + r, 

a étant fixe et r restant borné. 

6° Ozi joose en particulier 

A = eos 

q et qt étant des constantes réelles, qui vérifient l'inégalité 

I < 7 1 I < < 7 2 - , 

Démontrer que si l'intervalle ( 2 — q{, q - q h ) ne renferme 



le carré d'aucun nombre entier, Véquation (i) ri* admet quedes 

solutions stables. 

SOLUTION PAR M . BERTRAND GAMBIER. 

I. Si £ est considéré comme le temps, l'équation ( i ) du texte est 
celle du mouvement sur O x d'un point de masse i, soumis de la 
part du point fixe O à une force dirigée sur O x et mesurée algé-
briquement par — x A (t) (attractive si A est positif, répulsive si A 
est négatif). On peut considérer un axe O y perpendiculaire au 
premier, puis l'équation analogue 

( ! ' ) / + /A ( í ) = O 

avec l'interprétation analogue. 
Les équations ( i ) et (i1) peuvent être aussi étudiées ensemble : 

ce sont alors les équations du mouvement d'un point (x , y) de 
masse i, soumis à une force centrale, isiue de O, égale algébrique-
ment à — p A (t). Les équations ( i ) et ( iadmettent la combinaison 
intégrable 

d'où l'intégrale des aires 

xy'— yx'~ p2<pr =i cÉ ^ * 

où c est une constante numérique arbitraire ; si c est nulle, o est 
constant, la trajectoire est une droite issue de O, qu'on prendra 
pour nouvel axe des x, de sorte que l'on retombe sur l'équation ( i ) . 
On supposera donc c o, ce qui revient à considérer deux inté-
grales de l'équation ( i ) linéairement distinctes, c'est-à-dire ne 
s'annulant pas ensemble. On a aussitôt 

p2 _ qqI y 2 ^ pp* _ X X ' y y'f 

pp"-i- p'2 = x'2-hy'2-h xx"-\-y y" — x'2 -hy'2 — Ap2. 

L'identité 

( x'2 4- y'-2 ) ( x2 •+• y2 ) ss (,x y — yx' )s -+- (.x,x1 -¡- y y' 

permet d'écrire 

p3p"=C2_Ap4 

ou l'équation (2) de l'énoncé ( * ) p " = - 3 - A p -



— 6 — 
Le calcul fait s'applique aussi aux intégrales nouvelles de ( i ) r 

\x et y? pour lesquelles la constante des aires es t la même que 

précédemment; une rotation d'ensemble des axes donne aussi 
Çk et h constantes quelconques) 

. x sin // -+- y cash 
À (x eos h — ys in/ î ) , ^ — 

ouT si l'on préfère, 
. / rx o sin(cp -+- A ) • 
A p e o s h ) , ^ 

de sorte que, si p est une solution quelconque de (a), la quadra-

ture cp = = d o n n e l'intégrale générale de ( i ) 

(3) 1 Xp cos(9 4- h), 

et la solution générale R de ( 2 ) 

( 4 ) R » = P * [ X « C 0 ; - - • 

avec les deux constantes arbitraires X et h. 
Comme x et y, solutions de (1), sont régulières pour toutes les 

valeurs finies et réelles de sous les hypothèses de l'énoncé [A(¿) 
fonction analytique de la variable indépendante réelle et régu-
lière pour toutes les valeurs réelles et finies de t], la fonction x2-\-y2 

est aussi réelle et régulière : on a choisi le couple (x, y) de sorte 
que xy1—yxr soit égale à la constante c non nulle : de la sorte^ 
quelle que soit réelle et finie, x et yr étant aussi finies, x et y 
ne peuvent s'annuler ensemble, donc x2-\-y2 n'a aucun zéro réel à 
distance finie ; sa racine carrée p est régulière et de signe constant 
quand t varie de —00 à -f- 00 ; nous pourrons supposer la détermi-
nation p, adoptée, positive. 

IL La formule (4) nous donne l'intégrale générale de ( 2 ) . Or, 
associer une solution quelconque X de (1) à une autre solution 
quelconque Y de( i ) [ou (Y ) ] revient manifestement à écrire les 
équations de la transformation affine générale 

(5) 
í x = X x 4- [JL y, 

\ Y = Vx - 4 - ¡ l ' y , 



effectuée, soit sur tout le plan (x, y), soit sur la trajectoire parti-

culière y(x, y) étudiée au n° I ; le point (x ,y) est l'affixe du point 
imaginaire z = peic?. Or, si l'on suppose d'abord les deux formes 
quadratiques 

non proportionnelles (X, .¡x, V, ¡xr ayant des valeurs fixes), chacune 
égalée à zéro, donne deux droites imaginaires de sorte qu'il existe 
un couple et un seul de deux axes réels rectangulaires ( O ^ , Oy{) 

liés aux axes (Ox, O y ) (*), ayant pour transformés deux axes 
(OX, , OY|) rectangulaires aussi, liés aux axes (OX, OY ) . Il 
résulte de là que la transformation générale (5) à quatre para-
mètres ( x , y ; X, Y ) est équivalente à la suite des substitutions 

définies par 

( 7 ) 

<8) 

( x , y ; jKi ; X t , Y t ; X , Y ) 

X\ ~ x cos a — y sin a, 

yi = oo sin a y cos a, 

X4 = Ix i, 

Yj — myu 

X = X i cos (3 — Yt sin?, 

Y = X t sin ¡5 -+• Y i cos (3. 

Le résultat est évident si l'on regarde les plans Oxy et OXY 
comme distincts et simplement réunis par le point O : cri petit,.par 
une rotation, supposer les deux directions rectangulaires 
Oy± coïncidant avec l'ensemble des deux directions rectangu-
laires OX1 , O Y-, qui leur correspondent et il suffit d'introduire la 
rotation a amenant Ox sur O x { , puis la rotation ¡î amenant OX4 

sur OX ; on retrouve les quatre paramètres, sous la forme l, ni, a, ¡3 
D f X Y ) au lieu de X, P . , À ' , ¡x'. Le déterminant jacobien ^ ou XJJL'—¡xX 

est égal au produit des déterminants jacobiens successifs J^J^ 3 \ > D(X1? i i ) 
D ( X L T Y I ) D (XI- YI ) J ~ , , , . , , 
ïTT—1—\ > w; \ ? adnc finalement a la quantité Im. 
D(xu yt) D(x,y) ^ 

( l ) Ce sont les rayons doubles de l'involution définie par les couples x 2 = o 
et ( I x - h \iy)2 -h ( V x -+- \*-'y)2 = o. 
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La quantité 

est la forme quadratique générale en et y, de sorte que w = R2 

satisfait à une équation linéaire d'ordre 3 que nous allons former ; 
on voit aussitôt que 

( 10 ) A G — B 2 = (X P/— FI.X')2. 

Dans le numéro précédent, nous nous sommes bornés au cas où 
la transformation affine (5) conserve les aires, de sorte que 

À¡J.r—u)/ — lm •=• ih 1 

et alors R satisfait à l'équation 

R 3 R " H - A R 4 = c2 

du second ordre ̂  où c est la valeur de xy' — yx' ; l'équation 
d'ordre 3 annoncée s'obtient évidemment en écrivant 

<11) ~ [ R S R " - } - A R * ] = o . 

Si l'on introduit la fonction u = R2, on a 

U ' = < 2 R R ' , R ' H A R R " 

de sorte que (11) devient . , 

d I u" u u'1 . 

et, en réduisant, 

(12 ) ¿ ¿ ' " + 2 A 7 Î Î + 4 A W ' = O . 

La disparition d'une constante sur les quatre contenues par (5 ) 
tient à ce que sur les paramètres (a, /, m, |3) le dernier (3 ne 
modifie pas R. Si l'on considère deux trajectoires y ne différant que 
par une rotation autour de O, la transformation affine (5) leur fait 
correspondre des trajectoires T non égales. 

La partie I suppose donc m = I ; on peut d'ailleurs, au lieu des 

. opérations (6), (7), (8), introduire une quatrième opération en 



écrivant : 
( a?l=#cosa — ey sina 

(6') . - ( e = ± 0 , 
( y1 = x sina -h eĵ cosa 

( 7 ' ) 
X i — k 

Y, = kyi. 

i Xj = /Xj, 

<'")' L T , 
M 

(S') 
X = Xt cos^ — Y i sin (3, 

Y == X t s inp4- Y i c o s p , 

on a ainsi deux substitutions orthogonales, une homothétie et la 
substitution très simple, conservant les aires, définie par { r ]") \ la 
partie I revient à supposer k = i « 

Le cas signalé plus haut où x2-\-y2 et Q^x-^py)2 + Q'x-{~\)JyY 

ne diffèrent que par un facteur de proportionnalité revient à se bor-
ner aux opérations (6') et (7'). 

D'autre part, comme on passe de l'équation (2) 

( 2 ) 

à l'équation 

P I 

par la substitution = ~ [homothétie prévue par (7')] les expli-
p- c 

cations qui précédent prouvent bien que, si p est une solution par-

/
clt 
~ fournit la solution 

générale soit de (2), soit de (2'), soit de (12), par la formule (4 ) 
déjà donnée s'il s'agit de (2), ou la formule analogue 
(4'j R2 = p2[X'2 cos2(<p H - h) -+- JJT2 sin2(cp -j- A)] 

s'il s'agit de (12). 
Il est intéressant de constater qu'une courbe y quelconque con-̂  

duit à une fonction A ( i ) et une équation (2) de l'espèce indiquée 
ici, pourvu que y ne passe pas à l'origine et tourne sa concavité 
vers l'origine; il suffit en effet de poser 

x = p coscp? y = psincp5 cdt — çïdy, 
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puis 

X 

On a un calcul plus symétrique en écrivant 

S e c2 c2 

Pt= P Ï = P 9 - Î , „ -I f U0 n Uy lll'y 

On trouve ainsi 

( 1 4 ) A = C 2 W 3 ( U -+- M Ç ) , 

de sorte que A et p sont exprimées au moyen de cp. 
Quand on suppose que A est une constante positive, on a une 

trajectoire y, particulière, circulaire 

(15) x — cos (t v/A), y = s'm (t \/A), 

et la transformation affine lui substitue une ellipse 

(16) X = Xcos[v/A(f—*<>)], . Y=fxsin[v/Â(i—i1v], 

la valeur de c étant 
c = Xfj. v/A cos l(i1— to) v/A]. 

III. Supposons maintenant que A ( i ) reste comprise entre deux 
constantes positives M et rri. Comme l'équation étudiée 

x"-\- xA(t) = o 

ne change pas si x change de signe, nous pouvons supposer que la 
valeur xQ correspondant à t0 est positive ; deux cas à distinguer 
suivant que x { ) est positive ou négative. 

Soit le premier cas : o, x\ o. La quantité x"0 est'négative, 
de sorte que- x diminue, mais reste positive, pendant un laps de 

temps limité : en effet, dans ce laps de temps, x croît, reste positif 
et l'on écrit 

x,r= — xA (t), 

rgJ /y ' /y» «Av Q —- U Q — X ''~ J^ & A(t) dt > Xq m(t -t- to), 

( ¡7) • • t - t ^ J ^ -m x0 



La dérivée xr s'annule donc avant l'époque t0 i et puisque 

est encore négative, xr devient négative ; nous rentrons dans le 
second cas. 

Soit maintenant le second #0>>o, x!f est négative, 
x diminue, par valeurs négatives, donc \x]\ augmente pendant que x 

diminue; l'espace xQ est parcouru en un temps inférieur à y^rji 

à partir du temps où x- s'annule, x étant encore négative non 
nulle, x décroît, devient négatif et le changement de signe, légitime 
sur x, nous ramène au premier cas ; les intégrales réelles x {t) sont 
donc bien oscillantes ; les zéros sont tous simples et correspondent 
à des points d'inflexion de la courbe (t, x). Dans le second cas, on 
voit aisément que la vitesse reste bornée pendant le retour à zéro, 
car 

< MJPR ï?q — xr — 1 a? M ( í — i 0 ) = 
Jfo l̂ 'o I 

I I 

Les résultats obtenus par cette voie directe ne sont pas suffisam-
ment précis ; nous allons comparer une intégrale H, de 

f H- Çoc(£) = o 

à une intégrale r\ de "n"-\-n ¡3(i) = o, en supposant ¡3 ( t ) > o 

et g»==r}0>o, = Quand t tend vers t0, le quotient | 

tend vers i : pour £0 = y)0 o, c'est évident, et pour £0 = = o, 
la règle de l'Hospital donne le résultat. Si l'on se borne au temps 
où Ç et y) sont tous deux positifs, on a 

o, 

de sorte que la fonction ç'rj — e s t décroissante, donc négative, 
s * 

puisque, pour ¿0, elle est nulle. La dérivée de - est négative, 
c ^ 

donc - 1 et, en se bornant même au laps de temps où r\ reste 

positif, on a 

(15) 

Ceci entraine que E atteint son premier point staiionnaire avant 

(19) £<1,, 
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que Y] atteigne le sien, l'élongation de ce point stationnaire étant 
également plus petite pour \ que pour TQ. 

Si Ton suppose M on pourra supposer d'abord x = 

a ( i ) = A ( i ) , (3(i) = m ; on a alors 

r, =X sin[/m(i—/i)] ^ ^ V 2 
À2 = 7]2H • 

r{ = \\/mcos\sJm(t— /*)] m 

/ 

L'élongation de x reste inférieure à { / ; le point station-

naire de x est atteint, en supposant x0 = o, avant l'époque % 
| x' | 

et est à une distance de l'origine moindre que • On peut, au 

contraire, supposer re = y), ¡ 3 ( £ ) = A ( £ ) , ' a ( £ ) = M et l'on voit que, 
supposant le point stationnaire de x est atteint après 

l'époque et est à une distance de l'origine supérieure à » 

Nous venons de raisonner pour un zéro de x et le point station-
naire le suivant immédiatement ; les mêmes résultats sont valables 
pour un point stationnaire et le zéro suivant : un raisonnement 
direct analogue le prouve, mais il est commode de poser 

t — — X ~ x' — x\ , x" = x\ 

(les dérivées sans indice étant prises par rapport à t, celles avec 
indice par rapport à tx) ; la courbe (Jj x) se trouve parcourue en 
sens inverse. XJne conséquence intéressante est la suivante : partons 
d'un zéro de x avec la vitesse (absolue) le point stationnaire 
suivant est à la distance D telle que 

(20)' ' 
v/M y 7 " ' ' 

De ce point stationnaire, x revient à l'origine, la vitesse à l'ori-
gine satisfaisant à l'inégalité ' 

(21) 
y/M s] m 

ou, si l'on préfère, t 

(22) D \l~ni g Pi 1 D y/M-

Le point stationnaire suivant, situé par rapport à O du côté opposé 
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à celui déjà étudié, est à une distance D4 comprise entre et 

autrement dit (*) 

La courbe (£, x ) est donc une espèce de sinusoïde n'ayant 
d'autres points d'inflexion que ceux où elle perce l'axe des dont 
les boucles ont, sur l'axe des une longueur limitée inférieure-

ment et supérieurement ~~ et > pendant que l'amplitude 

parallèlement à Ox de la boucle peut offrir des caractères diffé-
rents : A constant et positif donne une amplitude constante ; 
A périodique peut donner, comme on le verra plus bas, des ampli-
tudes variant en progression géométrique (de raison supérieure ou 
inférieure à l'unité). Ce sont les deux cas extrêmes pour la varia-
tion de cette amplitude (en supposant A positive et non nulle). 

Etudions maintenant la fonction p ; quand t augmente indéfini-
ment, p peut ou bien varier toujours dans le même sens, au moins 
à partir d'une certaine époque, ou bien admettre indéfiniment des 
alternances de variation. 

Dans le premier cas, si p va toujours en croissant, il ne peut 
augmenter au delà de toutes limites ; sinon, en vertu de l'équa-
tion (2), p" deviendrait infiniment grande négative, donc pf aussi 
et il y aurait contradiction puisque p est supposé croissant : p ne 
peut donc que croître jusqu'à une limite finie. Le même raisonne-
ment prouve que si p va constamment en décroissant, il tend, non 
pas vers zéro, mais vers une valeur limite supérieure à zéro. Un 
cas simple où l'une et l'autre de ces circonstances peut se trouver 
réalisée est celui où A ( i ) tend vers une limite déterminée a2 quand t 

augmente indéfiniment, p tendant vers^/^ • 

Comme application de la fin du n° II, prenons la courbe 

-f- 2 

(1 ) On a aussi 
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p tend vers i, en décroissant, quand cp augmente indéfiniment; on 
aura ici 

/çn2 . 
et = co -+- arc tango, u = ( / 

V ? 2 -
«Ç __ cp W?2 _ 1 2Cp2(2 92-4- 3) 

et l'on calcule A par la formule, sans radical 

A = c 2 w 4 j ^ i - 4 - ~ j • 
On a ainsi 

A — c2(98-i- 6y6-f- IO94-h ioy2-f- 6] 

Quand 9 varie de — 00 à +oc, t varie aussi de —00 à H-00 et la 
fonction A reste comprise entre deux limites positives m et M 
faciles à déterminer : on peut dire que t croissant indéfiniment, il 
s'établit un régime sensiblement permanent, où les trajectoires 
sont sensiblement soit le cercle p = 1 décrit d'un mouvement 
uniforme, soit les ellipses qui en dérivent par la transformation 
affine indiquée plus haut. 

Supposons maintenant que p ait, pendant un certain temps 
(limité ou non), des alternatives de croissance et de décroissance; 
soit un minimum p, suivi d'un maximum p2. On écrit 

(24) 2p'p"= aApp', 
P ^^ 

d'où intégrant entre les limites tt et t2(p\ = p'2 — o) 

ci _ - r h 

P'f Pi ~ J t L 

( a 5 ) A(ipp ')dt. 

Puisque p et p' sont positives, l'intégrale du second membre est 
comprise entre celles que l'on obtient en remplaçant A par m ou M, 
d'où 

c- c-

Â~7i 
(26) TO(pî_pî)£ <M(p î -p ?). 

La suppression du facteur p*— p*, qui est positif, donne aussitôt 

(27) ' ^ = 

Même raisonnement si le maximum précède le minimum. 
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Supposons, de plus, d'abord que p ait indéfiniment des alterna-
tives de croissance et de décroissance, puis,que l'oscillation |p2—p<[ 
devienne infiniment grande; supposons p2^>pi, il est nécessaire 
que po soit infiniment grand ; pi qui est compris entre ~ 

et ——~ est donc infiniment petit. Prenons comme axe Ox la droite 
P2 sjm -

passant par le minimum (p|, cp,) ; on aura 

<*8) a ? i = o , 71 = 0 , 

Au bout d'un temps 9, limité, non nul, compris entre r* 
y/M 

€ t — j y atteint un maximum compris entre —=. et donc 
'À \J m sj M_ sj m 

très grand ; pendant cette période x est resté très petit, de l'ordre 
de p,, caries maxima et minima successifs de x se succèdent à des 
intervalles de temps compris entre -^L-et -7=; le temps 0 ne peut 

y/ M s/ m . 

comprendre qu'un nombre limité de ces intervalles compris 

entre J- ^ et i ^ ~ ; nous avons vu que. chaque maximum de | x | 

est inférieur au précédent multiplié 5 de sorte que x est 

resté inférieur à 
_ i * / " 

/ / m Y 2 * m 

P , V V » > • 

et par suite est resté de l'ordre de p., : x2 -f- y2 ne peut donc devenir 
très grand que si y devient très grand et le maximum de %2-{-y'2 

sera sensiblement atteint en même temps que le maximum de | y | ; 
l'intervalle | U— tv | correspondant à | p2— p i ¡ est de l'ordre de 0, 
compris entre et il n'est ni infiniment petit, ni infîni-

r 2 sjm «2 /M r 

ment grand. 

IVr. On suppose A(¿ -h ir) eee â ( î ) ; les fonctions X ( ¿ ) =x(tH-tt) 
et H-7t) ' sont intégrales de l'équation x " x A ( i ) — o, 
avec la même valeur de la constante c. On peut écrire avec certaines 
constantes Z, m, V, m'bien déterminées 

( 29 ) { Im — ml = 1. 
( Y(i) = l'x(t)-*ririy(t) 
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On peut déterminer la constante pi de sorte que 

( 3 0 ) Y 4- jjlX = ¡¿a ) , 

où "k est une nouvelle constante. Cela entraîne 

m' \l m -4- ¡jl l y 

* ~ P ~~~ 

L'élimination de ¡j. donne aussitôt l'équation du second degré 

(31) , X2 — (/-h m') X + i = o. 

La constante k de l'énoncé est / + m' ; on a d'ailleurs 

— m' V 

Si k2^> 4, les deux racines *k{ et A2 (ou ¡¿i et ¡j.2) sont réelles et 
distinctes ; on peut prendre pour nouveaux axes O x et Oy les deux 
droites y -}- /jl, x = o, y\x2x = o ; si 0 est leur angle, on aura 

p2 — x- -h y--+- 2 xy cos 6, 

( X == x(t - + - TE) = = 'kiX, 

(3*2 ) ) y 

Aux zéros, ou points stationnaires de x (ou y) correspondent les 
points analogues de X (ou Y ) ; dans un intervalle de longueur TU, 
il j a un certain nombre (entier positif) D de zéros (et aussi de 
points stationnaires) de x ( x ) ; cela entraîne d'abord l'existence des 
nombres m et M puisque A ( i ) est supposée réelle et régulière 
de t = — oo à £ =. —|— x> : ici il suffira d'étudier A ( i ) de t0 à 
pour obtenir m et M [ A ( i ) étant de plus supposée positive]; en se 
rappelant que l'écart de deux zéros successifs est compris entre 

Il• T. . ' _ _ et —=rr. on peut ecrire 
v/M \f m 

(33) ' 
V/M Y/M 

ou, ce qui revient au même, , t 

(34) 7?i^D2<M. 

On verra plus bas que le nombre D est le même pour l'intégrale y (n° V). 
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Les nombres Á| etX2' = y sont distincts ; on peut supposer 1X, i ; 

on voit d'ailleurs que X, > o entraîne que D soit pair et que <C° 
entraîne D impair; les amplitudes des maxima de | x | sont multi-
pliés par |X, | en passant de l'un au suivant. Ici la courbe (#, y) 

s'allonge de plus en plus du côté de l'axe des x en se rétrécissant 
de plus en plus dans la direction parallèle à O y et les écarts | p2 — p, j 
augmentent indéfiniment. (La transformation affine peut changer 
arbitrairement l'angle Oxy O y.) 

Si k = + 2, on a Xi = 12 = + i et il n'y a plus, pour répondre à 
la question, qu'une intégrale réelle, d'ailleurs périodique ; prenons 
la droite y -f- ikx = o en question comme nouvel axe des x. On 
aura 

( y(t). 

Dans un intervalle arbitraire (£0, i0-f-7r) la fonction y a un nombre 
constant D pair de zéros (ou points stationnaires) et l'on,a encore 
l'inégalité (34). La courbe (x,y) reste tangente à une série de D 
droites fixes parallèles à ; elle coupe l'axe des x en D points 
fixes fournis par les racines de y (t) comprises entre t0 et ¿ 0 + ^ ; 
elle s'allonge de plus en plus parallèlement à Ox. 

Si A* = — 2, on a X, = X2 = — 1 e t ^ n ' j a Pas grand'ehose de 
changé ; le nombre D est impair et les droites, parallèles à Ox, 

tangentes à la courbe (#, y) sont en nombre pair 2D, deux à deux 
symétriques par rapport à l'origine ; les points fixes où la courbe 
perce Ox sont également en nombre pair 2D et symétriques deux 
à deux par rapport à O ; les formules (35) sont remplacées par 

( X = -4-TC) = — 'x(t) my(t), 

+ - y(t). 

Pour ces deux cas k = ± 2 , les résultats énoncés se rapportent 
à m ^ o ; si m est nul, x et y sont périodiques toutes deux, ainsi 
que toutes les intégrales de (1) : période tz si X,— + 1, demi-
période tz si )v| = — i, et la trajectoire (x, y) est parcourue pério-
diquement, en le temps tz si = 1, en le temps 2tz si Xi = — 1, 
et dans ce dernier cas l'origine est centre. Ce cas k = ±2, m = d, 
exige que ¡x soit indéterminé, d'où m = 0, ï = o, m! = l = \ — ± 1. 

Si k-<^ 4? les deux racines /jl, et f¿2 (ou X, et X2) sont distinctes, 
Ann. de Mathémat6e série, t. II. (Janvier 1927.) 2 
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mais imaginaires conjuguées ; X, et X2 ont pour module commun 
l'unité ; si les deux droites conjuguées imaginaires y -+- pi| x == o, 
y - \ - ^ 2 x ~ o ne sont pas isotropes, on prend pour nouveaux axes 
Ox, O y leurs bissectrices, qui sont réelles et bien déterminées. 
On a alors /Ĵ  = — p.< i=im { où m{ est réelle ; on écrit donc, avec 
une constante &> réelle, 

( Y imi X = eitù (y -4- im\ x), 

. ( Y — im1 X = ( / - ¿ m , x). 

On a le droit d'effectuer la substitution de module unité 

(x,y; y± \/m[j 

ce qui, supprimant les indices, ramène (3^) à la forme plus simple 

( Y -wX = e i w (/4-
7 ( Y — Î X = ( 7 — la?), 

qui correspond purement et simplement à une rotation de l'angle (ù 

pour passer du point {x, y) au point (X, Y ) ; la courbe y précise 
étudiée se compose donc d'une infinité d'arcs congruents, ne diffé-
rant les uns des autres que par une rotation d'amplitude o> autour 
de l'origine ; la fonction p2 correspondante admet donc la période TC. 
Si les droites y p,hx = o, y p2x — o sont isotropes, on a pré-
cisément la forme (38) sans intermédiaires. 

Dans chaque cas k~ h2 <i 4? k2 — 4 nous avons mis en évi-
dence une trajectoire particulière possédant des propriétés remar-
quables ; la transformation affine générale étant effectuée, on verra 
sans peine la modification de ces propriétés (le cas k2 = 4, m = o 
est exceptionnel). 

La discussion complète prouve donc que là condition /t2<" 4 e s t 

suffisante pour trouver une solution p de (2 ) périodique, cette 
solution o étant unique d'ailleurs ; pour k2^> 4, il n'en existe plus, 
donc ¿2<4 est bien nécessaire; le cas k2 = 4, en général, ne 
donne aucune solution p périodique ; exceptionnellement pour 
k2 = 4 toutes les solutions de (2) peuvent être périodiques. 

V. Quand 
on suppose A (£) simplement positive, toujours com-

prise entre m et M, on voit aussitôt que les zéros de deux intégrales 
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réelles quelconques de ( i ) se séparent ; en effet la trajectoire y) 

est parcourue, toujours dans le même sens de rotation autour de 
l'origine ; la concavité est toujours tournée vers l'origine, de sorte 
que deux zéros consécutifs de x donnent deux points consécutifs 
communs à la courbe et l'axe Oy, l'un étant nécessairement sur la 
demi-droite O y , l'autre sur la demi-droite opposée O y : en route 
on a rencontré nécessairement une fois et une seule xrOx* D'ailleurs,, 
si l'on préfère raisonner analytiquement, on écrit 

Î (Z\ = 
dt \ x ) x^ 

Si l'on suppose G >> o, on voit que preste continue entre deux 
zéros consécutifs de x, varie de oo à H-<*> en croissant constam-
ment ; elle s'annule donc une seule fois. Un intervalle ( i0 , t,,) qui 
contient D zéros de x contient D — i, D ou D- f - i zéros de y. 

L'écart de deux zéros consécutifs de x est au moins , au plus ; 
y/M r y/m 

on a nécessairement 

( D ~ I ) W- ^ . . . . _ " TZ 
K J. g t i - to g D + 1 -7=-

y/M .y/m 

La dernière inégalité est obtenue en remarquant qu'un intervalle 

d'étendue contient au moins un zéro de x. On pourra écrire 
y/m 

cette double inégalité sous la forme 

(3 9 ) 
7C TC 

Conséquence intéressante : soit des nombres successifs croissants 

(4<0 ¿/t-i» tny 
et supposons qu'entre t0 et x et y n'.aient pas le même nombre 
de zéros : D pour x, D — i pour y ; soit i, tn) le premier inter-
valle de la suite (4° ) consécutif à (t0, n^ 2, où x et y n'ont 
pas le même nombre de zéros ; en étudiant (¿0, tn) on voit que c'esty 
cette fois qui a un zéro de plus que x dans l'intervalle {tn.V, tn). 

Ce dernier résultat est intéressant quand A(t) a la période TU ! nous, 
prendrons en effet la suite 

(40 ty, to-i-n, . /0-H (/l l) 7T, /0-|-7î7C, .... 
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et puisque #(£)•, . . ., x[t-\~(n— I)TZ] sont toutes inté-
grales de ( i ) , si D est le nombre de zéros donné pour x par le 
premier intervalle (41)? autre intervalle de la suite ( 4 i ) en 
donne D, D — i ouD + i ; si les intervalles ( 4 i ) ne donnent pas 
tous le même nombre D, ils donneront, avec certaines alternances, 
soit les deux nombres D et D + 1 , à l'exclusion de D — i, soit les 
deux nombres D et D — i à l'exclusion de D + i . Si nous sommes 
dans le cas d'alternance des nombres D et D -f-1, il peut arriver 
que l'alternance ait lieu à chaque fois ; il peut arriver au contraire 
que plusieurs nombrés consécutifs soient égaux : supposons que 
deux nombres D soient consécutifs (on raisonnerait de même si 
c'était deux nombres D + i ) ; un intervalle de longueur 2TZ donne 
2D zéros de x, et puisque 2tz est période de A (t), un intervalle 
quelconque [ t0 + hiz, £0-f- {h + 2) tc] ne peut donner que 2D ou 
2 D ~b 1 zéros, donc les nombres D -f- 1 fournis par la suite (41 ) sont 
isolés ; on voit, toujours suivant les mêmes principes, que le nombre 
des quantités D intercalées entre deux nombres D + 1 est ou fixe, 

égal à un certain entier p, ou égal, avec certaines alternances, de 
temps en temps à p et de temps en temps à p -h 1, et l'on pourrait 
encore continuer dans cette voie. 

Supposant toujours que A ( t ) ala période TT, il s'agit de préciser 
la formule (39), de montrer que dans l'intervalle (¿07 ¿0 + T ) , où T 
est positif arbitraire, le nombre N de zéros d'une intégrale arbi-

traire de (1) est de la forme ^ 

(42 ) ' N = a T + r, 

où a est fixe, indépendant de T et de Vintégrale adoptée, et où r 

est borné ; d'après ce qui précède, il suffit de l'établir pour une 

intégrale x, choisie comme on voudra; pour une autre E, r ou bien 
sera le même ou bien aura varié d'une unité. Pour fixer le choix 
de x, il est avantageux de séparer les deux cas k2^. 4 et k2<^ 4-

Soit le premier cas k2^4 : ü existe au moins une intégrale réelle x 

au multiplicateur 1 réel (n° I V ) et c'est celle-là que nous choi-
sissons ; £0 étant zéro de x, t0-\-iz est un autre zéro que nous 
supposerons séparé de t0 par D — 1 autres zéros (D > 1) : l'inégalité 
(3g) est remplacée par l'inégalité plus précise (33) ou (34), déjà 
obtenue, que je rappelle 

m g D^M. 
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Cette fois un intervalle quelconque d'étendue TU contient D zéros 
de x ; en écrivant 

T = h tz H- Te,, 

où h est un entier positif ou nul et iun nombre positif inférieur 
à TU, on a évidemment 

N = 

où k est l'un des entiers o, 1,2, . . . , D — 1. Cela permet d'écrire 

N = /¿D -+- /c = — — 1 D -+- k = a T + r, 
TT 

D 7 n — , R = /C D. 
ir x: 

C'est le résultat annoncé ; r reste compris entre •— D et D — 1, 
s'il s'agit de x, entre — (D + 1) et D s'il s'agit d'une autre inté-
grale H. 

En passant, remarquons que A-2 > 4? s a n s égalité, donne une 
autre intégrale y au multiplicateur i-; dans un intervalle d'éten-
due TU, y possède D' zéros et D' a pour valeur D, D — 1 o u D - f i . 
En prenant un intervalle d'étendue niz, où n est un entiér arbi-
traire, y donne d'une part n U zéros, de l'autre nD, /?D — 1, 
ou « D + i ; donc D ' = D . Pour k2 = 4, dans le cas exceptionnel 
où toutes les intégrales de (1) ont le même multiplicateur X = ± i . 
naturellement ceci s'applique encore. 

Dans le cas k2<^ 4« utilisons la trajectoire particulière y relative 
à la solution périodique p de ( 2 ) ; elle se compose d'une infinité 
d'arcs congruents, superposables par rotation de l'angle to autour 
de l'origine. Remarquons qu'un arc de y sur lequel l'angle polaire cp 
varie de cp0 à <p0-b TU coupe une fois et une fois seulement une droite 
indéfinie issue de l'origine et donne un zéro et un seul de l'inté-
grale x {x et y sont cette fois p cos(p et p sincp). Si donc co est com-
pris entre T̂U et (n -F- I)TU, quand t augmente de TU, donc o de TO, 
on rencontre soit n, soit n-\~\ zéros de x et tout est ramené à 
trouver l'accroissement <ï> de 0 quand t augmente de T ; on écrit 
toujours T = /¿TU —j— TU|, de sorte que l'on a 

(I > = ¡LLÛ -h M1, 

où co, est compris entre o et co. On écrit maintenant 

. « hu> = hyTZ -h 7U2 , 
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où hK est entier, positif ou nul, et où TU2 est compris entre o et 
Donc 

= h\ TC -4- (*>! -h 7C2-

Le nombre N résulte de ces accroissements /î TC, et 7r2 de <p ; le 
premier donne hK zéros de x, le second en donne un nombre 
égal à l'un des entiers o, 1, . . ., n -f-1 ; le dernier ir2 en donne zércr 
ou un. Donc 

N = /^-h 

l étant un entier de la suite o, 1, 2, . . ., n 4- 2. Or 

^ _ fo w ^ I1 — M 

(44) 

7t T. TZ T. T. 

to ^ 7Tj (1) 712 
TC2 TC2 7C 

Le résultat est encore établi ; r est borné, car il reste compris 

entre n -+- 3 et — ^ ~ -f- 2^ s'il s'agit d'une intégrale arbitraire £r 

entre n -\- 2 et — ^ -f- s'il s'agit de x ou y. 

Il est intéressant de comparer le résultat N = a T -f- r avec l'iné-
galité (3Q) que j'écris avec les nouvelles notations 

(39 ' ) ' i ^ T - S . T + r V ^ T . 
1C ~ " 

On en déduit 

T = a ' T = x T 
S 

et en faisant croître indéfiniment T on a 

TC 

Le cas /c2^4 n e donne que l'inégalité (34) déjà obtënue directe-
ment, mais le cas A2<C 4 donne le résultat intéressant 

(45) it \fmtu><r. y/M. 

VI . Le résultat demandé découle du n° là7; ici A est positif 
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compris entre le minimum m = q2— q { et le maximum M =q--\-qs ; 
l'existence d'une solution non stable eiitraîne l'existence de 
l'entier D tel que, par l'inégalité (34), on ait 

Si donc le carré d'aucun entier n'est compris entre q2 — 
et q2 4- Çi, toutes les solutions de ( i ) sont stables. 

Note. — Je n'ai pas tout à fait suivi la marche proposée pour 
i'énoncé pour le n° II, tout au moins pour indiquer sous quelle 
forme les constantes R0 et R'0 figurent dans l'expression de R, inté-
grale générale de ( 2 ) . On a, par dérivations et tenant compte de ( 2 ) , 
avec trois constantes a, (3, y telles que ay — (32—. 1 

R2 = ax2 H- 2 p xy H- "fjK2? 
RR' = a xx' -+- p (xy' -4- x'y) -+- yyy\ 

R,2-+- ^ = - + - -4- Y Y 2 . ~ 

La dernière équation s'obtient en dérivant la seconde, rempla-

çant RR;/ par ^ — AR 2 et xu par — Ax et y" par — A y. Ces équa-

tions, pour t = ¿0, donnent a, ¡3, y linéairement au mojen de Rj}r 

R0R'0, et — +R' ( ) 2 . On a donc 

où m , p, w sont trois intégrales de l'équátion du troisième ordre ( 1 2 ) 
donnée plus haut. Remarquons que, si nous développons les 
deux membres de (/ ) suivant les puissances croissantes de t — £0, 

en remplaçant 2R0R¡ par ^ — 2A0R2, l'égalité des termes con-

s tant s, des coefficients de t — t0 et de (t — t0)2 ne peut avoir lieu, 
quelles que soient R0 et R0, que si Ton a 

U'0= O, • v'Q = 2. < = 0 , 
U0 = — 2 A0, V'ó = O, W\ = 2. 

et ces valeurs initiales fixent, d'une façon unique, les trois inté-
grales 11, î>, w de l'équation (12), indépendantes de R0 et R ,̂ qui 
doivent figurer dans la formule (/ ) . 
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S O L U T I O N S DE Q U E S T I O N S DE L I C E N C E . 

Question G.40. 
[Mathématiques générales, épreuve théorique ; énoncé publié en 

janvier 1926, p. I23.J 

SOLUT ION 

P a r M . A . MONJALLON. 

Ox, Oy, O z étant trois axes de coordonnées rectangulaires, on consi-
dère le volume V intérieur au cyl indre 

(G) x*-hy* — y = o 

l imité inférieurement par le plan 

( P ) ^ s = o ' . „ 

et supérieurement par la surface 
y2 

(*> • 

i ° La courbe d'intersection de ( G ) et ( S ) est une courbe plane située 
dans le plan 

z = r, 

c'est une ellipse passant par l'origine dont le grand axe est la droites = y 

du plan zOy et dont le centre a pour Coordonnées 

_ __ 1 
x y — • 

2°- Pour calculer la surface latérale S du cylindre comprise entre ( P ) 
et ( S ) passons en coordonnées semi-polaires, l'équation de ( G ) est alors 

r = sinO, 
l 'aire est alors 

7Z ' 
r 2 r sin2° n 

S = 2 / RFO / dz — 
J0 J0 -2 

3° Calculons le volume V , nous avons 
y* 

r r r r1 rJy—ra rxi-+-y- • 
V = / j I dx dy dz = 1 f dy f dx I dz 

t/ Î/ Jq Jo *J 0 

2 Ç y arc tan g — — î dy — ^ (par parties). 
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4° Le moment d'inertie de ce volume (densité 1 ) par rapport à O^ 

est fourni par l ' intégrale 

r n r r l rJy~y* 
M — J I / (ars-hyï)dxdydz = dy (¿r2-t-y2) ¿¿r / ¿s 

= 2 JT j 2 v/j ~ j 2 

Le rayon de giration correspondant sera 

» r t / ^ v / r . - « -

Question G.62. 
[CafcwZ différentiel et intégral; épreuve pratique ; énoncé publié en 

mai 1926, p. 253.] 

S O L U T I O N 

P a r M . JACQUES DEVISME. 

il s'agissait d'évaluer l'aire de la surface 

Coupons cette surface (qui est une cycl ide ) par des plans passant par 
l 'axe des z. Chaque intersection est formée par deux cercles égaux tangents 
en O à l 'axe des z: Ceci nous donne l ' idée de passer en coordonnées 
polaires. On a alors 

x — a sjcos2cp coso cos2Q, 

y = a y/cos2© sinco cos2 0. 
£ = a y/cos2cp sin8 cos0. 

On en déduit l 'élément linéaire de la surface (pour a — 1) 

d s * = E ¿<p2 4 - 2 F - f - G d02 

COS 20 
= —- [sin22<p -+-cos22cpcos20]do^-n-isin2çsin6cos0dyÎ/O+COS2cp¿¿Ô2; 

on en tire aisément * 

/ËG- — F 2 = \Jcos2 0[ sin2 29 -h cos22cp cos20] — sin22cp sin26 cos20 

= cos6 y/sin22 % (f — sin2 0) -+- cos22 o cos26 == cos20. 

INous sommes ramenés à calculer 

cos20 do <¿0. 
S S -
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Calculons les l imites. Considérons l'intersection de la surface avec le 

plan xOy, on obtient 

c'est une lemniscate, les tangentes à l 'origine sont les bissectrices des axes. 
Considérons la portion de la surface comprise dans l 'angle O œ y z . Les-
limites sont 

71 TU 
o < c p < - , o < 6 < 

l 'aire cherchée est donc 

1t TZ 

' do f " cos^Ô d§ = 8a% £ % = a* î ! . 
Vo 4 4 4 2 

Autres solutions de M M . R. ODILE et R . WEINZAEPFEL. 

C E R T I F I C A T S DE C A L C U L D I F F É R E N T I E L ET I N T É G R A L . 

ÉPR&WE THÉORIQUE. — I. C.80. On considère l'enveloppe E de la 

famille de plans 

x costp -h y sin 9 -V- z cot 6 — p (6, tp) = o 

où <p et 0 sont les paramètres variables. A chaque système de valeurs 

de o et 0, on fait correspondre le point de contact du plan défini par 

ces valeurs avec la surface. 

i° Former la condition à laquelle doit satisfaire la fonction p pour 

que les courbes 6 = const., cp = const. soient conjuguées. Déterminer la 

forme générale des fonctions p satisfaisant à cette condition. 

i° Cette condition étant remplie, montrer que les lignes cp = const., 
6 = const. sont orthogonales. Montrer que les lignes de courbure de la 

surface sont planes, et que celles de Vune des familles sont égales entre 

elles. 

3° On considère ces lignes de courbure comme les différentes posi-

tions d'une courbe mobile : quelle est la nature du déplacement de son 

plan? Définir les deux nappes de la développée de E ; dans quelles 

conditions Vuiie ou Vautre de ces deux nappes dégénère-t-elle en une 

ligne ? Quelle est la nature de E lorsque les deux nappes sont ainsi 

dégénérées ? 

Nota. — Les candidats devront faire usage, autant que possible, de 

considérations géométriques. 
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I I . G. 81. On donne Véquation différentielle 

xy"~h (3¿p — i ) y — -f- 5a -+- £)y — o , 

oii a est une constante. 

r° Vériñer que, pour a entier supérieur à — 2, on a une intégrale 

de la forme ex¥(x), P(a?) étant un polynome; et que pour a entier 

inférieur à 1, on a une intégrale de la forme Q(x) étant 

un polynome. Dire comment on obtiendrait dans ces deux cas Pinté-

grale générale. Quelle est cette intégrale générale pour a = 1 et a = q? 

20 a étant quelconque, quels sont les points singuliers des intégrales 

de Véquation (1)? Quelle est Informe de ces intégrales? Pour quelles 

valeurs de a Vintégrale générale est-elle uniforme ? 

3° Appliquer la méthode de Laplace à Véquation (1). En particulier, 

retrouver par cette méthode les résultats du n° I. 

EPREUVE PRATIQUE. — I. Calculer Vintégrale 

r dx - • 

I I . Les axes 0 x7 O y, Oz sont rectangulares. Soit S la surface 

engendrée par une circonférence variable G tangente à Oz à Vorigine 

et qui coupe le plan O xy suivant la droite x — a = o. Calculer Paire 

de la portion de S comprise entre deux positions de la circonférence G. 

( Strasbourg, juin 1920.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — Une surface est représentée par Véquation 

z 
y = x tang — • 

i° Déterminer les rayons de courbure principaux en un point quel-

conque de la surface. 

20 Déterminer ses lignes de courbure. 

Pour l'une quelconque de ces lignes de courbure, calculer la lon-

gueur de Vare de courbe, le rayon de courbure et le rayon de torsion 

-de la courbe. 

EPREUVE PRATIQUE. — Déterminer une fonction analytique 

la variable z = x -+• y i, telle que sa partie réelle soit de la forme 

Montrer que Von peut choisir cette fonction de façon quelle soit 

nulle pour z — o. 
Le problème a-t-il plusieurs solutions ? 

(Marseille, octobre 1925.) 



EPREUVE THÉORIQUE. — C.&2. Une surface est représentée par les 

équations paramétriques 

x = 3uv2—u3—3 uy 

y=z$vu-—vz— 3v, 

l : 
i° Déterminer les lignes asymptotiques et prouver qu'elles sont 

orthogonales. 

2° Montrer que, pour chacune de ces courbes, la tangente forme un 

angle constant avec une direction fixe. 

3° Déterminer les lignes de courbure de la surface et montrer qu'elles 

sont planes, 

4° Vérifier qu'en chaque point d'une ligne de courbure le plan tan-

gent à la surface forme un angle constant avec le plan de cette courbe. 

5° Calculer les rayons de courbure principaux en un point quel-

conque deda surface. 

EPREUVE PRATIQUE. — Déterminer Vintégrale générale de Véquation 

Déterminer une surface intégrale passant par la circonférence 

z = a , x2 •+• y2 = R 2 . 

(Marseille, juin 1926.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — G.83. — On donne l'équation aux dérivées 

partielles 
àz àz 9 . . v 

Io Déterminer l'intégrale générale. 

Déterminer une surface intégrale S qui passe par la courbe, 

x - h - y = = o; e z c o s 2 # = i . 

3° Déterminer les lignes de courbure de cette surface. , 

4° Former l'équation différentielle des lignes asyrrtptôtiques de cette 

surface S, et montrer qu'elles sont imaginaires. 

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer, en utilisant les intégrales imagi-

naires, 

J r30 cos(/?^) , 
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En déduire les intégrales : 

r x ^ p x i 

r 
x- cos (px) 

r — 

(Marseille, novembre 1926.) 

C E R T I F I C A T S DE M A T H É M A T I Q U E S G É N É R A L E S . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — T. Soit Véquation différentielle totale 

( r ) dU = P dx h- Q dy, 

ix%y 9 ixy2 

i° Démontrer que P et Q vérifient la condition d'intégrabilité. 

Intégrer Véquation (1), en choisissant la constante d'intégration 

de manière que U (1,1) = 2. 

Considérons P et Q comme les projections [d'un vecteur P , définis-

sant un champ de vecteurs dans le plan O xy. 

3° Déterminer la forme des courbes de niveau du champ 

en supposant G positif, on pourra passer en coordonnées polaires, en 

prenant comme pôle le point O, êomme axe polaire la demi-droite 

bissectrice de (orr, Oy); comment la courbe de niveau 

U ( * , r ) = - C (C > o ] 

se déduit-elle de la précédente ? 

4° Ecrire Véquation différentielle des lignes de force du champ 

( trajectoires orthogonales des courbes du niveau). Intégrer cette équa-

tion. Indiquer un procédé géométrique simple permettant de déduire 

le réseau des lignes de force de celui des courbes de niveau. 
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II. On considère la surface définie paramétriquemenf par les équa-

tions 

x — u C O S P , y~u$'mv, z~uv. 

i° Déterminer la forme des courbes coordonnées _ 

u = const. et v = const. ; 

en déduire à quel type connu appartient la surface. 

2° Déterminer Vintersection de la surface par un plan parallèle 

à Oxy; on pourra prendre, dans le plan, des coordonnées polaires : 

pôle, intersection 0' du plan et de l'axe axe polaire, Vaxe Orx 

parallèle à Ox. • 

Calculer le rayon de courbure de la courbe et l'exprimer en fonc-

tion de la distance r du point M à 0 ' . 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. La fonction U demandée est > 
ixy 

les courbes de niveau et les lignes de force sont les lemniscates 

p2— C s i n 2 0 et p 2 = G c o s 2 6 , 

qui sont symétriques les unes des autres par rapport à la bissectrice 
des axes. 

IL I° La surface est un cône dont l W génératrices (v == const.) s'appuient 
sur des hélices circulaires (u = const.) tracées sur des cylindres d'axe O-s. 

2° La courbe est la spirale PÔ — h. 

EPREUVE PRATIQUE. — I. Soit la chaînette 

y = Chx] 

soient P un point de cette chaînette, M sa projection sur Ox, A le 

sommet de la chaînette. 

On considère le quadrilatère OAPM, dont trois côtés sont recti-

lignes, le quatrième étant Parc A P de chaînette. 

Déterminer Vabscisse x du point P de telle manière que Von ait la 

condition 

OM -H A P = OA -h-MP. 

On donnera x avec trois chiffres significatifs exacts. 



— 31 — 
I I . Calculer les deux sommes 

S,n(x) — i -h G}t cosx -h C;2t cos2x - h . . . G JJ cosnx 

T n ( x ) = CA\ si n a? ÇJi. sin ix -+-... C'* sin nx 

sous une forme calculable par logarithmes. 

Se servir des expressions obtenues pour calculer leurs valeurs pour 

n — 20, x = 3o°. 

Nota. — CfL désigne selon l'habitude le coefficient du binôme 

n(n — i)...(n — p-i-î) 
= iTiTTT^ 

INDICATIONS SUE LA SOLUTION. — I. L'équation à résoudre est 

X — Ï = E ~ X . 

On la résoudra par la méthode de Newton, ou par approximations succes-
sives, au moyen des équations 

e exi exn-\ 

I I . On a 

S „ + i T „ = = ( i - f - e ' * ) « = 2 « c o s « ~ f c o s — -f- i sin — 
2 \ 2 2 

(Li l le , juillet 1926.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Enveloppe d'une famille dé courbes planes 

/O ; y, « ) = O. 

A p p l i c a t i o n : ^ 4 — 2 a — a)2 = o. 

G.84. — IL £/>I point M, M M pesant, DE masse M, meut sur un 

cercle de rayon a. Il est attiré en raison inverse du carré de la dis-

tance par deux points A ei B situés dans le plan du cercle symétrie 

quement par rapport au centre du cercle, à la distance 2a de ce 

, . m/: . m/cX 
centre. A exerce l attraction — ? B / attraction tttt- • MA2 MB2 



— n -

i° Positions d'équilibre et stabilité. 

Pour X = 8, calculer les périodes des petits mouvements. 

3° X étant égal à 8, on lance le mobile du point du cercle le plus 

voisin de A avec la vitesse Vq. Discuter le mouvement. 

4° On remplace les attractions par des répulsions égales en valeurs 

absolues. Que devient la discussion de i ° ? Si X = 8, et si on lance le 

mobile de l'une des positions d' équilibre stable avec la vitesse v0, 

quelle est l'allure du mouvement ? 

EPREUVE PRATIQUE. — Pour chacune des équations suivantes on 

demande : i° de trouver la solution générale; i° de trouver la solu-

tion particulière qui s^annule ainsi que le plus grand nombre pos-

sible de ses dérivées successives pour x —o\ 3° le premier terme du 

développement de cette solution ; 

y" — 3y -h 2y ~ eZx, 

y" — 3 y -+- *y = x, ^ 

y" — iy' ~h iy = 3 cosa? — i sin#, 

y" -h iy' -h y = xex, • 

y ' r y = cos3x, ' 

y" — iy' -h y = xex, 

y" — 3y' -f- iy = e2x, • 

y'"— 'òy'-+-iy = ex, r 

(Bordeaux, juin Ï92Ô.) 

(•) 
(2) 

( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 

(6) 

(7) 

(8) 



S U R C E R T A I N S C Y C L E S A R I T H M É T I Q U E S ; 
PAR ELIE C A R T A N . 

Le problème de Mathématiques élémentaires proposé au dernier 
concours d'agrégation contenait une intéressante question d'Arith-
métique ( * ) sur les cycles de nombres entiers obtenus en partant 
d'un nombre de n chiffres et en effectuant sur ces chiffres suc-
cessivement i, 2 , . . ., n— i permutations circulaires. Il peut 
arriver que les ft nombres ainsi obtenus forment une progression 
arithmétique, et l'on demandait aux candidats de trouver tous les 
cycles de 3 et de 6 chiffres jouissant de cette propriété. 

Ce problème, qui semble n'avoir fait jusqu'ici l'objet d'aucune 
recherche, est susceptible d'une solution complète, non seulement 
dans le système de numération décimale, mais encore dans le sys-
tème de numération le plus général. C'est cette solution que je me 
propose d'exposer dans les pages qui suivent. Comme on le verra, 
les cycles cherchés rentrent dans deux catégories nettement dis-
tinctes. 

I. — Remarques préliminaires. 

1. Considérons, dans le système de numération à base a, un 
nombre de n chiffres 

9t = a t ai . . . a 

ainsi que les n — i nombres obtenus par permutation circulaire des 
chiffres 

9l>i = a2 a3 . . . 

«9X2 = a3 a4 . . . otl as, 

Nous supposerons dans ce qui suit que 9t est le plus petit des 
nombres du cycle formé par les n nombres considérés. Nous nous 
proposons de trouver tous les cas dans lesquels les nombres du 
cycle forment, à l'ordre près, une progression arithmétique. Il est 
clair que la question ne se pose que pour /i> 3. 

( l ) ^énoncé et la solution ont paru dans le numéro de novembre 1926, p. 366. 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. II. (Février 1927.) 3 
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Nous pouvons regarder le nombre dt comme la période d'une 

fraction pseudo décimale périodique simple, résultant de la con-

version d'une certaine fraction irréductible ~ : 

N a i oc2 *n «1 91 91 dt 

D a a1 " ' an a a > l a11— i 

On aura N < 15 ; de plias D sera un diviseur de <in — i ; en parti-
culier D sera premier avec 

il est facile de voir quelles sont les fractions ordinaires qui 
donnent naissance aux périodes . . ., dXn-K. On a en effet 

a N _ a2 , _ 
D 1 a. * ' an — i 

Les fractions 

a N — at D — (<*j a a s ) D 
5 1 • D 

sont irréductibles, car tout diviseur commun au numérateur et au 
dénominateur delà iièmefraction diviserait a£N ; étant premier avec a, 
il diviserait N, contrairement à la propriété d'irréductibilité de la 

fraction g • ^ 

Par suite les n nombres dZ, DX\, . . ., ¿fc cycle sont les 

périodes des fractions périodiques résultant de la conversion 
N N N 

de n f ractions irréductibles |)> • • • ' ^ ' > ou N; est le reste 

de la division de «'N par D. 

Si les nombres dZi forment une progression arithmétique, il en est 
de même des nombres N; ; ces derniers nombres seront donc tous 
distincts. Par suite n est l'exposant delà plus petite puissance de a 

qui soit congrue à i (mod D) ; autrement dit, a appartient à 

Vexposant n (mod D). 

2. Nous pouvons adopter une représentation géométrique com-
mode. Considérons une circonférence divisée en D parties égales à 
partir d'un point origine O. Tout entier N; sera représenté par un 
des points «de subdivision de la circonférence, à savoir celui qu'on 
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obtient ea portant, à partir de Q, dans on sens fixé urne lois pour 
toutes, Ne divisions ; nous désignerons ce point par (N^. Deux 
nombres congrus entre eux (mod D) sont représentés par le même 
point. 

Nous avons alors à chercher tous les eas dans lesquels les 

points de la suite illimitée (N)y (aN), (a 2 N), . . . se réduisent _ 

à n distincts et forment les sommets d'une ligne brisée polygo-

nale régulière convexe il faut du reste qu'en partant deO, on 
rencontre tous les sommets de cette ligne .avant de revenir au 
point O. 

3. D'après ce qui précède, la suite des points 

(O . ( a N ) , (aN-,),- ( a N „ _ , ) 

coïncide, à l'ordre près, avec la suite des points 

( 2 ) (N ) , (N , ) , (N * - > ) . 

Soit d'autre part R la raison de la progression arithmétique for-
mée par les nombres N*;. la suite des points 

(3) (N-+-R), (Nj -h R), ( N ^ + R ) 

a n — T points communs avec la suite ( 2 ). De là résulte que la suite 
des peints 

( a N + aR ) , ( a N , + a R ) , ( a N ^ + a R ) 

a également n — i points communs avec la suite (2) ; il en est de 
même de la suite 

( N + aR) , ( N t + a R ) , . ( N ^ + a R ) . 

Donc si Von fait tourner de a R divisions la ligne brisée poly-

gonale régulière la nouvelle ligne obtenue a au moins 

n — 1 sommets communs avec 

4. Remarquons que la rotation de aR divisions est une rotation 
effective ; sinon en effet aR serait un multiple de D, et aussi par 
suite R, ce qui est absurde. 

Si les deux lignes i?et i?' ont tous leurs sommets communs, c'est 
qu'en allant dans le sens positif du dernier sommet + — I ) R ] 
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au premier ( N ) on s'avance exactement de R divisions, autrement 
dit qu'on a „ 

"(4) D = 

Si £ et £ ' n'ont pas tous leurs sommets communs, on peut sup-
poser que le sommet de £ qui n'appartient pas à £ ' est soit le pre-
mier sommet (IN ), soit le dernier [N -f- (n — i ) R] , soit un sommet 
intermédiaire. 

Si le point (N ) ne fait pas partie de £ ' , la ligne £ ' se déduit de £ 
par une rotation de R divisions dans le sens positif; on a donc 

a R = R (mod D ) 

ou 

( 5 ) , (a — i ) R === o (mod D ) . 

Si c'est le point [N -F (n — i ) R] qui ne fait pas partie de £\ on 
obtient de même £ ' par une rotation de £ de R divisions dans le 
sens négatif ; on a donc 

( 6 ) ( a + i ) R = o ( m o d D ) . 

Si enfin c'est un sommet intermédiaire de £ qui ne fait pas par-
tie de £ r, les deux points (N — R ) et (N n R ) doivent faire partie 
de £ ' , et comme aucun d'eux ne^fait partie de J?, c'est qu'ils sont 
identiques ; par suite 

( « + i ) R s o (mod D) . 

Cela n'est possible que si l'on a 

( 7 ) D = ( n + i ) R. 

Ën définitive on a Vune des quatre relations (4), (5), (6), (7). 

5. Ajoutons enfin un dernier théorème. Soit A le plus grand 
commun diviseur de R et de D. On a 

( a — 1) N = Ni — N -h ai D = AR at D 1). 

Par suite A divise (a — 1) N ] mais A est premier avec N, puisque 
N la fraction jr est irréductible ; donc A divise a — 1. 
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T H É O R È M E . — Le plus grand commun diviseur de R et de D 

divise a — i. 

Le cas où R et D sont premiers entre eux n'est naturellement 
pas exclu. 

II. — Les cycles de la première catégorie. 

6. Nous allons, après ces préliminaires, supposer d1 abord que 
, . . . . N 

le dénominateur D de la fraction irréductible contient au j D 

moins un facteur premier p ne figurant pas dans a — i. 

Supposons que p figure dans D avec l'exposant a. Il ne figure 
certainement pas dans R, à cause du théorème du n° 5. 

Il résulte immédiatement de là l'inégalité 

(8) p > n. 

Efi effet l'un des p termes de la progression arithmétique 

N, N-+• R, . . . , N -h (/? — i ) R , 

dont la raison est première avec j», est divisible par p ; si p était 
inférieur ou égala ce terme serait le numérateur d'une des 

fractions qui ne serait donc pas irréductible, ses deux termes 

étant divisibles par/?. 
En second lieu, la base a appartient à l'exposant n (modp) . En 

effet si a appartenait à l'exposant v < /*, on aurait 

N — N EES o (mod p). 

Or 
( ^ - i ) N = ? D + /iR — 0 ; . 

le nombre premier p divisant le premier membre, ainsi que le 
terme qD du second membre, devrait diviser /iR, ce qui n'est pas, 
puisque p ne divise ni R, ni h S n — i <^p. 

Si nous revenons maintenant aux quatre cas possibles indiqués 
au n° 4, nous voyons que les congruences (5 ) et (6 ) sont exclues, 
puisqu'elles entraîneraient a 2 = i (modp) ; l'égalité ( 4 ) est égale-
ment exclue, puisque p est premier avec n R. On a donc nécessaire-
ment 

( 7 ) D = ( / n - i ) R. 
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ILrâsufete de-cette dernière égalité <jae p9- est un diviseur de ra-f-1, 

et comme p est au moins égal à n + i, cela n'est possible <|ue si 
F on a 

( 9 ) p =r n-4-1, a =1. • ' ' 

Cela prouve en particulier qu'il ne peut entrer dans D qu'un 
seul facteur premier diviseur de a — 1, et que ce facteur premier 
est.» 4- i> entrant avec l'exposant 1. Il en résulte aussi que a est 
une racine primitive de puisque a appartient à l'exposant 

n = p — 1. 

Enfin des p termes de la progression arithmétique 

N — R , N,.. N -+ -R , — i ) R y 

dont la raison est première avec p, un est divisible par p ; ce ne 
peut être que le premier : on a donc 

N — R = = o ( m o d p ) , 

( 10) N = R =p kp. 

L'entier s*il est précédé du signe —, doit satisfaire à Pinégalité 

(11) kp< R ; 

s'il est précédé du signe'+ ? le nombre N + ( / î — 1) R = /¿R + kp 

doit être plus petit que D = ( n -f- \)R ; on a donc encore lar même 
inégalité (11). 

Le théorème du n° o montre enfin, d'après (7), que R est un 
diviseur de a — 1. 

7. De l'analyse précédente résulte le théorème suivant 

N 
T H É O R È M E . — Si la fraction irréductible ^fouit de la pro-

priété que son dénominateur contienne un facteur premier p 

ne figurant pas dans a —1, elle est de la forme 
N R qz kp 

^ d = 

ou R est un diviseur de a — 1, a une racine primitive de p, 

etk<-• 
P 



!Réciproquement, s u p p o s o n s c e s c o n d i t i o n s r é a l i s é e s . O n a 

aON = « ' " R i p + ^ ( m o d p R ) . 

Or les — i nombres a 'R sont, à l'ordre près, congrus aux 
nombres 

R, «¿R, . ( / > — i ) R ( n i o d p R ) . 

Les points ( a ^ ) sont donc identiques aux points représentatifs 
des nombres 

R qz kp, . . . . (p — i)Rzp/i/?, 

lesquels sont tous inférieurs à D = jpR et forment une progression 
arithmétique de raison R. Le cycle de n—p— i nombres définis 

. N 

par la fraction considérée ^ fournit donc bien une progression 

arithmétique de raison R. 

8. On peut poser 

( 5 - * - 1 - k ' 
{ } D ~ p + R ~~ p + 

La fraction s e développe suivant une fraction illimitée dont 

tous les chiffres sont égaux à k1. D'autre part tous les, chiffres 

du développement de i sont d'une part supérieurs ou égaux à k\ 

d'autre part inférieurs ou égaux à a—k 1 . En effet le plus petit 

chiffre de la période de ^ est évidemment son premier chiffre, 

c'est donc le quotient de a par p. Or 

a — f a 
k' < < • 

P P ' 

De même le plus grand chiffre de la période de ~ est le quotient 

de (p — î) a par p. Or on a 

p P P p 

Il résulte de là le théorème suivant 

THÉORÈME. — Pour avoir toutes les solutions du problème 
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pour lesquelles D admet un diviseur premier non contenu 

dans a — i, on cherche les différents .nombres premiers p 

dont a est racine primitive. Si p est un de ces nombres, la 

période de la fraction illimitée à laquelle donne naissance ^ 

définit un cycle d'ordre p — i, dont les p — i nombres forment 

une progression arithmétique ; on déduira de ce cycle un cer-

tain nombre d'autres cycles jouissant de la même propriété 

en augmentant ou en diminuant tous les chiffres d'une même 

valeur, tant que cela sera possible. 

9. Le cas n = i étant exclu, nous n'avons à considérer que les 
nombres premiers p^ 5 : 

'' . Si /? = 5, 7i = 4 • • • • . * a == ± 2 é ( mod 5) 

si p — 7 , n = 6 a = 3 ou 5 ( mod 7) 

si p — n , n.= 10. a == 2, 5 , 7 ou 8 (mod 11) 

si p = i 3 , n == 12.'. . a = 6 , 7 ou 11 (mod i3 ) 

Dans le cas particulier a = 10, on peut avoir 

P ~ 11 17, 19, 23, 29, 47, ' 

On a S cycles d'ordre 6 défini^respectivement par les nombres 

14̂ 857, 031746, 253968, 

qui sont respectivement les périodes des fractions 

1 1 1 2 1 1 16 

7 ' 7 9 ~~ 63 ' 7 9 ~ 63 ' 

On a un cycle d'ordre 16 défini par le nombre 

0588235294117647, 

période de la fraction ~ 

On a un cycle d'ordre 18 défini parle nombre 

0)2631578947368421, 

période de la fraction ~ . 



Enfin si a =?= 2 (système de numération binaire), on peut avoir 

p = 5 , n , i 3 , 19 , 2 9 , 37, 53, 5 9 , 6 1 , . . . ; 

tous ces nombres sont des multiples de 8, plus ou moins 3. 
Si p =z 5, n = 4> o n a le cycle défini par le nombre 

001 1 ; 

si p = 1 \} n == 10, on a le cycle défini par le nombre 

0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 ; 

si p = i3, n='\2, on a le cycle défini par le nombre 

000100 1 1 1 . 0 1 1 ; 

si p = ig, n = 18, on a le cycle défini par le nombre 

00001 i 01011 TIOOIOI . 

III. — Les cycles de la seconde catégorie. 

10. Supposons maintenant que les facteurs premiers de D entrent 
tous dans a — 1 . Soit 

a —1 =^«1 p . . . />%>*, 
D=p\t p\> ... p\h. 

Nous allons d'abord chercher l'exposant n auquel appartient a 

(mod D) . 
Nous nous appuierons sur la remarque suivante : 

Si a appartient respectivement aux exposants nK et n% par 

rapport aux modules D< et D2 premiers entre eux, Vexposant n 

auquel appartient a (mod D 2 ) est égal au plus petit com-

mun multiple de nx et de n2. 

En effet la congruence 

a n = = i ( m o d D ) 

entraîne 

an == 1 (mod D i ) ; 

donc n est un multiple de n{. De même n est un multiple de n2 . 
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Récipro^ueiïLenl si n est uni mukiple eommua dé «1;et dena, al1 — i 
est divisible à la fois par D, et par D2, et par suite par D. 
- Il résulte de là qu'il' suffît de connaître l'exposant auquel appar-
tient a par rapport à chacun des n o m b r e s p } * r — p \ h * 

1 1. Prenons l'un des nombres premiers p qui entrent dans a — i ; 
soit a son exposant. On peut poser 

a = r -h kp*y . 

k étant premier avec p. On en déduit 

aP = ( i - f - = i + + 

Les coefficients des termes non extrêmes dn binôme (.x - J r } r ) p 

sont tous divisibles par si p est un nombre premier. Les diffé-
rents termes du second membre de ( i4 ) contiennent donc p avec 
les exposants 

tt-br, 2 « + r, ( p — i ) a -+ - r , pu.. 

Par, suite aP— i est divisible par p"*1 . Ht ne pourrait être divi-
sible par p a f 2 que si l'on avait 

a + i = pa, 
c'est-à-dire 

p = a = i . y 

Si nous écartons ce cas, nous voyons que si p entre avec 

Vexposant a dans a—i, il entre avec Vexposant a,+ i dans 

aP— i. Le même raisonnement appliqué au nombre aP, au lieu du 
nombre a, montre que p entre avec l'exposant oc-J- 2 dàns ap%— 1, 

a + 3 dans ap3— 1, et ainsi de suite. II en résulte que Fexposant 
auquel appartient a (mod'j0a+*) est égal à ph ou à un diviseur de pk ; 

mais ce ne peut être un diviseur de p®, car ce serait/?*"1 ou un de 
ses diviseurs, et l'on aurait 

aPk~l — 1 = 0 ( m o d 

tandis que p n'entre qu'avec l'exposant a -j- k — 1 dans aPk~l — 1. 
En conséquence Vexposant auquel appartient a (mod p>) est 

égal à 1 si l i a , , ci si a > a. 
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12. Il y a un cas d'exception, c'est celui où p = 2 , a = 1 ; a — 1 
est alors le double d'un nombre impair. Dans ce cas, en effet, a2—1 
est divisible au moins par 8 et, par suite, contient le facteur pre-
mier p — 2 plus de a-f-'i = 2 fois. Mais si a2 — 1 contient ¡3 fois le 
facteur 2 , le raisonnement du numéro précédent est valaMe; 
a* — 1 «contient ¡3 -f-1 fois le facteur 2 , a8 — 1 le contient ¡3 + 2 
fois et ainsi de suite. 

13. Si nous excluons le cas où a— 1 est le double d'un nombre 
impair, nous voyons que n est le plus petit multiple commun de h 
nombres qui sont égaux soit à 1, soit à des puissances des facteurs 
premiers px, ..., pu ; si donc n ne contient pas le facteur pre-
mier pi ; siX/^>ai, n contient le facteur premier pi avec l'expo-
sant \i— a/. Autrement dit, n est le quotient de D par le ^plus 

grand commun diviseur à de D et de a —1. 

Ce résultat est encore valable si a— 1 est Je double d'un nombre 
impair, à condition que D soit impair ou contienne le facteur pre-
mier 2 à un des exposants 1 ou 2 . Si D est impair ou le double 
d'un nombre impair, n est impair ; si D est divisible par 4 (et non 
par 8), n est le double d'un nombre impair. 

14. Nous allons montrer que, réciproquement, si I on a 

D — /¿o, 

<3 étant le plus grand commun diviseur de D et de a — 1, la période 

du développement de la fraction irréductible g donne naissance à 

un cycle dont les n nombres forment une progression arithmétique. 
Prenons en effet sur la circonférence le point (N ) et considérons 

le polygone régulier de n côtés dont ce point est un des sommets ; 
deux sommets consécutifs du polygone sont séparés par d divisions. 

On a 
a W — N = ( a i — 1) N = o (mod ô ) ; 

par suite le point (A*N) coïncide avec l'un des sommets du poly-
gone régulier qui vient d'être construit. Et comme tous ces points 
sont au nombre de n distincts, on obtient bien tous les sommets du 
polygone. Le théorème est donc démontré, et l'on a R = S. On est 
dans le cas de la formule (4) prévue au n° 4. 
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Remarquons qu'ici on peut écrire 

N __ _N_ __ K 
D n8 ~~ n(a — i ) ' 

N' étant premier avec /i, et a — i étant divisible par chacun des 
facteurs premiers qui entrent dans /?, avec la restriction qu'il doit 
être divisible par 4 si n est lui-même divisible par 4-

Si l'on veut que la période de ^ fournisse le plus petit nombre 

du cycle, il faut que N soit inférieur à 8, c'est-à-dire N' — i. 

15. Reste le cas où D serait divisible par 8, a — i étant simple-
ment divisible par 2. Nous allons voir que les n nombres du cycle 
ne peuvent pas dans ce cas former une progression arithmétique. 

En effet remarquons d'abord que si i est impair, a{—i est divi-
sible par 2 et non par 4, car on a 

a1 — i = ( a — i) ( a - h a'—2 + ...+ a-f-i); 

le nombre premier 2 entre une fois dans le premier facteur du 
second membre, et il n'entre pas dans le second facteur, qui est la 
somme d'un nombre impair de nombres impairs. 

Au contraire si i est pair, a1— i est divisible par a2— i et par 
suite par 8. 

Cela posé, le nombre D de divisions de la circonférence étant un 
multiple de 8, on passe du point ( N ) au point (a1 N ) en portant un 
nombre de divisions égal au double d'un nombre impair si i est 
impair, à un multiple de 8 si i est pair. Si les résidus de a*N for-
maient une progression arithmétique, la raison de cette progression 
serait donc le double d'un nombre impair; le double de cette 
raison, qui serait congru à l'un des nombres (a1— i )N(mod^) , 
serait divisible par 4> sans l'être par 8, ce qui est impossible. 

16. En résumé, on voit qu'on peut forme?• tous les cycles de la 

seconde catégorie en partant d'un nombre n quelconque ; on 

prend une base a telle que a — i soit divisible par chacun des 

facteurs premiers de n (avec la restriction que a— i doit être 

divisible par 4 si n est divisible par 4 )• La période de la fraction 
N ' / 

illimitée résultant du développement de __ {y oùW<^a—i 



est premier avec n, donne naissance A un cycle de la seconde 

catégorie. 

Si n z= 3 on prendra a = mult. 3 H- I , 

si n — 4 » a = mult. 4 -+-i,' 

si AI = 5 » a = mult. 5 -i- i , 

si /i == 6 » a = mult. 6 -h i , , 

si n = 7 » a = mult. 7 - H I , 

si = 8 » a — mult. 4 H- i , 

si AI = 9 » a — mult. 3 H~ I , 

Dans le cas a = io, n sera une puissance quelconque de 3 : 

" = ( N ' = i , 2, 4f 5 , 7 , 8 ) . 

Pour h = i, on aura 6 cycles d'ordre 3 définis respectivement 
par leurs plus petits nombres 

037, O;4, I48, [85, 25g, 296. -

Pour h = 2, on aura 6 cycles d'ordre 9 définis respectivement 
par les nombres 

0 1 2 3 4 5 6 7 9 , 0 2 4 6 9 1 3 5 8 , 0 4 9 3 8 2 7 1 6 , • 

0 6 1 7 2 8 3 9 5 , 0 8 6 4 1 9 7 5 3 , 0 9 8 7 6 5 4 3 2 . 

Pour h=. 3, on aura de même*"6 cycles d'ordre 27, et ainsi de 
suite. 

Dans le cas a — 12, n serait une puissance quelconque de 11 et 
l'on aurait 10 cycles d'ordre 11, 10 cycles d'ordre 121, etc. 

Les cycles de la seconde catégorie ne peuvent se présenter si a = 2 
ou 3. 

Au contraire, les cycles de la première catégorie ne peuvent se 
présenter si a est un carré parfait. 
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SUR L E S C O U R E S C O N T I N U E S QUI A D M E T T E N T U N E T A N G f f T E 
E N CHAQUE P O I N T ; 

PAR GEORGES V A M R O N . 

Dans un Mémoire récent ), M. Fréchet a donné une représen-
tation paramétrique intrinsèque remarquable des courbes continues 
les plus générales. Cette représentation jouit d'une propriété (que 
l'on peut rapprocher de cette propriété des courbes rectifiâbles : 
l'arc d'une courbe rectifiable est au moins égal à la corde qui le 
sous-tend) d'op il résulte que, si en un point les coordonnées ont 
des dérivées par rapport au paramètre, la somme des carrés de ces 
dérivées ne peut être nulle. Ceci amène M. Fréchet à poser cette 
question : une courbe continue qui admet en chaque point une 

tangente peut-elle être représentée paramétriquement au 

moyen de fonctions dérivables ? Je me propose de répondre en 
partie à cette question ; il résultera en particulier de ce qui suit que 
la représentation intrinsèque de M. Fréchet ne fournit pas une 
solution générale du problème posé. 

Rappelons que les représentations paramétriques dont il est 
question ici font correspondre deNfaçon univoque et continue un 
point M ( i ) de la courbe à un point t d'un segment, o — i par 
èxemple : les coordonnées de M sont des fonctions continues, non 
simultanément constantes, de t. 

Si l'on considère une courbe plane possédant un point de 
rebrousseraient O dont la demi-tangente est Ose, si ¿0 est la valeur 
du paramètre t en ce point, le quotient . • . 

x — x0 

t—t o 

est positif ou négatif suivant qu'on se place sur l'un ou l'autre des 
deux arcs déterminés par O sur la courbe (on suppose 11—i0J 

(*) Sur une représentation paramétrique intrinsèque cle la courbe continue 

la plus générale ( Journal de Math., t. 4, 1925, p. 281-297). Voir en particulier 
la troisième Partie du Mémoire et surtout le 11° 11. 



su fii sa m ment petit), ne peut exister que si sa valeur est' o, 

mais alors {^j^j existe aussi et est également nul. En un point de 
rebroussement une représentation paramétrique (de l'espèce indi-
quée) n'est dériva ble que si les dérivées y sont nulles. l ien est de 
même d'une façon générale lorsque, O étant un point intérieur de 
la courbe admettant une tangente QT, une droite (un plan dams le 
cas de l'espace) passant par O laisse la portion de courbe voisine 
de O d'un seul côté. 

Pour écarter ce genre de singularité, on peut, ou bien chercher 
une relation entre l'existence de la tangente en un point et l'exis-
tence des dérivées à droite et à gauche pour les fonctions représen-
tatives, ou bien remplacer l'hypothèse de l'existence de la tangente 
parcelle de l'existence d'une tangente orientée (pour les points 
intérieurs). O étant un point intérieur, dire qu'il y a une tangente 
orientée en ce point, c'est dire que, M étant un point voisin, 
et t les valeurs du paramètre en O et M, le vecteur OM si t0 et 
le vecteur MO si t << £0 ont une direction limite unique lorsque t 

tend vers t(). Il est équivalent de dire que tout plan passant par O 
et ne contenant pas la tangente en O coupe la courbe en O : pour 
t"> ¿os et t — t0 assez petit, on a des points M( i ) situés d'un même 
coté du plan et pour t < t0, et t0 — t assez petit des points situés 
de l'autre côté du plan. 

Je démontrerai ceci : 

I. Si une courbe continue possède en chaque point une tan-

gente orientée qui varie continûment, cette courbe est recti-

Jïable, les coordonnées d'un point en fonction de Varc ont des 

dérivées continues en chaquepointr dont la somme des carrés en 

axes rectangulaires est égale à i. 

IL II existe des courbes planes F admettant une tangente orientée 
en chaque point, mais qui ne varie pas continûment en un point O, 
et telles qu'aucune représentation n'ait ses deux coordonnées déri-
vables en ce point, à moins que ces deux dérivées ne soient nulles. 

III. Il existe des courbes T admettant une tangente (non toujours 
orientée) en chaque point, variant d'une façon continue, et pour 
lesquelles la singularité précédente de la représentation a encore 
lieu en un point. 
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1. Considérons d'abord une courbe plane continue C 

admettant une tangente orientée variant d'une façon continue: 
/(O? # (0? e t l'an8Îe A (t) de la demi-tangente orientée dans le 
sens des t croissants avec une demi-droite fixe, sont des fonctions 
continues de t sur le segment o — i. 

Nous nous appuierons sur ce lemme : si P et P' sont deux points 

de G, il existe un point Q appartenant à Vare y ayant pour 

extrémités ces points en lequel la demi-tangente est parallèle 

à la corde PP\ Si l'arc y est le segment PP', la proposition est évi-
dente. Dans le cas contraire, Q étant l'un des points de y dont la 
distance à PP' est maximum, les points voisins de Q sont d'un 
même côté de Fa parallèle QT à PP' menée par Q. La demi-tangente 
en Q est donc portée par QT, sans quoi QT, droite distincte de la 
demi-tangente, ne couperait pas y au point Q ( 1 ) . 

£ étant donné, on peut entourer chaque point de C d'un 
arc correspondant à un intervalle t — d(t), t-\-d(t) en chaque 
point duquel la demi-tangente fait avec la demi-tangente en M ( i ) 
un angle inférieur à s. D'après le théorème de Borel-Lebesgue (ou, 
si l'on veut, en vertu de la continuité uniforme), on peut recouvrir 
le segment o — i avec un nombre fini de ces intervalles t — d (t)7 

t-\-d(t). Considérons l'un de ceçjintervalles et l'arc correspon-
dant M'M M" (si t = o ou £ = i, M est une extrémité de l'arc que 
l'on considère). P et P' étant deux points de cet arc, la corde PP' 
qui.est parallèle à la tangente en un point Q de l'arc PP' fait avec 
la demi-tangente MT en M un angle moindre que s. Si l'on inscrit 
dans l'arc M'M M" une ligne polygonale TZ dont les sommets sont 
joints dans l'ordre des t croissants, chaque côté fait avec MT un 
angle moindre que e, cette ligne se projette biunivoquement 
sur MT suivant le segment m'm% projection de la corde M'M", et 
par suite la longueur de t: est au plus égale à 

m'ni!' 

cos £ 

La longueur de tout polygone inscrit n est bornée, l'arc M'M" est 

t1 ) Si P et P' sont confondus, la corde PP' peut être prise arbitrairement. 
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rectifiable (•), et il en est de même de la courbe C complète. 
Soit alors s la valeur de l'arc de C compté à partir de t = o dans 

le sens des t croissants, s et t sont fonctions continues et croissantes 
l'un de l'autre. Soient M (s0 ) un point de C, MT la demi-tangente 

et MN la normale faisant avec elle l'angle + et x (s) eïy(s) les 

coordonnées d'un point de G par rapport à ces axes. Si s— $0 

et sf— 50 sont assez petits, l'angle du vecteur 

avec MT est encore moindre que le nombre arbitrairement petit e. 
En inscrivant une ligne polygonale et passant à la limite, on a 

1 £ * ( ' ) £ ! . * 
cos e ~~ s — s0 1 

ce qui montre que x ' (s0 ) existe et est égàl à i. D'autre part 

y(s) y(g) œ ( s ) . 
s — s0 œ(s) s — s0 ' 

doncjy'(s0) existe et est égal à o. Une transformation de coordon-
nées immédiate montre que si l'on prend des axes fixes OXY, et 
si A est l'anglê de la demi-tangente au point M (s) avec OX, X ( s ) 
et Y ( s ) les coordonnées de ce point, X ' (s ) et-Y'(s) existent pour 
chaque* valeur de s, et l'on a 

X ' ( s ) = cosA , Y ' ( s ) = s inA. 

Comme A est fonction continue de donc de s, la proposition I 
est établie pour une courbe plane. 

Pour une courbe gauche ledemme utilisé n'est plus valable, mais 
on peut s'appuyer sur cet autre lemme général : si en tout point 

d'un arc M7M la demi-tangente existe et fait un angle moindre 

que e avec la demi-tangente MT en M, toute corde joignant 

deux points de l'arc fait aussi avec MT un angle au plus égal 

ci £. Soient PP' une corde et 1 le demi-cône de révolution engen-
drée par une demi-droite issue de P et faisant l'angle s avec MT (2). 
Dans le voisinage de P, l'arc PP' est intérieur à X. Montrons que 

( 1 ) Voir le Traité d'Analyse de JORDAN ou le Cours d'Analyse de M. GOUR-
SAT, t. 1, 3* édition, note de la page 198. 

7C 
(*) Il est clair que P et P' ne peuvent être confondus si £ < 

Ann. de Matliémat., 6e série, t. II. (Février 1927.) 4 



cet arc ne coupe pas E, ce qui démontrera le lemme. Supposons le 
contraire et soit P" un point d'intersection de PP' avec l'acre PP" 
ne peut être confondu avec le segment PP" ; désignons alors par Q 
"un point de l'arc PP" dont la distance au plan tangent r à 21e long 
de PP" est maximum. La demi-tangente en Q devrait être parallèle 
au plan .T, elle ferait avec MT un angle au moins égal à s, ce qui 
est contraire à l'hypothèse. 

En utilisant ce lemme, on montre comme pour une courbe plane 
que la courbe gauche est reetifïabler et Ta démonstration s'achève 
sans difficulté. 

2. L'exemple fournissant les singularités signalées dans les 
énoncés II et III est donné par une courbe F symétrique par rap-
port à Oy et comprise entre F axe O x et la parabole y = x2. Défi-_ 
nissons-la pour x ^ o . 

Prenons sur la parabole la suite de points A„ d'abscisses 
2~n (n = o, i ,2, . . .), et joignons Au, à A,*+l par un arc de 
courbe Cn passant par le point de coordonnées 

X'n = , yn = 2 , 5 X • ' 

Nous prendrons d'abord pour Cn un arc tel que F soit recUftabïe et 
admette en chaque point une tangente orientée qiri variera conti-
nûment, sauf en O. Par exemple, G^ sera formée : 

i° par le demi-cercle ^ 

(x — 4-«-l Y (y —ya )2 = X g 7Tn^ — 4~«-î ; 

2° par deux segments tangents à ce demi-cercle, parallèles à 
et limités respectivement aux points de contact avec le demi-cercle 
et aux points de contact avec deux arcs de cercles tangents à ces 
segments et tangents extérieurement à la parabole en et A„ + , 
(ces deux cercles sont ceux qui sont extérieurs à la bande comprise 
entre les deux segments ) ; 

3° par les arcs de ces derniers cercles limités à leurs points de 
contact avec les segments et la parabole. 

La longueur de l'arc est au plus égale à 2~"K, K étant un 
nombre fixe, T est bien rectifiable et la tangente orientée n'est dis-
continue qu'en O. Supposons que les coordonnées x, y d'un point 
de la courbe soient exprimées au moyen d'un paramètre nul en O 



et qui croît lorsqu'on décrit la courbe dans le sens de O vers A0; 
ce qui est loisible. Lorsqu'on parcourt l'arc B^ A.,/, t croit de /..à tTl 

et si xn est l'abscisse de Aw, on a 

& n ^ & n 2 
. tji tn 

Donc 

\dt) o 

ne peut exister que si sa valeur est o, et si cette circonstance se 
présente, 

t x t 

tend verso; existe aussi et est nul. On est dans le cas de 

l'énoncé II. 
On remarquera que s étant l'are de la courbe Y ici considérée, 

compté à partir de l'origine, ~ ne tend pas vers o ; la représentation 
au moyen de l'arc, comme celle de M. Fréchet, présente la singula-
rité avec non-existence des dérivées (même des dérivées à droite et 
à gauche) et non pas des dérivées nulles. On obtiendra la singu-
larité avec dérivées nulles (dans la représentation au moyen de 
l'arc) en remplaçant C,z par un arc présentant n sinuosités au lieu 
d'une seule, la variation de x sur les diverses sinuosités gardant la 
même valeur que précédemment; on voit que l'arc existe encore, 
mais que sa valeur à partir de O est infiniment grande par rapport 
à x. 

3. On peut aussi prendre pour C„ un arc tel que Y présente en 
An et des points de rebrôussement avec tangente parallèle à Ox 

et tel que entre A„ et B^ ou entre Bw et A / i + , , x et y soient fonc-
tions monotones l'un de l'autre, la pente de la tangente étant 
moindre-que 2~nKr. Par exemple, on prendra deux arcs de cercle 
égaux tangents en An et aux tangentes de rebrôussement données 
et se raccordant au milieu du segment AWBW et l'on procédera de 
même entre Bn et A„ + , . On aura un exemple de la singularité III. 
Ici encore la courbe est rectifiable et la représentation au moyen 
de l'arc n'a pas de dérivées à droite et à gauche à l'origine. On 
pourra comme ci-dessus construire des courbes pour lesquelles 
cette représentation donne des dérivées nulles à l'origine. 
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S O L U T I O N S DE Q U E S T I O N S DE L I C E N C E . 

Question C.60. 

|Mécanique rationnelle; épreuve théorique; énoncé publie en 

juin 1926. p. 286.] 

SOLUTION 

P a r M . JACQUES DEVISME. 

I ° On considérait un cube homogène, d'arête a , et Ton demandait son 
mouvement en chute libre, pour des conditions initiales arbitraires. 

Le centre der gravité G prendra le mouvement d'un point pesant. 
D'autre part, comme l'ellipsoïde d'inertie relatif au point G est une sphère 

^moments d'inertie A = B = C — — I e mouvement du disque par 

rapport à des axes de direction fixe passant par G'sera une rotation dni-
forme. 

20 Un sommet O du cube étant fixé, on suppose qu'à l'instant initial 
une arête est verticale, le solide étant animé d'une rotation u> autour de 
la diagonale 0 0 ' du cube. 

L'étude du mouvement est tout à fait classique. On prendra 'des ax.es 
fixes O O ^ i vertical et des axes mobiles Oxyz, Oz suivant la 
diagonale 0 0 ' . Les équations du mouvement sont, en introduisant les 
angles d'Euler, . 

cp' -h ^/cosO =3= oj (3e équation d'Euler), 

~ fsin^G où cosO = (moment cinétique par rapport à Oz , ) , 
1 V 3 

~ a (^'2sin20 -+- O'2) ~ g{ 1 — ^3 cosO) (théorème de la force vive) . 

On en déduit, pour déterminer cos6 = w, l'équation différentielle 

La discussion est immédiate : u variera entre -^r et la plus petite racine ux 

1/3 

de la quantité entre crochets. 

Pour que la valeur maximum de l'angle 0 soit il faut que u-i soit nul, 

c'est-à-dire 
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3° A un moment où 0 0 ' est horizontal, on immobil ise brusquement le 
point O'. Le nouveau mouvement sera un mouvement de rotation uniforme 
avec la vitesse angulaire co, autour de l'axe fixe 0 0 ' . 

Question G.75. 
[Mécanique rationnelle; épreuve théorique; énoncé publié en 

juillet 1 9 2 6 , p. 820 . ] 

S O L U T I O N 

P a r M . R . W E I N Z A E P F E L . 

Une circonférence matérielle, de masse m et de rayon R , peut tourner 
sans frottement autour d'un de ses diamètres, supposé vertical. Une tige 
pesante de masse m' de longueur %a{a < R ) s'appuie par ses extrémités 
sur la circonférence, sur laquelle elle peut glisser sans frot tement. 

Nous rapportons le mouvement à un trièdre trirectangle Ox\y iZ\ , 
O étant le centre de la circonférence, O z\ la vert icale descendante. 
Nous désignons par co i 'angle du diamètre horizontal de la circonférence 
avec O ^ i , par 0 l 'angle de la perpendiculaire OH à la t ige avec 0 Z\ et 
posons 

b = O H = V / R 2 _ a 2 . 
La forme vive est 

y + 6M6'* 2 t = C ' - ^ i c o s s e + w'^sinsej-f-

et. la fonction dés forces 
U = m'g b cosO. 

L'équation de la force vive et l 'équation de Lagrange par rapport à 
détermineront le mouvement. Cette dernière équation 

fr — m "J" cos2 6 -h ni b* sin2 ô j k 

montre que la circonférence tourne toujours dans le même sens. Le mou-
vement relatif de la barre est défini par 

( O e ' » = -
T + 62 

2 tri gb cosO -+- h —jrr 0 mR2 

A:2 

1 m ' ( t s i n 2 

que Ton discutera sans peine par rapport aux données initiales. 
20 Dans le cas particulier où la tige a pour longueur le côté du triangle 
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equilateral, on a 

et l'équation en 6' s'écrit 

6'* : 

a = R — » b — — 
'1 2 

T R i cose + A - m R , R 1 

t L - - T . 1 

6'« = e;2 + ^ ( cos e — cos e0 ) K 

équation d'un mouvement pendulaire, la longueur du pendule synchrone 
étant / = R, indépendante de m et de m\ Pour <p on a 

u ?0, R2(2m -f- m') 

de sorte que la rotation de la circonférence est uniforme. 
3° Revenant au cas général et désignant p a r / ( f i ) le crochet au second 

membre de l'équation ( i ) , les positions d'équilibre relatif de 1a tige annu-
leront/ ' (O) de sorte qu'il est bien évident, comme l'indique l'énoncé, que 
les positions horizontales de ia tige (0 = o ou ÏÏ) sont des positions d'équi-
libre relatif. 

Or en développant en série suivant les puissances de 0 on a, <p' dési-
gnant la vitesse angulaire de la circonférence, , 

/ ( 0 ) = c o n s t . - ô W [gb — <?',? (b* — J 

et, posant 0 — TZ = S. 

/ ( 6 ) = const. + e« m' \gb -t- <p'„2 ( b ' — j j ] . 

d'où résulte immédiatement que : 

R \/3 g b 
a. Si a < ? 0 = o sera stable si cp̂ 2 < - — ; et 0 = TZ sera ns-

table. 

B. Si A > 6 = o sera stable et 0 = TZ stable si cp'02 > ^ 

L'équation ( i ) donne par dérivation 

et, en se bornant au terme principal du second membre il reste, pour les 
petites oscillations au voisinage de la position d'équilibre 0 = o ( Iwsque 
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cette- position est stable) 

<* r « 

dont l'intégration est élémentaire. La période est 

* / g?-y-3 6*  
ZV 3gb — — 

De même, pour les petites oscillations autour de la position d'équilibre 
= TI, on a 

a 7 « 

4° Une position 6 = 60 correspond à l'équilibre relatif si/'JQo) = o, ou 

gb sin0o — 
^ + m ' ( j cos2 60 + sin2 0O|] 

ce qui peut s'écrire encore, en faisant intervenir la valeur correspondante 
de cp', 

gb sin0o — 9o2:(^b1— cos 0O sin 0O = o, 
i 

d'où (6'0 étant différent de o ou TT) 

- _ gb „ gb . 

— i l " ) c o s ( k 2 - ) cos60 

R 1/3 
Si a < —-—> cela donne une valeur acceptable pour <p'0 lorsque 

71 A TZ ' 
- - <%<-+• 

2 2 

^Rv/3 . , . A . , ,r -n: „ 3 7t • 
si, au contraire a > —-—, il faut que cos60 soit negatil : - < 0 O < — • 

La discussion de la stabilité se fera de la fa-çon suivante : en se bornant, 
ce qui ne restreint rien, au cas où 0 est compris entre o et tc, / ' ( 0 ) a le 
signe de ' 

R2 
m — H- m 

2 
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(où Ton pose cosô = u) dont la dérivée prend, pour U — a0 , la valeur 

R 1/3 
Pour a < —-—> w0 étant positif, cette expression est positive et cela 

implique q u e / ' ( G ) soit maximum pour ô = 60 ; la position d'équilibre cor-

respondante est donc stable parce que, pour des conditions initiales voisines, 

il apparaît, de part et d'autre de 0O, deux racines de 0o qui donnent les 

limites du mouvement en Ô. 

R I/3 Pour a > — — ? l 'équil ibre peut devenir instable. 

Question G.78. 
[ Calcul différentiel et intégral; épreuve pratique ; énoncé publié en 

novembre 1926, p. 879.] 

SOLUTION 

Par M. E. LAINE. 

Il s'agit de calculer l ' intégrale réel le ' 

dx 

- f 0 ( x — a) \/x2(i — x2)3 

L'énoncé du problème indique, sans doute à titre impératif , d 'employer la 
méthode des résidus : c'est un calcul classique. La solution suivante, qui 
s'applique à toutes les intégrales du même type, montrera que l 'emploi des 
intégrales eulériennes conduit au résultat d'une manière beaucoup plus 
rapide et beaucoup plus sûre. , ) 

Posons 
i — t 

x — a 
a — t 

quand x croît de o à 1, t décroît de 1 à o ; on a alors % 

•a) i 
J 0 

I = A a) 5 f t 5 ( I — 0 6dt 
0 

2 3 « 2 _ 3 

= a
 5(1 — a ) « r 5(1 — a) * 

5 5 . 2 7 : 
sin — 

• 
Autre solution par M. R. ODILE. 
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Q U E S T I O N P R O P O S É E . 

2495. 

Le point A étant pris de façon quelconque entre B et G sur le segment 
de droite BG, soient ( B G ) , ( C A ) et ( A B ) les demi-cercles décrits sur BG, 
GA et AB comme diamètres, d'un même côté de BG, dont les rayons seront 
désignés par a, b et c. On forme ainsi le triangle à côtés circulaires ( A B G ) 
[ dit parfois tranchet (apji^Xoç) d 'Archimède] . Soient maintenant tracés : 
i° la perpendiculaire A A ' à BG ; 2°, si B0 et C0 sont les mil ieux de A C et 
AB , les demi-cercles ( B B 0 ) et (GG 0 ) , ces trois lignes concourant d'ailleurs 
manifestement en un même point. Chacune d'elles divise le triangle ( A B G ) 
en deux triangles partiels ayant même rayon de cercle inscrit ( * ) , savoir a, 
P et y pour les triangles respectivement formés par AA ' , ( B B 0 ) et (CG 0 ) , et 
l 'on a 

M . D'OCAGNE. 

C E R T I F I C A T S DE M A T H É M A T I Q U E S G É N É R A L E S . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I . Équation linéaire différentielle du premier 

ordre : Io intégration ; connaissant deux intégrales particulières, 

écrire la solution générale ; interprétation géométrique ; 3° intégrer, 

comme exemple : (x2— x ) f — (ix — i ) y + x2 = o. 

II. On donne la parabole y- = ^x et le point P o ) . De P on abaisse 

les perpendiculaires sur les diverses tangentes à la parabole. 

i° Lieu F du pied de ces perpendiculaires. Asymptote et point 

double de T. Construire Y pour X = o et X — i . 
2° Enveloppe des F quand X varie. Etudier la réalité des points de 

contact de T avec son enveloppe. 

3° De O, on mène les tangentes aux F. Déterminer les coordonnées 

du point de contact ; construire le lieu de ces points. 

(i) L'auteur de la question n'ignore pas que la propriété ici énoncée est connue 
en ce qui concerne les triangles formés dans (ABC) par AA', mais il a estimé 
qu'il convenait de ne pas la séparer de celle qui regarde les triangles formés par 
(BB0) et (CC0). 



EPREUVE PRATIQUE. — G.85. — Calculer les longueurs des pendules 

simples synchrones des pendules composés suivants, constitués de ligne, 

aires et volume homogène, les axes de rotation étant horizontaux. 

¿2 p i _ 
i° La courbe plane x = ' — > y limitée aux valeurs de t 

i 6 2 
comprises entre o et -h Vaxe de rotation est Ox. 

2° L'aire comprise entre la parabole y2 — ix et la corde focale 

perpendiculaire à Vaxe ; Vaxe de rotation étant cette corde. 

3° La surface latérale d'un cône droit de révolution de hauteur h, 

demi-angle au sommet a ; Vaxe de rotation étant une génératrice. 

4° Le volume du tétraèdre trirectangle OABG, où OÀ = a, OB = ¡3, 
OG .= y ; Vaxe de rotation étant OC. (Bordeaux, novembre 1926.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — 1. — On considère la surface ( S ) représentée 

par z -i-y2 = xy et le cylindre (C) d équation 

y"1 = o ( a > o). 

i° Indiquer la nature et ensuite la disposition de -(S). 

20 Trouver les courbes tracées sur (S) qui coupent à angle droit les 

sections de ( S ) par des plans variables z =zh. Construire leurs projec-

tions sur xOy. 

3° Aire de la portibn de ( C ) située au-dessus de z = o, limitée 

par z = o, y = o et (S). 

4° Volume intérieur à (G) situé au-dessus de z = o, limité par z = o, 

y = oet(S). 

5° Trouver et construire la projbciion sur le plan yOz de tinter-

section de {S) et de (G). 

6° Aire de Vune des boucles de cette courbe. 

t\. Etudier la variation de la fonction 

y = L ——— — èx arc tang;r. " 

Asymptotes de la courbe représentative. 

i^On cherchera si Véquationy' = o admet des racines. On suppose 

TU 7Z < arc tans x < — ? 
2 2 

L u — logarithme népérien. 

INDICATION-SUR LA SOLUTION. — f. I ° Cône dont on construit aisément la 
section par z = h. 

2° On a pour les sections z = h 

1 __ 1 î 



— 59 — • 

d'e* 
dx dy __ 

x* y* ' 

et les trajectoires orthogonales sont 

y 4 —¿c 4 = const. = ± c4, p4 cos2Ô == zfc c4. 

3° p, ô, ^ étant les coordonnées semi-polaires d'un point de l'intersection 
de ( S ) et ( C ) , on a 

P = 2 « C O S 6 , ds = 2adft, z = 2a cos® 6 sin 6 , 

S = Ç z ds = 
JQ • 3 

4° V étant le volume demandé et F le demi-cercle de la base du cylindre 
situé du côté des ^ positifs, on a 

d% Y = J J z dx dy = J j f p2 sin 6 co&6 rfp 

7C 
r 1 r2acos* s « 3 

= . r sin0cos6c#) / p*6)?p = — — • 
Jo J() lJ 

5° La courbe cherchée a pour équation 

/<>-+- \a2 z2(z% — y2) = o 

ou, en coordonnées polaires, 

p2cos6co = 4#2 sin2oj(cos2w — sin2w). 

La courbe se déduit par deux symétries de la bouclé obtenue er» faisant 
, , 7T 

varier to de o a - • 
4 , 
71 ' ' 

• 6° S = 2 a * ^ cos6o> ^CQS2(ia — sin2w) dio = ( e n posant tangw == ¿). 

la courbe représentative admet Oy pour axe de symétrie. 
Les asymptotes sont 

x = o et y dz = i . 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. x étant exprimé en radians, montrer que 

V équation 

2x — sin2or—3cosa? = o -

n'a qu'un enracine. Calculer cette racine. 
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I I . Mécanique. — Un point M de masse m mobile dans un plan ver-

tical est soumis à Vaction de son poids et à une force constante X mg 

dirigée de M vers un point fixe O. i° Montrer que la résultante de ces 

forces dérive d^ une fonction de forces, indiquer la nature des courbes 

de niveau. 2 ° Trouver les lignes de force ainsi que leur forme géné-

rale. 3° On suppose M mobile sans frottement sur un cercle de dia-

mètre O A ; O A = 2 a est vertical et situé au-dessous de O. Positions 

d7équilibre du point. Stabilité de Véquilibre. 4° Equation différen-

tielle du premier ordre donnant le mouvement du point sur le cercle. 

5° Montrer comment on peut intégrer cette équation, si l'on suppose 

que le point possède en A une vitesse v0 donnée par pJ— aoOK — 2)2-

On prendra Ox vertical dirigé vers le bas. Si l'on détermine la 

position de M par un angle, on prendra a?OM = 6. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I . On trouve x = 62°40'. 

, I I . On pose # O M = 6, O M = p . 

i° d% mg{\dp — dx), 

la fonction des forces est — mg(Xp — x) et les courbes de niveau 

Xp = x -+- b 

(avec p > o ) sont des coniques de foyer O dont la directrice ^ + 6 = o 
est au-dessus de M. Dans le cas d'hyperboles (X < i ) , la branche' inférieure 
convient donc seule. 

2° Les lignes de forces sont données par 

^ dx dy. 

Xx — p ~ \y ' 
d'où 

vX-I 

I 6 Y 
VC0S2j 

P = C 
VHL» 

elles ont trois formes différentes suivant que X > i , == i , < i . 
3° Équilibre : ; * 

dXz> . A / . _ . 
— — i m g a sin 6 ( 2 cosô — X ). 

a. X > pour 6 = 0 , équilibre instable; 

b. X < 2 , pour 0 = o, équilibre stable; pour 6 = a ^ c o s a = ^ > équi-

l ibre instable. 

4° O 2 = 4 # A ( c o s 2 8 — XCOS6)H-/I, 

d'où 
dQ \2 > 

g - ( c o s 2 0— X cos0) h. •m 



— 6 1 — • 

5° Pour v\ = ag{\— 2)2, on a 

e2 = ga(-2 eos6 — X)2, 
2Î/6 

= . e ^ / ^ d t [avec e(a — X ) > o , £ = dz i ]. i cos 0 — X 

On intègre facilement en posant tàng — = u. 

( Lyon, juillet 1926.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. I° Construire les courbes représentées par 

l'équation 
~ S 

(I) J2 
^ 3x ' 

a étant une constante. Asymptotes. Lieu des points de ces courbes où 

la tangente est parallèle aux axes. 20 Trouver les trajectoires ortho-

gonales des courbes (}) et traiter pour ces trajectoires les questions 

posées dans 10 pour les courbes (1). 

II. i° Nature et forme de la surface représentée par l'équation 

4/2 3 
z s — (x -h y ) 2 . 20 Volume compris entre cette surface, les plans z = o, 

x = o, y = o, ¿r y = 3. 3° ^ i r e la portion de cette surf ace' qui se 

projette sur le plan xOy à Vintérieur du triangle dont les côtés sont 

•x = y = ^ y =3-

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I° Construction immédiate en considérant^ 
comme fonction de x ou en passant en coordonnées polaires. 

20 Les trajectoires orthogonales sont 

y(y2—3 x2) = c3 ou p 3 s in3 0 — — c3 

et se déduisent des courbes (1) par une symétrie d'axe y = x. 

I I . i° La surface est un cylindre dont la section droite a pour équation 
dans son plan 

- 4 /-
z2 = - SJ 2 Xz. 

9 
' • ' ; / i r 3 , R Z ~ Y , j /s/s 

20 V=l— dy (x-±-y)2dx=—s—. . -
3 ,/0 «/o 7 
/3 Z'3 116 3° S = ! dy y'1 x y dx = — . 

•A) «A i 1 • ' ^ ^ 
* 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. i ° Intégrer Véquation; 

y"-h 2 y ' i y — e~xsmx. 

20 Indiquer la forme dans le voisinage du point O de la courbe 

intégrale tangente en ce point à O x. 
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II . Un point M de masse égale à Vanité situé dans le plan xOy et 

dont on désigne les coordonnées par x et y est soumis à l'action d'une 

force dont les projections sur les axes sont 

X — y* — x2,. Y = <zxy. 

i° Calculer le travail de cette force lorsque le point passe d'une 

position M0 de coordonnées x0, y0 à une position M, de coordon-

nées. a?t, yl. 
2° Le point M est mobile sans frottement sur la droite d'équation 

y\f3 = x — 4. 

Y a-t-il une position d'équilibre stable? Déterminer le mouvement 

du point, en supposant qu'on le lance avec une vitesse v0 du point À 
de la droite qui est sur O y. Trouver les valeurs de v0 pour que dans 

ce mouvement le point M reste toujours au-dessous de Ox. 

( L y o n , 6 novembre 1926.) 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

ÉPRBBVE THÉORIQUE. — Première question. — G.86. — Une surface 

réglée (S), non développable, est engendrée par la droite (Y}*) donnée 

par les équations suivantes en coordonnées rectangulaires : 

( D ) j * = X, 
( y bz -h jx, 

où a, bì X, [j. sont des fonctions données d'un paramètre variable. 
éSoit (h) la ligne de striction de (S). Montrer que la condition néces-

saire et suffisante pour que (L) soit la courbe de contact d'un cylindre 

circonscrit â (S) parallèle à O z, est que (D) fasse un angle constant 

avec O*. Montrer que l'on pouvait prévoir géométriquement ce 

résultat. 

La condition précédente étant supposée remplie, les équations de (S) 

peuvent être écrites sous la forme 

x = c z cos 6 -h X ( 6 ), 

y = cz sin0 -+- p(0), 

c étant une constante, X (6 ) et p.(Ô) des fonctions du paramètre 0 con-

venablement choisi. A quelle condition doivent satisfaire À (0 ) et jx(0) 
pour que ( L ) soit une ligne de courbure de (S ) . La ligne (h) peut-elle 

être dans ce cas une ligne quelconque en choisissant convenable-

ment X (6 ) et {¿ (6)? 

Deuxième question. — C.87. — Etant donnés trois axes de cooréona-
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nées rectangulaires, déterminer les surfaces qui ont la propriété sui-

vante : la normale en un point M de la surface rencontre en N le plan 

des xy de telle sorte que la distance de N à Vorigine des coordonnées 

est une fonction donnée de la distance de M à l'axe G z . On dévelop-

pera les calculs dans le cas où la relation entre ces deux distances est 

la constance de leur produit; on déterminera la surface particulière 

répondant à la question et contenant le cercle donné : 

Nota. — On pourra prendre pour fonction inconnue 

u = ^ (x2 -hy2-f- z2). 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer, en utilisant la théorie des intégrales 

de variable complexe, Vintégrale réelle 

r.^ -
- dx. í 

( Bordeaux, juin í9^6.) 

ÉPREUVE TISÉORÎ.QUE. — Première question. — G.88. — On donne une 

courbe gauche ( G ) . En un point M, variable sur cette courbe, on mène 

la tangente M T et la normale principale MN à la courbe. On prend 

sur MIN un point V tel que M F = 1(1 longueur constante donnée). Par 

le point P on mène la parallèle ( D ) à M T . Déterminer la ligne de 

striction de la surface réglée engendrée par ( D ) . On pourra expliquer 

géométriquement le résultat obtenu. 

Deuxième question. — G.87. — Trouver Vintégrale générale de 

Véquation aux dérivées partielles 

px -h- qy — 

Montrer que les courbes caractéristiques de cette équation sont les 

trajectoires orthogonales d'une famille de surfaces à un paramètre. 

' Montrer que sur une surface intégrale quelconque les courbes carac-

téristiques sont des lignes de courbure de cette surface; déterminer le 

second système de lignes de courbure. 

ÉPUEUVE PRATIQUE. — Calculer la valeur de V intégrale 

dz f \/'(z-ha)z(z— b) 

prise le long d'un contour fermé simple entourant les trois points 
z = — a, z — o, z = b ; a et b désignent deux constantes réelles et posi-
tives. 

Quelle relation peut-on déduire de la considération de ce contour 
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(•convenablement choisi) entre les deux intégrales réelles 

dx 

X 4 - a)x{x — b) 

Dans le cas où a = 6, quelles sont les valeurs de chacune de ces inté-

ÉPREUVE THÉORIQUK. — G.89. — I. Une sphère de centre O et de 

rayon R se meut au contact d'un plan horizontal fixe de manière 

qu'un certain rayon matériel de cette sphère conserve une inclinaison 

de 45° sur la verticale ascendante et que la vitesse de glissement soit 
> > 

géométriquement égale à RQ, en appelant il la rotation instantanée. 

Trajectoires du centre de la sphère et d'une molécule située sur le 

rayon précédent. Mouvement de la sphère autour de son centre. Sur-

faces engendrées par rapport au système fixe ou au système lié à la 

sphèrey par l'axe instantané de rotation et de glissement. 

G.90. — I I . Une plaque homogène pesante affecte la forme d'un 

triangle équilatéral ABC de côté a. Etudier son mouvement en négli-

geant le frottement et la rotation terrestre, sachant que AB est astreint 

à demeurer dans un plan fixe Oxxxy\ et C sur une verticale fixe OiSj 

(liaisons bilatérales). On prendra pour origine des axes liés à la 

plaque son centre O, Vaxe Ox étant parallèle à AB et l'axe O y étant 

confondu avec la demi-droite 00. On prendra pour paramètres les 

deux angles d'Euler variables <l> et 6, déterminant la direction de la 

plaque On donnera la discussion du mouvement en faisant usage de 

méthodes graphiques. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — G.91. — Un système matériel comprend trois 

masses ponctuelles pesantes A, B, G égales à m. Les masses A E I B sont 

fixées sur un fil attaché en O, G est à Vextrémité d'un second fil 

attaché en 0 ' sur Vhorizontale de O tandis qu'un troisième fil relie A 
et G. La figure d'équilibre du système est constituée par un carré 

OO'CA dont le côté OA a été prolongé d'une longueur A B . = OA. Soit l 

cette longueur. Tous les fils étant supposés inextensibles et sans yiasse, 

on écarte O'G dans le plan du tableau d'un angle a sur la verticale 

et l'on abandonne le système, dans cette configuration, sans vitesse 

initiale. Quand O 'C redevient vertical, il y a tension brusque de AG. 
Vitesses prises par le système après le choc. 

g raie s ? 
(Bordeaux, novembre 1926.) 

CERTIFICAT DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

(Poitiers, novembre 1926.) 
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S U R QUELQUES P R O P R I É T É S DE L ' H Y P E R B O L E É Q U I L A T È R E 
E T L E U R S CONSÉQUENCES ; 

PAR J. LEMAIRE. 

1. Il s'agit des propriétés suivantes : 

I. La figure inverse d'une hyperbole équilatère (H) par 
rapport à son centre est une lemniscate de Bernoulli. Prenons 
par exemple a2 pour module d'inversion, en appelant a le demi-
axe transverse; F, F', M désignant les foyers et un point quel-
conque de l'hyperbole, f , m leurs points inverses, nous avons 

- ME.O f ' MF'.O/'• 

comme 

on en conclut 
MF.MF' = OM2 . 

mf.mf— O / , 

ce qui démontre le théorème. 
Toutes les lemniscates sont des courbes semblables susceptibles 

de ce mode de génération. 
B et G étant les traces de la tangente en M à (H ) sur ses asymp-

totes, K la projection de O sur cette tangente, OK est symétrique 
de OM par rapport à l'axe focal et coupe l'hyperbole au point M' 
symétrique de M, et l'on a 

OK.OM'=OK.OM=2^BÇ = O M Ç = a î . 
2 1 

le lieu de K est donc la lemniscate précédente : la podaire dune 
hyperbole équilatère par rapport à son centre est la lemniscate 
qui a les mêmes sommets, réels et imaginaires, que Vhyper-

bole. 

II. Par un point A d 'une hyperbole équilatère (H ) et pai 
son centre O, on peut faire passer quatre cercles tangents à 
cette courbe, et les points de contact sont sur le cercle ayant 

Ann. de Mathémat6e série, t. I I . (Mars 1927.) 5 
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pour centre le point A' diamétralement opposé à A sur Vhyper-
bole et passant par son centre. 

Nous savons que si quatre points d'une hyperbole équilatère 
appartiennent à un cercle, le point de l'hyperbole diamétralement 
opposé à l'un d'eux est l'orthocentre du triangle des trois autres. 
Si donc M est le point de contact d'un cercle passant par O et A, 
et tangent à l'hyperbole, le point M' de (H ) diamétralement 
opposé à M est l'orthocentre du triangle MAB, B étant le troisième 
point commun aux deux courbes, et si K est le point de rencontre 
des droites AB et MM7, on peut écrire 

KÔ.ÏCÏVÎ — KÂ.^B = — KM.MT, 
d'où 

KO = — KM' ; 

K est le milieu de OM', A est équidistant de O et de M'; par 
suite A' est équidistant de O et de M, ce qui démontre la propo-
sition. 

2. Transformant par une inversion de pôle O et de module a2 

la propriété précédente de l'hyperbole équilatère, nous obtenons 
ce théorème : d'un point A d1 une lemniscate on peut mener 
quatre tangentes à cette càurbe, et les points de contact sont 
sur la perpendiculaire A à OA' en son milieu, A' étant le point 
diamétralement opposé à A. La lemniscate est donc de la sixième 
classe. La perpendiculaire en A' à OA' enveloppant l'hyperbole 
équilatère (H ) de mêmes sommets que la lemniscate, Venveloppe 
de A est /'hyperbole homothétique de (H), dans le rapport 
avec O pour centre d'homothétie. 

Si l'on revient à la figure primitive, on peut dire que Venve-
loppe d'un cercle passant en O, dont le centre décrit (H), est 
la lemniscate homothétique, dans le rapport 2, avec O pour 
centre d^homothétie, de la lemniscate dont les sommets sont 
ceux de Vhyperbole. 

Il est d'ailleurs aisé d'obtenir directement ce résultat en 
remarquant que le cercle touche son enveloppe au point symé-
trique de O par rapport à la tangente menée à l'hyperbole au centre 
du cercle. 
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3. Démontrons quelques propriétés de la lemniscate qui nous 
seront utiles plus loin : il existe deux cercles réels passant par le 
centre O de l'hyperbole (H), ayant leurs centres sur l'axe non trans-
verse, et bitangents à cette courbe; à ces cercles correspondent 
deux tangentes, doubles réelles de la lemniscate. De même, il 
existe deux cercles imaginaires bitangents à l'hyperbole, passant 
par son centre, et ayant leurs centres sur l'axe transverse, et à ces 
cercles correspondent deux tangentes rdoubles imaginaires 
pour la lemniscate. 

La plupart des propriétés de la lemniscate peuvent être déduites 
de celles de l'hyperbole équilatère. Prouvons par exemple que le 
centre de la lemniscate et les points cycliques sont des points 
doubles à tangentes inflexionnelles. 

Pour le centre, cela résulte immédiatement de la génération de 
la lemniscate comme transformée par inversion de l'hyperbole; 
pour établir la propriété pour les points cycliques, remplaçons la 
transformation par inversion par la transformation plus générale 
suivante, dite de Hirst : Etant donnés une conique (C ) et un 
point fixe O, dont la polaire coupe la conique en I et J,. à un 
point quelconque M on fait correspondre le point M7 de la 
droite OM qui est conjugué de M par rapport à la conique fonda-
mentale (G) ; i l j " a réciprocité entre les points M et M'. 

Cherchons la figure obtenue en appliquant ce mode de transfor-
mation à une conitjue (T ) pour laquelle le triangle OIJ est con-
jugué, de sorte que les tangentes à cette conique issues de O ont 
leurs points de contact X et Y sur la droite 0 et conjugués harmo-
niques par rapport à I et J, et que les tangentes issues de J ont leurs 
points de contact K et L sur Ol. A chacun des points communs 
à la droite IJ et à la conique (T) correspond, pour la courbe trans-
formée ( T ) , le« point O qui est ainsi un point double de cette 
courbe; toute droite passant par O coupe (T) en deux points, 
auxquels correspondent deux points de (Tr) qui est par suite une 
courbe du quatrième ordre. 

Considérons une droite passant par O, très voisine de OX, et 
coupant ( r ) et IJ en A, B et D; au point D correspond dans la 
figure transformée le point O, et aux points A et B situés de part et 
d'autre de D correspondent deux points A' et Bf situés de part et 
d'autre de O ; si donc la droite OAB vient coïncider avec la tan-



gente OX à (T), on voit que cette tangente est pour ( F ) une 
tangente d'inflexion en O; de même OY. 

Soit maintenant iiue droite, très voisine de la tangente JK 
à ( r ) , et coupant cette conique en E et F, et la conique fonda-
mentale en G; la transformée de cette droite est IG, de sorte que 

Fig. i . 

coupe (G) en H, sa transformée IE7F' tend vers IH, qui est par 
conséquent une tangente inflexionnelle en I pour la trans-
formée (T f ) de(T) . A la seconde tangente menée dé.Jà ( r ) corres-
pond de même une seconde tangente inflexionnelle en I. Le 
point J est, lui aussi, un point double à tangentes inflexionnelles. 
Il suffit de supposer que (C ) est un cercle de centre O, et par 
suite (T) une hyperbole équilatère de même centre, pour voir que 
la lemniscate a bien les points cycliques pour points doubles à 
tangentes inflexionnelles. 

4. Voici encore une propriété de l'hyperbole équilatère qui 
nous sera utile : par deux points A et A' diamétralement opposés 
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d'une telle hyperbole ( H ) faisons passer un cercle (C) , lés deux 
autres points LM et M7 communs aux deux courbes sont diamétra-
lement opposés surj(C); O et c*> désignant les centres de l'hyper-
bole et du cercle, oh a pour le pôle de AA' par rapport au cercle 
le point P de la droite Oco déterminé par la relation 

OB, demi-diamètre de (H ) parallèle à MM', est symétrique de OA 

Fig. 2. 

CC) 

par rapport à un axe de cette conique; Ow étant conjugué 
de MM' par rapport à l'hyperbole, le pôle de MM' par rapport à 
cette courbe est le point Q de OGJ determiné par la relation 

OQ = — OB2 = — ÔA2 ; 

par suite P et Q coïncident : le pôle de AA ' par rapport au 
cercle et le pôle de MM' par rapport à Vhyperbole sont con-
fondus. Si donc la tangente PM à (H ) coupe le cercle en Mi, les 
points M et Mi, A et A', sont les sommets d'un quadrilatère 
harmonique; donc OM et 0M4 sont symétriques par rapport 
à AA', et l'on a 

O M. O M j — OA2 ; 
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on peut dire que : si par deux points A et A' diamétralement 
opposés d'une hyperbole équilatère et par un autre point 
arbitraire M de cette courbe, on fait passer uit cercle qui 
coupe en la tangente en M à Vhyperbole, AMA'M* est un 
quadrilatère harmonique, OM et OMi sont symétriques par 

rapport à OA, et OM. OM, == OÂ\ 

Soit JN le point de OM tel que OM.ON = QA~ ; si, A et A' 
restant fixes, M décrit (H), le lieu de N est une le m ni se a te ayant 
les mêmes axes que (H ) et passant par A ; le lieu de M, est la 
lemniscate symétrique de la précédente par rapport à OA, laquelle 
touche Thyperbole en A et A ' et a pour tangentes en O les droites 
symétriques, par rapport à OA, des asymptotes de (H ) ; nous 
verrons plus loin que cette lemniscate a aussi avec (H ) un double 
contact imaginaire sur le diamètre perpendiculaire à AA\ 

5. Dans un faisceau ponctuel de coniques déterminé par deux 
couples de points A et A', B et B', chaque conique est déterminée 
par la valeur du rapport anharmonique (P, AA 'BB) , en désignant 
par P un point quelconque de cette conique; nous appellerons 
conique harmonique du faisceau la conique pour laquelle ce 
rapport est harmonique, autrement dit pour laquelle chacune des 
droites ÀA ' et BB7 a son pôle sur l'autre. 

De même dans un faisceau tangentiel de coniques déterminé 
par deux couples de tangentes ( A ) et (A ' ) , (B) et (B'), chaque 
conique est déterminée par la valeur du rapport anharmonique 
{aa!bb'), a et a', b et b' désignant les traces des droites données 
sur une tangente quelconque de cette conique; nous appellerons 
conique harmonique du faisceau la conique pour laquelle ce 
rapport est harmonique; pour cette conique le point commun 
aux droites ( A ) et [A!) et le point commun aux droites (B ) et (B f ) 
sont conjugués. 

Dans un faisceau ponctuel de cercles, dont A et A' sont les 
points communs, la conique harmonique est 'le cercle de dia-
mètre AA'. 

Dans un faisceau tangentiel de coniques hornofocales, la conique 
harmonique est l'hyperbole équilatère du faisceau. 

Etant donnés deux points réels A et A', les droites isotropes A i 
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et AJ issues de l'un coupent les droites isotropes A'J et A ' I issues 
de l'autre en deux points imaginaires conjugués B et B' qui forment 
avec les deux premiers deux groupes de points associés (Dar-
boux) : les points communs aux cercles d'un faisceau et les cercles 
de rayon nul de ce faisceau forment deux couples de points 
associés; de même les foyers d'une conique à centre; de même 
encore les extrémités de deux diamètres rectangulaires, et en 
particulier les sommets, d'une hyperbole équilatère, d'une lem-
niscate. 
• Toute conique passant par quatre points qui forment deux 
couples de points associés est conjuguée par rapport aux points 
cycliques, est par suite une hyperbole équilatère; les quatre points 
sont les extrémités dé deux diamètres rectangulaires. Chacun 
d'eux peut d'ailleurs être considéré comme l'orthocentre du 
triangle des trois autres. 

La conique harmonique du faisceau déterminé par deux couples 
de points associés est l'hyperbole équilatère qui a ces points pour 
sommets. 

6. Appelons A et A', B et B7 les sommets d'une hyperbole 
équilatère ( I I ) et de la lemniscate (L ) , podaire de (H ) par rapport 
à son centre O, et soit ( T ) la tangente en un point M de l'hyper-
bole, de sorte que ( L ) passe par la projection K de O sur cette 
droite; OM et OK étant symétriques par rapport aux axes, K et M 
sont conjugués par rapport à AA ' et BB', d'où il suit, d'après le 
théorème de Desargues, que K est le point où ( T ) est touchée par 
la conique (H' ) y autre que (H) , qui lui est tangente parmi les 
coniques du faisceau déterminé par les points A et A', B et B', 
coniques qui sont les hyperboles équilatères ayant A et A' pour 
points diamétralement opposés. Comme O est le centre de cette 
conique (H'), K en est un sommet, et l'on a ce théorème : la 
lemniscate (L ) est le lieu des sommets dès hyperboles équila-
tères qui admettent A et A' comme points diamétralement 
opposés. 

En transformant homographiquement ce résultat, on peut dire 
que : Etant donnés quatre points A et A', B et B', et la conique 
harmonique du faisceau déterminé par ces points, si une tan-
gente (T ) roule sur cette conique (H), la seconde conique (H') 
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du faisceau qui touche (T ) la touche en un point K dont le 
lieu est une courbe (L) du quatrième ordre, de la sixième 
classe, tangente à (H) aux quatre points donnés, ayant pour 
points doubles à tangentes inflexionnelles les points (AA', BB'), 
(AB, A'B'), (AB', A'B); les tangentes au premier de ces points 
sont les tangentes issues de ce même point à la conique harmo-
nique; (L) possède deux couples de tangentes doubles. 

On peut en^Qre dire que ( L ) est le lieu des points de contact K, 
avec une conique variable du faisceau, des tangentes communes 
à cette conique et à la conique harmonique. 

O é tant le point commun aux droites A A/ et BB', OK et la tan-
gente KT à la conique qui passe en K sont conjuguées par rapport 
aux points I (AB, A 'B ' ) et J(AB', A 'B) , et l'on peut dire : Il 
existe sur chaque conique du faisceau quatre points K tels 
que OK et la tangente KT à cette conique sont conjuguées 
par rapport à\ et J, et l'enveloppe de KT est la conique har-
monique du faisceau. 

On verra facilement ce que deviennent ces propositions si A 

et A ' sont deux points réels, et les deux autres B et,B' les points 
cycliques du plan; on a alors affaire à un faisceau de cercles 
passant par A et A', et la conique harmonique est le cercle de 
diamètre AA'. 

7. Une transformation corrélative nous donne le théorème 
suivant : Etant données quatre droites (A) et (A'), (B) et (B'), 
et la conique harmonique (H) du faisceau tangentiel qu'elles 
déterminent, si un point T décrit cette conique, la tangente en 
ce point à la seconde conique (H') du faisceau qui y passe 
enveloppe une courbe (L ) du sixième ordre, dè la quatrième 
classe, tangente à (H) aux points où les droites données 
touchent cette conique; cette courbe possède quatre points 
doubles et six points de rebroussement appartenant deux à 
deux aux trois diagonales du quadrilatère formé par les 
quatre droites; ceux de ces points de rebroussement qui sont 
situés sur la troisième diagonale, celle qui joint les points 
(A ) (A ' ) et (B)(B'), sont les points communs à cette droite et 
à la conique harmonique. 

On peut encore dire que ( L ) est l'enveloppe de la tangente, en 
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chaque point de la conique harmonique, à l'autre conique du 
faisceau tangentiel qui passe en ce point. 

(O) étant la troisième diagonale du quadrilatère, (K ) la tangente 
à la conique (H' ) au point T de la conique harmonique, le point 
commun aux droites (O ) et ( K ) et le point T sont conjugués par 
rapport aux deux premières diagonales, et l'on peut dire : Chaque 
conique du faisceau tangentiel admet quatre tangentes ( K ) 
dont le poinude contact et le point de rencontre avec la troi-
sième diagonale sont conjugués par rapport aux deux pre-
mières diagonales, c'est-à-dire celles qui joignent dyune part 
les points ( A) (B)ef (A') (B'), et d'autre part les points (A) (B' ) 
et (A ' ) (B ) . .Le lieu du point de contact d'une tangente (K) 
avec la conique correspondante est la conique harmonique du 
faisceau. 

8. Dans le cas où les points ( A ) ( A ) et (B ) (B ; ) sont les points 
cycliques I et J du plan, le faisceau tangentiel est l'ensemble des 
coniques homofocales admettant pour foyers les points F (A ) (B ) , 
F ' (A ' ) (B ' ) , 4>(A)(B'), fc'(A')(B) et les théorèmes ci-dessus 
prennent la forme suivante : 

Si un point décrit une hyperbole équilatère, la tangente en 
ce point à la conique homofocale qui y passe enveloppe une 
courbe du sixième ordre et de la quatrième classe tangente à 
l hyperbole aux points où elle est coupée par ses quatre direc-
trices (points de contact des tangentes issues des points cycliques) ; 
cette courbe, qui n'est autre que la développée de Vhyperbole, 
possède quatre points doubles et six points de rebroussement : 
deux de ces points de rebroussement sont réels, sur V axe focal, 
avec cet axe pour tangente commune ; deux autres, imagi-
naires, sont de même sur Vautre axe; et les deux derniers sont 
les points à l'infini de Vhyperbole, avec la droite de Vinfini 
pour tangente. 

Chaque conique d'un faisceau de coniques homofocales possède 
quatre tangentes dont le point de contact est le milieu du 
segment déterminé sur chacune d'elles par les axes, et le lieu 
de ces points de contact est Vhyperbole équilatère du faisceau. 
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9. Considérons une hyperbole équilatère (H ) ayant deux points 
donnés A et A ' diamétralement opposés, passant par suite par lés 
points associés B et B'; M étant un point quelconque de (H) , 
( T ) la tangente en ce point, M4 le point de cette tangente tel 

que OA soit une bissectrice de MOM*, O désignant le centre 
de (H) , les points M et M f sont conjugués par rapport aux 
droites AA ' et BB'; par conséquent, est le point de contact 
avec ( T ) de la conique du faisceau autre que ( H ) qui touche cette 
droite : nous avons vu que le lieu de M,, quand M parcourt (H) , 
est une lemniscate tangente à ( H ) en A et A ' (4 ) . 

Une transformation homographique nous donne le théorème 
suivant : 

Le lieu des points de contact d'une conique variable d'un 
faisceau ponctuel avec les tangentes communes à cette conique 
et à une conique fixe (H) du même faisceau est une courbe (L ) 
du quatrième degré, de la sixième classe ; si A et-A', B et B' 
sont les points communs aux coniques, (L), tangente à (H) 
en A et A!, l'est aussi en B et B', d'où il résulte, en remontant 
au théorème initial, que la lemniscate a, outre le double contact 
réel avec l'hyperbole équilatère, un double contact imagi-
naire (4). 4 

Revenant au cas général, nous pouvons dire que ( L ) possède 
quatre tangentes doubles, trois points doubles à tangentes in-
flexionnelle s, etc. 

Par corrélation nous en déduisons que : l'enveloppe des tan-
gentes à une conique variable d'un faisceau tangentiel, aux 
points communs ci cette conique et à une conique fixe (H) du 
même faisceau, est une courbe de la quatrième classe, et du 
sixième degré, tangente à (H) aux mêmes points que les quatre 
tangentes fixes qui déterminent le faisceau; cette courbe 
admet quatre points doubles, trois tangentes doubles à con-
tacts de rebroussement. 

La méthode qni nous a conduit à ce théorème nous donnerait 
les positions de ces points remarquables; indiquons un moyen 
simple d'obtenir les points de rebroussement : 

Employant toujours les mêmes notations, appelons ( A ) et (A ' ) , 
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(B ) et (B' ) les tangentes fondamentales du faisceau de coniques, 
(C ) la conique fine, M un point de cette courbe, ( T ) la tangente 

. en ce point à (G), ( T ' ) la tangente à la seconde conique du faisceau 

Fig. 3. 

I 

qui passe en M; appelons encore F et F7 les points ( A ) ( B ) et 
(A ' ) (B ' ) , <ï> et les, points ( A ) ( B ; ) et . (A ' ) (B) , I et J les 
points ( A ) ( A ' ) et (B) (B) , S et S' les points communs à (G) et 
à la droite FF' ; les traces t et t1 de^(T) et ( T ' ) sur FF' sont con-
juguées par rapport à F et F'; supposons que M tende vers S sur la 
conique (G), t tend vers S et la position limite de t' est l'un des 
points de rebroussement R qui se trouvent sur FF' : ces points 
de rebroussement sont, comme on voit, les points conjugués har-
moniques de S et S' par rapport à F et F'; les deux autres couples 
de points de rebroussement ont des positions analogues sur les 
droites <M>' et 1J. 

10. Si* les points I et J considérés ci-dessus deviennent les 
points cycliques du plan, les coniques forment un système homo-
focal de foyers F et F', <I> et les droites ( T ) et (T ' ) , conjuguées 
par rapport à I et J, sont rectangulaires, (T ) est la normale à (G) 
én M, et quand ce point parcourt cette conique, (T ) enveloppe 
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la développée de la conique. On trouve ainsi, pour la développée 
d'une conique à centre, une courbe de quatrième classe et du 
sixième degré, qui est tangente à la conique aux quatre 
points où celle-ci est coupée par ses quatre directrices (points 
de contact des tangentes issues des points cycliques); cette déve-
loppée acjmet, outre quatre points doubles, six points de rebrous-
sement, faux sur chaque axe avec cet axe pour tangente, deux 
sur la droite de V infini avec cette droite pour tangente ; si S 
et S' sont les sommets situés sur FF', les points de rebroussement 
appartenant à cet axe sont conjugués harmoniques de ces sommets 
par rapport aux foyers; de même pour les points de rebrous-
sement à l'infini sont conjugués harmoniques des points à l'infini 
de la conique par rapport aux points cycliques, de sorte que les 
directions asymptotiques de la développée sont perpendiculaires 
à celles de la conique. 

11. lleprenons la propriété de la lemniscate obtenue au 
début (2) : par une transformation homographique suivie d'une 
transformation corrélative, nous avons vu comment on peut 
rattacher à la lemniscate la développée d'une conique & centre. De 
la proposition rappelée ci-dessus, on peut donc déduire la sui-
vante due à Laguerre ( Œ u v r e s , t. Ii, p. 47 0 • Si l'on considère 
une tangente quelconque à la développée d'une conique à 
centre, et les quatre points où cette tangente coupe la courbe, 
les tangentes menées en ces points passent par un même 
point A. 

Cherchons le lieu de ce point : appelons O le centre de la 
lemniscate, A et A' deux points diamétralement opposés, E le 
point de A A' situé sur la droite de l'infini (D), P le milieu 
de OA', (A) la perpendiculaire à OA' en son milieu; les points de 
contact des tangentes à la lemniscate issues de A sont sur (A) et 
l'enveloppe de cette droite (A ) est l'hyperbole équilatère (H ) qui 
a pour sommets les milieux de OS et OS', en appelant S et S' les 
sommets réels de la lemniscate. 

Les deux transformations, homographique, puis corrélative, qui 
permettent de passer de la lemniscate à la développée d'une 
conique à centre, ellipse par exemple, conduisent aux résultats 
suivants : D étant le centre de l'ellipse, (A ' ) une tangente à la déve-
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loppée, la parallèle (E ) menée à ( A ' ) par D et la parallèle menée par 
le point qui nous occupe, point A correspondant à la droite (A) , 
forment avec (A ! ) et la droite de l'infini un faisceau harmonique; 
autrement dit ce point A se trouve sur la droite ( P ) homothétique 
de (A ' ) , dans le rapport 12, avec D pour centre d'homothétie. 
Gomme d'autre part (A ) et OA' sont rectangulaires, c'est-à-dire 
conjugués par rapport aux points cycliques, auxquels points 
correspondent les axes de l'ellipse, le point A et le point à l'infini 
sur ( P ) sont conjugués par rapport aux traces de*(P) sur les axes, 
autrement dit A est le point dont les projections sur les axes de 
l'ellipse coïncident avec les traces de (A ' ) sur ces mêmes axes. 

Le lieu du point A, courbe transformée par homographie, puis 
par corrélation, de l'hyperbole équilatère (H) , est donc une 
conique qui coïncide avec le lieu du quatrième sommet du rec-
tangle dont deux côtés appartiennent aux axes et une diagonale à 
une normale variable de l'ellipse. 

Il est manifeste que cette conique est une ellipse, qui passe 
aux points de rebroussement de la développée; ses points à l'infini 
sont les points de rebroussement à l'infini de la développée! Cela 
pouvait se conclure du fait que l'hyperbole équilatère (H ) est 
tangente aux tangentes à la lemniscate en son centre, et par suite 
aux six tangentes inflexionnelles à la lemniscate en ses trois points 
doubles. Observons que l'ellipse ainsi obtenue et la première, 
ayant des directions asymptotiques respectivement perpendicu-
laires, sont semblables, les axes de chacune étant perpendiculaires 
aux axes homologues de l'autre. 

Au point A de la lemniscate, diamétralement opposé à A', où 
concourent les quatre tangentes dont les points de contact sont 
sur la droite A, point conjugué harmonique de A' par rapport à O 
et à E(oo), correspond, dans la figure corrélative, la droite ( A ) 
conjuguée de la droite (A ' ) par rapport à la droite (E ) et à la 
droite de l'infini, c'est-à-dire la droite symétrique de (A ) par 
rapport aux centre (D ) de l'ellipse. 

Le point A, dont les projections sur les axes de l'ellipse déter-
minent la droite (A ' ) , symétrique de ( A ) par rapport au centre de 
cette courbe, a été appelé par Laguerre le centre de la droite ( A ) . 
Finalement donc, le théorème énoncé plus haut peut être complété 
comme il suit : Une normale ( A ) à une ellipse coupe la dève-
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loppée en quatre points pour lesquels les tangentes concourent 
au centre de cette normale relativement aux axes de Vellipse; 
le lieu de ce point commun est Vellipse qui a pour sommets les 
points de rebroussement de la développée. 

QUELQUES REMARQUES SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
ET LES I VrÉGRALES SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ; 

P A R L 'ABBÉ P O T R O N , 

Ancien élève de l'Ecole Polytechnique, 
Docteur ès sciences mathématiques. 

1. On sait ( * ) que la détermination des surfaces intégrales 
d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre contenant 
une courbe donnée (C ) se fait par des procédés essentiellement 
différents suivant que l'équation est, ou non, linéaire. Dans le pre-
mier cas, la surface demandée est le lieu des caractéristiques 
rencontrant (C) . Dans le second cas, si l'on emploiera méthode 
de Lagrange, on a préalablement déterminé une intégrale com-
plète. On cherche alors à former une famille simplement infinie 
de surfaces de l'intégrale complète tangentes à la courbe (G). 
L'enveloppe de cette famille est une surface intégrale répondant 
à la question. 

2. On pourrait chercher à appliquer, dans le second cas, le 
procédé utilisé dans le premier. Si z, X, ¡ J L ) = . O repré-
sente une intégrale complète de l'équation F (a?, y, s, q) = o, 
les caractéristiques sont ( 2 ) représentées par 

(1) • V(x,y, z, À, f i ) = o, 

(2) V'A-+- f^Vjj^ o, 

(1 ) Voir, par exemp le , mon ouvrage : Exercices de Calcul différentiel et in-
tégral, t. I, IV° Partie, n° 3, p. 220, et n° 17, p. a43; Paris, Hermann, 1926. Au 
cours de ce travail, cet ouvrage sera simplement désigné par « Exercices ». Le 
chiffre romain qui suit ce titre désigne l'une des six Parties en lesquelles est 
divisé le tome I de cet ouvrage. 

(2) Exercices, IV, 15, p. 242. 
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p. étant considéré comme fonction de X. 
Sur la courbe (C), on a, par exemple, 

(3) y = g{t), Z = h(t). 

Substituant dans ( î ) et (2), puis éliminant t, on obtient une 
relation 

( i ) G(X, fi, fx') = o. 

Il faut et suffit que la fonction p. de X vérifie (4) pour que 
chaque caractéristique rencontre (G) en un point dont le t est 
solution commune des équations (Y ) et (2'), déduites de (1) et (2) 
en y remplaçant y, z par leurs valeurs (3). 

Mais, de la manière même dont on a formé (4), il résulte que 
son intégrale générale ( * ) est représentée par ( 1 ) où t joue le 
rôle de constante arbitraire. D'ailleurs la solution commune de (1') 
et (2 j, compatibles en vertu de (4)? est une fonction 9 de X dont 
la dérivée vérifie l'équation obtenue en dérivant (V ) et tenant 
compte de (2'), soit 

\ âx ' y ày Z dz ) ~ 

On a donc, en général 8' = o. Il y a exception si la ( . . . ) est 
nulle, ce qui signifie que 6 est racine double de (V), donc que la 
surface de l'intégrale complète est tangente à la courbe (G). En 
dehors de ce cas d'exception, à toute solution ordinaire de l'équa-
tion (4 ) correspond une famille simplement infinie de caractéris-
tiques ( i ) - (2 ) qui toutes rencontrent la courbe (C ) au même 
point Mq. Leur lieu [^9], en général, ne contient donc pas la 
courbe (C) . 

3. Mais si l'on détermine p. par l'équation 

(5) (j.) = o 

obtenue en exprimant que (V ) a une racine double, on obtient 
une famille simplement infinie de surfaces (1) tangentes à la 
courbe (C) en ses divers points. L'enveloppe [S] de ces surfaces, 
lieu des caractéristiques (i )-(2), contient bien la courbe (C). 

(*) Exercices, I i l , 2, p. 168. 
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On peut remarquer que cette surface [S] est aussi enveloppe 
des surfaces [SQ] obtenues au n° 2. En effet, au point Me de (C ) , 
la surface [Se] a pour cône de tangentes le cône [ T ] de ce point ( * ). 
La bande caractéristique, ayant pour éléments initiaux Me et un 
plan tangent au cône [ T ] mené par la tangente à (C ) , est, comme 
ses éléments initiaux ( 2 ) , commune à [S] et [Se]. 

De la manière dont on a formé l'équation (5 ) il résulte que, 
si l'on considère X et ¡A comme coordonnées cartésiennes d'un 
point, l'équation (5 ) représente l'enveloppe des courbes intégralès 
de l'équation (4) . C'est donc ( 3 ) la courbe intégrale singulière de 
cette équation. 

4. Ces considérations pouvaient s'appliquer à la solution d'un 
problème posé, cette année, à Paris, pour le Certificat de Calcul 
différentiel et intégral (* ) . On demandait les développables de la 
congruence des tangentes à une surface [S] , z =f(cc, y), ren-
contrant la parabole (P ) , z = ix—y2=o. Une des familles se 
compose d'enveloppes des plans tangents à [S] , nappe de la sur-
face focale ( 5 ) . On voit immédiatement que ce sont les cônes [ C ] 
circonscrits à [S ] ayant pour sommets les points P de (P ) . Il 
existe d'ailleurs une développable singulière [(&], enveloppe des 
plans [II ] tangents a [S ] et ( P ) . Cette développable [(£> ] touche 
chaque cône (G ) suivant le^ génératrices de contact des plans 
tangents qui lui sont menés par la tangente PQ à la parabole ( P ) . 

Or la famille doublement infinie des plans tangents à [S ] cons-
titue une intégrale complète ( 6 ) de l'équation aux dérivées partielles 
obtenue en éliminant a et ^ entre les trois équations 

(6) * - / ( « , = + 

, X âf âf ( 7 ) P ± £ > 

(1) Exercices, IV, 6, p. 233, et 7, p. 234-
(2) Exercices, IV, p. 2 35. 
(3) Exercices, III, 3, p. 169. 
( 4 ) On en trouvera la solution complète dans le tome II de mes « Exercices », 

actuellement sous presse. 
(5) Exercices, 25, p. 
(6) Exercices, IV, l i , p. 241. 
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*>u entre ( 7 ) et 

(8) z - . p a ; ~ qy =:f(<x, p) ^^a — 

On obtient ainsi une équation de Clairault (1 ) 

( 9 ) 

Les caractéristiques sont définies par (6 ) et 

jî étant considéré comme fonction dea. La surface intégrale de (9) 
contenant la parabole ( P ) est précisément la développable singu-
lière [(£)]. La projection (a, ¡1) du contact avec [S ] d'un plan [ i l ] 
décrit la ligne dont l'équation s'obtient en écrivant que l'équation 

" ( i l ) s p ) = o 

a une racine double, soit 

Pour exprimer que les caractéristiques (6 ) - ( i o ) rencontrent la 
parabole (P ) , on doit éliminer t entre ( 1 1 ) et 

On obtient ainsi l'équation différentielle 

(i3) G(oc, p, P ' )=o, 

dont (11), où t joue le rôle de constante arbitraire, représente 
l'intégrale générale. 

Or cette équation (11), qui exprime que le plan tangent à [S ] 

au point projeté en (a, [3) passe au point P représente la 

projection (c ) de la courbe de contact ( C ) du cône ( G ) circonscrit 
à [S ] de sommet P. Ces courbes ( c ) sont courbes intégrales ordi-
naires de l'équation ( i3 ) . L'équation ( 1 2 ) , qui exprime que le plan 

( l ) Exercices, IV, 22, p . 246. 

Ann. de Mathémat6° série, t. II. (Mars 1927.) 6 
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tangent à (S ) au point projeté où (a, ¡3) est tangent à la para-
bole (P ) , représente la projection ( d ) de la courbe ( D ) le long de 
laquelle la développable singulière [(£)] touche [S] . La courbe (d) 
est bién enveloppe des courbes (c), donc courbe intégrale singu-
lière de l'équation ( i3) . Car si M est le contact, sur [S], d'une 
génératrice PM commune a [(D] et au cône [ 8 ] de sommet P, les 
tangentes en M aux courbes (C ) et (D ) sont toutes deux con-
juguées ( r ) de MP, donc confondues. 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(SESSION DE 1926 ) . 

Mécanique rationnelle. 

Étude de certains mouvements d'une toupie. — La toupie est 
constituée par un disque circulaire plan homogène, de 
rayon la et de masse m, d'épaisseur négligeable^ fixé à une 
aiguille perpendiculaire, de masse et d'épaisseur négligeables, 
de longueur a en dessou^du disque jusqu'à la pointe et ia 
au-dessus. L'action de la pesanteur est supposée assimilable à 
celle d'un champ uniforme, vertical, d'intensité g par unité 
de masse; on ne tiendra pas compte de la résistance de l'air. 

Les candidats pourront traiter les diverses parties dans 
l'ordre qui leur conviendra. 

I. La toupie étant animée d'un mouvement de rotation de 
grande vitesse angulaire autour de son axe repose par sa 
poin te sur un plan horizontal. On supposera que le frottement 
maintient cette pointe immobile et que la résistance du plan 
peut se traduire par une réaction unique appliquée à la pointe. 

a. Etudier et décrire succinctement le mouvement de la 
toupie dans le cas ou, à certains instants de ce mouvement, 
l'aiguille a une vitesse nulle, la vitesse angulaire de la toupie 

(*) Exercices, I , 77, p. 91. 
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étant alors w. En se limitant à une période de temps qui sépare 
deux repos successifs de Vaiguille, étudier le mouvement 
d'une façon plus précise en développant les éléments qui le 
déterminent suivant les puissances de A = supposé petit et 
en se bornant aux termes du premier degré enl. 

b. Etudier et décrire succinctement le mouvement dans le 
cas ou, à un certain instant de ce mouvement, l'aiguille pqsse * 
par la verticale avec une vitesse angulaire e. En supposant s 
petit, donner des valeurs approchées de la variation du temps 
et de la précession entre deux passages successifs par la 
verticale. Que devient le mouvement si l'on fait abstraction de 
l'action de la pesanteur ? 

c. Déterminer les conditions d'un mouvement ou l'aiguille 
garde une inclinaison constante sur la verticale; chercher le 
système des forces d'inertie et la inaction du plan horizontal. 
Ce mouvement étant réalisé, on suppose qu'on àpplique au 
centre de gravité de la: toupie une force horizontale perpendi-
culaire à l'axe, d'intensité /; comment tendent à varier les 
vitesses? Quel serait de même l'effet d'une percussion qui 
aurait même point d'application, même direction, et pour 
intensité P? 

II. La pointe de la toupie est engagée dans une rainure 
circulaire horizontale, de rayon pa, qui permet tout déplace-
ment angulaire de l'aiguille et tout déplacement de la pointe 
dans la rainure; la résistance de cette rainure peut ainsi se 
traduire par une réaction normale, appliquée à la pointe. 
Chercher des équations différentielles définissant le mouve-
ment, en prenant pour variables l'abscisse angulaire de la 
pointe dans la rainure et les angles d'Euler qui définissent la 
position de la toupie. Chercher s'il existe un mouvement tel 
que l'aiguille ou son prolongement rencontre l'axe de la rai-
nure en un point fixe. 

SOLUTION p a r M M . CABANTOUS e t COHEN BÀCRIE. 

I. Nous prenons les axes habituels, fixes O xt y*z{, mobiles Oxyz 
liés à la toupie. Le point O est la pointe de la toupie et l'axe Oz 
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est dirigé suivant son axe, l'axe Ozh est vertical (sens positif vers 
le haut). Nous déterminons la position de la toupie par les trois 
angles d'Euler 0, <p. 

L'ellipsoïde d'inertie au point O est une sphère , • . 

(A==B = C = 9,ma*) 

et l'on a immédiatement les trois intégrales premières classiques 
du mouvement 

_]_ sin2 G — /¿ — ~ cos 0, 

i)/sin20 4-/'o eos 0 = /ci 

<p' -f- <1/ cos 0 = r 0 ; ^ -

données parle théorèrne de la force vive, celui du moment ciné-
tique par rapport à O ^ et la troisième équation d'Euler; les cons-
tantes r0 (vitesse angulaire autour de l'axe), k et h dépendent des 
données initiales. 

a. Soit (90 une valeur de 0 pour laquelle l'aiguille a une vitesse 
nulle (0f et ^ sont nuls) ; les valeurs de h et k sont immédiates et 
un calcul connu conduit, pour déterminer cos(9 = u, à l'équation 

( u 0 — — T ¿ 2 ) — ( O 2 O O — I O J ( M 0 = C O S 6 0 ) , 

dont la discussion est classique. 
A étant le point où l'axe de la toupie perce la sphère dé centre O 

et de rayon unité, la courbe décrite par ce point est festonnée. 
Elle est comprise entre les deux parallèles limites u0 et 
uK étant la racine, inférieure à du trinôme entre crochets, et 
comporte des points de rebroussement sur le parallèle supérieur 
Comme co est très grand par hypothèse, a0 est très peu différent 
de w, et 0 reste sensiblement constant. 

Pour étudier le mouvement d'une façon plus précise, nous 
écrirons l'équation différentielle précédente en y introduisant 

>. — — : ató5 

(i) a'*=w*(w0—M)¡X(I —a*) —(a, —II)). 

Pour X = o il vient a == u0 ; on doit donc poser, conformément 
aux indications de l'énoncé, 

u(t) ~ w0-f- xw(ty~+~. . . 
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avec 
tv(o) = o. fv'(o) = o 

et l'équation ( i ) où l'on se borne aux termes de plus bas degré 
en X donne 

— W )(l ul^-w), 

qui s'intègre immédiatement en donnant 

d'où 

I — Uû , 
W —Z ( I COS (*>£ ) , '2 

„ i — u r. . 
u — U0 À ( I — COS W t) 

2 

et, par suite, 
' Xt*> 

U = arc cos u = arc cos w0 — 

On a ensuite 

v/Ï — uo 

- sin 0o(i — cos OÙ t), 

d<b M 0 — u — to -
dt I — a2 

ou, en se bornant au terme du premier degré en X, 

D&> U>X . . , , , . TOX X . 
_ i — —. (i — cos u) t), d ou ù ~ — t sin »> t. 
dt i v n T 2 2 

Enfin <p se détermine aisément par l'équation 

dy toX A / 
- f = w cos60(i — coswi), 
dt 2 

d'où 
cp = OJÎ ^ cos00. 

En choisissant comme instant initial celui du passage par la 
verticale, les équations du mouvement s'écrivent : 

cp'-h t}/cosO = r0, 

4»'sin20 4- r0cosÔ = r0, 

+ ^o ~ °"n 6 ) " = —(i — cos 9 ). . < 0 sin2 6 a ; 

Posons cos0 = u, la dernière équation devient 
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Considérons le deuxième membre de cette équation 

F ( U ) = ( i - u ) f ( u ) 

avec 

f ( u ) =.(! + u) (i - U) + j - r j (I - M). 

Ce dernier trinôme a ses racines réelles, l'un uy étant comprise 
dans l'intervalle — i + i, l'autre u2 supérieure à H- i. Pour £ = o 
il se réduit à 

qui a les racines -f-1 et — i + ^ a. Si r0 est grand (ce que suppose 

l'énoncé) cette dernière quafitité est supérieure à l'unité de sorte 

que, pour les petites valeurs de s, sera voisin de — i - f- ~ a et u.\ 
& • 

voisin de l'unité ; on aura 
'À s2 , 

u. — 1 — 

L'équation différentielle en u, qui peut s'écrire , 

u'-=z—(l u)(Ui li)(u Mj), . v' ' 

montre que a va varier entre les deux quantités très voisines 
et u i. 

Il est commode de poser 

I U\ I — ¿¿I 
u = -i cos a, 

d'où pour a l'équation différentielle 

/ dcc\ 2 g 

Kdt) 

et, par suite 

^ / F ( « . - « . ) > ^ > ^ / F ( « , — > ( • ) . 

( 4 ) u i ~~ u n e s'annule jamais, et l'on peut toujours choisir la détermination 

de a de façon que ~ > qui ne change pas de signe, soit positif." 
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Deux passages consécutifs par la verticale correspondent à a = o r 

oc =? 27T (en général a = ikiz), l'intervalle de temps correspondant 
est compris entre 

4 / a t / a 
1TÎ \ / -5 'ÀlZl/ -5 • 

V g(ut—i) V 2— Wl) 

limites très rapprochées ; r0 étant très grand, il est sensiblement 

2 7! -V -

f'o 

Pour l'angle de précession ^ on a 

dty __ rQ / , a , 
doc i -i- M v —w) 

et la variation de précession, entre deux passages, sera comprise 
entre 

r0 / . a /'o / a SiTC — 4 / : , 27T; -4/. — -, 
2 v ^ ( » » - " l ) ( l + « l ) V g{U2— I ) 

ainsi déterminée avec une erreur relative petite. Pour s tendant 
vers zéro (r0 restant fixe, grand), on a, à la limite, 

r. 
=r==ir=zrr=r ^ 7T. , • 

V arù 

Si l'on fait abstraction de l'action de la pesanteur, les équations 
se réduisent à 

u'-—z-(i—u~) — rl( i — w)2, 

= 
T H - M 

dont l'intégration est élémentaire. On sait d'ailleurs que, dans ce 
cas, l'ellipsoïde d'inertie en O étant une sphère, le mouvement de 
la toupie est une rotation uniforme autour d'un axe fixe de sorte 
que le point A décrit une circonférence. Si l'on tient compte de la 
pesanteur, la trajectoire de A est une petite courbe fermée, sensi-
blement circonférence si r0 est très grand. 

c. De l'équation de la force vive 

ô'2 T- <!/2sin26 = — - cos0 i- h 
a 
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et de la relation 
tj/sin20 4- /-Ocos6 = k7 

on déduit 

0'2sin28 = (^h— |cosoj} sin20 — (k — /*ocos0)2. 

En écrivant que 9 = 0Ò est racine double du deuxième membre 
de cette équation, on obtient la relation 

Les conditions du mouvement stationnaire delà toupie (0 cons-
tant) sont donc 

°o --- = f • 

Le système des forces d'inertie est déterminé : , 

i° par sa résultante ou force d'inertie de la masse concentrée au 
centre de gravité, de composantes m*c{\ o, avec 

ç = a sin6 s in^. ^ = — a sin 0 cos 

on en déduit la réaction normale mg et la réactipn tangen-
tielle ma<|/2sin0 mesurée algébriquement sur la direction qui 

fait l'angle ty -f- ~ avec O^i^dans le plan xK y^. 

2° Par son moment à l'origine égal et de signe contraire au 
moment en O de la pesanteur. 

L'angle 9 restant constant, le moment cinétique en O a pour 
composantes sur les axes Ouvz (notations classiques : Ou déter-
mine l'angle Ov lui est directement perpendiculaire dans le 
plan xy) : 

o, 2/wa2<j/sin0, 2 m a 2 ( ç ' + f c o s O ) . * 

et la vitesse de son extrémité, mesurée sur O¿/, sera 

s ma2«p'd/sin 0 

qui doit être égale au moment en O de la pesanteur, soit mga sinô, 
mesuré algébriquement sur le même axe- On retrouve ainsi la 
condition 

7 T a • 
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Si Ton ajoute la force / que nous mesurons algébriquement sur 
Taxe Ou, cela ajoute à l'extrémité du moment cinétique la 
vitesse f a portée par OP. 

D'où, puisqu'à l'instant considéré 9' est nul, 

~ o, 

~ , 2 ma-(cp" - h c o s G ) = o, 

2 ma2 d/'sin 0 =*fa, 

ce qui donne 
• -L , _ / cosO . 

T 2 ma sin 0 T 2 ma sin 0 

En supposant /négatif (l'angle 0 étant aigu), on a f < o a u 
moment où intervient la force horizontale supplémentaire, donc i|/ 
décroît, au contraire <p">>o donc <p' croît. Résultats opposés. 
pour/;>o. 

Dans le cas où l'on remplace la force / par une percussion P les 
équations restent les mêmes, 0", cp", <]/' étant remplacés par les 
accroissements des dérivées A0', Acp', A<j/, soit 

. , P c o s Ô P = A® — — 5 :—r * 
^ 2ma sin0 ima suit) 

II. Nous prenons des axes fixes 0< z\, analogues à ceux de 
la première partie, mais ayant pour origine O, centre de la rainure 
circulaire, X désignera l'abscisse angulaire de la pointe dans la 
rainure. 

Dans ces conditions les coordonnées du centre de gravité par 
rapport aux axes fixes sont données par les formules 

Ç = pa cosX -h a sin 6 sin 

- " n ) = p a sinX— a sin 0 cos 

. Ç = a cos 0 ; 
% 

d'où la vitesse de ce point déterminé par la relation : 

v* = a~\ p2 X'2 + ô'2 -t- f 2 sin2 0 2 pX' f sin 0 sin (ty — X ) 

— 2pX '0 'cos0cos (^—X) ] . 

on en déduit la force vive de la toupie 

2 T — ma 2 [ 6'2 -} <|/2sin2 6 2(cp' 4- <!/cos0 )2 ] -h me2. 

La fonction des forces étant U = — mga cos0, les équations 
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de Lagrange s'en déduisent et déterminent le mouvement. On peut 
substituer à l'une d'elles le théorème de la force vive, s o i t T= Un-A, 

-et il y a deux autres intégrales premières qui sont linéaires : 

<x>'-h- 'cosò = const., 

dT àT 
^ + const. 

(cette dernière parce que T ne dépend que de X — 
Écrivons l'équation de Lagrange en 9 : » 

— [ 26 '—pX 'cos0cos (X— ò ) ] 

— [—2cp't]/sin0 -H pX'<j/cos0 s in(^ — Xf n 

-h pX'0' sin 0 cos( — X) ] = " ^ sin 0. 

Cherchons s'il existe des mouvements pour lesquels l'aiguille 
rencontre l'axe des z en un point fixe. Il faut pour cela que l'équa-
tion précédente soit identiquement vérifiée pour 9 = const., 
donc 0 " = = o et X — = = J ^ ~ 4 • On obtient ainsi la rela-
tion cherchée 

- — p a <I/2 cot 0 
a 1 

qui pour p = o se réduit à ideile déjà obtenue (I, ç). Cette dernière 
question peut se traiter d'une façon plus élémentaire. 

L'angle 6 étant constant, le point S où l'axe O z de la toupie 
rencontre l'axe O ^ du cercle est fixe et la position de la toupie 
dépend seulement des paramètres cp et Prenons les axes sui-
vants : O, U\ perpendiculaire au plan des axes zx et faisant 
l'angle ty avec perpendiculaire au plan le 
trièdre O^ w,, vKzx étant supposé direct. Les vitesses angulaires 9' 
et <J/ sont constantes. On a en effet, d'une part 

cp -f- t]/cos0 = const. 

(équation d'Euler par rapport à O s ) et, d'autre part, 

2ma-(cp'n- ^ 'cos6) cos6 -4- A j <}/sin2 0 = const., 

équation qui traduit le théorème du moment cinétique par rapport 
à SZÌ ( A j est le moment d'inertie par rapport à une perpendicu-
laire à l'axe en S). 
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La distance de G à l'axe S ^ étant pa — a sin0, son accélération 
est portée par une parallèle à Oi^i et a pour projection sur 0 4 

— ( pa.— a sin 6)<{/2. 

On en déduit les composantes de la réaction en O (théorème du 
mouvement du centre de gravité) sur les axes 0 4 uK V\Z{ : 

o, — — asinG), mg. 

Le moment cinétique en G a pour composantes sur Ot^ 

m#2<j/sin6 cos G — ').ma2(vr - h tj/cosG) sin 0 ; 

sa vitesse (dans le mouvement autour de G) mesurée sur O , uK est 

a m a 2 ( cp'-h <{/cos6) ^'sin 6 — ma2 Y sin 6 cos 6, 

et le moment des forces étant : 

mga s i n G — mty'1(pa*—a s i n 9 ) a c o s G, 

on en déduit la relation entre Q et 
, g , 

'2 ©'<1/ sinO = — sin 6 — pa^ ' 2 eos6 

ou encore 

'2 cp' <j/ ~ — — p a t]/2 cot G. 

QUESTION PROPOSÉE. 

2496. 

Etant données deux droites D1? D2, il existe un nombre fini de con-
gruences de droites Dà, telles qu'à chaque droite D3 correspond une 
droite G dont tous les points sont équidistants des droites Di, D2, D3 et un 
nombre fini de droites D3, telles que à chaque D3 correspond deux 
droites G dont tous les points sont équidistants des droites D t , D2, D3. Le 
lieu des droites équidistantes G est un paraboloïde hyperbolique. Étudier 
la configuration formée par les points d'intersection d'un plan avec les 
droites D i 5 D2, D3 et leurs équidistantes ( * ) . 

N . ABRAMESCO. 

(*) Pour le cas où les droites Dv D2, D3 sont concourantes, voir la Note de 
M . APPELL, But. Soc. math., t . L , 1 9 2 2 , p . 2 1 9 . 
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CEItTIFICATS l)E MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — F. G.92. — Un système matériel composé de 

deux barres AB, AG articulées en A , de même longueur 2 /, homogènes 

et de même mas$e, se meut sans frottement dans un plan fixe, sans 

aucune force donnée. 

1® Former les intégrales premières du mouvement. 

20 On supposera, qu'au début, les deux barres sont dans le prolon-

gement Vune de l'autre, que la vitesse de rotation de la barre AB 

est to! et celle de AG ; W2. Discuter suivant la valeur du rapport — 
w 9 

comment varie l'angle des deux barres. 

3° On supposera a ^ = -+- 5 m, w 2 = — 3 w , œ rotation positive donnée. On 

suppose en outre qu'au début du mouvement la vitesse de A est nulle. 

Au. moment ou Vangle BAC prend la valeur zéro, on introduit la 

liaison persistante BAC = O. Calculer quelles sont, après le choc, la 

vitesse de rotation du système, la trajectoire et la vitesse du milieu 

des barres. On prendra la direction de AB au début du mouvement 

pour axe des x positifs, la position initiale de A pour origine. 

I I . G.93. — Soient S un solide, G son centre de gravité. Vellipsoïde 

d>inertie de S, en G, est de ^évolution autour de Qz et a pour équa-

tion par rapport à trois axes rectangulaires Gxyz 

A ( X * 4 - Y * ) - H C Z » = I . 

Ce solide présente une arête vive qui a pour équations. par rapport 

aux axes G xyz, 
,z>2-hy2= a2, z = — h, 

a et b positifs. Cette arête est assujettie à rester en contact sans frot-

tement avec un plan horizontal fixe. Le solide est pesant, de masse M. 
Io Ecrire les intégrales premières du mouvement du solide, sans les 

discuter. On prendra pour axe fixe O S, la verticale dirigée vers le 

haut. 

i° 0, <p, ^ étant les angles d'Euler, il existe une infinité de mouve-

ments où 9, cp', <]/ sont constants. Quelle relation y a-t-il alors entre 6, 

Etant données les conditions initiales 6 == 0O ; 8'0 «= o ; cp' = ; <{/ = 
dans quel sens 8 variera-t-il au début du mouvement ? 

ÉPREUVE PRATIQUE. — G.94. — I° Une circonférence homogène, de 

centre G, de rayon a, de masse m\, est mobile autour dfun de ses 
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points O qui est fixe. Sur cette circonférence se meut librement et 

sans frottement une masse ponctuelle m. 

Étudier les petits mouvements dans un plan vertical : décomposer le 

mouvement en deux mouvements pendulaires. Interprétation géomé-

trique. Pour quelle valeur de X les petits mouvements sont-ils pério-

diques ? 

Ecrire, en supposant X = 1, la solution particulière pour laquelle la 

position cle départ est la position d'équilibre, le cercle étant immo-

bile. 

2° On ajoute une surcharge fixe m(i -i- X) en un point A de la cir-

conférence et tel que OA = a. Etudier les petits mouvements, 

g 
On posera — = . . . 

a (Bordeaux, juin 1926.) 

EPREUVE ÉCRITE. — Une toupie est constituée par un cône homogène 

circulaire droit de rayon R et de hauteur 4 R. On imprime à cette 

toupie une vitesse angulaire initiale r0 autour de son axe, puis on 

Vabandonne à elle-même en la posant par sa pointe sur un plan hori-

zontal parfaitement poli, de sorte que son axe fasse avec la verticale 

ascendante un angle 0O-* 
1. m désignant la masse de la toupie, calculer ses moments d'inertie 

relatifs aux axes centraux d'inertie; 

%. Former les équations dijférentielles du mouvement de la toupie et 

montrer qu'elles s'intègrent par quadratures ; 

3. Déterminer les limites entre lesquelles varie l'angle de nuta-

tion 8, sachant que 

O 0=3o° , R = 5cm, r0 = 3oo rad./sec, g — 981 cm/sec2; 

ht\ Déterminer la loi approchée de variation de 0 en fonction du 

temps avec les données précédentes ; en déduire la période T des oscil-

lations. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Cas particulier d'un problème clas-
sique : 

1. A = B = \m R2 
4 10 

2. N étant la réaction du plan, les équations du mouvement sont, avec 
des notations évidentes : 

m = o, m-f]' = o, m(3 R cosB)" = N — m g, 

A sin20<]/ = Cr0 (cos80 — cos 8), 

A ( 8'2 -H sin* 6 y* ) -+- 9 m R2 si n 6 8'2 = 6 mg R ( cos 80 — cos 8 ), 

<p' 4- t|/' eos6 — r0. , 
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Elles s'intègrent manifestement par quadratures, 0 étant d'abord déter-
miné par 

( j ) sin2ô(i -+-1>2 sin2 0)0'2 . 

= 8 ^ (cosÔ0— cos0) ^sin2ô — ~ ~ cos0o— cos0)J. 

3. On a 
. e0ge<i>i ' . « > • ' . 

avec 
i R. sin 2 6 i~ /'g(cosô0—cos0!) = o; 

d'où ' ' J ° g 

0 ! = 34°. 

4 En posant 0 = Ôy-4- s, ( i ) devient 

(i'-f- I2sin20o)£'2= 8 f £ [ s i n 6 o ~ ( ^ ~ —2COs60jsJ, 

soit avec les données numériques 

4 £'2 =: 787 £ — 12 680 £2 ; 
d'où 

% TC £ = o,o3i (1 — COS56,40J T = = o, 111 sec. 
J O , 4 

(Toulouse, juin 1926.) 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTÉGRAL. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Surf aces telles que le triangle déterminé 

dans le plan tangent en M, par les plans coordonnés, ait une aire 

dont le centre de gravité soit précisément le point M. 
Sur l'une quelconque de ces surfaces S, on considère une cloison 

quelconque et les volumes UR, U z , V0 attachés à cette cloison. Dif-

férences de ces volumes considérés deux à deux. 

Lignes asymptotiques des surfaces S. . 

SOLUTION. — La première phrase de l'énoncé se traduit par les trois équa-
tions 

px-\- qy-z . 
x '— 5 y —. - 5 z — 

3 p . 3 q 3 

qui se réduisent à deux : ' 

px-\-z — O, q y Z O. 

Les surfaces S ont pour équation générale 

xyz = G. 
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Pour plus de détails, voir E. FABRY, Problèmes dAnalyse, 1913, pro-
blème Ml. 

On a ensuite 

UX-\Jy 

U y— U 

U - - U 

U z — v 

/ xy dz, L 

= / yz dx, 
JL 

X = fvzdy, 

0= ^ f z ( x d y - y d x ) . 

Toutes ces intégrales sont nulles pour un contour fermé L tracé sur 
une S. 

[Cf. A. BUHL, Géométrie et Analyse des intégrales doubles (Collec-

tion Scientia, p. i5 et 18).] 
Pour les lignes asymptotiques voir dans FABRY ( l o c cit., problème 159) 

le cas le plus général de la surface 

z = 
(Toulouse, juin 1926.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Surfaces S telles que TP = const.= a, si P est la 

projection sur le plan O x y d'un point quelconque M de S et si T est 

le point où le plan tangent en M coupe O^. 
Section G d'une surface S par un plan passant par O z. 

On construira, en particulier, la courbe G qui rencontre 0z nor-

malement en un point A de cote a. 

SOLUTION. — En coordonnées semi-polaires les surfaces S ont pour 
équation aux dérivées partielles 

ce qui peut être considéré comme une équation différentielle ordinaire dans 
le plan zOr. 

La courbe G, à construire, est représentable par les équations paramé-
triques 

r = asinX, z — aÇk sinX -+- cosX) 

Marquons le point A et le point A ' symétrique par rapport à O; traçons 
les droites r = ± a. Sur ces droites, la courbe admet une infinité de points 
de rebroussement à tangentes passant toutes par O ; elle oscille ainsi d'une 
droite à l'autre par branches passant toutes par A ou par A'. Aucun point 
d'inflexion réel. (Toulouse, novembre 1926.) 
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EPREUVE THÉORIQUE. — I . G . 9 5 . — I ° Trouver íes surfaces intégrales 

de Véquation aux dérivées partielles 

( E ) qy — iz) — xy 

qui passent par la parabole x2— iy = o = z. 

2° Déterminer les surfaces intégrales (S) de (E) telles que les courbes 

caractéristiques de ( E ) situées sur l'une quelconque des Surfaces {S) 
se projettent sur le plan des xy suivant des cercles ( les axes sont sup-

posés rectangulaires). 

3° Les suif aces ( S ) dépendent d'une constante arbitraire ; l'une 

d'elles (S 0 ) , qui passe d'ailleurs par le point x = o. y = — -x, z = 

a une équation de la forme 

( S ) ' ; = • ' " " / ( Í , ) ' 

où m est une certaine constante. Ecrire Véquation différentielle des 

lignes asymptotiques de (S ) en prenant pour paramètres x = u, ~ = v, 

et appliquer le résultat a la détermination des asymptotiques de S0. 

II. Etant donnée la surface 

uz v3 
x = u -H uv2 -- 5 y = v -h w2 v — — , z — u* — v2, 

exprimer que les directions (du, dv) et (CW, SO/ÏÎ çonjuguées et 

qu'elles se coupent sous Vangle co ( les axes sont supposés rectangu-

laires). En s'appuyant sur le résultat obtenu, déterminer deux familles 

conjuguées ( C I ) et ( C 2 ) tejfes que deux courbes GI et G2 se coupent 

toujours sous un angle constant, w. 

ÉPREUVE PRATIQUE — Calculer par la méthode des résidus l'intégrale 

f 1 + l J 
/ <V fi d x > y 1 — x 

la détermination initiale du radical se réduisant à 1 et le chemin 

d^intégration étant un segment de l'axe réel. 

Réponse : I = (Poit iers, novembre 1936.) 

EllRATA. 

Dans le numéro de janvier, page 28, exercice 82, après les valeurs données de a? 
et y , ajouter 

z~6uv. 
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FORMULE DE L'ACCÉLÉRATION EN COORRONNÉES QUELCONQUES, 
ÉQUATIONS DE LAGRANGfî, LIGNES GÉODÉSIQUES, 

SYMBOLES DE CHRISTOFFEL, TENSEURS, EN NOTATION VECTORIELLE; 
PAR A. VÉRONNET. 

Considérons un point matériel mobile M, dont la position est 
déterminée par l'extrémité de son rayon vecteur r y, s, . . .), 
on peut écrire 

(1) r = + / y + 3 z + — , # 

où x, y, z sont les directions des axes (vrecteurs unités). Algébri-
quement on considérera x, y, z comme des unités dans lesquelles 
sont mesurées les coordonnées ou les nombres x, y, z. Le rayon 
vecteur est une fonction linéaire des variables et des unités. On 
lui appliquera toutes les notations et les opérations algébriques. 

Supposons que le point soit assujetti à certaines liaisons* ou 
que les coordonnées .r, y, z dépendent de n paramètres quel-
conques x\, x-2, . . . , xn. On peut supposer le rayon vecteur 
exprimé dans les nouvelles variables r (#i, x>2, . . . , xn), trans-
formation invariante. 

Si le point se déplace en M', désignons par dv le vecteur .MM', 
on pourra écrire 

ou 
àr 

( 2 ) ' clr ~ Z iL idœi , • 

Cette relation définit, en direction et grandeur, les nouveaux 
axes, ou les nouvelles 

unîtes x\ , X25 • • • ? xn• Si tous les dx, sont 
nuls sauf d x K ^ \ on voit que x< mesure la vitesse de variation 
de r quand X\ seul varie. 

Soit t une variable indépendante, comme le temps, dont 
dépendent tous les x-n en divisant l'équation (2) par dt on pourra 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. II. (Avril 1927.) 7 



écrire pour la vitesse v du point 

, „, ûfr v dxi ^ , , . 
( 3 ) ~di = Z*t*,i= + + 

On voit immédiatement sur cette formule que Fon a 

( 4 ) — — x — — . 

dx'i 1 àxi -

Elevons (3) au carré, on aura 

' ( 5 ) , V S = A T = S / Y X I X Y ^ O R ) ; : ' 

d'où l'on tire, d'après (4), 

, ' • ¿T dv dr (6) • - , = - — == v p = v — . ax'i i ox'i axj dxi 

Dérivons cette expression par rapport à t, 

: d_ £T __ dv dr_ d dr _ ^T # 

{-7) dt dx'i " dt dxi dt âxi ~~ 

car-on peut intervertir les dérivations dans le second terme, et 
l'on a 

£ ^L ~ â fo - dY — ()T — — 
cta?/ ~~ df~~ àx ; ~~ <^07/ dt dtx 

L'équation (7) peut alors s'écrire 

m x — == — 
K / z rf^ dt àx't dxi ' 

Le premier membre, produit de l'accélération par x,, est la 
composante de l'accélération dans cette direction, ou quand %i 
seul varie. On a autant d'équations que de variables 

Equations de Lagrange. — Multiplions l'équation (8) par m, 
et faisons la somme s'il s'agit d'un système. T représente alors la 

force vive totale et = F donne la force. 

On obtient les équations de Lagrange, 

W dt dx'i àxi dxi dxt dxt 
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Si la force F ( X , Y , Z ) dérive d'une fonction de force U on a 

(10; ¿u F ^ ^ ' _ 
Or ' âxj ~~ àr dxt âxi ' 

où la dérivée de U par rapport à r donne la dérivée géométrique, 
ou le gradient de U. 

Composantes de Vaccélération en coordonnées polaires. — 
Dans (1) remplaçons x, y, z en fonction de r, 0, cp, 

x = r sin 6 coscp, y == r sin 6 sin ^ = rcosô. 

On obtient 

On vérifie que x» est la direction V\ du rayon vecteur, que r 
est en facteur commun dans Xa et que iX\ est une direction, 
vecteur unité, dont le carré est égal à i , de même r sin0 est en fac-
teur dans x3, direction v4. 

On obtient alors, comme r, = uf = v j = i, 

où #2 désigne la composante de l'accélération, si l'on suppose 
que 9 seul varie, c'est-à-dire dans la direction du méridien. On 
obtiendra de même et a% dans la direction du rayon vecteur et 
dans la direction normale aux deux premières. 

Lignes géodésiques. — La nature de l'espace autour d'un 
point M sera caractérisée par le système d'axes, ou d'unités, 
x t , x2, . . . ,X/i en ce point. Le déplacement élémentaire autour de 

v = r'V\ -hVô'ui-h r sinfty'Vj, 

v2 = 2 T = r'2 -+- r2 6'2 -4- r2 sin2 Ôcp'2. 

Les expressions relatives à 9 seront 

àT 
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ce point, sur une courbe ou dans l'espace, sera caractérisé par la 
valeur de dv formule ( i ) . Or le carré d'un vecteur donne le carré 

-de sa longueur. En désignant par ds la longueur du déplacement 
élémentaire dv, caractérisé par les accroissements doc i, doc"2 y • • • y 
on a, d'après (2) ' , 

(11) ds2 = dv2 = Sx/xy dxi dxj. 

La variation de cette grandeur sera déterminée par 

Pour que ce déplacement soit minimum, pour un accroisse-
ment dx{, il faut donc que l'on ait pour chaque variable Xi 

àr 
d*r — =d*rXi= o. 

dxi 

C'est précisément l'expression (8), égalée à zéro, qui définit 
ainsi les lignes géodésiques d'un espace ou d'une surface. 

On peut transformer cette expression en prenant̂  les dérivées 
par rapport à s au lieu de t. En désignant par <ï> la nouvelle valeur 
de T on aura ^ 

. r* \ d ¿<t> d«ï> , dxi dx, 

C'est l'expression (9) du Traité de mécanique rationnelle 
de P. Appell, t. 5, p. On peut remplacer par sa valeur en 
fonction des qui ne sont pas autre chose que les 
éléments de la quadrique fondamentale. Après quelques transfor-
mations, on obtiendra l'expression (9"), • 

, , N d^Xk \r s) dxr dx s 

Symboles de Christoffel. — La parenthèse est le symbole de 
ChristofFel de seconde espèce dans la théorie des tenseurs. Or on 
peut obtenir cette expression ( i4 ) beaucoup plus directement, 
ainsi que la signification explicite des symboles de Christoffel. 

En effet prenons la différentielle seconde du rayon vecteur ry 
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d'après ( 2) on a 

( . 5 ) # r 

Considérons le système d'axes, ou d'unités, inverse ou réci-
proque du système x , , x2 , . . ., X» ci-dessus, et défini par les 
relations 

( 1 6 ) X ' X / = I , x ' x y = 0 Si ï V y . 

Multiplions ( i5 ) par x*, on obtient, en divisant par ds2, 

/ v , ¿/2r __ d2xjc âxk à'2r dxt dxj 

~àr ~~ ds"2 Zmkij~dr dxjâx} ~ds ~ds' 

Or cette expression en d2r doit être nulle pour les lignes géodé-
siques. On obtient l'expression (14)? ce qui définit le symbole, ew 
modifiant les indices arbitraires, 

{ i j l -àx/c à2r __ 
\ k \ dr dxidxj ôxi 

En multipliant au contraire la formule ( i 5 ) par x* et égalant à 
zéro, on obtient 

d*Xi dr d"2r . , 
£ ' X i X i S A - + A , - W K DX^JdXi d x j = 0 

qui est la formule (9 ) du Traité indiqué et qui définit le symbole 
de première espèce de Christoffel 

rij 1 âr d*r ^ 

[ & J drk dxiâxj dxi 

On a d'ailleurs les relations 

dx/xy _ ùiij diLi __ dr à2r dr â*r 
âx/c ~~ 1 âx/c J dx/< ~~ ôxi ôxjâx/i àxj dxiôx^ 

âr à*r __ 1 / dx/c'Ki àmkHj dXfXy \ 
dxk àxidxj ~~ 1 \ àxj ôxi dxk ) 

qui définissent les symboles en fonction des unités du second 
ordre X/X/= gij produits de deux unités du premier ordre. 

Les quantités définies par ces symboles de Christoffel ne sont 
pas autre chose que les composantes et projections des dérivées 
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secondes du rajon vecteur r, dans le système d'unités attaché au 
point considéré et dans le système inverse. 

Le tenseur et sa dérivée. — Soit x2, . • •, xn) une fonc-
tion algébrique des variables attachées à un point M. Prenons sa 
dérivée par rapport à x^ . . . , xn ) , on aura 

, _. dX àX dxt , àX . v , . 

Les x* définissent le système inverse d'unités ( 16) . La-dérivée 
vectorielle (18) est un vecteur, ou tenseur du premier ordre. Les 
éléments algébriques X/ du tenseur sont covariants s'ils -sont 
exprimés dans les unités inverses x*. Ils sont contravariants dans 
le cas contraire. On aura pour la différentielle 

*/ x àX , ^ àX _ , _ à „ , à . 
(19-) d = 

expression qui montre que les X; sont bien définis par les rela-
tions (16). On a la différentielle pour des coordonnées ou des 
unités quelconques. On aura d1 en élevant d au carré. 

Désignons par X le vecteur de (18), et prenons de nouveau sa 
dérivée, on aura v 

Or les formules (16) nous donnent 

D'où en multipliant par et sommant, on a 

/ \ àx.£ ^ , .dxjc ^ . , à*r 
( 2 2 ) — - — £ * x * x « 3 - - = — àxj àxj . dx/çàxj 

Le second terme de (20) devient 

On peut remplacer l'indice arbitraire A par i et la dérivée vecto-
rielle du vecteur X , ou tenseur du premier ordre, devient, en 
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portant dans (20), 

C'est un tenseur du second ordre, défini par les unités du second 
ordre x^x«7. Chaque parenthèse représente un élément a/y du 
tenseur. En prenant de nouveau sa dérivée, on aura un vecteur ou 
tenseur du troisième ordre en X'X-'X*, avec trois termes dans la 
parenthèse, et ainsi de suite. On peut écrire 

y à ^ ^ un 
dxj dxj jL^k àv dxkdxj ( k \ 

On retrouve l'expression du symbole de Christoffel, qui sert à 
traduire en tensoriel la dérivée covariante de Ricci. L'expres-
sion (23) est beaucoup plus claire et compréhensive, car elle con-
serve et met en évidence tous les éléments sur lesquels on opère. 
Elle se prête beaucoup mieux aux recherches théoriques. 

En mécanique la connaissance de l'accélération, ou d- r, permet 
d'étudier et de définir complètement le mouvement d'un point 
matériel. En calcul différentiel absolu, la connaissance de dv et 

de d2r ou des f > c'est-à-dire des unités du premier ordre et 
OXiOXj 1 

du second ordre, les x, et les X/Xy" gij , permettra de définir la 
position d'un point géométrique quelconque, dans un espace ou 
une multiplicité quelconque, permettra de définir cet espace. Les 
espaces les plus simples, les espaces euclidiens, seront les espaces 
uniformes, où le système d'unités, ou d'axes, reste partout le 
même, les X/ ou les g,j sont constants. 

Dans l'espace de Riemann, et le calcul tensoriel ordinaire, on a 

âXi __ èiij ¿>'2r __ ¿ - r 
dxj àxi àxjdxi àxiêxj 

Dans l'espace de Cartan, ces dérivées partielles ne sont plus 
égales. Les symboles de Christoffel ne peuvent plus être définis 
de la même façon en fonction des g e t des symboles tensoriels. 
Ils le sont toujours de même avec les unités vectorielles x,. 
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RACINES MULTIPLES DES SYSTÈMES DE m ÉQUATIONS A ™ INCONNUES; 

P A R ANDRÉ B L O C H . 

Dans le fascicule, d'ailleurs à tous égards très intéressant, qui 
dans VEncyclopédie des Sciences mathématiques est consacré 
aux polynomes et aux fractions rationnelles, se trouve la phrase 
suivante ( 1 ) : 

« 11 semble très difficile d'énoncer des conditions nécessaires 
et suffisantes pour que • . ., z r m ) soit une racine multiple 
d'ordre 3, au moins, d'un système d'équations 

/ i O l , . . Zm) = O, . . J, .. Zm) = o. )). 

Il se trouve, en réalité, que la chose est aisée; voici le résultat 
que l'on établit facilement : 

Si les premiers mineurs du jacobien (2) de fK. . . ., fm 

s'annulent pour (zi0, z2o, • • ., la racine est au moins 
d'ordre 4. 

Si un premier mineur du jacobien est différent de zéro 
pour (¿îo, ^20? • • •, soit OL \ ce mineur ; soient a}, a*, . . ., a™ 
les premiers mineurs affectés de signes alternés, pris dans les 
mêmes colonnes; aj, a^, . . <x)n les premiers mineurs affectés 
de signes alternés, pris dans les mêmes lignes; soient 
f\ 2i - • •, fm* les parties quadratiques de /<, . . ., fm. Alors, la 
condition nécessaire et suffisante pour que • • •> ^wo) 
supposée racine d}ordre au moins 2 soit racine d'ordre au 
moins 3 pour le système est que la forme quadratique 

a 1 As •+• a 1/22 + • • • -+- v-n\fm% 

s*annule pour z2, . . ., zm) = (a}, a ,̂ . . oc*f/). 

( 1 ) E . NETTO e t R . LE VAVASSEUR , t . I , n ° p . I45. 

( 2 ) Le jacobien est supposé écrit chaque fonction dans une ligne, chaque * 
variable de dérivation dans unè colonne. 
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On pourra sans doute obtenir de même la condition nécessaire f 

et suffisante pour qu'une racine d'ordre p — i au moins soit 
d'ordre p au moins; on ne changera d'ailleurs rien au fond de la 
question en supposant qu'il n'y a que deux variables, c'est-à-dire 
qu'il s'agit de l'intersection de deux courbes (pour ce cas le pro-
blème est virtuellement résolu par l'égalisation dés dérivées 
premières, secondes, etc., ( p — i)lèmes de y par rapport à x). 

' [ 0 * 8 ] 
SUR UN MOUVEMENT PLAN A DEUX PARAMÈTRES, 

DOUBLEMENT DÉCOMPOSABLE ; 
PAR RAOUL B R I C A R D . 

1. Soient S0 un solide fixe, S4 un solide animé d'un mouvement à 
un paramètre ou mouvement DXi{ par rapport à S0, S2 un solide animé 
d'un mouvement JFL,, indépendant du premier, par rapport à S<. 
La position de S2 par rapport à S0 dépend de deux paramètres, et 
l'on peut parler du mouvement à deux paramètres ou mouve-
ment Jïl2 Ce J)l2, résultant de deux JTL*, est dit déc(im-
posable. Il est clair que le 3Tt2 le plus général n'est pas décompo-
sable. 

M. G. Kœnigs, qui a introduit en Cinématique la notion de 
mouvement décomposable (elle s'étend naturellement aux mouve-
ments à plus de deux paramètres), a posé la question de rechercher 
tous les J1l2 qui sont dècomposables de plusieurs manières. 

Le problème est déjà difficile quand tous les mouvements con-
sidérés sont des mouvements plans, c'est-à-dire des mouvements 
de plans glissant les uns sur les autres. Dans une Note déjà 
ancienne ( 1 ) , j'ai fait connaître un certain nombre de JTt2 plans 
doublement dècomposables, sans d'ailleurs prétendre avoir épuisé 
la question. 

Je parlerai ici d'un JTL2 qui rentre comme cas particulier dans 

(1) Société mathématique de France, comptes rendus des sèarces, 191^. 
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un de ceux-là. Il m'a semblé qu'il méritait d'être signalé, à cause 
de sa simplicité et de sa théorie tout à fait élémentaire. 

2. Tout repose sur le théorème suivant : 

Soient ( vo i r f i g . ) ABCD et Af B'C'D' deux parallélogrammes 

tracés dans un même plan et inversement égaux. Si A'D est 
perpendiculaire à BC', alors AD' est perpendiculaire àB'C. 

Soit en effet I le point de rencontre de A 'D et de BC'. Il appar-
tient au cercle G de diamètre BD et au cercle G'de diamètre A 'G . 
Les centres co et co' de ces deux cercles sont aussi les centres des 
deux parallélogrammes. 

Faisons tourner ceux-ci autour de leurs centres respectifs d'un 
même angle 0 (considéré avec son signe). On reconnaît immé-
diatement que A 'D et BC ne cessent pas de se couper à angle 
droit au point I. 

On peut choisir l'angle B de telle manière que les deux parallé-
logrammes, dans leurs nouvelles positions, soient symétriques par 
rapport à la médiatrice de coco'. Il suffit pour cela que les nouvelles 
positions des points A et A' présentent cette symétrie, ce qui se 
traduit par la condition 

c 

d'où 

e 10 (X>. (0 À — 10"'10, to'À' 
2 
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Les deux parallélogrammes étant amenés dans les positions dont 
il s'agit, la symétrie rend évident le théorème à démontrer. 

Ramenons alors, par des rotations de — 0, les deux parallélo-
grammes dans leurs positions initiales. AD' et B'C ne cessent pas 
de se couper à angle droit, ce qui établit la proposition. 

3. On met ainsi en évidence l'existence d'un Jtl2 doublement 
décomposable. Appelons en effet P un plan lié au parallélo-
gramme ABCD, P' un plan lié au parallélogramme A'B'C'D' , 
P, un plan lié à l'angle droit BID, P', un plan lié à l'angle 
droit B T D ' , [' étant le point de rencontre de AD' et de B'C. Si, 

les deux parallélogrammes restant de grandeurs constantes, on 
leur donne toutes les positions relatives telles que A 'D et fiC' 
restent rectangulaires, le mouvement ^"p^ e s t u n résulte 

des deux «Tft, suivants : i° mouvement d'un plan dont deux 

droites passent chacune par un point fixe; 2° ( y- )> mouvement 

d'un plan dont deux points décrivent chacun une droite fixe. 
Or le même Jll2 peut s'obtenir, d'après le théorème du n° 2, si 

l'on remplace le pilan intermédiaire P< par le plan P't. Comme les 
plans P, et P'4 ne sont évidemment pas liés l'un à l'autre, on a bien 
obtenu un JTt2 doublement décomposable. 

On peut encore interpréter le résultat, en remarquant que ^ p ^ 

est un JTt2, résultant soit de ^pr^ e t de ^ ^ , soit de (^p^) 

et de ( p/ ) * 

4. Cherchons si le théorème du n° 2 s'étend à l'espace. La 
question se traite rapidement par le calcul vectoriel (* ) . 

Soient dans l'espace ABCD et A 'B 'C 'D ' deux parallélogrammes 
ayant des diagonales de mêmes longueurs. Posons, co et co' étant 
leurs centres, 

longueur toA = longueur o/A'==: a , 

longueur wB = longueur a/B' = b. 

Soient d'autre part u, v, u', v' des vecteurs unitaires parallèles 

( * ) N o t a t i o n s d e BURAL I -FORT Ï e t MARCOLONGO. 
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respectivement à co A, wB, co'A', co'B'. On peut écrire 

A = OJ -4- au , B == to -+- ¿>v, 

G — to — au , D = to — b v, 
A ' = w ' + a u ' , B' = to' -f- bv', 

G ' = ( o ' - a u ' , D = to'— bv'. 3 

La condition que A ' D et BC' soient rectangulaires s'exprime par 

( A ' — D ) x ( C ' — B ) = o, 

ou 
(to'—co H- X (w'—w — a u ' - è y ) = Oj 

ou 
(u>' — u>)2—(au'+6v)2 = o, 

ou enfin 

(1) ( t o ' — t o ) 2 — a 2 — b2— iab.VLr X V = o. 

De même, la condition que AD' et B'C soient rectangulaires 
s'exprime par ^ 

(2 ) (to'—to)2—- a% — b1— lab.u X v ' = o. 

Pour que (2 ) résulte de (1), il faut et il suffit qu'on ait 

u x v ~ u X v\ 
c'est-à-dire 

( 3 ) t i l C o / A 7 = oTÀ^OAB'. 

Le résultat peut s'énoncer ainsi : 

Soient dans V espace deux parallélogrammes ABCD, 
A B'C'D', tels que Von ait 

AC = A 'C ' BD = B'D'. 

Des trois conditions : 

A ' D est perpendiculaire à BC', 

AD ' est perpendiculaire à B ' C , 

BD^AX7 = AG^B^, 

Vune entraîne les deux autres. 

Cela comprend le théorème du n° 2. 
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L'énoncé est particulièrement simple quand les deux parallélo-
grammes sont aplatis, parce que la condition (3 ) est alors satis-
faite d'elle-même, et l'on a ceci : 

Soient dans V espace deux ponctuelles égales ABCD, A'B'C'D', 
telles que les milieux de AC et de BD coïncident, et dè même 
les milieux de klC' et de B'D'. Si A 'D est perpendiculaire 
à BC\ AD' est perpendiculaire à B'C. 

SUR UNE F O R M E V E C T O R I E L L E DE L A P U I S S A N C E D ' U N P O I N T ; 
PAR H. M I T A U L T . 

1. Soient A, B, C trois points. On a 

A B . A C = V A O H- O B ) \kO — O B ) = A O — O B * 

si O est le milieu de BC. 
Il en résulte que si O est le centre d'un cercle dont B et C sont 

deux points diamétralement opposés et si A est un point quel-
conque de l'espace, on a 

quels que soient les points B et G. 

Remarque. — Ceci définit la puissance d'un point quelconque 
de l'espace. C'est, d'ailleurs, la puissance de ce point par rapport 
à la sphère ayant pour équateur le cercle considéré. 

Nous nous proposons de montrer comment l'emploi des nota-
tions vectorielles permet d'utiliser ce résultat pour retrouver sim-
plement des propriétés des cercles, propriétés d'ailleurs classiques 
et bien élémentaires. 

2. Soient deux cercles 0| et 0 2 et soit A un de leurs points 
communs, réel ou non mais non cyclique. 

Soient A, et A2 les points diamétralement opposés à A. 
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Si un point M a même puissance par rapport aux deux cercles 

M A . m a ] M A . M J C ~ 

M a ( M ^ ~ M â J = MLA..AsÂt= O. 

Le lieu de M est le plan perpendiculaire à mené par À. 

3. Les notations étant les mêmes que précédemment, soient P, 
et P2 les puissances de M par rapport aux cercles O« et 0 2 . 

Considérons la quantité 

P i + X P 2 M A ( M A ^ - 4 - X M A ^ ) . 
UL = r — = r = M A . M a , 
n n - X 1 + X , ' • • -

si oc est le point qui partage À, A2 dans le rapport 

— X . 

Il en résulte que p est la puissance du point M par rapport au 
cercle de diamètre A a. 

Conséquences. — Le lieu des points pour lesquels P { -1-XP2 est 
constant est une sphère ayant son centre au point co, parta-
geant Oi 0 2 dans le rapport — A. 

Le lieu des points pour lesquels 

PJ = * P 2 

est la sphère passant par A et dont le centre partage O* 0 2 dans le 
rapport k. 

La demi-somme des puissances d'un point par rapport à deux 
cercles orthogonaux O i ? 0 2 est égale à la puissance de ce point 
par rapport au cercle de diamètre 0{ 0 2 . 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

2497. 

Soit ABGD un quadrilatère inseriptibie, démontrer que le centre w du 
cercle circonscrit, le point de concours O des diagonales et le foyer F de 
la" parabole inscrite sont sur une droite à. Cette droite est symétrique par 
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rapport aux bissectrices des angles des diagonales du quadrilatère, de la 
droite joignant 0 au centre de l 'hyperbole équilatère circonscrite, 

G. ROY. 

2498. 

Soient ABC un triangle et I le centre du cercle inscrit; Taxe radical du 
cercle inscrit et du cercle circonscrit coupe BC, CA , AB en a, y. 

Les perpendiculaires aK , ¡3 K', y K " abaissées de a, ¡3, y sur A ! , BI et CI 
sont telles que 

I K Ï K 7 _ Î W 

TÂ " TÏÏ ÏC ~ ~ 4R* 
G. ROY. 

SOLBTWNS BE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2392. 
( 191», p. io.) 1 

On considère les paraboles tangentes à une hypocycloïde à trois 

rebroussements H 3 et à la tangente et la normale en un sommet S de 

cette courbe. Démontrer que les polaires de S par rapport à ces para-

boles enveloppent le cercle décrit sur SA comme diamètre, A étant le 

point de rebroussement de H3 correspondant à S. 
F . BALITRAND. 

* 

SOLUTION 

Par M. R. BOUYAIST. 

Soient Sa? et S y la tangente et la normale en S à H3 . M un point quel-
conque du cercle de diamètre SA, a et pies projections de M sur S x et S ^ , 
y le milien de a et ¡3, M T la tangente au cercle SA en M. On sait que ajâ 
touche H3 au point K intersection de a(3 avec MK symétrique de M T par 
rapport à Ma. 

Envisageons maintenant la parabole qui touche Sx, S ^ et .ap au 
point K. Son foyer est quelque part sur le cercle Sap. Le symétrique <p de 
ce foyer par rapport à a^ définit la directrice S 9 et la direction de l'axe K9, 
comme l'angle en 9 est droit Kcp va passer par M. MF est symétrique par 
rapport à Ma, c'est donc la tangente M T ; cette dernière droite est dt^nc la 
polaire de S par rapport à la parabole. 

Autres solutions de l'auteur et de MM. LHERMITÏE, G. ROY, SAGAZAN. 
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2397. 
( 1922, p. 3g. ) 

Soient P et Q les intersections d'une conique ( S ) avec lès tan-

gentes à une conique ( S ) issues d'un point M de la première. On sait 

que P Q enveloppe une conique appartenant au faisceau (S , S ) . 
Démontrer que le point de contact de P Q avec son enveloppe est, par 

rapport à PQ, le conjugué harmonique de Vintersection de cette 

droite avec la polaire de (M) par rapport à (S). 

G . BOULLOUD. 

SOLUT ION 

P a r M . H . M e W E E N E Y . 

Prenons M' près de M sur ( S ) , et soient P ' , Qf les points de rencontre 
de ( S ) avec les tangentes à ( S ) issues de M'. Désignons par X, Y , Z les 
points ( P M , P ' M ' ) , (QM, Q 'M ' ) , ( PQ ' , P ' Q ) . Le théorème de Pascal relatif 
à l 'hexagone P M Q P ' M ' Q ' montre que X , Y, Z sont sur une même droite. 

Faisons tendre M' vers M. A la limite, X Y devient la polaire de M par 
rapport à ( S ) , et Z devient l'intersection de cette droite a v e c P Q ; enfin, le 
point ( P Q , P ' Q ) devient en même temps le point de contact de P Q avec 
son enveloppe et le conjugué harmonique de Z par rapport à PQ. 

A u t r e s s o l u t i o n s de l ' a u t e u r et de M M . FAUCHEUX, ÉGAN, PARROD, ROY, SERBAN 

A . GHEORGHIN. 

2424. 
(1919, p. 399.) 

Dans un plan deux courbes de grandeurs invariables roulent res-

pectivement sur deux courbes fixes, et cela de manière à se couper sous 

un angle constant. 

Démontrer que la normale à la courbe décrite par leur point 

d'intersection concourt avec les droites joignant leurs centres de 

courbure en ce point respectivement à leurs points de contact avec les 

courbes fixes. R. B. 

SOLUTION 

P a r JOSEPH DENAUX. ^ 

Nous désignons par G et G' les deux courbes roulantes, par P et P ' 
deux plans qui leur sont respectivement liés et qui glissent sur le plan de 
référence P0 . Soient enfin I et I' les centres instantanés de rotation dans 

les mouvements et ( j r ^J ( c e s o n t J e s points de contact avec les 
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courbes fixes). Puisque les courbes G et G' se coupent en un point M sous 
un angle constant on peut considérer les tangentes et normales à ces 
courbes en M comme étant quatre droites fixes d'un quatrième plan Q qui 
glisse par rapport à P , P ' et P 0 et dont un point bien déterminé se trouve 
constamment en M, point d'intersection de G et C'. 

Dans le mouvement I e centre instantané est en 10, centre de cour-

p 
bure de G au point M, dans le mouvement il est en I, donc dans le 

Po 

mouvement ^ ^ ^ ^ s e r a s u r droite I a); il est de même sur la droite I'<o', 

donc à leur intersection et la normale à la trajectoire de M dans P 0 sera 
par suite concourante avec Ito et I 'w'. 

Autre solution de M. A. VANLOT. 

2454. , , 
<1923, p. iRçM 

Si l'on choisit un point arbitrairement sur chaque arête d'un 

tétraèdre, les quatre sphères Oa, 0/,, Oc, O^, passant respectivement 

par chaque sommet A, B, G, D, et par les points situés sur les arêtes 

adjacentes, ont un point commun K (S . Roberts i88o)i * 
Montrer que ce point K est Vinverse (conjugué isogonal), par rdp-

port au tétraèdre Oa O^O^O^, du centre de la sphère circonscrite au 

tétraèdre dont les sommets sont les points communs à trois des sphères 

sur les faces du tétraèdre ABCD. Y . THEBAULT. 

SOLUTION 

P a r E . BALLY. 

Par définition, deux points isogonaux relativement à un tétraèdre sont 
tels que les deux plans qui les unissent à chaque arête soient symétriques 
relativement aux plans bissecteurs des faces unies à cette arête. 

Cette définition se ramène immédiatement à la suivante ( * ) : Chacun de 
deux points isogonaux est le centre de la sphère qui contient les symé-
triques de l'autre relatifs aux faces du tétraèdre. 

Or, dans le problème actuel, les seconds points de concours X « , X^,, X c , 

X ( i des quatre sphères trois à trois sont évidemment les symétriques du 
point K, commun aux quatre sphères, relativement aux plans que forment 
trois à trois leurs quatre centres ( O ) . 

(*) Car si Xt et X2 sont les symétriques d'un même point X relatifs à deux 
plans px et p2, le plan de symctrie du couple de points (X^ X2) et le plan qui 
unit X à l'intersection des plans (pv p2) sont symétriques relativement aux plans 
bissecteurs t'e ces plans p 1 et p2. 

Ann. de Mathémat., 6e s t i ie , t. II. (Avril 1927.) 8 



— 114 — • 

L«e point & et le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre des 
points ( X ) sont donc isogonaux relativement au tétraèdre des centres ( O ) . 

A u t r e s o l u t i o n d e M M . BOUVAIST, HARMEGNIES, R O Y . 

2446. 
(1920, p. 79 ; 1923, p. 188). 

Si MN est une corcle d'une conique tangente en P et Q à deux cercles 

bitangents à lu courbe et ayant leurs centres sur le même axe, les 

deux segments MN et P Q ont même milieu. G. FONTENÉ. 

SOLUTION 

Par G. ROY. 

Si l'on fait tourner la conique et les deux cercles autour de l'axe des 
centres on obtient une quadrique de révolution et deux sphères inscrites. 
Un plan tangent aux deux sphères coupe la quadrique suivant une conique 
ayant pour foyers les deux poinLs de contact de ce plan avec les sphères 
et pour directrices l'intersection de ce plan et des deux plans des contacts. 
Si le plan tangent est choisi perpendiculairement au plan méridien initial, 
la conique d'intersection a pour foyers P et Q, et MN est l'axe de cette 
conique, ce qui démontre la propriété énoncée. Onpeufc même ajouter que 
si M' et N' sont les intersections de MN avec les cordes de contact, MN et 
M 'N ' ont mêmes m i l i e u x ^ G. ROY. 

Autres solutions de M M . BOUVAIST, FAUCHEUX, HARMEGNIES, PIEDVACHE. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS DE LICENCE. 

Question C.31. 

[Calcul différentiel et intégral; épreuve théorique; énoncé publié 

en janvier 1926, p. 117.] 

SOLUTION 

P a r BERNARD PARIS. 

A tout point JK, z) de l'espace on fait correspondre le plan P 

' x(X — x)-+-y{Y — r)-^eMx.y)(Z — z) = o . ^ 
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et l'on désigne par T une courbe gauche telle que le plan osculateur en un 
quelconque de ses points M, soit le plan P correspondant à ce point. 

i ° X(rr, y) étant donnée on demandait de prouver qu'il existe en général 
deux familles de courbes r , de telle sorte qu'il passe une courbe de chaque 
famille et une seule par un point M quelconque de l'espace. 

En effet, les accents désignant des dérivées par rapport au paramètre 
dont dépend le point courant de T, on doit avoir 

xx' y y' H- e^z' — o, 

xx" -+- y y" -h eKz" — o ; 

la seconde de ces équations peut être remplacée par 

x '% y ' 2 z ' ( oc' H- "k'ryf ) = o. 

comme on le voit immédiatement en dérivant la première. On en déduit, 
en éliminant z', 

( ^ -+- /2 ) — ( xaf -+- y y' ) Çk'x x' -+- Vy/ ) 

ou 

> 
C'est l'équation différentielle des courbes y* projections des F sur le 

plan xOy ; l'existence (en général) des deux familles de courbes F, résulte 

immédiatement du fait que cette équation est du second degré en 

2° Existe-t-il des surfaces dont toutes les lignes asymptotiques sont des 
courbes T? 

Le plan P doit être tangent, donc 

/> — — e~f- Xy q = — y 

• dp dq 
et la condition — •= conduit à 

oy ox 

è\ à\ 
OL 

c'est-à-dire 
Oy Y dx 

X = + 

où <t> désigne une fonction arbitraire. Il en résulte immédiatement que les 
surfaces cherchées sont les surfaces de révolution autour de O z. 

3° On demande de déterminer X pour que les deux familles de courbes V 
soient confondues. 

L'équation différentielle précédente ( i ) conduit immédiatement à 

Y + IZ*) - « ( ' - ' è H 1 ^ * ^ ) " 0 - I - — 
ày 
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ou, en désignant par p et q les dérivées partielles de X, à 

(2) (py — qxy—^—px—qy) = o. 

Le système différentiel associé conduit à l'intégrale première 

P Y — qx — 
d'où ^ 

px+.qy = (\ — a*) 

et enfin, après avoir résolu en p et q> . 

. 7. (y dx—xdy) . x dx -+- y dy 
d\ = p dx -f- q dy — —^ -+- (1 — a2) ^ m J > 

1 1 J x2-hy2 x x--{- y* 

' X = — ia arc tang ^ -H (1 — a 2 ) Log \fx--\-y*b; 

c'est une intégrale complète de l'équation ( 2 ) . 
Pour que les courbes F se projettent sur le plan xOy suivant deux 

familles de courbes orthogonales, il faut que le produit des racines en 

de l'équation (1) soit égal à —1, d'où la condition 

dX dX _ 
X dx y dy ~ 2 ' 

équation linéaire qui admet les deux intégrales premières 

™ * X = Log(x--hyz) -f- b, 

et l'intégrale générale 1 

X = + 

Inversement soit donné un réseau de courbes orthogonales dans le plan, 
il sera défini par une équation différentielle de forme 

y'1— iu(x.y)y'— 1 = o 

et cette équation sera identique à (1) si l'on a 

dX dX 
a 

et 

x -, h / y - = 2 
dx J dy 

dX dX . . . " 

La formule précédemment trouvée pour X montre que u ne doit dépendre 

que de*£ et la réciproque est immédiate; l'équation différentielle sera donc 



homogène en ^ et ces courbes seront hornothétiques par rapport à l 'or i-

gine. 

Exemple. — Il en est ainsi des courbes y2 = zCx qui vérifient l'équa-
tion différentielle 

y y = — » 
^ IX 

leurs trajectoires orthogonales vérifient 

' ' , 2 X ' , 
y - — » 

d'où 

- U — 

on obtient «p, et par suite X, par une quadrature. 

A u t r e s o l u t i o n de M . A . MONJALLON. 

Question C. 46. 

[.Mathématiques générales ; épreuve théorique ; énoncé publié en 

février 1926, /?. 146. ] 

SOLUTION 

P a r A . MONJALLON. 

On considère dans le plan xOy une courbe passant par l'origine et telle 
que le cosinus de Tangle que fait O x avec la normale soit 

et l'on demande d'abord d'évaluer en fonction de x Tare OM de cette 
courbe. On aura 

y' 1 — x , 1 — x db — J = , • y — —~ > 
1 - f -y ' 1 i-i-x 2 sjx 

d'où 

et, pour l'arc OM, 

S. = j 1 clx = \Jx (i-\-\oc\. 
J0 <>: sj x \ $ J ^ 

D'autre part 
1 x -j- 1 

y = - \ — r X1 



d'où le rayon de courbure 
(I -h 

Enfin 

l^JLdx = y/xll— \ x) 
J0 2 V x \ * t 

la courbe est une cubique ayant le point double x — 3 et passant' par 
l 'origine. 

Autres solutions de M M . BERNARD PARIS et J. DEVISME. 

Question G.48. 

[Mathématiques générales ; épreuve pratique (Mécanique); énoncé 

publié en février 1926 , p. I5 I . ] 

SOLUTION 

P a r BERNARD P A R I S . 

I ° L'axe O y étant vertical et dirigé vers le bas on considère un point m 

de masse m, de poids mg, mobile sans frottement sur la courbe 

x ~ au3, y —aii*. 

Il part du point le plus haut de la courbe (u = o) avec la vitesse initiale ^^ 
telle que 

v%=zi\ga. 

Le théorème de la force vive donne immédiatement 

p2 = iag(u*-+- X), 

c'est-à-dire, en remplaçant v par sa valeur, 

2 0 Dans le cas où X = o l'intégration donne 

S g u o 3 u Jq U* -j- 4 

3° Dans le cas où X est quelconque ^différent de on obtient ('e 
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9M2-!- 4 

\/1 
S / A 

Or 

— z2 1 \ 3 — s 'S -+- z / 9 

l'intégrale indéfinie est donc 

£ i r dz r dz r dz ) 

., 4 IJ (3^7)* V (3 + V 1 

— 1 r 1 L ^ — 
~~ 4 I 9 — s2 3 - s H- 3 J 

et Ton revient à la variable u sans difficultés« 
4° Dans le cas particulier où X = ^l 'équation différentielle se simplifie, 

c'est-à-dire les Coordonnées du mobile 

La force qui, appliquée au mobile supposé libre et non pesant, produi-
rait ce mouvement aurait les composantes 

\me\/\ 
a 

, Y = o. 
y 

Question G.83. 

[ Calcul différentiel et intégral; épreuve théorique ; énoncé publié 

en janvier 1927, p. 28 . ] 

SOLUTION 

P a r J. LAUREAU. 

I ° L'équation aux dérivées partielles . 

èz dz . . x 
-r h — = ez sin(3? -+- y) 
dx oy 7 
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s'intègre au moyen du système 

dx — dy = — . ——v > 
** ez sin( x -hy) 

d'où les intégrales premières 

x—y — c, cos ( x —i— y*) — e~z = cj* 

et la solution générale 

2° La surface intégrale qui passe par la courbe 

x y = o, ezQ,o^1x = i . 
est . 

z=—Log cos x — Log cos y. 

3° On a, pour cette surface, 

• p = tang*, q = tangjK, /• = ¿ ¿ ^ " » = o, ' 

et l'équation différentielle des lignes de courbure 

dx ( dy 
\cos y ) \c cosy ) \cos x j 

d'où les deux systèmes d^l ignes de courbure ^ 

/ 7c y \ ( % x\ 

t a n H4 = 

const. 
tane 

4° L'équation différentielle des lignes asymplotiques 

( dx_Y / dy y _ 
\cosx) \cos y) 

montre qu'elles sont imaginaire;2. 

A u t r e s o l u t i o n d e M . M . BERNARD PAR IS , R . ODILE, J. DEVISME. 
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C E R T I F I C A T S DE M É C A N I Q U E R A T I O N N E L L E . 

ÉPREUVE ÉCRITE. — Un point matériel pesant de masse m est mobile 

sans frottement sur une circonférence de rayon l tournant à la vitesse 

angulaire constante 10 autour d'un diamètre vertical. 

1. Le mobile étant lancé du point le plus bas à la vitesse initiale Yo, 

déterminer son mouvement et calculer les composantes de la réaction 

suivant le rayon et la normale au plan clu cercle en fonction de la 

seule position du mobile; 

2. Discuter le problème suivant la valeur de V 0 ; en particulier, 

déterminer les valeurs de.Y$ pour lesquelles la liaison dans le plan du 

cercle peut être réalisée par un simple f i l ; 

3. Étudier la stabilité autour de chaque position d7équilibre relatif 

suivant la valeur de o>; former Véquation différentielle des petits 

mouvements autour de chaque position d"équilibre stable et en déduire 

la période T des oscillations ; 

4. Retrouver la loi du mouvement par la méthode de Jacobi appli-

quée au mouvement absolu; 

5. Calculer les deux composantes de lu réaction au point le plus bas 

pour 

?yi = l = im , V0 = 3 m/sec, 

io = io rad/sec, g — 9,81 m/sec2. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — 1. Les axes xOy étant pris dans le plan 
du cercle et O y ét^nt le rayon vertical descendant, l'intégrale des forces 
vives donne 

V2 = u>*a?2-f- igy-^ Vg— 2gl, 

d'où , 

J0 s/toZltsu^Q-h 2gl cos§Vg— Igl 

0 étant l'angle de position du mobile compté à partir de 0 y ; les compo-
sants N et Z de la réaction suivant le rayon et la normale Oz au plan du 
cercle sont 

N co2 s V'2 
— = 2 % y -h — ig, Z = — 2 m o ù V c o s ô . 
m l l J l 0 ' 

2. V2 est positif au -dessous de la parabole 

1 - Y » 
1g 1g 
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N est positif au-dessous de la parabole 

* 3V 3 

On est donc ramené à une discussion analogue à celle du pendule simple, 
sauf que les plans horizontaux sont ici remplacés par des paraboles. En 
particulier, la liaison dans le plan du cercle peut être réalisée par un fil 
pour • 

flr 

3.̂  Pour t o 2 < j<> la seule position d'équilibre stable est 6 = o; l'équation 

correspondante des petits mouvements est 
cr \ o tp 
2 — \ e = o, • d'où 

v/i 
pt or 

Pour w ? > la seule position d'équilibre stable est cosO = — l ' é q u a -

tion correspondante des petits mouvements est 

[ " ' - ( & ) ' ] • ^ t = 
Â. Dans le mouvement absolu 

2X = m/2(ô'2-{- co2sin26), U = mgl cosft 

et l'équation de Jacobi est 

En posant V = a i -f- 8 (6, a) , on a 8 par une quadrature et, d'après les 
conditions initiales, on reconnaît que l'équation du mouvement 

/ u S • . t-\ r- = P 
ocx. ' 

coïncide aveç le résultat du n° 4. 
5. Au point le plus bas, 

N = Z = - a m w V 0 ; 

N = i-h - 4 - =1,92 kg-f, Z = — 2 - V fo.3 = —6,12 kg-f. 9,81 ° 9,81 

(Toulouse, novembre 1926.) 

d'où 
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ÉPREUVE THÉORIQUE. — O x , Qy, Qz étant trois axes rectangulaires 

fixes, O z vertical ascendant, un tube rectilig ne homogène OA de sec-

tion négligeable, de longueur a, de masse m, peut tourner librement 

sans frottement autour de l'axe Qz, avec lequel il fait un angle de 45°. 

Un, corps solide S pesant est formé d'une petite sphère de masse 

négligeable et d'une aiguille homogène BC de longueur 217 de masse m. 

Cette aiguille peut se mouvoir sans frottement dans le tube OA. La 

sphère est seulement destinée à empêcher S de pénétrer entièrement 

dans l&tube O A . 
i° Calculer la force vive du système en fonction des paramètres r 

et 4< qui définissent sa position et de leurs dérivées (<J> désignera l'angle 

du plan z OA avec le plan zOx; r désignera la distance du point O au 

centre de gravité de l'aiguille). 

20 Ecrire les équations du mouvement, et discuter, en supposant ^ 

nul à l'instant initial, et ^ = w, constante donnée. 
dt 

3° Il peut arriver que Vaiguille quitte le tube. Étudier le mou-

vement ultérieur. 

4° Il peut arriver que la sphère vienne heurter l'extrémité A du 

tube; état ultérieur des vitesses, en supposant que la force vive se 

conserve. » 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Les équations du mouvement sont 

i ., rl •+• k2 

T r2 H- K 2 / /2 -+- A2 

(0 \ ( •*» = o 

Les zéros de r'2 s'obtiennent en coupant la courbe 

( V ) . = + 
X U 2 R 2 - H /C2 

par la droite 

(S ) y = — + ^ 

et remarquant que l'un de ces zéros est /*0. 

Si o) est suffisamment petit pour que l'on ait 

la droite ( 8 ) coupe ( y ) en un seul point r = r0; r décroît constamment : 
le choc survient nécessairement. Si la condition ( 2 ) n'est pas remplie, la 
courbe ( y ) admet deux tangentes parallèles à ( 8 ) dont les points de contact 
M j M 2 ont pour abscisses ri et r2 r%). La tangente en Mi coupe ( y ) 
en un autre point M3 d'abscisse r3. 
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Si r0 est inférieur à r j ou supérieur à r3, le mouvement a lieu comme 

ci-dessus; si r0 est entre et r3 le mouvement est oscillatoire. 
Le solide S quitte le tube si > atteint la valeur a-\-l\ son centre de 

gravité décrit ensuite la parabole définie par la vitesse qu'il possède à cet 
instant. L'épingle tourne autour de son centre de gravité dans un plan fixe 
perpendiculaire à la position du plan s O A au moment où l'épingle quitte 
le tube. 

S'il y a choc, avec conservation de la force vive, <]/ se conserve, r ' change 
dé signe sans changer de valeur absolue. 

EPREUVE PRATIQUE. — Une boite cubique pesante est formée de six 

carrés homogènes identiques de coté: 2 a, de même masse m ; Vun d'eux 

ABA'B' formant couvercle est articulé sans frottement suivant le 

côté A A ' à la boite proprement dite. 

La boite repose par son fond sur une table horizontale fixe P par-

faitement polie. 

On abandonne la boite sans vitesses dans la position où le couvercle 

fait avec la verticale un angle 0O infiniment petit. 

i° Calculer, pour chaque inclinaison 0 du couvercle sur la verticale, 

la vitesse angulaire du couvercle et la vitesse de translation de la 

boite. [On négligera bien entendu 0O; on supposera que la boite ne 

peut se renverser (liaison bilatérale), et que le couvercle se rabat en 

arrière dans son mouvement. ] 

On indiquera en particulier les valeurs de ces vitesses pour G = 90°, 
£ ¿ 6 = 1 8 0 ° . ' 

20 Déterminer, en gràndeur et position,pour chaque valeur de 6, la 

réaction de la table P sur la boite, en particulier pour 0 = 0 ? , 0 = 90° 
£¿6 = 180°. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Si x désigne l'abscisse du centre de 
gravité de la boîte, comptée parallèlement au plan de la figure, on a les 
équations 

6x = — asm , 

aô'2 (7cos2Ô -+- 8sin2 0) = 12^ ( 1 — cosô). 

La réaction de la table P est verticale, soient Z sa valeur, h sa distance à 
l'arête AA ' . 

J'applique le théorème du centre de gravité en projetant sur la verticale, 
j'obtiens 

Z = 6mg — m (aô'?Cos0 •+- aô"s inô) . 

Pour avoir A, je remarque que les forces d'inertie, l a . force Z et le 
poids 5mg de la boîte proprement dite ont un moment nul par rapport 
à A A ' : 

h Z — 5 mga — 5 maxw — o. 

(L i l le , novembre 1926.) 
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C E R T I F I C A T S DE C A L C U L D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. G.97. — On considère la fonction F { z ) 

/
+1 f ( t ) dt 

0a « ei /(O „ « , réelles, 

f { t ) continue pour — i ^t ^i. 

Io Montrer que F{z)est holomorphe dans le plan des z dont on a 

supprimé la portion dyaxe réel comprise entre les points — i, -4- i {on 

montrera que F ( ¿ ) a une dérivée en chaque point.) 

2° Donner sous forme d'intégrales les expressions des coefficients 

du développement de Laurent de F(¿) pour | 3 | > i. 

3° En supposant f { t ) comprise entre deux nombres positifs A et B, 

que peut-on dire du produit (n H- 1) I t n f { t ) dt ? 

Montrer que dans ces conditions le développement de Laurent de 

F (z) ne converge plus pour \z | < 1 et que l'un des points —1 ou -f- 1 

est point singulier de F(^). 

I I . G.98. — Les axes de coordonnées O x y z étant rectangulaires, on 

considère une surface et Von appelle N le point où la normale en M 

à la surface perce le plan des xy. 

i° Former Véquation aux dérivées partielles des surfaces telles 

que O M = M N . 

20 Déterminer les surfaces intégrales qui sont de révolution autour 

deOz. 

3° Déterminer une intégrale complète et les caractéristiques. {Il 

sera commode d'employer les coordonnées semi-polaires.) 

ÉPREUVE PRATIQUE. — G.99. — On donne l'équation aux dérivées 

partielles 
q-x—py — o. 

i° Trouver une intégrale complète. 

2° Trouver la surface intégrale passant par la courbe x = o, 

b2z =y3. 

3° Montrer que la surface intégrale S passant par la parabole y = o, 

a z — x- = o a pour équation 

9 {az — a ? 2 ) 2 — 8 a j 3 — o . 

4° Calculer l'aire de la portion de S qui est*à l'intérieur du prisme 
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dont les arêtes sont parallèles à Oz et dont la base est le carré de 

côtés 

y = o, y = a ; x = o, x ~ a 

(les axes sont rectangulaires). (Strasbourg, novembre 1926.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — G. 100. — Soit O x y z un trièdre rectangulaire. 

Former Véquation aux dérivées pàrtielles des surfaces telles que le 

plan tangent en un quelconque de leurs points forme avec OM un 

angle constant donné V. 
Montrer quHl y a une caractéristique formée des points d^une 

courbe du plan xOz et des plans tangents à cette courbe parallèles 

à Oy. 

Trouver toutes les caractéristiques. 

Exprimer en fonction de deux paramètres les coordonnées des points 

de celle des surfaces cherchées qui passe par la droite 

z = o, x = a, 

où a est donné. 

EPREUVE PRATIQUE. — G. 101. — On considère Vintégrale 

C th2 s dz , . N 
I 7~ï rTT- (z = x-+-iy). 

Soit ABCD un rectangle de côtés parallèles aux axes, le côté AB 
étant porté par Vaxe Montrer qu'on ptut trouver une suite de 

tels rectangles, grandissant indéfiniment, de manière à contenir, à 

partir d^un certain rang, à leur intérieur, n'importe quelle région 

clu demi-plan y o et tels que les intégrales prises le long des côtés 

autres que AB tendent vers zéro. 

Calculer Vintégrale 

r + 50 th2 x dx 
J ^ + 

(Glermont-Ferrand, novembre 1926.) 

C E R T I F I C A T DE M A T H É M A T I Q U E S G É N É R A L E S . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Ç<.t02. — Que devient l'équation différen-

tielle 
2(1 — x)y'-h(x — i)y = —e*—1,-
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quand on y fait le changement de fonction y = - > u étant la nouvelle 

fonction inconnue. 

En déduire Vintégrale générale de Véquation donnée et déterminer 

celle des solutions qui satisfait aux conditions initiales suivantes : 

Construire la courbe représentative de cette solution particulière. 

Combien cette courbe présente-t-elle de points d'inflexion. En déter-

miner les abscisses avec % décimales. 

Donner des développements limités du troisième ordre de cette fonc-

tion au voisinage de x = i et de x — —i. En déduire la valeur du 

rayon de courbure en ce dernier point. 

L'aire comprisey dans le premier quadrant, entre l'axe Ox7 

l'axe Oy et la courbe et celle comprise, dans le deuxième quadrant, 

entre Oxet la courbe sont-elles des aires finies? 

On suppose la deuxième des aires ainsi définies recouverte d'une 

couche de matière dont la densité superficielle est égale à l'unité. 

Déterminer le moment d'inertie de la plaque ainsi constituée par 

rapport à Oy. 

I I . G. 103. — On considère la parabole d'équations paramétriques 

i° Soit M un point de coordonnées x^, y0. On mène les tangentes MP 
et MP ' à la parabole. Former, en fonction de x0,y0, l'équation donnant 

les valeurs ti et des paramètres des points P ei P ' . 
On pose 

Calculer tanga en fonction : 

a< Des coefficients angulaires de MP et MP'. 
b. Des coordonnées de M. 

Déduire de la dernière formule le lieu de M lorsque a est constant. 

Examiner le cas a = o et justifier le résultat obtenu. 

3° Le lieu précédent est une droite (A ) . Séparer sur cette droite les 

parties correspondant à des tangentes MP et MP ' réelles. (On sup-

pose a différent de zéro.) 

La droite ( A ) coupe la parabole en deux points A et B. Démontrer 

que les tangentes en ces points à la parabole sont rectangulaires. 

Lorsque A varie la droite ( A ) passe par un point fix& que Von 

caractérisera. 

y — i, y' =z= C pour x = l. 

x = ipt2, y — ipt (en axes rectangulaires). 
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4° On achève le parallélogramme dont MP et M P ' sont deux cotés. 

Lorsque a est constant démontrer que le lieu du quatrième sommet N 
du parallélogramme est une parabole. Cette parabole passe par un 

point fixe lorsque a varie. 

MÉCANIQUE. — G.104. — Un point matériel pesant M, de masse m, 

mobile dans un plan vertical, est soumis, en plus de son poids, à Vac-

tion d'une force représentée par le vecteur mk-MO, O étant un point 

fixe du plan et k un coefficient donné. 

i° Montrer que. la résultante de ces deux forces dérive d'une fonction 

de forces. Tracer les lignes de niveau et les lignes de forces. 

Le point M, tout en étant soumis au même champ de forces, est 

assujetti à se déplacer sur une droite A, située dans le plan vertical 

donné, passant par le point O et faisant avec la verticale un angle 

de 6o°. Le coefficient de frottement au contact de la droite et du point 

a la valeur f = i Déterminer la partie de la droite où Von peut 

placer le point M sans vitesse initiale pour qiCil y reste en équilibre. 

3° Les conditions étant les mêmes qu'au paragraphe précédent, le 

point M est posé sur la droite A, sans vitesse initiale, en une posi-

tion M0 située plus haut que le point O et telle que O M 0 = — a (^en 

appelant a la quantité jp^* Étudier complètement le mouvement qui 

se produira et tracer lejiiagramme des espaces. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I° Construire la courbe d^équations paramé-

triques 
4-2*2 — 3 t 

X = > . y T /> ^ I— l* ^ I — l* 

( O n précisera la position de la courbe par rapport à ses asymptotes.) 

2° En supposant Vunité de longueur du dessin égale à icm, évaluer 

à IMMS près Vaire limitée A comprise entre ta partie de Vaxe O y située 

entre les points d'intersection de cet axe et de la courbe, et la portion 

correspondante de la courbe. 

3° Calculer de même à immS près le volume engendré par la rotation 

de l'aire A autour de Q x. 

(Strasbourg, juin 1926.) 
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Q U E L Q U E S R E M A R Q U E S S U R L E S D É T E R M I N A N T S E T L E S M A T R I G E S ; 

PAR IL IOVIGI . 

Dans la. Revue de Mathématiques spéciales (numéros d'octobre 
et de novembre 1923), j'ai montré comment on pourrait établir 
la théorie des déterminants en partant de la définition suivante : 

On appelle déterminant d'ordre /?, un poljnome fonction 
des n2 lettres du tableau 

al a} .. a* . . al 

T - a\ a\ . . .. a\ . . a\ 

K al . , . • ai . . < 
qui satisfait aux trois conditions suivantes : 

i° Il est fonction linéaire et homogène des éléments d'une même 
ligne; 

20 11 change de signe lorsqu'on change entre eux les éléments 
respectifs de deux lignes consécutives; 

3° Il est égal à l'unité, quand tous les éléments de la diagonale 
principale sont égaux à l'unité, tous les autres étant nuls. 

J'ai démontré dans l'article cité l'existence d'un pareil poly-
nôme, et son unicité. Il en résulte que chaque fois qu'on peut 
établir les trois conditions précédentes, on est assuré de se trouver 
en présence d'un déterminant. 

La deuxième condition peut d'ailleurs être remplacée par la 
suivante, qui lui est équivalente : 

Un polynome qui satisfait aux conditions i° et 3° et qui est nul 
lorsque deux lignes sont composées des mêmes éléments, satisfait 
aussi à la condition 20 et est un déterminant. 

C'est en partant de cette définition que j'ai démontré le théorème 
sur le produit de deux déterminants. 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. II. (Mai 1927.) 9 
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On peut aussi essayer de généraliser la notion de déterminaiït 

et l'appliquer aux matrices. 
Etant donné un tableau rectangulaire : 

M : aA 

on appelle matrice déduite de ce tableau et l'on désigne par . 

11«? Il 

tout polymome fonction des lettres de ce tableau qui satisfait aux 
éeux conditions suivantes : 

i° Il est fonction linéaire et homogène des éléments d'une 
même ligne. 

2° Il change de signe lorsqu'on change entre eux les éléments 
respectifs de deux lignes consécutives. 

Il est facile de démontrer que si p > n la matrice est en général 
nulle, et pour p < n la matrice est une fonction linéaire et homo-
gène de tous les déterminants d'ordre p que l'on peut tirer du 
tableau (* ) . ^ 

Nous allons nous servir de cette remarque pour établir les pro-
positions qui vont suivre : 

Produit de deux matrices. — Etant données deux matrices 

\K II et [| b»{\ 
et le déterminant 

où l'on a posé 

cgi 

uk ' •a'lb% 

on dit que | Cji | est le produit des deux matrices et l'on démontre 
qu'il est la somme des produits de tous les déterminants formés 
par les colonnes de même rang tirés des deux matrices. 

^ 1 ) V o i r la Revue de Mathématiques spéciales, mars et avr i l 1927. 
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La démonstration se fait en remarquant que \e'p\ est par ses 

lignes* une*fonction linéaire des éléments de chaque ligne de || a", || 
qui change de signe lorsqu'on transpose deux des lignes de 
matrice et qu'il jouit par ses colonnes des mêmes propriétés par 
rapport aux lignes de || bn j|. 

Il en résulte que le déterminant est une fonction linéaire des 
déterminants qui composent la première matrice, et aussi, une 
fonction linéaire de ceux de la deuxième. 

Si dans une des matrices on annule tous les éléments autres que 
ceux qui forment un déterminant de on constate que | c[p | 
est égal au produit de ce déterminant par le déterminant du même 
rang de || bnp ||, et ceci démontre la proposition. 

Produit réduit de deux matrices. — Etant données les deux 
matrices 

• . Il a p + i II et ||-b™ ||, 

déduites des deux précédentes par l'adjonction d'une (/i-j-i) ième 

colonne, j'appellerai produit réduit à la-(/i + i)ièmo colonne de ces 
deux matrices, la somme des produits de tous les déterminants 
de même rang tirés de ces deux matrices, chacun de ces déter-
minants contenant la (n + iyème colonne. 

Je désignerai ce produit par 

THÉORÈME. — Si Von considère le déterminant 

a'i\1 

. . . . 5 

P 

o 
on a 

La démonstration est la même que 'dans le cas précédent. Il y a 
lieu simplement de faire remarquer que ne peut contenir que 
des déterminants de | | | | qui contiennent la dernière colonne, 
puisqu'il s'annule lorsque les éléments de cette colonne sont nuls. 

La vérification du signe peut se faire en attribuant aux éléments 

cj; 

bn+. vp 
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des deux diagonales principales (dans deux déterminants du 
même rang) des valeurs égales à l'unité, les autres éléments 
étant nuls. 

Cette proposition peut être généralisée. 
On désigne par . * 

U «J , X ^ 

le produit réduit de deux matrices, qui est la somme des produits 
des déterminants de même rang qui contiennent tous les q der-
nières colonnes des deux matrices, et par A^ le déterminant 

C? 

kn+ï 
}P 

™ p O 

bl ... b% o .. . o 

On démontrerait de la même manière la relation 

A, = ( - i ) * \\alxbj,'\\wmm.q. 

Formule analogie à celle de Lagrange.— Étant donnée la 
matrice 

ah 
et la matrice 

où Ton pose 
\\ar'\\ = \\a\...a>¡ a»+* || 

la formule de Lagrange 

S (a\ a\ - a\ a<t )* = S (a{ ). || ( alj )» || — S Ça\ a(2 )* 

peut s'écrire avec notre notation 

|| (a?)* || = M —Il >2 II™ • 

C'est cette formule qu'il s'agit de généraliser : 

Si Von considère les deux matrices 

Il «g II et |K±Î||, 
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oà Von a posé pour la dernière colonne de la deuxième matrice 

4 ap~ • ak ap-> 

on a la relation 

Il (a?)1 Il = [ ( ¿ > ) r • W J-Il Y II - Il («?±4,)f IU+1-

En effet, si l'on désigne par A et D les déterminants qui repré-
sentent les carrés de || a1lp || et de || ap~1 ||, on peut écrire, en tenant 
compte de la valeur de 

A = 
D 

yH+i 
¿fi-i 

ce que Ton peut encore écrire 

y/l+i 

Or, en vertu du théorème précédent, le deuxième terme du 
deuxième membre est bien égal à —1| \\n+i, et la proposi-
tion se trouve ainsi démontrée. 

Théorème de M. Hadamard. — Etant donnée une ma-
trice on a toujours 

(i) 

l'égalité ayant lieu lorsque les suivantes sont satisfaites : 

(2) et r s. 

Cette relation est évidente dans le cas p = 2, puisqu'elle est une 
conséquence de la formule de Lagrange. 
. En l'admettant dans le cas d'une matrice à p — i lignes, on a 

( 3 ) Il («55-H )2 II < )2.s(a2y-... s ( 4 _ o a . 



l'égalité ayant lien lorsque les relations (2 ) sont satisfaites pour 
toutes les valeurs de r et de s comprises entre 1 et p— 1. Mais, eii 
vertu de l'égalité établie, on a 

Il W II - Il («2-1 )2 II. £ ( 4 ) * - Il (a«±\ )» ' 
d'où 

il II âll C«^-. 

l'égalité ayant lien lorsque les relations (2 ) sont satisfaites 
pour r = 1, 2, . . ., p — 1 et s ~ p. 

En remplaçant IK«^.*)2 ! ! p a r le deuxième membre de l'iné-
galité (3), on démontre la formule (1) qui, dans le cas où n = p, 
c'est-à-dire dans le cas d'un déterminant, n'est autre chose que le 
théorème de M. Hadamard. 

La démonstration précédente suppose des éléments réels, mais 
on peut facilement étendre le théorème aux quantités complexes. 
Il suffit de remplacer le carré d'une matrice par le produit de 
cette matrice par la conjuguée. Tout carré qui intervient dans la 
formule se trouve alors remplacé par le carré du module. 

Limite du carré d^une matrice. — Etant donnée une ma-
trice on peut supposer que n croît indéfiniment, p restant 
fixe ; dans ce cas ||(^)2|| devient une série multiple d'ordre p à 
termes tous positifs. 

T H É O R È M E . — Si les séries 2(a")2, . . ., 2(anp)2, à termes tous 

positifs sont convergentes, il en est de même de la série mut-

tivle représentée par |¡(^)2|| lorsque n croit indéfiniment. 

Ceci est une conséquence de l'inégalité (1) . 
On peut d'ailleurs ajouter que si les séries 2anpa7l sont conver-

gentes et ont des sommes nulles p o u r r a s et r = 1, 
5 = 1, . . . ,/ ) , on obtient la somme de || (ap)21| en faisant le produit 
des séries 2 « ) 2 , . . ., 

Dans le cas où p croît aussi indéfiniment, le théorème pré-
cédent doit être un peu modifié. 

Il devient, si nous remplaçons dans la matrice a\ par 1 4- : 

Si la série 2a\ est absolument convergente, ainsi que la 

(*) Théorème de Helge von Kocli. 
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série à double entrée (¿4)2, il en est de même de la .Wrie 

multiple || (ap)2 || lorsque net p croissent indéfiniment. 

Pour la démonstration de ce théorème, on se sert du Jerame 
suivant : 

Si la suite anà termes positifs est bornée supérieurement et 

si à partir d'une certaine valeur de n Un+P a sa plus grande 

limite, inférieure ou égale à Vunité, la suite an a une limite 

lorsque n croît indéfiniment. 

Geci est évident si la plus grande des limites est inférieure à i , 
car alors an tend vers zéro, comme le terme général d'une série 
convergente. 

Dans le cas général, étant donné un nombre s, on aura, à paitir 
d'une certaine valeur de n, 

y 
» Um-hn ^ ' 

f < I -4 - S , % 
an 

quel que soit le nombre p. 

Si an n'a pas de limite, comme la suite est bornée, soient ¡jl et X 
la plus petite et la plus grande limite de an, 

On peut alors choisir n et n -h p de telle manière que l'on ait 

Un^p > X ~ . 
M/i . ' 

et l'on peut choisir Y] suffisamment petit de manière que 

X - V 
JJ. HT- T, 

d'où 
Un-hp 

> H - s , 

>1-4-8, 

ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Revenons à la démqnstration du théorème. 
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Posons -

La série A* est convergente, et si l'on désigne par * 
IIK>)2II2 

ce que devient || (a/p)2 || lorsque n croît indéfiniment, on a 

Il ( « p Y -i-2 | a } |-H A i X i 4- 2 a\ -+- A 2 ) . . . ( i 4- 2 4- Ap). 

Or, étant données nos hypothèses, le produit du deuxième 
membre est convergent et a une limite P. 

On a donc 

La suite |j ( a p Y || est donc bornée supérieurement. 
D'un autre côté on a 

k=g . . * 

ii n ^ n n e ^ s «isî xf i ^ A = 1 

d'où v * 

A—1 

et l'on peut choisirp suffisamment grand de manière à avoir 

k—g 

J J i -4- 2 [aP^l I -f- A>+* < i A- e. 
k=\ 

On en déduit, comme conséquence dû lemme précédent, que la 
suite || {ap )~ || a une limite. 

Remarque. — Il est facile d'étendre ce qui précède au domaine 
imaginaire. 
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S U R F A C E S SE D É F O R M A N T DE S O R T E QUE L E S L I G N E S DE N I V E A U 
R E S T E N T L I G N E S DE N I V E A U ; 

P A R M . B E R T R A N D G A M B I E R . 

1. M. Goursat a déterminé les surfaces telles qu'au cours 

d'une déformation continue au sens de Gauss les lignes de 

niveau restent lignes de niveau ( American Journal of Mathe-

matics,l. 14, 1892, p. 1-8). Je vais indiquer brièvement le prin-
cipe de la recherche analytique, puis montrer comment de simples 
réflexions géométriques permettent d'obtenir, sans calculs, tous 
les résultats ( 1 ). 

2. Si l'on prend les lignes de niveau dans les plans z = const., 
on a pour deux surfaces applicables de cette espèce * 

( dx2 -t- dy2 -+- dz2 = dK2 -4- dY2 -+- dZ2, 
(i) \ 

( Z = fonction de z. 

On peut donc obtenir, quand le couple (x, y, z)r (X , Y , Z ) est 
connu, la quantité nouvelle zA, fonction de z, par une quadrature, 

( a ) dzî = dz*— dZ2, 

et la première égalité (1) revient à écrire 

(3) dx2-^dy2-^dz\^dX2-^dY2. 

Cela prouve que la surface (x, y, z{) est développable : si 
donc on pose 

dzY àZi à2z Y d2zl d2zx 

on aura l'équation 

(5) 

(*) Cette question a fait le sujet du certificat de Géométrie supérieure, 
juillet 1926, de Lille. 
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o u , e n p o s a n t 

( 7 ) - ' PÏ = p\Ji — Z\ . q, = q\Jr~V\ 

r sji — Z'2— 
Z'Z" 

v/i — Z'2 

Z" 
(8 ) ' < \/l —Z'* — pq~===y 
v » V/ ] — Z'2 . • . 

7'7" 
/i= tsJl~Z'*-q* ** , 

\/,i — Z'2 

l'équation d« Monge-Ampère, 

ZYZ" 
(9.) - — — I __ Z/2 (g2 ** + />2 * — = O. 

Cette équation s'intègre aisément par la méthode classique : les 
deux systèmes de caractéristiques sont confondus et les équations 
différentielles de ces caractéristiques admettent trois combinaisons 
intégrables; en continuant les calculs, il y a lieu d'Introduire la 

Z'Z" notation Ç pour représenter la fonction de z} - — q u a n d Ç est 

choisie, d'ailleurs arbitrairement, l'intégration complète de (9) 
s'achève, aisément enfermes finis avec* deux nouvelles fonctions 
arbitraires d'une variable; on a ainsi les expressions y, z) des 
coordonnées d'un point de la première surface. On voit alors qu'il 
y a une déformation continue, car Z est donnée par l'éqiiation 
du premier ordre en Z 

( 1 0 ) ' # Z ' Z " - ( i — Z ' 2 K 

qui donne Z'2 par une quadrature; l'équation (3 ) donne ensuiteX 
et Y . 

On peut remarquer que si l'on prend les lignes de niveau dans 
les plans x = çonst., on aura 

( dx* -h dy* -+- dz* = dX? H- h- ¿/Z2 ' 
(1 ) 

( X = fonction de x; 

on posera • 
( 2 ' ) d x t = d x * - d X * 

et la surface y, s ) sera développable, de sorte qu« si />4qt f r 
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r i, Si, tA sont !les dérivées > jp > • • • de 5 exprimée en x, et >y, 

on a au lieu de (9) l'équation 

J dœ Y <P.x 

toujours de Monge-Ampère et l'on continue comme plus haut. 
Les équations (9) et (11) constituent d'excellents exercices d'ap-
plication des méthodes générales. Il reste ensuite à montrer que 
le réseau de Kœnigs, formé avec les lignes de niveau et les courbes, 
de contact des cylindres circonscrits avec génératrices parallèles 
aux plans de niveau, se correspond à lui-même sur toutes les sur-
faces (on le sait déjà pour les lignes de niveau, mais il faut le 
montrer pour la seconde famille). 

3. Traitons la question complètement par la géométrie,; sup-
posons les plans de niveau x = const. On a posé, 

ii) . 

( •2 ) dx% dy*~{- dz*~<dY* H- dTP. 

La surface D , y, z) est développable : donc on peut exprimer 
en termes finis , y, z) par les formules 

!X} — x u 

y = xleï(u)-hTJ(a), -

z = xt Ô (a) H- TQ (a). • , ' 

les fonctions 00, Y}r, n de la variable a satisfaisant à la relation 

(4) ^ = ï =X (a ) , 

où X(a). est une fonction arbitraire de a; la surface S (# , y, 5) 
sera représentée par les équations paramétriques » 

( 5 ) | R = / 0 ) E I < » 

( z =f(x)Q (a) + 7J ( a ) , . 

qui ne font intervenir que les fonctions arbitraires f(x)1 A (a ) , 
0(a) , Qji(a))ten prenant l'une des fonctions X, Q ou 0, comme 
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nouveau paramètre (ce qui est possible si cette fonction ne se 
réduit pas à une constante), on réduit bien à trois le îiombre des 
fonctions arbitraires. On peut remarquer dès maintenant que la 
transformation ponctuelle, étendue à tout l'espace, 

( 6 )
 x

 x1=f(œ), yi=y, zl
 =

 z 

remplace la surface S par la développable D ; dans cette transfor-
mation, les lignes de niveau (relatives à yOz) restent lignes de 
niveau, chacune restant égale à elle même et n'ayant subi qu'une 
translation parallèle à O^, d'intensité variable, fonction continue 
de son abscisse primitive; les tangentes de la surface S parallèles 
à y O z deviennent les tangentes parallèles àyOz de la surface D; 
or les courbes a ~ const. sont, sur D, les génératrices; en tous les 
points d'une même génératrice G de D, les tangentes à D paral-
lèles à yOz sont toutes parallèles entre elles et à la trace sur yOz 

du plan tangent à D le long de G : donc tout le long de la 
courbe a = a0, correspondant à G sur S, les tangentes à S paral-
lèles à yOz ont conservé la même direction : elles forment le 
cylindre circonscrit à S parallèlement à cette direction; autrement 

dit les courbes x = const. et a = const. sont conjuguées sur S; 
d'ailleurs la courbh^aQ est plane et son plan est celui qui pro-

jette G sur yOz parallèlement à tyx. 

Les surfaces S étudiées ici sont toutes celles qui sont réductibles 
à une développable par la transformation (6 ) qui consiste à faire 
varier d'une façon continue les distances successives des plans 
parallèles à un même plan. Si S ou D est réalisée, à la façon d'un 
accordéon, par une série de cadres métalliques (réduits à leur 
pourtour), tous parallèles au plan yOz et reliés par un tissu 
souple, extensible, on peut dilater ou comprimer la surface de 
façon que les cadres conservent leur orientation commune, 
chaque point décrivant une perpendiculaire à cette direction de 
plan. On peut remarquer que faire la carte de D sur le plan yOz 

est très simple : on iigure la projection sur yOz de la section par 
le plan c'est une courbe G0 arbitraire ; la projection de la 
section X\ est une autre courbe C, arbitraire ; en un point M0 

de C0 on mène la tangente et l'on prend sur Ci le point où la 
tangente est parallèle à celle de M0 ; M0M< est la projection de la 
génératrice issue de M0 ; la section par le plan xQ-{- tX\ s'obtient 
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en divisant chaque segment M0M, par le point M tel que = t 

en grandeur et signe; cela fait, cette carte peut servir pour S à 
condition d'inscrire comme éloignement de chaque section de S 
non plus x relatif à D, mais cp(#) où çp est une fonction arbitraire 
de x. L'arête de rebroussement de D a pour homologue sur S une 
arête de rebroussement, enveloppe des courbes a = const. de S; 
le cylindre circonscrit à S le long de la courbe ( a 0 ) est oscillateur 
à S au point particulier où (a 0 ) touche son enveloppe [mais le 
plan osculateur à cette courbe (a0 ) au point en jeu n'est pas le plan 
tangent à SJ. 

Nous avons ainsi complètement intégré les équations équiva-
lentes 

rt — s2~ -\-p2t—ipqs)f(z) = o, 

rt— s2-\-pt y(x) = o, 

où y et 9 sont des fonctions arbitraires, et cela sans calcul, mais 
nous n'avons pas achevé le problème, c'est-à-dire trouvé les 
déformées d'une surface solution en nouvelle surface du même 
type. L'élimination de f ou 9 donne une équation d'ordre 3, 
complètement intégrée aussi. 

4. Nous arrivons au résultat en remarquant que si la sur-
face y, z) est développable [formules (3 ) du numéro précé-
dent], la surface (kx,, y, z), où k est une constante numérique 
arbitraire, est également développable. On écrit donc 

dx] -f- dy2 4- dz2 = dY2 -+- rfZ», 

k2 dx] -+- dy* H- dz2 = dY* -+- dZ2, 

dxf = dx2-~dX21 

{ k2 dx^ = dx2 — dX2 

et de là résultent évidemment les relations 

( dx2 4- dy2 -+- dz2 = dX2 + dY2 + dZ2, 

(a) -V ' f dx2 4~ dy- 4~ dz^ = dX2 4~ dY2 4~ dZ2j 

quand k varie, nous obtenons les déformées S* de S ; la déformée S, 
ne se distingue pas des autres; raisonnons donc sur S et SA-
Démontrons d'abord que les courbes a = const. de S ont pour 



— ut — 
homologues sur S^ les courbes de même défiriition : ce résultat 
n'est pas évident, car si sur S et S* nous connaissons les systèmes 
de Kœnigs relatifs aux sections planes par les plans x = const., le 
fait que les courbes x — const, se correspondent n'entraîne pas 
que les courbes de contact des cylindres circonscrits à S parallèle-
ment à une direction àeyOz aient pour homologues dans l'appli-
cation les courbes de même définition de S*. En tout cas S et S* 
ont un système conjugué commun et l'équation de Laplace relative 
à ce système est, toujours d'après M. Kœnigs (mais un autre 
théorème), la même pour les deux surfaces, soit 

(3 ) 7 - r - A(u, v) -- + B = o. 
7 du àv Ou dv 

Elle admet pour solution x, y, s, X = / ( # ) , Y , Z (et même 

2__ Y2— Z2); 

substituons x et X dans (3 ) ; la comparaison donne 

, ' d2 X dœ dx 
(4) .17. ~ 

Si l'on choisit 
dx2 du dv 

__ 0 dX. _ 

dx2 ' dx ' 

où h est une constante, on a aussi 

dx* 

de sorte que la surface (x, y , z) ou z^j est dévelop^ 

pable, ainsi que toutes ses déformées : la construction géométrique 
de S à partir d'une développable D devait nous fournir cette 

solution, banale, à éliminer. U reste donc — = o, puisque u et v 

jouent un rôle interchangeable; donc le réseau conjugué est 
formé du système v = const. ou x — const. plus de la famille con-
juguée sur chaque surface : c'est donc le réseau de Kœnigs. 

Nous avons maintenant, sans effort, la forme de X , Y , Z en for-
mant effectivement l'équation de Laplace», en employant les for-
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mules (5) du numéro précédent, avec les variables x et a*On a j 

(5) à£ = /'(*)6'i (*)• 

En remplaçant rj^ par l(a) (a), on voit que l'équation de 
Laplace 

(6) à ' B f ' { x ) 

àœàa + 

est satisfaite pour % égal à x, ou y , ou L'intégrale générale 
de (6) est manifestement, en dehors des solutions uniquement 
fonction de x, 

il) 

avec la relation 

(8) 

• 6'(a> 

Telle sera donc la forme de Y et Z (nous pouvons en ^flet nous 

dispenser de barrer les lettres X, Y et Z). Ecrivons donc 

(9) j Z =jf(*)Ô (a)-*-i¡. (a), 
( X — 

En égalant les ds2, E dx2 -f- 2 F dx da -f- G da1, le terme en dx2 

nous donne l'équation aux variables séparées, 

Egalons chaque membre à une constante (— 11) et amis avons 

(11) — n, 

(m) X = J 
(la surface S sera donc obtenue pour ri = o). Le terme en dm dm 

nous donne la relation 

e1 o; h- ao' = ^ o;, -f- SI', 

conséquence de (11). Le terme en da2 nous donne la relation 
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complémentaire 

(13) 0',2 + ô'2= e;2-h e'*. . ° f . ' 

La forme de (i i ) et ( i 3 ) conduit à poser a , 

( 1 4 ) 01 = p s i n m , 0 — P cos(JÙ, 

où p et oo sont fonctions de a et l'on trouve immédiatement 

^ ^ ej + e » -#* ; 

d'où w par une quadrature et la déformée est complètement connue 
pour chaque valeur de n; on a en effet, pour finir, 

U i ( a ) = X0i (a )= j '̂o',, 
(16) 

I ?>'(«) = M' ( a ) = 

Chaque déformée s'obtient donc par quatre quadratures 
[formules (12), ( i 5 ) et (16)] . J'ai respecté .dans ce travail toutes 
les notations de M. Goursatdans l'article cité et j'ai voulu montrer 
comment la géométrie supprime les calculs. 

5. Il reste à indiquer quelques exemples simples il suffit de se 
reporter aux courbes G0 et C, du n° 3. 

i° Si G0 et G1 sont des cercles concentriques, S est de révolu-
tion, la développable D étant un cône de révolution (ou du moins 
un assemblage de troncs de cône de révolution coaxiaux). 

20 Si G0 et Ci sont des courbes parallèles, S est surface mou-
lure, la développable D étant constituée par les tangentes à une 
hélice quelconque. 

3° Si C0 et C, sont égales, C| se déduisant de C0 par transla-
tion, la surface D est un cylindre, la surface S une surface de 
translation dont les profils de translation sont plans, dans deux 
plans rectangulaires. 

4° On peut essayer de trouver des surfaces qui appartiennent 
de plusieurs façons au type indiqué. Les surfaces du second degré 
en donnent un exemple : il suffit de les couper par des plans parai-
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lèles à un plan principal; un ellipsoïde est donc, de trois façons 
différentes, solution; un paraboloïde, de deux façons. 

5° Si Ton suppose X constant, on a Ŷ  = = ^ 4- ¿o 
et il suffit d'un décalage de l'axe des x pour écrire 

i = / ( * ) 6 ( a ) . 

Les courbes a = const. sont alors les sections de la surface par 
les plans pivotant autour de Ox en même temps que les courbes 
de contact, des cylindres circonscrits à génératrices parallèles 
k yOz, de sorte que les courbes conjuguées x = const. sont aussiv 

courbes de contact des cônes circonscrits ayant leur sommet 
surOa? : le réseau est donc conjugué, au sens de Kœnigs, double-

ment. Ce sont ces surfaces qiii sont étudiées, d'après Peterson, 
par Darboux (Théorie des surfaces, t. I, 2 e édition, p. 181-184). 
Les déformées sont du même type. La développable D est un cône. 
A tout couple obtenu ici correspond, en annulant purement et 
simplement les fonctions /}<, 75, r^, yj, un couple de Darboux-
Peterson, la développable D étant remplacée par le cône directeur 
de ses génératrices. 

6° Sauf ce cas spécial, où X est constant, on pourra simplifier 
les formules en supposant que X et a coïncident. S'il ne s'agit que 
d'une surface à représenter, comme 

T^znaei, 7/= a 6',/ 

on pourra, pour n'avoir plus de quadratures du tout dans les 
expressions paramétriques de la surface, remplacer et 6 par Q\ 
et Of, de sorte que la surface S serait représentée par 

{ z = /(ar)e' (a)-f-aô' — 6. 

70 Donnons un exemple particulièrement simple où toutes les 
surfaces S applicables entre elles sont algébriques. Je l'emprunte, 
en partie tout au moins, à mon Mémoire Sur les mécanismes 

transformables ou déformables ( Journal de Liouville, 9e série, 
t. 1, 1922). Je considère un polynome arbitraire f(x)9 de 
degré 3 ou 2, tel que f1 (x) ne soit pas carré parfait ; faisons varier 
la constante réelle G dans un intervalle convenable de façon que 
l'équation f (x) — G = o ait deux racines imaginaires conjuguées 

A un. cle Mathémal., Ge série, t. II . (Mai 1927 ) IO 
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une seules réelle : è chaque valeur de G ainsi choisie correspondent 
donc, par urne éq-maition du second degré, d«ux valeurs ne, 

réelles et deux nombres X0, X,, uéeh^ tels qaie l'on ait (¿*0, 
X0, X, étant fonction de G) 

f i n 

m)]. 

En écrivant ¡X=- f fàW'^Céi, 1 

Y = t Y/XI ( M, — J(*U 11 — u^) dur 

t sJ\q(u — Ui)*-^ ^ J^U \/\Q(u — Ui)diiy 

où H est une fonction arbitraire de U une fonction arbitraire 
de a, nous définissons une infinité de surfaces (une pour chaque 
valeur de C) ayant pour d's2, 
(%) dsï^ [ / ( u) -+- H:( £ ) ] dt%-\- (é 4- U. ) f ( U) dt du V | ($ -H U ) « / " ( u ) du*. 

Ces surfaces sont donc applicables les unes sur les autres, Pour 
avoir des surfaces algébriques, il suffit par exemple de définir la 
relation entre H ( i ) et t par l'équation £ = <p(H), où cp est un 
polynome entier ; en posant H-f-C = H.̂ , on a encore t =. d/(H1;), 
où H, est un nouveau polynome et l'intégi?aàk X devient 

. X = J v/H"if ( H O ^ H i 

qui est un polynome entier en \/H7 OU \/H + C; de même il 
suffira de parendire pouar U 1a polyniome entier en ia et de faire* \e 
change nuent de variable U = V2 OU U = U \ W 2 pour avoir Y 
et Z algébrique meut. On a ainsi une application élégante de la 
méthode classique de résolution de l'équation générale du troisième 
degré. 

Enfin, conformément à un théorème général sur les surfaces 
admettant deux séries de lignes plan es., conjuguées, on vérifie cptae 

if ( u ) —--(3 = Xv(u— w0)3-+- — 

f ' ( u ) ' = 3 [X , (w — XO(M — 

f"{u) == 6[X!(m — u0) 4-X0(w — 
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la surface S est l'enveloppe du plan radical des deux sphères 

X*-+- Y»-f- Z* — .aX/' — a(/ — x f ) = o, 

et le plan radical de deux sphères infiniment voisines d'une même 
série est le plan de ï'tme des deux lignes conjuguées relatives au 
point de contact. 

T H É O R È M E S DE P M S E U X ET DE H A L P H E N S U R LE P E N D U L E S P H É R I Q U E ; 
PAR LOUIS G É R A R D . 

En prenant pour unité le diamètre de la sphère, pour origine le 
point le plus bas, on trouve, dans les traités de mécanique, que 
l'accroissement a de l'azimut pendant une oscillation simple est 

__ / dz y a b c 

Ja </{z-a)(b-~z)(c — z) 

avec 
(t — a)( i — b) ab 

o < a < & < I — a, c = - — T—- = H R > * -
i — a — b i—a — b 

De plus 
\b 

r dz \fab _ _ r 

7 a — a)(b z) ~ 1 Z ~ J a -Cl-

• v/(i~a){i-b) 

z ) \/-.{z — a).{ib —-z) 

Donc, pour montrer que a >> 7r, il suffit de remarquer que 

( I — Z ) ^ C 

Pour montrer que a 2TT, il suffît de prouver que 

( , ) ^abc ^s/iïb ^ \/( i - -q j ( i —6 ) 
z(i — z) s/c^z z l ~ z 

En posant À = y/7(i — a ) ( i — 6), B = \iab et en remplaçant 
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A2 . . par sa valeur-^y—gjj l'inégalité ( i ) devient 

O ) • [ A ^ + B ( i — s ) ] y/A2— ¿ ( A 2 — B 2 ) — A B > o. 

M. Hadamard m'a fait remarquer que le premier membre de 
cette inégalité s'annule pour z = o et z — i. De plus, A > B (à 
cause de l'hypothèse i — a — o) ; donc la variation de ce 

premier membre est représentée parla courbe ci-dessus; donc ce 
premier membre est positif pour o < z < i. -

Pour le voir algébriquement, posons 

y/A2 — ¿ ( A 2 — B a ) = u ; 

l'inégalité (2) devient 

( A 2 + A B + B 2 - u*)u — A B ( A -h B ) > o 
ou 

( 3 ) ( « - A X « - B ) ( m + A + B ) < O . 

Quand z varie de o à 1, ¿/ varie de A à B; donc l'inégalité (3) est 
vérifiée. 

Q U E S T I O N P R O P O S É E . 

2499. 

i° Soit un Système d'axes rectangulaires dans un plan ; soient A un point 
du demi-plan o, A ' son symétrique par rapport à x'x. Trouver les 
lignes de plus grande pente de la fonction ^ ( A , M) = l o g ( M A ' : MA), 
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montrer qu'elles sont identiques aux géodésiques de l'intégrale / — , et 
J y 

que la ligne de p. g. p. de g ( A , M ) passant par B se confond avec la 
ligne de p. g. p. de M ) passant par A. 

2° Par une transformation conforme z = f ( z ) y on Tait correspondre 
biunivoquement au demi-plan y > o un domaine simplement connexe du 
plan z ; soient A, M les images de A, M. On pose M ) = ^ ( A , M) . 

Montrer que les lignes de p. g. p. de g ( A , M ) forment encore un système 
de géodésiques et, par suite, possèdent la propriété de réciprocité précé-
dente. 

3° Soient trois axes rectangulaires dans l'espace, soient A et A ' deux 

points de l'axe des y tels que O A ' = — OA. Reprendre les calculs de la 

première partie en substituant à g la fonction G (A , M)== — Â^M ' 

Montrer que la propriété de réciprocité des lignes de p. g. p. n'a plus lieu. 
Nota. — Les lecteurs possédant les éléments de la théorie du potentiel 

(tome I I I du Cours de M. Goursat) reconnaîtront en g la fonction de Green 
du demi-plan y > o, en g celle du domaine qu'on en déduit par représen-
tation conforme ( A ) ; en G la fonction de Green du domaine spatial défini 
par l'inégalité y > o. Notre problème montre l'impossibilité dvétendre à 
l'espace la propriété de réciprocité des lignes de p. g. p. obtenue pour les 
domaines plans simplement connexes. 

G . BOULIGAND. 

S O L U T I O N S DE Q U E S T I O N S DE L ICENCE . 

Question G.70. 

[Mathématiques générales, épreuve théorique de Mécanique ; énoncé 

publié en juillet 1926, p. 315 .] 

SOLUTION 

P a r R . WEINZAEPFEL. 

Une plaque en forme de triangle rectangle isoscèle OAB tourne autour 
du côté de Tangle droit OA, placé verticalement avec la vitesse angulaire 

( l ) En vertu d'un théorème classique de Riemann, les résultats du 20 s'appli-

quent à tout domaine simplement connexe du. plan 



— fgo — 

constante u). Une masse pesante m glisse sur l'hypoténuse AB et est reliée 
au point A par un fil élastique, de longueur naturelle l et dont la tension 
est proportionnelle à l'allongement ( T = kx). 

[° On suppose qu'à l'instant initial la longueur/du fil est l et la vitesse 
relative de m nulle et on demande d'étudier le mouvement. 

On peut écrire l'équation du mouvement relatif de m sur AB en 'faisant 
intervenir seulement la force d'inertie d'entraînement, on a immédiatement 

dïx 

dt2 
/ ^ 1 r /-x 

d*x , 
= ax -f- b. 

L'allure du mouvement dépend du signe de a. 

i ° a > o; on a, avec les conditions initiale« (a?o-.= o, ^ . = 10), 

x= — (ch \iat — 1) 
a 

et le mouvement sur AB a lieu toujours dans Je même sens (vers lethas);; 
2° a =. o ; on a 

1 

3° a < o; en posai^alors a = — c, il vient 

b / r . 
x = — (1 —̂  cos v c O ? 

le mouvement est oscillatoire autour de la ipositâon, 

b 

les limites d'oscillation pour x étant o et — ? la période étant — • Pour 
c V e  

que la vibration puisse pratiquement avoir lieu, il faut naturellement 

^ x> 

que — s w 0 B ; 

i ° Étant donné to = ÏOTT 
« t le poids die la masse m égal à 5k°, on a observé un mouvement relatif 
de i5o oscillations à la minute. On demande de calculer la constante i:»et 
l'amplitude de l'oscillation, en supposant l'allongement x exprimé en 
mètres, la tension T en kilogrammes et en prenant 

g = TO m/sec, l = 5m. 
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La période est 

m __ 2 
Je ~ 

d'où 
; c — 2 5 712 

et 
10 A: 

A = — 5o x- — i5 TC2, 
5 

75 7ï2 
d'Où 

£ = = 369 

et l'amplitude de l'oscillation est 

ib 5oo TU2 -4- 1 o \/i _ _ _____ _ 

de Fordre de 20. 

Question G.76. 

[ Mécaniq ue rationnelle, épreuve pratique ; énoncé publié en juil-

let 1926; p. 320.} 
v 

SOLUTION 

P a r R . WEINZAEPFEL. 

Un gyroscope est constitué par un disque circulaire de 2ocm de diamètre, 
6mm d'épaisseur et par un tore, dont le centre coïncide avec celui du 
disque, de rayons équatoriaux iocm et i4cm. Le point de suspension est 
à iocm du centre. On demande la période du mouvement de précession, 
sachant que le gyroscope fait 3ooo> tours à la miroute. 

On sait que, <|/ étant la vitesse angulaire de précession, on a 

Y Cw ' 

où l est la distance du centre de gravité au point, do suspension efc G le 

moment d'inertie par rapport à Taxe. 
On a ici, dans le système G. G. S., 

T 3ooo 
[ —Z IO , O) = —- 2 7C = 1 OO 7Z, 

60 < 

m = It p ( 60 -h 96 TU ), 

p désignant la densité. Calculons G. Pour le cylindre le moment d'inertfie 
est 3ooo;tp. Pour le tore il vaut 
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Donc 

20 ^[175 -+- 588 TC] 

et la période demandée est 

T =i ^ = 27 secondes environ. 

Question G.86. 

[Calcul différentiel et intégral, épreuve théorique; énoncé publié 

en février 1927, p. 62.] 

SOLUTION 

P a r R . ODILE. 1 

On donnait la surface réglée ( S ) , non développable engendrée par la 
droite . (D ) 

(D ) j * = 
I y = bz-h ¡1, 

où a, ¿>, X, fx sont fonctions données d'un paramètre variable. ( L ) étant la 
l igne de striction de ( S ) , on demande la condition pour que ( L ) soit courbe 
de contact d'un cylindre circonscrit à ( S ) et parallèle à O z . 

Soit z la cote du point central de D, on sait que 

_ a'\,-¥-b'\Lt-+-(ab'—ba')(a\L'—b\') (1) a'- -f- ba') 

où les accents désignent des dérivées par rapport au paramètre dont 
dépend D. Le plan tangent en ce point 

( 2 ) (b'z-h |V) (X — aZ - X ) — («'*-+-X')(Y — bZ — P ) = O 

doit être vertical, d'où 

( 3 ) , = . 7 a b — ab 

En égalant les seconds membres de (1) et ( 3 ) , il y a des réductions év i -
dentes et il reste 

(a'fi'— b'X^Çaa'-hbb') — o; 

le premier crochet ne peut être identiquement nul puisque la surface n'est 
pas développable ; reste 

£ ¿>'=s o; 
a2 -h b~ -h 1 = const, ou 

= cosa = const., 
\]a- -f- b2 -1- 1 

l 'angle de ( D ) avec O s doit rester constant; telle est la condition cherchée. 
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Géométriquement le résultat est évident. Soit le cône directeur de 
sommet O, de la surface ( S ) . Le plan tangent à ce cône le long de la 
génératrice OG parallèle à D doit être perpendiculaire au plan ver-
tical (OG , O * ) . Ce plan tangent est en effet parallèle au plan asymptote 
à ( S ) passant par D, tandis que le plan OG, O z est parallèle au plan central 
supposé vertical. En conséquence le cône directeur est de révolution autour 
de O * . 

Si l'on pose a2-h b2 = c2 ( c = const.), on pourra écrire 

a = ccosô, ¿> = csin6, 

où ô est l'angle du plan central avec le plan xOz, d'où la nouvelle forme 
des équations paramétriques de ( S ) : 

= c z eosô- I -X (0 ) , 

y = cz sin 0 H- fx(8 ). 

On veut que la ligne de striction ( L ) soit ligne de courbure sur ( S ) . 
Le z d'un point de ( L ) est déterminé par 

z = ^ ( À ' ( 0 ) s i n e — jx ' (6)cos6). % 

Les paramètres directeurs de la normale à S en un tel point sont 

A = sin0, B = — c o s 0 , G = o, 

et pour que cette normale engendre une surface développable, il faut que 

dx dy dz 

A B C 
dk dB dC 

= dz 

Il faut donc, entre X et JJI, la relation 

( 4 ) V ( 0 ) sinO — f/ (0 ) cos0 = const. ; 

L seraplane et dans un plan parallèle au plan xOy. 

Ses équations seront : 

x ~ h cos0 -+- X(0), 

y — h sin8 -h fx(6), 
( 5 ) • , 

z t= -c 

il est facile de voir que l'équation de la tangente à ( L ) s'écrit dans son 
plan, en tenant compte de (4 ) , 

( 6 ) #sin6 — y c o s b — X (6 ) sinO [Ji(0)cos0 = o. 
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Mais toute courbe ( T ) de ce même plan, quelle qu'elle soit, peut être con-
sidérée comme enveloppe d'une droite ( 4 ) , 

( A) x sin 0 — y cos0 - f -/ (0 ) = o, 

/ ( 0 ) fonction absolument quelconque. c 
Or il est évidemment possible d'identifier ( A ) à la tangente qui a pour 

équation ( 6 ) ; il suffira de choisir X(0) et p.(0) de telle sorte que 

( 7 ) * — X ( f t ) s m e - h {x(6)cos6 = / ( 6 ) ; 

en dérivant cette relation et en tenant compte de (4 ) , on obtient une 
nouvelle relation linéaire en X(0) et JJL(0) : 

( 8 ) — — X(,0)cos0 — p.(0)sin6 r=/ t(=e); 

les équations ( 7 ) et ( 8 ) donnent : 

X(0) = — Y ( 0 ) sin0 — [ / ' ( 0 ) H - h] cOs0, 
1 | x ( B ) = - /(O)cos0 — [/ ' ( 0 ) - f - / i j s in0 ; 

ceci montre que, comme ligne L, on peut prendre une courbe horizon-
tale ( T ) entièrement arbitraire; la surface ( S ) correspondante dépend des 
fonctions X(0 ) et [¿(0) déterminées par les relations ( g ) . 

Autre solution par J. DEVISME et R. WEINZAEPFEL. 

^ Question G.88. 

^Calcul différentiel et intégral, épreuve théorique ; énoncé publié 

en février 1927, p. 63.] 

SOLUTION 

P a r JACQUES DEVISME. 

On donnait une courbe gauche, sur chaque normale principale MN on 
portait MP = e — const. et par P on menait une parallèle (*D) à la tan-
gente MT. Il s'agissait de trouver la ligne de striction de la surface réglée 2. 
engendrée par (D ) . 

Un point quelconque de S s'écrit (avec des notations évidentes) 

= M + XT, 

'/ T B \ N 
d]x = T ds e ( — — — —• J ds —f- X — ds -4— T cCh 5 

on en tire 

Tdp = ds(^i- d\ 

, N-tfu = - . 
p 

B d\x = — - ds ; 
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d'où la-combinaison-. 

o x T d p ( - - ^ N d p -h B d p = o, 

Le vecteur v normal à S au point fi. est donc proportionnel à 

T. P 

à l ' infini sur D le vecteur est proportionnel à 

B 

P o u r t rouver le point centra], on écrira, que, 

V 0 V a o = o , 

ce qui s 'écrira encore, à un f ac teur près, 

T P / P P2 

d où 
A0 ~ O. % 

E t la ligne de striction est la courbe lieu du point P , ce que l 'on pouvai t 
prévoir a priori. E n effet la tangente à cette 'courbe [est normale à M P , 
de sorte que le plan tangent en P à la surface ( 2 ) est normal au plan oscil-
lateur à la courbe G en M ; il en résulte immédiatement que P est bien le 
point central de ( D ) sur ( S ) . 

Autre solution de R. ODILE et R . WE INZAEPFEL . 

C E R T I F I C A T DE M A T H E M A T I Q U E S G E N E R A L E S . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — T. On considère l'équation du deuxième 

degré en z à coefficients complexes 

s2— 2(1 -+- it-)z -4- (i — ^ ) = o, 

t désignant une variable réelle, pouvant prendre toutes les valeurs 

de — oo à H- oo. . 

i° Donner Vexpression des deux racines zx(t) et z2(t) de cette équa-

tion sous la forme 

Zi(t) = Xi(t)+ i j i ( t ) , Z2(t) = a? i (0-+- i y%( t ) . 
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a0 Pour chaque valeur de t on marque dans le plan complexe 

z = x -+- iy, 

les points P j et P 2 représentant zt et z2; quand t varie de —90 à -4- 00, 
PJ et P2 décrivent respectivement les courbes CI et C2 ; tracer ces 

courbes [on pourra cf abordformer leurs équations explicites y = f(&)]-

3° Marquer de même les points P3 et P4 correspondant à 

ePtracer les courbes C 3 et G^ décrites par ces points. 

I I . Soit G le centre de courbure correspondant au point M qui décrit 

une courbe (y)* 
I° Déterminer Inéquation y= f { x ) de ( Y ) de manière que la pro-

jection du vecteur MC sur l'axe O y soit égale à une constante 

donnée k. 

Dans la famille de courbes obtenue, déterminer celle qui passe 

par O et qui est tangente à Ox, 

0̂ = 0, jro=°> /o = °; 

indiquer Vallure générale de "cette courbe ^fo)* 

3° Sur la courbe ( f o ) on prend comme origine des arcs s le point O 
et un sens tel que k,croisse avec x. Calculer en fonction de x : 

a. Varc s; \ 

b. l'angle <7 — M t ) , M T désignant la tangente positive; 

c. le rayon de courbure R. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. Les racines sont 

Les points qui les représentent décrivent la parabole 
y =r x- — X. 

Le point P3 décrit une partie de la droite 

et le point P4, une part ie de l 'axe Ox. 

I I . La courbe ( y ) a pour équation 

y — y o = —Klogcos^- j^ . : 
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L 'a rc s a pour valeur 

Klogtang( î + ^ ) . 

L 'angle <r est le rayon de courbure R a pour valeur K 
K 

' x 
0 0 8 K 

EPREUVE PRATIQUE. — I. Etudier la variation et tracer la courbe 

représentative de la fonction; 

x t 

décomposer cette fraction en éléments simples et calculer les deux 

intégrales 
1 

1l = y dx, I2 = j f y dx 

avec quatre chiffres significatifs. % 

I I . On considère une ellipse d'axes A A ' = ia, B B ' = ib\soit MM'M"M'" 
un rectangle inscrit dans cette ellipse. Donner Vexpression du péri-

mètre p du rectangle en fonction de Vanomalie excentrique 

= ( O C O N ) 

de son sommet M. Etudier la variation de p lorsque M décrit 

Varc A B ; déterminer si p passe par un maximum ou un minimum 

et, dans Vaffirmative, donner une construction simple de la position 

correspondante de M, 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. La fonction est décroissante. Son 
intégrale générale est 

îlog 
x2-\- 1 

d'où 
T 1 1 3 T 1 1 3 

4 5 2 = ^ ^ 5 ' 

I I . Le périmètre p passe par un maximum pour 

ON est alors paral lè le à A ' B . 

b 
tangf = 

(L i l l e , novembre 1926 . ) 
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C E R T I F I C A T M G É O M É T R I E SWPfRIEtSRE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — l. a étant une longueur donnée, soit S la sur-

face d'équation 

xz2-h(x— a)(x-^-y2—%ax) = o. 

Elle est coupée par le plan des xy suivant une circonférence T et une 

droite A qui se coupent en deux points A et B. 
I ° Montrer que les sections de S par les plans passant par O z sont 

des circonférences G. En déduire une définition géométrique de S. 
Que devient S quand on la transforme par une inversion de 

pôle A ou B ? Quand on prend pour pôle d'inversion un point quel-

conque de A (sauf A et B ) ou un point réel de Vaxe O z et une puis-

sance d'inversion convenable, S se transforme en elle-même. 

3° Montrer que les lignes de courbure de S sont les circonférences G 
et une autre famille de circonférences (G ' ) . Donner une définition 

géométrique des circonférences (C). Quel est le lieu des centres de 

courbure principaux de S ? 
4° Les équations^y = ux, z=v(x— a) permettent d'obtenir dej 

équations paramétriques de S. On fait correspondre au point (u, v) 

de S le point d'un plan qui a pokr coordonnées X ' = 9(M), Y = 
Déterminer les fonctions cp et ^ de manière que cette correspondance 

soit une représentation conforme. 

iNvota. — A défaut d'une méthode plus simple, on pourra utiliser les 

coordonnées curvilignes u, v définies dans la question n° 4 pour la 

recherche des lignes de courbure de S (question 3°). 

ÉPREUVE PRATIQUE. — II. On donne la congruence de .droites « 

x- — R costo cos0 — XsinwsinO, 

y = R sin to cos 0 -1- X costo sin6, 

R étant une longueur donnée, X le paramètre fixant la position du 

point courant sur chaque droite, w et 6 les deux paramètres de là 

congruence. 

i° Déterminer la surface focale de la congruence et préciser sa 

nature; 
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2° Déterminer les dé velo p pah les de la congruente, leurs arêtes de 

rebroussement et les trajectoires orthogonales de ces arêtes ; 

3° Déterminer le point central et le paramètre de distribution de la 

génératrice, w0, O0 quand on la considère comme faisant partie de la 

surface u> = w0. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION PAR A . MONJALLON. — I L I ° La s u r f a c e ' 
fecale est les sphères y--f- z-äz i R^ = o ; 

Les développables sont définies par dt du) == r ? leurs arêtes de 
r i cosò, 

rebroussement correspondent à X = =t R cosò ; elles sont situées sur 4a sur-

face focale et leurs trajectoires orthogonales correspondent à q= cfto = 

les signes se correspondant; 

3° Lè point central est défini par X — o et le paramètre de distribution a-
pour valeur k = R sinO. 

(Rennes, juin 1926.) 

C E R T I F I C A T S DE C A L C U L D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

ÉpREivE THÉORIQUE. — C.105. — i° Les surfaces S d'équation 

y(z-\-b)~ x(x -h a), 

où a et b sont des constantes, vérifient, quelles que soient a et b, une 

équation E aux dérivées partielles du premier ordre que Von formera. 

2° Trouver la surface 2 intégrale générale de cette équation E. 
Montrer que 2 est réglée; que sont les génératrices de 2 vis-à~vi& 

de E? 

3° Le long de chaque caractéristique de E, x, y, z, p, q satisfont à 

un système différentiel D que Von intégrera complètement en 

exprimant y, z, p, q au moyen de x et de trois constantes arbitraires. 

4° On considère la surface réglée définie paramétriquement par 

les équations 

xz=tz-h®(t), y = t-z -4- tcp(t). 

Former Véquation des asy mptotiques ; déterminer «p de sorte 

que z = o donne une asymptotique particulière et intégrer l'équation 

correspondante. 

(L i l l e , juillet 1926.) 
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ÉPREUVE THÉORIQUE. — I . C . 1 0 6 . — I ° On considère Véquation aux 

dérivées partielles 

( E ) 2 p — q-x = o. 

Former les équations différentielles des caractéristiques et les 

intégrer, en mettant en évidence les coordonnées xQ, yo, z0l p0, q0 de 

Vélément de contact initial (liées par la relation 2/><>—<7§#o=o). 

Montrer que la courbe (x, y, z) support de la caractéristique 

O, y, z, p, q) 
esp une parabole. 

2° Trouver une intégrale complète ; en déduire Vintégrale générale. 

3° Trouver en se servant des équations des caractéristiques formées 

au n° 1, Vintégrale de E contenant la courbe 

z = o ; xz iy = o. 

U . C . 107. On considère les deux équations différentielles 

( E ) y " - ± - p ( x ) y ' - i - q ( œ ) y = o, 

(Ei) z"-p(x)z'-h[q(x) - p'(x)iz == o. 

# Montrer quyune intégrale arbitraire y de (Ev) et une intégrale arbi-
traire z de ( E j ) sont liées par la relation 

( A ) zy'—z'y^~pyz = C, 

où G est une constante (variable avec le choix des intégrales y ou z). 

Déduire de là que si Von connaît une intégrale particulière z de E t , 
Vintégrale générale de E s'obtient en intégrant Véquation ( A ) oà C 
sera laissée indéterminée. 

Montrer qu'en réalité on pourra se borner, pour intégrer ( A ) dans sa 

généralité, aux deux cas G = o et G = 1. 
(L i l l e , novembre 1926.) 

/ 
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L E P R O B L È M E D E L A C U B I Q U E L A C U N A I R E ; 

PAR ANDRÉ B L O C H . 

1. Dans le présent article, on verra comment on peut être 
conduit, par les considérations les plus élémentaires, à se poser, 
en obtenant même des indications sur sa solution, un problème 
qui dépasse la puissance actuelle de l'analyse; et l'on aura en 
même temps un exemple de cette fameuse « arithmétisation des 
mathématiques » , dont on a beaucoup parlé, mais que jusqil'à 
présent l'on n'a guère fait passer dans le domaine des réalités. 

2. Considérons une cubique plane indécomposable et sans point 
double. Nous allons envisager les courbes unicursales d'ordre 
m qu'elle coupe en un seul point (analytique). Une* courbe 

d'ordre m dépend de, paramètres ; pour que ses 3 m points 

d'intersection avec la cubique soient confondus, il y a 3 m — i con-
ditions; d'autre part, pour qu'elle soit unicursale, il faut qu'elle 

ait • — — - — — points doubles, qui entraînent autant de condi-

tions. Or : 
m(m-h 3) x (m — i)(m — a) i ^ —(3/72 — j ) — i 1 — o. 

i i 

Ainsi les courbes cherchées sont en nombre fini pour chaque 

valeur de Vordre m; nous ne nous arrêtons pas à en calculer le 
nombre, égal d'ailleurs à 9, comme il est bien connu, pour m ~ 1. 
Nous appellerons ces courbes, pour abréger, courbes de type 

rationnel. 

Cherchons de même les courbes unicursales d'ordre m rencon-
trant la cubique en deux points au lieu d'un seul; nous n'avons 
plus de ce dernier chef que 3 m — 2 conditions au lieu de 3 m —1. 

Ainsi les courbes cherchées dépendent d1 un paramètre, OM, 

plus exactement, se répartissent pour chaque valeur de 

Vordre m, en un certain nombre de familles à un paramètre. 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. II. ( Juin 1927.) i l 
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Ce nombre est visiblement au moins égal à la partie entière 
de — m a i s il la dépasse dès que m > i ; en effet, à chaque décom-
position 3 m = a -+- ¡3 correspond bien une seule famille de courbes 
algébriques coupant la cubique €n deux points, si a et ¡3 sont pre-
miers entre eux, mais plus d'une au contraire, d'après le théorème 
d'Abel, s'ils ne le sont pas. Nous ne cherchons pas ici le nombre 
de ces familles à un paramètre, il nous suffit de le savoir fini pour 
chaque valeur de m. Appelons les courbes unicursales correspon-
dantes courbes de type elliptique : chaque famille de courbes de 
t^pe elliptique contient un nombre fini de courbes de type 
rationnel. 

Par un point générique du plan ne passe pas de courbe de type 
rationnel, mais passent une infinité dénombrable de courbes de 
type elliptique (un nombre fini pour chaque famille). Un élément 
de contact générique du plan (système d'un point et d'une droite 
passant par ce point) n'appartient à aucune courbe de type ellip-
tique ou rationnel. 

Il est vraisemblable que par un point du plan ne peuvent jamais 
passer qu'un nombre fini de courbes de type rationnel, et il n'est 
pas impossible que l'on puisse choisir le point en sorte que ce 
nombre soit au^si grand qu'on veut. Des réflexions analogues 
s'appliquent à un élément de contact du plan, envisagé par rapport 
aux courbes de type elliptique. 

Nous admettrons que tout point du plan est aussi voisin que 
l'on veut d'un point d'une courbe de type rationnel; et pareille-
ment que tout élément de contact du plan est aussi voisin que l'on, 
veut d'un élément de contact d'une courbe de type elliptique. 
Ainsi la question de savoir si un point appartient à une courbe de 
type rationnel, un élément de contact à une courbe de type ellip-
tique est une question de nature arithmétique. 

3. Au point de vue de la pure géométrie, joignons maintenant 
celui de la théorie des fonctions. Considérons les systèmes de fonc-
tions méromorphes dans tout le plan complexe admettant la 

cubique lacunaire, c'est-à-dire tels que, si x —f(t), y = g(t) 

sont ces deux fonctions, le point (x,y) ne coïncide jamais, pour 
une valeur finie de avec un point à distance finie ou infinie de 
la cubique. Une courbe de type elliptique est alors représentable 
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par un système de deux telles fonctions méromorphes, à savoir 
deux fractions rationnelles en el\ et pour une courbe de type 
rationnel, on peut prendre simplement deux fractions rationnelles 
en t. D'après des théorèmes connus ( f ) , il n'existe pas d'autres 
courbes algébriques uniformisables par des systèmes de fonctions 
méromorphes admettant la cubique lacunaire. . „ . • 

Considérons un élément de contact quelconque du plan de la 
cubique formée d'un point M(# 0 , non situé sur.la courbe et 
d'une droite MZ passant par ce point. Soient deux fonc-
tions x{t) et y(t), méromorphes dans le cercle-unité ]t\<-i 

admettant la cubique lacunaire, telles que pour t = o le point (x , y) 

soit en M et que soit égal au coefficient angulaire de MZ. 

Considérons l'expression : 

a?'(o) J ' (o ) -+-y (o )y (o ) , 

où x'(o) e ty ' ( o ) sont les quantités imaginaires conjugués de.#'(o) 
e t y ' ( o ) . 

Si x(t) et y(t) sont assujetties à satisfaire à l'équation d'une 
courbe algébrique déterminée, tangente en M à MZ, et non com-
prises parmi les courbes de type elliptique ou rationnel, s'il en 
existe, auxquelles appartient cet élément de contact, on sait que 
l'expression ci-dessus admet un certain maximum fini déterminé 
par l'intégration de l'équation Au = eu sur la surface de Riemann 
correspondante. 

Mais considérons le maximum co2 de la même expression lorsque x 

et y ne sont supposées liées par aucune relation, maximum qui ne 
dépend que de la cubique et de l'élément de contact donné. Ce 
maximum est infini lorsque l'élément de contact donné appartient 
à une courbe de type elliptique ou rationnel; il peut a priori être 
fini ou infini lorsque cela n'a pas lieu; mais si, dans ce dernier cas, 
il lui arrive d'être infini, nous pouvons être certain, en vertu du 
principe : Nihil est in infinito quod non prius fuerit in finito, 

qu'il existe un système de deux fonctions méromorphes dans tout 
le plan complexe, admettant la cubique lacunaire, et qui ne sont 

Voir, par exemple, pour tous renseignements bibliographiques, un fascicule 
du Mémorial des Sciences mathématiques : Les fonctions holomorphes et 
méromorphes dans le cercle-unité, Paris , 1926 (fascicule X X ) . 
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pas liées par une relation algébrique ; et si donc nous n'admet-
tons pas la possibilité d'un tel fait, nous sommes conduit à con-
clure que w est fini lorsque l'élément de contact n'appartient pas 
à une courbe de type rationnel ou elliptique. Autrement dit : 

Si Von suppose fixe le point M ¡.mais variable la direc-

tion MZ de Vélément de contact issu de M, le nombre w attaché 

à cet élément est infini quand Vélément appartient à une 

courbe elliptique, ou rationnel, fini quand cela n'a pas lieu; 

c'est donc une fonction discontinue du coefficient angulaire 

de MZ, dépendant essentiellement de la nature arithmétique 

de ce coefficient. 

C'est, naturellement, ce dernier énoncé qu'il faudra démontrer, 
pour en déduire ensuite l'impossibilité d'une courbe transcendante 
uniformisable par des fonctions méromorphes dans tout le plan 
admettant la cubique lacunaire. On aura fait un grand pas dans la 
direction de ce théorème lorsqu'on aura démontré le suivant : 

Deux fonctions méromorphes dans tout le plan, admettant 

la cubique lacunaire et dyordre inférieur à Vunité, sont néces-

sairement liées\par une relation algébrique, équation d'une 

courbe de type rationnel. 

Cette dernière proposition pourra d'ailleurs être précisée par 
une inégalité en termes finis relative à la croissance des fonctions 
méromorphes dans le cercle-unité, admettant la cubique lacunaire, 
et possédant pour t = o un élément de contact donné n'appar-
tenant à aucune courbe de type rationnel (ou même peut-être 
simplement telles que le point M correspondant à l'origine ait une 
position donnée, non située sur une telle courbe); mais n'y insis-
tons pas. 

Observons que le fait pour la cubique d'être supposée sans point 
double joue un rôle essentiel dans ce qui précède; par exemple 

la cubique unicursale y = x2 4- ^ est lacunaire pour le. système de 

fonctions entières 

¿P = e/U) ? y =Z e2/U) e-f(t) eg{t)% 

où /(£) et g{t) sont des fonctions entières quelconques; les deux 
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tangentes au point double (la droite de l'infini et la droitç x = o ) 
le sont d'ailleurs aussi. 

Quant au cas d'une conique lacunaire, il suffit, pour être con-
vaincu qu'il ne peut être considéré avec profit, d'observer que le 
système de deux fraction^ rationnelles, indépendantes, de deux 
variables : 

u v (uv -H i ) 
x = , y = — - > 

w + i uv -+- ï 

ne vient sur l'hyperbole xy = i pour aucun système de valeurs 
finies de u et ç. 

4. Passons maintenant à la considération d'une variété pré-
sentant une grande analogie avec le plan affecté d'une cubique 
lacunaire : c'est le plan affecté d'une courbe du sixième ordre 

avec Vindice deux, associé à la surface appelée plan double 

sextique, d'équation 

ou est un polynome du sixième degré en x et y. Nous 
supposons que la sextique est à coefficients génériques, c'est-à-dire 
ne satisfaisant à aucune relation particulière. 

Considérons les courbes unicursales d'ordre m dont les 6 m points 
d'intersection avec la sextique sont confondus deux à deux sur la 
courbe sécante à l'exception de deux d'entre eux qui sont distincts, 
autrement dit qui sont 3 m — i fois tangentes à la sextique : leur 
nombre est fini pour chaque valeur de m; ce sont les courbes de 

type rationnel. 

De même, les courbes unicursales d'ordre m qui sont 3 m — à fois 
tangentes à la sextique se répartissent pour chaque valeur de m 

en un nombre fini de familles à un paramètre; ce sont les courbes 

de type elliptique. 

Le cylindre droit ayant pour base une courbe de type rationnel 
coupe la surface dite plan double suivant une courbe unicursale, 
symétrique par rapport au plan xOy. Le cylindre droit ayant pour 
base une courbe de type elliptique la coupe suivant une courbe 
de genre un, symétrique par rapport au plan xOy. 

Des considérations géométriques analogues à celles exposées 
pour le cas de la cubique lacunaire s'appliquent à ces courbes. Et 



. — 166 — 

des théorèmes de théorie des fonctions, selon toute apparence, sont 
vrais aussi, entièrement semblables à ceux énoncés plus haut. Ils 
se rattachent au fait certain que les courbes de type elliptique ou 
rationnel sont les seules courbes algébriques uniformisables par 
des fonctions méromorphes admettant la sextique avec l'indice 
deux, et au fait très vraisemblable que, la sextique étant générique, 
le mot « algébriques » est ici superflu. A tout élément de contact 
en position générique correspond, de la manière indiquée plus 
haut, un certain nombre fini o>. 

5. Nous avons supposé jusqu'ici que la sextique d'indice deux 
était générique, et alors l'analogie est complète avec la cubique 
lacunaire sans point double. Mais dès que l'on cesse de supposer la 
sextique générique, de grandes différencies se manifestent avec le 
cas de la cubique. 

Tout d'abord il peut exister des courbes unicursales d'ordre m 

qui soient 3 m fois tangentes à la sextique (il n'y avait aucune pro-
priété analogue pour la cubique). S'il existe une telle courbe, que 
l'on peut appeler courbe de type ultra-rationnel, l'intersection 
de la surface plan double avec le cylindre droit qui l'a pour base 
se décompose : Wle consiste en deux courbes unicursales, symé-
triques l'une de l'autre par rapport au plan de la sextique. La 
condition pour qu'il y ait une telle courbe d'ordre m dépend 
de m. 11 est donc bien probable que si l'on ne spécifie pas la valeur 
de m, cette condition devient de nature arithmétique, c'est-à-dire 
qué toute sextique est infiniment voisine d'une sextique pour 
laquelle il existe une pareille courbe, et même un nombre donné 
aussi grand qu'on veut de pareilles courbes. 

Si nous passons au point de vue de la théorie des fonctions, des 
différences plus importantes encore paraissent devoir se révéler. 
D'une part, l'existence de points multiples sur la sextique ne 
semble pas suffisante par elle-même pour entraîner un changement 
dans les théorèmes qui ont lieu pour la sextique générique, entiè-
rement analogues à ceux énoncés pour la cubique lacunaire sans 
point double; par exemple, même si la sextique se décompose en 
six droites en position générique, tout subsiste. Et d'autre part, 
toute sextique est probablement infiniment voisine d'une sextique 
telle que le plan double correspondant contienne une courbe 
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transcendante uniformisable par les fonctions méromorphes; il 
suffira d'ailleurs qu'il en contienne une seule pour qu'il en con-
tienne une infinité, et même pour qu'à un élément de contact 
quelconque corresponde un nombre w infini; en général, les condi-
tions pour qu'il en soit ainsi s'obtiendront en exprimant l'existence 
d'un nombre suffisant de courbes de type ultra-rationnel; la 
sextique composée de six droites tangentes à une même conique 
est dans ce dernier cas, car le plan double correspondant s'obtient 
en projetant d'un de ses points doubles coniques une surface de 
Kummer; mais nous ne pouvons insister sur cette question, iden-
tique à celle de la représentation sur le plan double des surfaces 
hyperelliptiques de rang deux et de diviseur quelconque. Il résulte 
en tout cas de ce qui précède qu'au point de vue de la théorie des 
fonctions les conséquences de la particularisation de la sextique 
sont le contre-pied de ce qu'elles étaient pour la cubique lacu-
naire : tandis que pour cette dernière l'existence d'un point double 
suffisait à entraîner celle de courbes transcendantes uniformisables 
par des fonctions méromorphes, ici l'existence d'un nombre de 
points doubles aussi élevé qu'il peut l'être est insuffisante; et 
inversement, tandis qu'une propriété de nature arithmétique de la 
cubique ne pouvait aucunement engendrer le même résultat, ici 
des propriétés de cette nature, en nombre convenable, peuvent 
suffire à l'entraîner. 

On voit aussi que pour le problème de la sextique d'indice deux, 
que l'on se place au point de vue géométrique ou à celui de la 
théorie des fonctions, 1' « arithmétisation » est encore beaucoup 
plus caractérisée que pour le problème de la cubique lacunaire. 

6. Les plans doubles sextiques constituent la première des 
familles des surfaces de genres un, surfaces découvertes par 
M. Enriques et se répartissant en une infinité dénombrable de 
familles, chacune dépendant de 19 modules. Pour chacune de ces 
familles auront lieu des propositions entièrement analogues aux 
précédentes, au point de vue géométrique comme à celui de la 
théorie des fonctions. 

Au sujet du problème de la cubique lacunaire, observons 
encore que la détermination des courbes unicursales coupant la 
cubique en p points seulement revient évidemment à celle des 
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courbes unicursales situées sur une surface du troisième ordre 
d'équation F 3 ( # , y , z ) — i, où F3 est un polynome homogène, 
coupant p fois seulement le plan de l'infini ; ce qui s'applique en 
particulier aux courbes de type rationiïel et elliptique. De même, 
les systèmes de fonctions méromorphes admettant la cubique lacu-
naire correspondent aux systèmes de fonctions holomorphes liées 
par l'équation de la surface. D'ailleurs le problème concernant la 
surface cubique se pose aussi lorsque son équation n'a pas la 
forme spéciale ci-dessus, et les résultats semblent devoir être les 
mêmes. 

Terminons en remarquant que le présent article contient bien 
moins de propositions complètement démontrées que de proposi-
tions seulement vraisemblables ; mais si une partie de ces dernières 
se trouvait inexacte, le sujet actuel n'en deviendrait en aucune 
manière moins intéressant. 

L E S R O U L E T T E S P L A N E S 
E T L ' I N T É G R A T I O N DE C E R T A I N E S É Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S ; 

PAR J E 1 . DELTHE IL . 

I. Soit une courbe plane (G) , qui roule sans glissement sur 
l'axe Ox\ un point A invariablement lié à cette courbe décrit une 
trajectoire (T) . Laqourbe (C ) est habituellement nommée roulante, 

la courbe (T ) roulette. Il y a sans doute peu de chose à dire sur 
la théorie des roulettes après les travaux de Cesàro et de Haton 
de la Goupillière; le présent article a pour but d'attirer l'attention 
des lecteurs des Nouvelles Annales sur une catégorie intéressante 
d'exercices s'y rapportant. 

Si nous définissons la roulante en coordonnées polaires, le pôle 
étant le point A, le roulement sera caractérisé par la relation 

' i = s 

entre l'abscisse £ du point de contact I à un moment donné 
sur O x et l'abscisse curviligne s du même point sur la roulante. 
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L'application du théorème des projections au contour 01A 
{fig. i ) nous donne, pour les coordonnées x, y du point A, les 

Fig. i. 

( i ) x = s — pcosV, y = ps inV. 

Dans ces formules, V désigne l'angle que fait avec Ox , demi-
tangente à la roulante dans le sens des arcs croissants, la direction 
positive de rayon vecteur sur laquelle le segment A I a pour 
mesure p. Si 9 est l'angle polaire correspondant, on a 

( 2 ) do — cos.V ¿fo, p c/ô = sinV ds-9 tangV = 

Il résulte immédiatement des relations (1), dans ces conditions, 
que 

dy 

( 3 ) dx = sinV d<j, dy = cosV d<j, ~ c o tY , 

où ( 4 ) d<j = p d V - b s i n V ds 

est la mesure de l'élément d'arc de la roulette sur la demi-tangenté 

à cette courbe définie par la valeur Q -{- ^ de l'angle polaire autour 

de A. 
Ces résultats étant établis, nous pouvons remplacer le pro-

blème de la recherche d'une courbe (T) définie par une 
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propriété différentielle par celai de la recherche de la 

courbe (G ) correspondante. 11 s'agit, pour l'équation différentielle 
dont dépend la courbe (T) , d'un changement simultané de variable 
et de fonction, p fonction de '6 remplaçant y fonction de x. Les 
formules précédentes permettent de trouver l'équation trans-
formée, en faisant disparaître les variables s, Y , a si on le désire ; 
mais il y a souvent avantage à conserver tout ou partie de ces 
variables. 

II. L'application de cette méthode aux équations différentielles 
du type 

y'^fiyh 

qu'on sait évidemment intégrer directement par une quadrature, 
conduit à la génération comme roulettes de nombreuses courbes 
simples. Le tableau suivant indique, dans cet ordre d'idées, 
quelques résultats immédiats. 

ÉQUATIONS. 

y = rn 

y 
— y 

y 

y=-
-y 

s/a1—y* 

ROULETTES ( T ) . 

y — tïix -F- A 

Cycloïde de base O x 
et de paramètre a 

Chaînette de base O x 
et de paramètre a 

Tractrice de base O x 
et de paramètre a 

ROULANTES ( G ) . 

<7 = 

Cercle 

p = 'la sin (6 — 60 ) 

Parabole 
2 a 

p zrz 
i —cos ( 6 — 6 0 ) 

Spirale hyperbolique 

o = : a 

Développons les calculs dans le cas de l'équation 

dont les courbes intégrales possèdent la propriété que la tangente 
et la normale en un point découpent sur O x un segment T1 de 
mesure constante a. 

De 
ay 

r = 1 y 
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nous concluons immédiatement 

p -— a c o s Y ; '' * .. 

et puisque tang V = nous avons 

r/0 = — tang 2 Y d Y . 

D'où • 

0 — 0 o = V — tangY . 

La roulante est la spirale trac trice 

o '= a cos t, 

6 — 0Q t — t a n g í , 

courbe inverse de la développante de cercle dont les équations 
paramétriques par rapport à des axes A X et A Y d'angles polaires 

0O et ^ sont, en posant tangí = u, 

X = a{ cos u -h u sin w), 

Y = « (MCOSM— sin M). , 1 

La figure 2 représente les courbes (G ) et ( r ) relatives à ce 

F i g . 2. . 

dernier exemple. Le point de rebroussement de ( r ) est obtenu 
lorsque vient sur Ox le point d'inflexion de la spirale tractrice. 

III. Soit a) le centre de courbure de la roulette en A ; la mesure 
du segment A co sur la demi-normale d'angle polaire 0 + TU 

^faisant l'angle H- ~ avec la demi-tangente positive^ est 

da.' 
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a étant Tangle - — V de cette demi-tangente positive avec O x . 

Sur le rayon vecteur d'angle polaire 0, nous avons donc 

/ k\ 4— v> da . ds^ ! d§\ " • 

( 5 ) A « O = R = 3 V = P H - 8 , N V 5 V = P ( . , + 5 ? J . 

Du reste, les formules 
x~s— pcosV, y' — cot y 

entraînent 

( 6 ) Y 
,, __dy _ —clV —d\ 

dx ~ sin3 Y ( p d\ H- sin Y ds) " p sin3 V(d§ H- rfV) ' 

Les formules (5 ) et (6 ) sont équivalentes, et nous pouvons 
grâce à elles, appliquer aux équations différentielles du second 
ordre la méthode définie plus haut. 

Un problème classique est celui de la recherche des courbes 

telles que — k (courbes de Ribaucour) ; les formules (5 ) nous 

montrent que les roulantes correspondantes vérifient la condition 

d'où l'on tire 

puis 

de 

dV= i 

1 V = " I . — > 
k — ï 

k — i 

Ces roulantes sont aussi des courbes classiques, appelées 
souvent spirales sinusoïdes. Cette correspondance entre les 
courbes de Ribaucour et les spirales sinusoïdes paraît avoir été 
signalée pour la première fois, longtemps avant les travaux de 
Ribaucour, par Ossian Bonnet, en i844» dans le Journal de 

Liouville. L'étude des cas particuliers les plus simples permet 
de retrouver les générations comme roulettes des courbes de 
Ribaucour familières; nous laissons au lecteur le soin d'en 
examiner le détail. 

La courbe de Ribaucour relative à k — 3 est la roulette décrite 
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par le point de rebroussement d'une cardioide roulant sur Ox. 

En prenant 

p = — (i -h COS0) » 2 \ • 

pour équation polaire de cette cardioide, le sommet étant origine 
des arcs, nous avons 

s ~ 4R sin -# V = — i — > 1 2 2 
d'où 

û? = a ( d sin sin3 - ) ? , 
\ .2. >i] 

y = a cos3 - • 17 2 

La figure 3 représente les courbes ( C ) et (T ) ; celle-ci admet les 

Fig. 3, 

y 

^ ( a- / / i 

\ 0 \ J œ 

mêmes sommets que l'ellipse # 2 - f -4y 2 = mais elle est tout 
entière intérieure à cette ellipse. 

IV. Cherchons enfin les roulantes (C ) telles que (T ) vérifie 
l'équation , 

i i _ i 
ÂT Âw 

c'est-à-dire soit susceptible d'engendrer, en tournant autour 
de Ox, une surface à courbure moyenne constante. Ces surfaces, 
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étudiées notamment par M. Lindelôf, jouent un rôle fondamental 
dans la théorie de la capillarité. 

Puisque 

Ia^courbe (C ) doit vérifier l'équation 

dft 2 a -— p 

dV = p — a • ' 

qui se ramène, en posant ^ = p ' , = p", à la forme 
p2 -+- p'2 __ i a — p 
p'2— pp" ~~ p — a 

Or, cette équation du second ordre est la même que celle 
obtenue dans l'étude du mouvement des planètes, si l'on veut 
caractériser en coordonnées polaires toutes les trajectoires répon-
dant à une valeur donnée de la constante des forces vives. 

Éliminant en effet le temps entre les équations fondamentales 
des aires et des forces vives 

^ V 2 

nous avons l'équation 

G2 (p2- f- p'2) = 2|Ap3-f-Ap*;' 

en égalant les dérivées logarithmiques des deux membres par 

rapport à 9, et posant a = —jf-y nous avons pour caractériser les 

trajectoires envisagées l'équation 

p2 -h pp" _"3a — i p -
p2 -h- p'2 i a — p ' 

qui se ramène immédiatement à celle des courbes (G) cherchées. 
Les résultats élémentaires de la théorie du mouvement newtonien 
nous permettent d'écrire toul de suite l'équation polaire générale 
de ces courbes, 

' __ X2 

P ~~ a H- X cos (6 — ô 0 ) * • • . 

2 11 7 = ——h h, 

• \ 

~*> M _ r  
p" dt - c ' 
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Ge sont toutes les coniques de fo jer A et d'axe focal 2a. Ainsi 
les lignes (F ) sont les trajectoires d'un foyer d'une telle conique 
roulant sur une droite ; M. Lindelôf les appelle chaînettes ellip-
tique ou hyperbolique, la chaînette parabolique étant la chaînette 
proprement dite, qui correspond à une valeur infinie de a et est 
engendrée par le foyer d'une parabole roulant sur une droite. Les 
trois surfaces de révolution à courbure moyenne constante qui 
correspondent ainsi à l'ellipse, l'hyperbole et la parabole, sont 
appelées onduloïde, nodoïde et caténoïde. 

S U R U N E G É N É R A L I S A T I O N D E S C A U S T I Q U E S P A R R É F R A C T I O N ; 

PAR L. B I C K A R T . 

Le physicien Cornu a donné la construction du point où un 
rayon réfracté touche son enveloppe, connaissant le point où le 
rayon incident touche la sienne. Je vais résoudre le problème plus 
général suivant : 

On considère sur une courbe ( A ) donnée dans le vlan un 

Fig. 1. 

point A quelconque où se rencontrent deux droites mobiles AP, 
AQ, faisant respectivement avec la normale en A les angles i 
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et r. Ces angles étant liés par une relation connue / ( i , r) = o 
trouver le point ou Vune des droites mobiles touche son enve-

loppe connaissant le point ou Vautre droite touche la sienne. 

i° Rappel de formule (fig. i ) . — Si deux droites se coupent 
en A sous l'angle a, soient M et P les points où elles touchent 
respectivement leurs enveloppes. Les normales à ces droites, en M 
et P rencontrent la normale en A aux points m et p. Si ds est 
l'élément d'arc en A sur la courbe ( A ) on a 

2° Corollaire. — Si AM se confond avec la normale en A 
à ( A ) les points M et m viennent se confondre au centre de cour-

Fîg. 2. 

bure Cde ( A ) en A. SoitR = AC le rayon de courbure ( f i g . 2). Si 
l'on appelle i l'angle de AP avec la normale AC, on aura 

di — ( r* — ¿1 ds. 
\kp R ; 

3° Projetons C en H sur AP, et soit dt l'angle de contingence 
en A ; on a 
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Projetons de même C en K sur A Q et soit Q le point où AQ 
touche son enveloppe. On aura aussi 

Entre les deux équations qui donnent di et dr éliminons dt ; il 
vient 

(a) ( â F — ' ) d r = ~~*) d i ' 

SH Appelons S le point où PQ rencontre HK et soit g-g == m. On 

a, en introduisant la notation vectorielle, 

A U — m A K _ A P — X A Q Ao — -—• r • 
i — m i — X 

En identifiant les composantes dirigées suivant AP, A Q il vient 

A H A P , A H X — m 
d o n —— — i = • 

i — m i — X A P i — X 

A K . A Q ,, , A R i X — m 
= X -—~V y d o 11 

i — X ' A Q m i — X 7 

d'où en portant dans l'équation (2 ) et après réduction 

di 
7ÏL — -7- • 

. % dr 

Telle est la relation que je voulais établir et d'où résulte la 
construction : 

Projeter le centre de courbure G de la courbe ( A ) en H et K 
sur les deux droites mobiles. Construire sur HK le point S qui 

divise HK dans le rapport^ » La droite qui joint les contacts 

de AP, A Q avec leurs enveloppes passe au point S. 

Cas particulier. — Si le centre de courbure G est à l'infini la 
construction se modifie comme suit : 

Prendre sur la normale en A un point C quelconque et cons-
truire S comme ci-dessus. La droite PQ sera parallèle à AS. 

Applications diverses. — Je me borne à énoncer quelques 
résultats faciles à vérifier : 

Ann. de Mathémat., 6e série, t . I I . ( J u i n 1927.) . 1 2 
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a • { f is* 3). — Soient J la projection de A sur HK, L celle de 

Fig. 3. 

C sur HK, N et T les points où HK coupe la normale AG et la 
tangente AT . 

S sera en L si s i n r = n sin¿, 

» en J si cosr = /icos¿, 

» en N si tangr — n tangí , 

» en T si t a n g r — t a n g í = const., 

» à l'infini si r — i = const. 

b. Centre de courbure des podaires. ç- Soient M un point 
d'une courbe (M ) , P un point fixe, 7r sa projection sur la tangente 
en M. La normale en 7i à la podaire (71) passe au milieu I de PM. 
Soient G le centre de courbure de (M ) en M, H sa projection 
sur PM, S la projection de H sur MC. La droite PS rencontre n i 
au centre de courbure de (71). 

c. Centre de courbure des coniques. — Soient P et Q les 
foyers, A le point mobile; la normale en A rencontre PQ en S. La 
perpendiculaire à AS en S rencontre AP, AQ, en H et K. Les 
perpendiculaires à AP en H, à A Q en K se coupent sur AS au 
centre de courbure G. 

(Pour ces deux derniers paragraphes, le lecteur est prié de faire 
la figure. 
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B I B L I O G R A P H I E . 

COURS D ' A N A L Y S E PROFESSÉ A L 'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, tome premier, 
par /. Hadamard, Membre de l'Institut, i vol. grand in-8 
de XXXII + 624 pages. Paris, j . Hermann, 1927. 

Qu'un livre de M. Hadamard abonde en vues ingénieuses et profondes, 
il est presque impertinent de le signaler. 

L'auteur fait connaître qu'il n'a pas voulu écrire un traité d'Analyse 
proprement dit, mais qu'il a reproduit à peu près exactement son cours de 
l 'Ecole Polytechnique. La tradition de cette Ecole veut que l'enseignement 
y soit élevé, conforme aux idées directrices de la science contemporaine. 
D'autre part, cet enseignement s'adresse à de futurs ingénieurs qui auront 
surtout à traiter des problèmes concrets et que certains développements 
excessivement théoriques n'intéresseraient que médiocrement. La notion 
d'intégrale fondée sur l'intuition géométrique de l'aire, ce serait trop peu. 
L' intégrale de Lebesgue, ce serait trop. Tout en satisfaisant le désir 
moderne de rigueur et de généralité, M. Hadamard ne perd jamais de vue 
l 'application ultérieure de ce qu'il enseigne à la Mécanique et à la Physique. 

Ses.auditeurs ont acquis en Mathématiques spéciales des connaissances 
assez étendues déjà, et M. Hadamard n'a pas à revenir, si ce n'est pour 
donner quelques indications complémentaires, sur les premières notions 
de calcul infinitésimal, sur les propriétés fondamentales des séries, sur les 
quadratures élémentaires, etc. 

Ce qui est nouveau pour ces jeunes gens, c'est la définition rigoureuse 
de l ' intégrale, ce sont les intégrales curvilignes, multiples, eulériennes, les 
séries trigonométriques. Viennent ensuite les applications géométriques du 
calcul différentiel et des intégrales multiples ( aire d'une surface, intégrales 
de surface, formules d'Ostrogradski, de Stokes) , et enfin les règles de-
calcul élémentaires relatives aux équations différentielles. 

La place me fait malheureusement défaut pour un commentaire plus 
détaillé. Je dois me contenter de dire, trop sommairement, qu'en ouvrant 
le l ivre au hasard, les plus instruits trouveront presque toujours à y 
glaner quelque chose d'instructif. I l faut cependant mentionner, comme 
témoignant des préoccupations pratiques de l 'Auteur, l'étude approfondie 
du ca lcu l numérique des intégrales définies, celle des champs de vecteurs, 
indispensable aux physiciens. D'un ordre plus abstrait sont les belles 
Notes consacrées à la sommation par moyennes, à l 'approximation des 
fonctions continues par des polynomes, à la géométrie vectoriel le affine. 

R. B. 
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EXERCICES DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL , T . I : R É S U M É 

THÉORIQUE ET ÉNONCÉS D'EXERCICES p a r VAbbé Potron. i v o l . 
g r . i n - 8 , d e X V I I I + 3 3 2 p a g e s . P a r i s , J . H e r m a n n , 1 9 2 6 . 

Voici un remarquable recueil d'exercices d'Analyse. 
Il se distingue de beaucoup d'Ouvrages similaires par les résumés 

substantiels qui précèdent chaque série de problèmes. Ce n'est pas une 
compilation, c'est un livre soigneusement et patiemment ordonné. 
Gomme la division de la doctrine est poussée loin, l'étudiant qu'arrête 
telle difficulté trouvera sans peine les applications les plus propres à lever 
ses doutes. 

L'Ouvrage s'étend à toutes les parties d'un cours ordinaire de calcul 
différentiel et intégral : dérivées, différentielles, applications géométriques, 
quadratures, intégrales multiplet, équations différentielles, équations aux 
dérivées partielles, fonctions analytiques, séries trigonométriques, calcul 
des variations. 

La rédaction est d'une concision élégante et un système développé 
d'abréviations a permis à l'Auteur de condenser beaucoup de matière en 
un nombre de pages relativement restreint. 

Le, présent Volume ne contient, comme le titre le signale, que les énoncés 
des exercices. Les solutions' sont réservées pour un tome I I qui paraîtra 
sans doute prochainement. R. B. 

Q U E S T I O N S P R O P O S É E S ; 

PAR A. LABROUSSE. 

2500. On pose P « -+- iQ_n = (x H- iy )n, Pn et étant des polynomes 
en x et y à coefficients réels. Montrer que l'aire de la portion de surface 
du cylindre droit x2h-y2 — R2 = o comprise entre le plan z = o et la 
surface d'équation 

11 

5 = ÀoH-V B*Q/t) 
k 1 

reste constante lorsque les coefficients A* et B/c varient. 
Il en est de même pour le volume V compris entre le cylindre, le 

plan z = o et la surface S. ' , 
Trouver à quelles conditions le centre de gravité du volume V supposé 

homogène reste fixe lorsque les coefficients A* et B/f varient. 
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2501. Les contours apparents d'un ellipsoïde sur les faces d'un trièdre 
trirectangle sont trois ellipses. 

Montrer que lorsque l'orientation du trièdre varie la somme des carrés 
des aires de ces ellipses reste constante, ainsi que la somme des aires de 
leurs cercles orthoptiques. 

2502. Si un plan II coupe une biquadratique gauche en quatre points 
situés sur un cercle, il en est de même de tout plan parallèle au plan II. 
Quelle est l'enveloppe des plans II passant par un point donné? 

( 

2503. Si un plan II coupe une biquadratique gauche en quatre points 
formant un groupe orthocentrique (chaque point orthocentre du triangle 
déterminé par les trois autres), il eu est de même de tout plan paral-
lèle au plan f i . 

Quelle est l'enveloppe des plans II passant par un point donné? 

2504. Les courbes gauches dont la longueur d'arc est invariante par une 
homographie conservant le plan de l'infini ont aussi leur torsion invariante 
dans une autre homographie de même type. 

2505. x et y désignant deux, variables réelles établir les relations 

> Log ( cos* — -f- Sh2 ) = Log 
jm—l n in 2 "/ 6 x -+- y 
1 • ' 

V . / # ™ Y \ i rtdingx — xThv 
; Arc tang ( u n g - Th Z . j = Arc t ang^ _ y 

1 

2506. Pour que la perpendiculaire commune à une droite A et aux géné-
ratrices G de même système d'un hyperboloïde à une nappe (H ) décrive un 
cylindroïde il faut et il suffit que A soit un axe de symétrie de H ou située 
dans le plan central d'une génératrice G déterminée et parallèle à cette 
génératrice. 

2507. Pour que les droites rencontrant normalement une droite A et 
touchant une quadrique Q engendrent un cylindroïde, il faut et il suffit 
que Q soit ou un paraboloïde de révolution d'axe parallèle à A, ou un 
cône coupé par les plans normaux à A suivant des paraboles dont les foyers 
décrivent une parallèle à A. 

2508. Soit S une conique fixe inscrite dans un triangle ABC. Les 
coniques S circonscrites au triangle ABC et tangentes à S coupent S en 
deux points MM' autres que le point de contact. Démontrer que la corres-
pondance ( M M ' ) sur la conique S se décompose en quatre involutions. 
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C E R T I F I C A T l»K G É O M É T R I E S U P É R I E U R E . 

^ÉPREUVE THÉORIQUE. — On donne la surface de révolution S qui a 

pour équations paramétriques 

x = sin t cosu), y = sint sin to, z = cos£ -h log t a n g - • 

i° Calculer les cosinus directeurs de la normale à S, les rayons de 

courbure principaux, Vangle sous lequel les lignes asymptotiques 

coupent les méridiens, la courbure géodésique des parallèles et la 

courbure totale. Déterminer les lignes asymptotiques. 

Déterminer les lignes géodésiques de lé. 

3° Par chaque point M(/, to) de 2 on mène les deux tangentes à X 

qui font avec le méridien de M un angle 8 tel que 

sin t sinô = sin£0, 

i0 étant une constante donnée. Montrer que ces droites forment une 

congruence de normales. 

Parmi les arêtes de rebroussement des développables de cette con-

gruence, il y en a qui sont sur 'S, que peut-on en dire ? 

4° Calculer la courbure totale de la surface d'équations paramé-

triques 
x=u cosi>, • y^hz u sine, z~v-ïrf(u). 

Former une équation différentielle à laquelle doit satisfaire la 

fonction f ( u ) pour que soit applicable sur 2. Suffit-il que f{ u) soit 

une intégrale de cette équation différentielle pour que soit appli-

cable sur S? 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Par chaque point P ( £ ) de Vhélice ci? eu- , 

laire (G) > 
x = cost, ^ = sin£, z — t, 

on mène dans le plan rectifiant de C une droite A faisant un angle 

constant avec 0z. On suppose A orientée de manière que, dans le plan 

rectifiant de G, la demi-droite positive A et la demi-tangente à G dans 

le sens des t croissants, soient du même côté de la parallèle à Oz 

menée par P , et l'on désignera par o l'angle constant, compris 

entre 0 et iz, des directions positives de A et de O s. On fixe la position 

d'un point M quelconque de A par PM = p. Soit S la suif ace lieu des 

droites A. 
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Calculer les cosinus directeurs de A. Calculer les coordonnées de M 
en fonction de t, p et -

Calculer les coefficients du plan tangent à S aupoint M ( í , p). Déter-

miner pour chaque droite A le plan asymptote, le plan central, te 

point central et le paramètre de distribution. Déterminer les arêtes de 

rebroussement des développables enveloppées par les plans asymptotes 

et les plàns centraux. 1 

Déterminer les trajectoires orthogonales des droites A. Par chaque 

point (t, p) de S il passe une de ces trajectoires orthogonales ; déter-

miner son centre de courbure géodésique en ce point. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION, PAR A . MONJALLON. — I. La surface S pro-
posée est la pseudosphère, la méridienne est une tractrice. On obtient 
facilement par un calcul classique les cosinus directeurs de la normale à 2, 

X = cosí costa, (j. = cosí sin w, v = — sini, 

les rayons de courbure principaux sont, calculés d'après les formules 
d'Olinde Rodrigues, 

Ri = — cot í , R 2 = tangí , 

ce sont Ri rayon de courbure de la méridienne, R2 rayon de courbure 
correspondant au parallèle. 

On trouve ensuite que les angles des asymptotiques avec les méridiens 
sont -+- t e t — t . La courbure géodésique des parallèles est 1, longueur 

de la tangente au méridien et la courbure totale est D 1 = —1, elle est 
R j R2 

constante et négative. 

Les lignes asymptotiques ont pour équation différentielle du> = dz > 

d'où en intégrant, 
t 

tan£ - = e±tù+c. 
1 • 

2 0 Les lignes géodésiques de S se déterminent facilement au moyen de 
l'équation de Clairaut rsinÔ = const., r rayon du parallèle, 6 angle avec 
le méridien, ce sont les courbes satisfaisant à 

sin í sin ô = sinío (¿0 constante arbitraire). 

3° Les lignes envisagées étant des géodésiques de 2, leurs tangentes 
forment une congruence de normales, les arêtes de rebroussement des 
développables de cette congruence sont géodésiques de 2. 

4* La courbure totale de la surface Si est ' 

1 _ u * f f — 1 

R j R c ¡ " [ ^ + ^ « + 1 ] « ' 

Pour que 2, soit applicable sur S, il faut qu'elle ait même courbure 
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totale 
rtf'f— i = — [w2/2-*- i]2 

ou 

c ' 
condition d'ailleurs suffisante. 

I I . Le plan rectifiant de l'hélice étant tangent au cylindre, les cosinus 
directeurs de A sont — sin t sin 9, cos t sin9 et coscp et les coordonnées de M 
sont 

x — — p sintf sinç cost, y = p cos t sincp -4- sin t, z = p cos<p H- i, 

Les coefficients du plan tangent à S en M (t, p) sont 

cos£(sin<p— cos^ ) -h p sini sin<p COS9, 

sin£(sincp—coscp)— p cos* sin cp cos<p, » 

psin2cp. 

Les coefficients du plan asymptote sont alors 

sini sinç cosç, — c o s t sincp cos <p, sin2 cp. 

Le point central correspond à p = o, les coefficients du plan central sont 
alors cosi (s in9 — coscp), sin ¿(sincp — cos^), o. Le paramètre de distribu-
tion est K = cot.cp — 1. L'hélice donnée est la ligne de striction de la 
surface S. L'arète deS^broussement de l'enveloppe des plans asymptotes 
est l'hélice circulaire 

x == tangcp cosi , y — tang 9 sin t, z == t. 

L'enveloppe des plans centraux étant le cylindre x2 -hy2 = 1, l'arête de 
rebroussement est rejetée à l'infini vers OZ. Les trajectoires orthogonales 
des génératrices sont définies par p = (sincp -h coscp)£. Le centre de cour-
bure géodésique est le point défini par p x p ' = — K2 . K paramètre de 
distribution. 

(Rennes, novembre 1926.) 

CERTIFICAT DE MÉCANIQUE APPLIQUÉE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Un anneau AB semi-circulaire, de section 

constante, est articulé à ses deux extrémités A , B sur deux axes hori-

zontaux, fixes, de même niveau, et perpendiculaires au plan de 

Vanneau. Un système de serrage permet au besoin d'empêcher toute 

rotation aux articulations. 
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1° Les articulations étant serrées au repos, on applique une 

charge P verticale au sommet G de Vanneau. Déterminer les réactions 

des appuis et le fléchissement de l'anneau à son sommet. 

Les articulations sont libérées, de sorte que tout frottement 

devienne négligeable, mais Von ne touche pas la charge P. Déter-

miner les nouvelles réactions des appuis, ce que devient le fléchisse-

ment au sommet, l'angle dont tournent les axes, ainsi que les cour-

bures de Vanneau à ses extrémités et à son sommet. 

3° On serre de nouveau les articulations dans ce nouvel état de 

déformation, puis on supprime la charge P . De combien se déplace 

le sommet de Vanneau? 

N. B. — Vanneau est supposé de poids négligeable par rapport 

4 P, et sa section normale est assez faible pour quon puisse négliger, 

devant son aire, son moment d'inertie par rapport à la normale au 

plan de Vanneau passant par son centre de gravité. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I° Les réactions d'encastrement en A 
P 

et B ont même composante horizontale H, même composante verticale — > 

ies couples d'encastrement ont la même valeur f , et l'on a 

H _ P klZJL v - n V ^ — Z ^ L z A 

Le fléchissement au sommet a la valeur 

_ P a 3 7T3 'i.OTC 4 - 3 2 

* ~ "El 8(tt2—8) 

2° Dans ce cas T est nul, et l'on a pour la composante H, pour le fléchis-
sement Ç, et pour l'angle 9 dont tournent les extrémités de l'arc les valeurs 

H - - R — '3-RC— 871 — 4 __ P A 3 4 N _ NT 

~~ rS ' 9 ~~ "ET 4 ~ 

En B, M étant nul, le rayon de courbure conserve sa valeur a\ au 
sommet G, la formule d'Euter donne 

1 __ 1 . a P TU — 2 
p a El 

3° Dans le premier problème le sommet G descend en C'; dans le second, 
il descend en C". 

Dans le troisième, il rencontre en G", et, en raison de la nature linéaire 
de la loi de Hooke, on a 

P a 3 T U 3 — 2 0 T : - I - 3'2 
G" G'" = G'G = 

El 8( — 8) 
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ÉPREUVE PRATIQUE. — Trois poutres rectangulaires identiques sont 

liées entre elles par une articulation sans frottement 0 (cette articu-

lation consiste par exemple en un triangle de cotés négligeables, 

autour de chacun desquels peut tourner librement l'une des poutres). 

Les poutres OA, OB sont encastrées horizontalement à leurs extré-

mités A, B, et OC repose en G sur un appui fixe, les deux encastre-

ments et Vappui sont au même niveau. 

Dans ces conditions, une charge P est répartie uniformément sur 

l'une de ces trois poutres; une charge égale est concentrée dans la -

section médiane de chacune des deux autres poutres. 

Pour quelle répartition des trois charges P Varticulation O 
subit-elle un fléchissement minimum** Calculer le minimum. 

Données : Longueur l des trois poutres, i m ; largeur, iocm; épais-

seur,, iem; coefficient E d'élasticité, i5ooo kg/mm2. 

P = i5kg. 

N, B. On néglige le poids propre des poutres et l'influence des 

efforts tranchants. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Supposons que la poutre AO supporte 
la charge répartie. Les poutres AO et BO supportent en 0 de la part de CO 
des réactions 

P P 
Q = U - , Q ' = ; ( I — M ) J 

^^ 2> A ... 

Le fléchissement Ç en 0 de la poutre OA est donné par 

P / 3 
E I Ç = — ( 4 w + 3). 

Le fléchissement Ç de la poutre OB, égal au précédent, est donné par 

p / 3 
E t Ç = — ( I 3 - 8 M ; . • 

Il en résulte 

Supposons maintenant que la poutre OG supporte la charge répartie. Le 
fléchissement Ç est alors donné par 

Ce fléchissement est moindre qu'avec la première répartition. 
Calcul numérique : Ç — 2 c m , 2 . 

(L i l le , novembre 1926.) 
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CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

ÉPREUVE THÉORIQUE — G. 108. — I° Former Vintégrale générale de 

Véquation différentielle 

d-y 

Trouver une courbe intégrale tangente, à Vorigine, à la 

droite y — x. 

3° Déterminer tous les points de contact de cette courbe y = x COS2# 
avec les deux bissectrices des angles des axes. 

4° Calculer l'aire limitée par Vune de ces bissectrices et Varc de 

courbe compris entre deux points de contact consécutifs. 

5° Déterminer le rayon de courbure en chacun de ces points de 

contact. 

6° Montrer que les centres de courbure en ces points sont sur une 

hyperbole. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — G. 109. — Le plein est rapporté à deux axes de 

coordonnées rectangulaires O x, Oy. 

Un point A décrit Vaxe Ox d'un mouvement uniforme, avec une 

vitesse égale à l'unité (système G. G. S.); il se trouve en O à l'instant 

zéro. 

Un point matériel M, de masse égale à assujetti à se mouvoir 

dans le plan xOy, est soumis à la force représentée par le vecteur MA. 
A l'instant zéro le point M se trouve sur la demi-droite O y, à une 

distance de O égale à icm et sa vitesse est nulle. 

i° Etudier le mouvement du point M, et construire sa trajectoire. 

2° Evaluer en fonction du temps le rayon de courbure de cette 

trajectoire. 
(Marseille, novembre 1926.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Intégrer 

y f / - ^ - y r ( t a n ë œ — 2 ) ~~ tang# ) = o 

en posant y ~ exz. 

II. Calculer 

S J e X e ï ^ 1 — x—y)dxdy) 

étendue au triangle délimité par les axes et la droite x-h y = 1. 
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C.110. — I I I . Soient O le pôle, Ox Vaxe polaire, M un point d'une 

courbe G, P le point où la normale en M à G coupe la perpendicu-

laire en O à OM, y la courbe décrite par P et Q, le point où la normale 

en P à y rencontre la droite OM. Construire l'une des courbes Q telles 

qu'on ait 9OQ = OM. — Revenant en cartésiennes, montrer que cette 

courbe est unicursale. Que devient son équation quand on prend Vori-

gine au point double réel et Vaxe de symétrie pour axe O xi Revenant 

aux coordonnées polaires dans ce nouveau système d'axes, définir 

géométriquement G. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — i° Développer la fonction y = Arc tan g 1 X 1 

/3 
suivant les puissances croissantes de x. Le développement obtenu 

est-il toujours valable ? 

x 

Construire la courbey = ex'~x%. Asymptotes. Tangentes aux points 

situés sur les axes. Sens de la concavité, 

(Poitiers, novembre 1926). 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

- ^ 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Un plan V tourne uniformément autour de 

la verticale* 0,3, située dans ce plan. Une tige rectiligne, rigide, 

homogène et pesante AB est astreinte à se mouvoir dans le plan P et 

son extrémité A à glisser sur l'horizontale O u du plan P. Les liaisons 

sont bilatérales et sans frottement. 

NOTATIONS. — i l longueur de la barre; G centre de gravité de cette 

barre; u = projou OG; 0 = O z , AB (sens positif de O z vers Ou). 

a. Sous quelle forme est-il permis d"1 appliquer ici l'intégrale des 

forces vives (raisonnement direct, sur Vexemple proposé). 

b. Déterminer u et 6 en fonction de t. Caractères du mouvement. 

I I . a. Traduire analytiquement le non-glissement d'un cerceau sur 

un plan horizontal fixe. Cette condition sera réalisée dans la suite de 

V énoncé. 

b. Quelle est la direction de la vitesse du centre du cerceau, quand 

son plan conserve une inclinaison constante? Cette condition sera 

également remplie dans ce qui suit. 

c. Le bord du cerceau est en fin astreint à s'appuyer sur une verticale 

fixe. Montrer que son centre décrit généralement un hypocycloïde7 

exceptionnellement une circonférencei Retrouver géométriquement ces 
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résultats, en étudiant le mouvement çlans son plan de l'ellipse, 

projection horizontale du cerceau. 

SOLUTION. — I. Prenons la masse du système pour unité. On a pour la 
force vive 

i T = -+- sin20 ^ -f- ^ , 

la fonction de forces est 

U — — g l cosÔ. 

L'équation de Lagrange relative au paramètre u est 

( i ) U,"U)2W=0. 

On a d'autre part l'intégrale des forces vives ( forme de M. Painlevé) 

u'- — OJ2 if- -H /2 8'2 ^ Ï- -4- sin2 8^ — w2 ^ sin2 ® = — % gl cos 6 -h hx. 

En vertu de ( i ) , le terme ur'2— to2 u2 est constant. D'où l'équation 

•+• sin2 8^ = ^ sin2 ô — ì p cos 8 -f- // \ 3 / 3 l -, qui détermine 6. 

I I . Les conditions de non-glissement sont 

^ —(cos8 0 do) cos& = o, 

~ —(cos6 0 d y ) sin<!> — o. 

On en déduit Ja relation — V = > montrant que la vitesse du centre 
cos^ siniy 1 

est portée par le rayon horizontal. En traduisant la liaison supplémentaire 
suivantlaquelle le cerceau s'appuie sur la verticale O j ^ , on obtientréquàtion 

(£ cos^ -f- r\ sin<V)2H 1—7~ ( — £sin»L -+- r, costi Y- == R2; v* ' T cos260 

éliminant on a l'équation différentielle de la trajectoire du centre dù 
cerceau 

LUS' UQ 

Pour intégrer, on pose Ç==p costo, TJ = osinto. On trouve une intégrale 
singulière p .= ± R cos80 et l'intégrale générale 

w — a>0 — cos0O arc tang?< — arc tang( w, cos80 ) , 
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en posant 

si l 'on pose maintenant 

m = cos60 , 

on obtient f inalement 

R ( c o s a c o s m a -+- m s ina sin m a ) , 

R ( c o s a s i n m a — m s i n a c o s m a ) , 

équations paramétriques de l 'hypocycloïde annoncée. 

L a solution géométrique se ramène à l 'étude du déplacement continu 
d'une ell ipse, tel que cette courbe passe par un point f ixe , et que lavites&e 
de son centre soit dir igée suivant le grand axe . Voir sur cette question 
un art ic le de M. B o u l i g a n d (Nouvel les Annales de Mathématiques, 

j a n v i e r 1926). 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Un système primitivement au repos se compose 

d^une tige rectiligne et homogène A B , de longueur il, de masse 2 M , 
portant à ses extrémités deux pendules simples, ayant chacun la lon-

gueur il et la masse M. La tige A B est initialement horizontale. Ce 

système est abandonné en chute libre (donc, sans vitesses initiales), et 

à Vinstant précis\ou il est tombé de la hauteur il, on fixe le point G 
de la tige tel que A C = 3 C B . Trouver l'état des vitesses succédant à 

cette opération. On prendra pour origine le milieu O de la barre à 

V instant du choc, pour axe O x la verticale ascendante, pour axe O y 

la demi-droite OB. On déterminera une position virtuelle du système 

par les coordonnées rt de son centre de gravité et les angles a, p, 0 
des pendules et de la barre avec Ox. 

SOLUTION. — Dans la position où se produit le choc, la force vive du 
système total est 

4M'j r» + Y- 6'*+ P's) + * ) ' ( « ' + P') j. 

Les l iaisons introduites imposent aux variations v irtuel les des paramètres 
les condit ions 

00 — o et or, = o. 
2 

Gomme ces liaisons persistent, les vitesses postérieures au choc, satisfont 
aux conditions 

p2_R2cos2e0' 

u = t a n g a , u cos0 o = t a n g p , 
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ou 

(i) 

(2) 

Il reste à écr ire que l 'équation générale de la dynamique des percussions 

est sat isfaite moyennant les condit ions qui correspondent aux liaisons 
introduites. On obtient aussi trois nouvelles équations 

( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) ' 

qui, jo intes à ( i ) et (2), donnent la solution cherchée. 
( P o i t i e r s , juin 1 9 2 3 . ) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — G. 111. — Deux solides de révolution identiques 

homogènes et pesants sont fixés par un point O commun à leurs axes 

( O G = OT, G et T étant les centres de gravité). 

Sur OT et sur le prolongement de GO sont calés deux cônes de fric-

tion identiques immatériels et à contact forcé qui ne peuvent que 

rouler sans glisser l'un sur Vautre. 

Le plan des deux axes est assujetti à toujours rester vertical. 

77 
Vangle constant des deux axes est supposé égal à — • 

Mouvement du système. — Variation de tous les paramètres. — 

Diverses formes de la trajectoire sphérique d'un point de 3 génératrice 

de contact des deux cônes de friction, génératrice dont on désignera 

par ô l'angle avec la verticale descendante. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — G. 112. — D'une plaque circulaire homogène 

de centre O et de rayon i2 c m , on enlève Vintérieur d'un cercle de 

centre G, passant par 0 et de rayon 5CM. 
Parmi les droites que Von peut tracer, issues de C, dans la pla*que 

restante, déterminer celle que l'on doit fixer horizontalement pour 

que la durée des petites oscillations du pendule composé ainsi formé 

avec la plaque évidée soit aussi faible que possible. 

( B o r d e a u x , juin 1 9 2 2 . ) 

'2 Ae '==o, 

AV=o. 

AÇ'-f- jj lAQ' = o, 

AAR = O, 
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EPREUVE THÉORIQUE. — G. 1 1 3 . — Soient deux axes rectangulaires Ox y . 
Deux points A et B, de masse commune m, décrivent Vun Ox, l'autre Oy, 
avec un coefficient de frottement f Ils s'attirent mutuellement suivant 
une force égale à &. AB. 

i° Déterminer leur mouvement, en supposant les conditions initiales 
quelconques. Indiquer quelles sont les différentes espèces de mouve-
ments possibles. Montrer que, lorsque les distances OA et OB varient 
dans le même sens, le travail absorbé par le frottement est propor-
tionnel à la diminution de l'aire du triangle OAB et que, lorsque les 
distances OA, OB varient en sens inverse, ledit travail est proportionnel 
,à l'aire balayée par le vecteur OP, en appelant P le quatrième sommet 
du rectangle dont les trois premiers sommets sont O, A, B. 

2° Que se passe-t-il quand on abandonne A et B sans vitesse initiale? 
3° On suppose f = o,6 et Von abandonne A et B; sans vitesse initiale, 

dans des positions telles qu'ils se mettent tous deux en mouvement. 
Queb est celui qui arrive le premier en O? Calculer le travail absorbé 
par le frottement à cet instant. 

4 ° Étudier complètement le mouvement, en supposant /< i, les 
vitesses initiales nulles et les positions initiales équidistantes de O. 
Calculer les abscisses des positions extrêmes successives et les époques 
correspondantes. Quelles sont les positions limites de A et dé B, quand 
le temps augmente indéfiniment? Calculer le travail absorbé par le 
frottement au bout de la nième élongation maxima. Limite de ce 
travail pour n infini. 

N. B. — On supposera que O x et O y ne sont pas tout à fait dans 
le même plan, pour éviter les chocs. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — G .114 . — Un cube, d'arête a, peut pivoter sans 

frottement autour d'un de ses sommets O. Une tige, de masse négli-

geable, le traverse suivant la diagonale qui joint O au sommet 

opposé A. Cette tige se prolonge du coté de O et traverse diamétrale-

ment une sphère de rayon ^ Le cube et la sphère étant supposés 

homogènes, de même densité et solidaires de la tige, on demande à 
quelle distance x de O il faut placer le centre Or de la sphère pour 
que le corps solide ainsi formé soit en équilibre indifférent, quand on 
le suppose soumis à la seule action de la pesanteur. 

Cette condition étant supposée remplie, on place les arêtes du cube 
issues de O suivant les axes de coordonnées et l'on imprime au système 
la vitesse angulaire w autour de Ox. Calculer les équations de la 
trajectoire du point A et le temps mis pour la parcourir. 

Application numérique : co = a3o tours par minute. 
(Glermont, juin 1925.) 
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SUR DES EXPRESSIONS DE C ET DE C2 PAR DES SÉRIES; 

- PAR PAUL A P P E L L . 

I° La constante C d'Euler, avec la fonction S (h), a été définie 
dans l'article que j'ai publié en juillet 1926 dans les Nouvelles 
Annales. On peut y joindre S( i ) à S (2), S (3), . . .,1a conclusion 
reste la même. 

20 On trouve, dans le calcul intégral de J. Bertrand, pour C, 
la formule 

Oï 

Supposons un développement quelconque, limité ou non 
decp(s), 

O ) ®(z) = Ço(-s) -+- -+-.••. ?n(*) H-. . .. 

On aura évidemment, en posant 

I/;= f yn(z)dz, 
J 0 . -

O ) . G = Io+Ii + . - . + Î  -+-.... 

Si le développement (2) est illimité les séries (2) et (3) sont 
supposées convergentes. 

En prenant le développement en série entière de M. Ser ( I n t e r -
médiaire des mathématiciens, 1925), 

OÙ 
_ r ï x ( i - x ) . . . ( y - i - x ) 

on obtient par (3) la formule de Fontana-Bessel. Puis en faisant 
comme lui 

log(i — z) = x, z — x—ex, 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. I I . ( Ju i l l e t 1927.) l 3 
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on a 
(— i)w Bn 

l o g ( i — z) 
' = 1 , 1 = 1 , y 
z x i — ex i ¿mi 2 ni 

où les Bn sont les nombres de Bernoulli. En identifiant avec (4) 
on a les relations données par M. Ser (/oc. cit.) entre les Bn et 
lesp w + i . Mais on a, d'après x = log(i — z), 

n— oo 

?(« ) = !—7-—, -+- - = - -+- y , -^îogs^-^i—^). 
7 l og ( i — z) z 2 AU in ! 15 v • 

n = i 
Alors 

3 T / » Bn 
1 

I 

en faisant u e 

i 0 = - : , i n = ( ~ i > ^ j f î o g — H i - ^ ) ^ , 

in. jQ 

ïn = ( - 1)«+! -ËiL r V i « « - 1 «fc ( — I)»+! B*r(?»> , 2ni JQ ~ - f 

( — — « 
•in 

Alors ^ 
Î _ B ± B 2 - B 3 

c'est l'une des série divergentes d'Euler que l'on peut remplacer 
par un développement en série limité. On a, en effet, 

1 — ^ = 1 ( - i ) * " g»*"1 + ( - i)*-" , Bn+1 ,, 
x \—ex i Jmmih ihl v \ 

où 9 est compris entre o et i. 
En intégrant comme plus haut, on obtient 

c - 1 = - + % ( _ ! )—> ^ + ( _ , ) « 9l 3 s ± L , 
% 2 4 6 2 m 2/n-h2 

où est compris entre o et i. Je pense revenir sur ces formulas 
dans un autre article. 

3° A chacune des séries (2) on peut faire correspondre une 
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série donnant C2 pourvu qu'on sache calculer les intégrales 

J » ( R ) = f K , 4 = f 
Jy J 0 

On a, en effet, 

C2= j J <?(x)y(y)dxdy, 

l'intégrale étant étendue à l'aire du carré OABA' dont les sommets 
ont pour coordonnées 

(o, o), (I, o), (I, i), (o, i). 

On a alors, à cause de la symétrie, 

C* 
1 

l'intégrale étant étendue au triangle T = OAB. En intégrant 
d'abord par rapport à x, on doit calculer l'intégrale 

'Wy) = f 9(x)dx, 
- r 

^ n — oo n zz. oo 

Donc 
n =roe 

ou 

K„= f 3n(y)<t(y)Jy. ' ' • 
«'O 

Par exemple, en prenant le développement (4)» on a 

T [ I ! ( ï ^ T ) + d y -
Pn-ht 
n -
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La première intégrale est C. Si l'on pose 

j r 1 [ yn-k-i \ I rX yn-f-1 

. ( ï é ^ y , i i ï t r = 7 ) rf-T' 

n = 0 . 

Comme, d'après la formule de Fontana-Bessel, le coefficient 
de C est la série donnant C, on a 

n = oo 

9- — Y P N + * L 
2 jLà n -+-1 n * 

71 = 0 . 

L'intégrale L ; i est connue, on a 

I = h / ^ -du, 
n + 1 ^ log a 

en retranchant au numérateur (i — qui est nul 

L n Z = n + i logw 

et en remarquant 

( n -+- i ) . (n H- i ) n . , (m — i) H- — <>2 —i)—.. . 

il vient 

l o g i p H - O - j f ' î g ^ r f « , 

T i /i + i . ( 7i -4-1 ) n, 0 L„ = — — — log s -4 - - — l o g 3 — 

la série est convergente parce que 

Ln —: < / T — - du = l oga , , 
/i-HI | l o g ^ 

on a alors — « 

On obtient de même C2 par une série dont les termes con-
tiennent les nombres de Bernoulli. 



SUR LES DROITES CONJUGUÉES COMMUNES 
A DEUX COMPLEXES LINÉAIRES ; 

PAR D. W O L K O W I T S G H . 

Nous supposons connus pour les deux complexes linéaires G 
et G,, les axes centraux A et A, supports des vecteurs résultants Z 
et Z| et des axes des couples résultants correspondants N et N ( . 

I. D'après une propriété connue des droites conjuguées, la 
perpendiculaire commune aux droites cherchées D,D< coupe 
normalement les deux axes A ,A , , elle coïncide donc avec la 
perpendiculaire commune G à ces deux axes A, A,. Nous appel-
lerons O et O, les points d'intersection des deux axes avec la 
droite G. 

Nous avons à déterminer les directions des deux droites D et D, y 

normales à G, et leurs points d'intersection avec G. 

II. Considérons le complexe G. 
En un point quelconque b de G, l'axe du couple est un vecteur bnr 

résultant du vecteur N et d'un vecteur normal au plan è.Z, de 
grandeur fcO.Z qui représente le moment du vecteur Z par 
rapport au point fe. 

Rappelons que le lieu de la droite t>7i, quand le point b décrit 
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ìa droite G, est un paraboloide hyperbolique dont un plan 
directeur est normal à. G et l'autre normal à A. Nous désignerons 
ee paraboloide par P. 

III. Cherchons maintenant, dans le complexe C, la droite 
conjuguée d'une droite bc normale à G. 

D'après les propriétés élémentaires des systèmes de vecteurs, la 
droite cherchéè b'cf est normale au plan Q.bn et coupe la droite G 
en un point b' que nous allons déterminer. 

Décomposons le vecteur Z suivant les deux directions connues bc 
et b'cr et appelons ^ et z1 les-deux composantes. La distance bb' 
est déterminée par la relation 

z' .bb' =bn 

qui exprime que le système ZN est équivalent au système des 
deux vecteurs z et z\ portés par la droite bc et par sa conjuguée. 

On notera que la direction de la droite b'c est constante quelle 
que soit la direction de bc dans le plan normal à G mené par le 
point 6, et que la distance bb' seule varie avec cette direction, 
puisqu'elle dépend de la composante z . 

IV. Le complexe Cj donne lieu à des considérations identiques, 
soit P, le paraboloide correspondant. 

Le point b appartiendra à l'une des droites cherchées D ou D, 
si les deux droites bn et bnK sont confondues; autrement dit si le 
point b est l'un des points où les deux surfaces P et P M qui ont en 
commun la génératrice G, se raccordent. 

Le point b' sera le deuxième point de raccordement . 
La droite D est normale au plan tangent commun en b' et la 

droite D' normale au plan tangent commun en b. 
Les deux droites conjuguées communes sont donc réelles ou 

imaginaires conjuguées comme les points b et br eux-mêmes. 
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SUR LES COUPLES DE CONTOURS FERMÉS DE MÊME LONGUEUR 
ET DE MÊME SURFACE; 

PAR P. V I N C E N S I N I . 

I. Établissement d'une correspondance par aires constantes 
entre deux points d'un plan. — Envisageons dans un plan deux 
courbes fixes quelconques (G) et (C'), que nous supposerons for-
mées d'un nombre fini d'arc analytiques, et une droite variable (A ) 
coupant (C) et (C' ) en M et M'. 

Nous allons montrer que si P et Vf constituent un couple quel-
conque de points de (A) symétriques par rapport au milieu 
de MM7, assujetti à cette condition que pendant le déplacement 
de (A) (déplacement quelconque à deux paramètres), les segments 
déterminés par M, M', P et P' sur (A) conservent leurs rapports 
mutuels, la correspondance ainsi établie entre P et Pr est une 
correspondance par aires constantes. 

Soient en effet w et P les paramètres fixant les positions des 
points M et M' sur (C ) et (C'), 

( X — x(u). , ( x'=xf(v), 
M M' ' W 

y =y(u\ I /=/(?). 

Si l'on pose X = — . les coordonnées des points P et P7 sont 
r P M ' r 

x -4- Xx' [ v, x'-^Xx 
X = —- 5 \ A = r— > 

. - H - X \ 14- X P l P < ' 
Y „ y -+- } Y 

I -I- X ' ( 14- X 

Le calcul de l'élément d'aire décrit par P donne 

du dv. ds 
( I + X)> 

dx dy' dy dx 
du dv du dv 

La forme du résultat montre que dsP, a la même valeur. 
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La correspondance entre P et P' est bien une correspondance 
par aires constantes comme nous l'avions annoncé ( ' ) . 

IL Supposons maintenant que M et M' se déplacent,, non plus 
indépendamment l'un de l'autre sur (C) et (C ) , mais de façon à 
décrire des arcs homologues égaux. Dans ce cas P et P' décrivent 
deux courbes (T), (T' ) du plan. Il est aisé de montrer que (F) 
et ( F ) se correspondent avec égalité des arcs homologues. 

On a en effet en désignant par ds l'élément d'arc décrit par P, 
et par ds' l'élément d'arc homologue décrit par P', 

ds2 = ^ ^ ^ |'dx% + H-X2(C/^'2-h dy'2) -+- il(dx dx'-h dy Î 

ds'2 = (¡^ly dy,2-h \2(dx2 -4- dy2) -4-i\(clx dx'-4- dy • 

Si dx2 +dy^ = dxhl + dy'2 on a bien : ds1 = ds1'2. 
Les différents couples de points tels que P, P', correspondant 

aux différentes valeurs de X, établissent donc sur les courbes qu'ils 
décrivent des correspondances par égalité d'arcs. Ce résultat 
s'établit d'ailleurs simplement par la géométrie. 

III. Supposons enfin que (C) et (C') soient deux contours 
fermés de même longueur, et que M et M' décrivent (C) et (C' ) en 
parcourant des arcs égaux. P et P' décrivent alors eux aussi deux 
contours fermés (F), (Tf) de même longueur. A quelle condition 
(T) et (Y') auront-ils aussi même aire? 

Si l est la longueur commune à (C) et à (C'), et si l'on suppose 
{x\y') exprimés en fonction de l'arc s de (C) ou de (C'), 

on aura, après un calcul facile, pour les expressions des surfaces 
limitées par (C) et (C'), 

i r l 
Sc = - r— I (x dy—y dx ) -4- X(x dy'-h x' dy—y dx'—y1 dx) 

( i -4 -A ) -J 0 

4- X- ( x' dy' — y' dx' ), 

S j j - ^ y y J* (x'dy' — y' dx') -4- X (x' dy -H x dy'—y'dx—y dx') 

-K-X2(á? dy—y dx). 

C1) La correspondance simple ci-dessus est en relation avec l'étude des con-
gruences rectilignes à surface moyenne plane (Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse, 1927, en cours d'impression). 
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Sc sera égale à Sc, si 

0 o 
(x dy —y dx ) H- X2 / (x' dy'—y' dx') 

(x'd/ — y dx') -H X2 / ( x dy —y dx ). 
o 

Cela exige que 

(x dy—y dx) — I (]x'dy' — y'dx'), 

c'est-à-dire que les contours de départ (G) et ( C ) aient même 
surface. On peut donc énoncer ce résultat : 

A tout ensemble de deux contours fermes ayant même 
longueur et même, surface, on peut faire correspondre une infi-
nité de couples de contours possédant les mêmes propriétés ; il 
suffit d'établir entre les deux contours une correspondance par 
arcs égaux et de prendre sur la droite joignant deux points 
homologues M, M' deux points P et P ; tels que 

P et P ; décrivent deux-contours de même longueur et de même 
aire. 

Tout couple de contours jouissant des propriétés ci-dessus est 
d'ailleurs susceptible du mode de génération précédent, d'une 
infinité de façons. 

Signalons que le résultat du n° I est un cas particulier du 
suivant qu'il serait aisé de vérifier : 

Si M et M', au lieu de décrire deux courbes (C) et (C) du 
plan, se déplacent en restant homologues dans une transfor-
mation quelconque par aires constantes du plan} il en est de 
même de tous les couples (P, P'), définis comme au n° I, portés 
par la droite MM/. 

PM P 'M ' 

PM ' P 'M 



IV. La propriété qui fait l'objet du n° I î s'étend à deux courbes 
de l'espace. 

Si M et M' sont deux points homologues quelconques de deuoc 
courbes (C ) et ( G ) de C espace sur lesquelles se trouve établie 
une correspondance par arcs égaux, les couples de points P et P' 

PM P ' M ' \ , 
= = : = — X } > déterminent sur les courbes (T) et (I") 
PM' P ' M ) \ > \ J 

sur lesquelles ils sont distribués, une correspondance par arcs 
égaux. 

Pour s'en rendre compte, on peut par exemple projeter la figure 
formée par quatre éléments d'arcs associés (dsm dsw, dsP1 dsw) sur 
le plan parallèle aux quatre tangentes correspondantes, les éléments 
d'arcs envisagés se projettent suivant des éléments équivalents, et 
la propriété annoncée résulte du n° II même. 

La propriété actuelle peut intervenir dans certaines questions 
intéressant la géométrie des surfaces. 

Voici un exemple qui vient naturellement à l'esprit. 
Imaginons que M et M' décrivent deux surfaces applicables 

quelconques (§-) et (S ; ), en restant homologues dans l'application. 
P etP' décrivent alors, d'après ce qui précède, deux surfaces (2 ) 

et (2 ' ) telles que deux arcs homologues quelconques soient égaux. 
( 2 ) et (2 ' ) sont applicables. 

A tout couple de surfaces applicables la construction géomé-
trique indiquée ci-dessus en fait donc correspondre une infinité 
d'autres. 

Si en particulier X est infiniment voisin de î, ( 2 ) et (2 ' ) sont 
infiniment voisins, et l'on voit apparaître, de façon purement 
géométrique, le lien qui existe entre le problème de la recherche 
des couples de surfaces applicables et celui de la déformation infi-. 
niment petite. 



SUR UN SYSTÈME DE CONDITIONS 
ASSURANT L'HOLOMORPHIE D UNE FONCTION ; 

P A R ANDRÉ R O U S S E L . 

Dans cet. article sans prétentions je me propose d'indiquer 
comment on peut former très simplement un système de conditions 
nécessaires et suffisantes, qui ne semble pas avoir été signalé 
encore, permettant d'affirmer l'holomorphie d'une fonction uni-
forme f(z) de la variable complexe z. 

Pour cela, nous démontrerons un théorème sur l'existence de la 
dérivée d'une fonction de variable réelle y (oc). Ce théorème est 
d'ailleurs bien connu, mais nous allons montrer qu'on peut le faire 
apparaître comme une conséquence presque immédiate d'une pro-
position d'Ascoli relative à l'existence de la fonction d'accumulation 
d'un ensemble de fonctions également continues et également 
bornées. 

On sait (principe de Bolzano-Weierstrass) qu'un ensemble E 
formé de points contenus sur un segment de droite D admet au 
moins un point d'accumulation, c'est-à-dire un point d'abscisse 
tel qu'à tout s o corresponde une infinité de points de E satis-
faisant à l'inégalité 

| X X0\<£. 

Si l'on considère maintenant un ensemble W contenant une 
infinité de fonctions définies dans un même intervalle (0,1) par 
exemple, et satisfaisant à l'inégalité 

l / ( ^ ) l < M 
(on dit alors que les / sont également bornées), où M ne dépend 
pas de la fonction considérée, on peut se demander si W admet 
une fonction d'accumulation, c'est-à-dire s'il existe une fonction 
/ô(a*) telle qu'à tout £ > o o n puisse faire correspondre une infi-
nité de f(x) appartenant à W et vérifiant la condition 

\f(x)-f0(x)\<B (0,I). 
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Or il est facile de voir que l'on ne peut pas répondre toujours 
par l'affirmative, comme le montre l'exemple très simple des 
fonctions " 

y z = s \ m z a x ( 0 , 1 ) ( n = 0 , 1 , . , oo). » 

Mais il est possible d'introduire une condition supplémentaire 
grâce à laquelle on a le droit d'affirmer l'existence de la fonction 
d'accumulation : c'est la condition à1 égale continuité dont voici 
la définition : Les fonctions cl1 un ensemble W sont également 
continues si à tout nombre positif s on peut faire correspondre 
un nombre positif è tel que pour tout couple x2) satis-

faisant à 
I — 

on ait pour chaque fonction de W : 

Cela aura lieu en particulier si les f ont des rapports incrê-
mentaux bornés dans leur ensemble, autrement dit si l'on a quelque 
soit /, x u x2 : 

Xv X\ -

en effet, il suffira de prendre 

- " . 8 < - h v ' . ' - : ' 
pour avoir 

Le théorème d^Ascoli que nous admettrons sans démons-
tration (* ) s'énonce alors ainsi : 

Tout ensemble formé dyune infinité de fonctions également 
continues et également bornées admet au moins une fonction 
d'accumulation continue 

Nous allons en déduire le corollaire suivant : 

Toute fonction y{x) (a<#<6) satisfaisant, quels que 

(*) Pour la démonstration, voir par exemple A. ROUSSEL, Recherches sur le 
Calcul des Variations (Thèse de Doctorat) ( Journal de Mathématiques pures 
et appliquées, t. V, pages 4»4 à 4°8). 

(3) Ceci est encore vrai sans qu'il soit nécessaire de supposer les fonctions 
également barrées, mais la fonction d'accumulatioii pourra alors être y = dz 00 . 
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soient x et h à la condition 

<0 
v(x — h) — iy(x) 

< M , 

admet dans tout Vintervalle (a, b) une dérivée première con-
tinue. 

Soit T la courbe représentant la fonction 

et considérons la ligne polygonale 11̂  inscrite dans T dont les 
sommets successifs ont pour abscisses x0, xK, . . ., xn, et soient 

les coefficients angulaires des côtés de 11̂ . Soit dans un système 
d'axes auxiliaires {Or xy) la courbe en paliers qui représente la 
fonction discontinue un(x) ainsi définie 

l'équation de la ligne brisée continue qu'on obtient en joignant 
le point y\) au point y 2 ) puis à ( ^ / s ) - • m 
{ X n ^ / n - i ) à O*-1, /„ ) , et (>„_,, y n ) à (xn, y'n). 

Chaque côté de 272 fait avec Ox un angle dont la tangente est, 
en vertu de ( i ) , inférieure à M. Par suite les ^«(¿e) sont également 
continues, comme ayant chacune un rapport incrémental inférieur 
à M; donc les ^n(x) admettent une fonction d'accumulation i{/0 (a?), 
continue ou égale à ± oc , et l'on peut trouver une suite 

de fonction ^ qui convergent vers Or 

y = ©(#) (a. b). 

Divisons (ci) b) en n parties égales par les points 

et = = Xq. x \, %, x n = b 

et soit 
=y'i Xi-X^X < Xi) 

y' = tyn(œ) («, b) 

tyn(x) — un(x) |< — .* 
n 

Donc la suite 

<3) ai(x), u2(x), up(x), 



formée des Ui correspondant aux d;, de (2 ), converge elle aussi 
vers W0(x), et par suite 

lim / un(x) dx — I <tyo(x)dx. 

Mais, d'après la façon dont on a formé les fonctions on a 
aussi 

• lim / un(x) dx = <p(x) — 
7l=ocJa 

r x ' 

J n 

Donc 

ce qui prouve que 9(5?) admet une dérivée égale à et que 
cette dernière fonction est finie. 

Ceci posé, stoit 
/ 0 ) = P + 

une fonction uniforme de la variable complexe z = x -f- iy* Nous 
allons appliquer le théorème précédent en donnant d'abord à z un 

accroissement ptirement réel que nous pouvons prendre égal à -

(n entier), puis un accroissement purement imaginairé i 

Si l'bn a, quel que soit w, 

* + - W ( s - i ) - » / ( * ) < M, 

où M est une constante positive, on en déduit l'existence dé la 
dérivée en z pour des accroissements réels. En effet l'inégalité 
précédente est équivalente à deux inégalités, et les deux conditions 

obtenues, on en tire l'existence de et de De même de l'iné-
7 ôx dx 

galité 

< M, 

on déduit l'existence de la dérivée de f{z) quand z reçoit un 
accroissement purement imaginaire. • , 



Si l'on a de plus 
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• ! 

( 4 ) i 
n 

. i 
i -

n 

¡VI 

ou encore 

n2 / ( , + I ) _ / ( , ) j + f j / + i 0 _ / ( „ j | < M, 

les deux dérivées en z définies plus haut seront égales. En effet, 
leur différence qui est 

\ ox py J \ôx oy J 

possède, d'après (4), un module arbitrairement petit, donc nul, 
d'où 

àP __ ¿Q. àQ 

àx — dy') âx ày 

et ces relations expriment comme on sait que f(z) possède en_z Une 
dérivée unique pour un accroissement quelconque de la variable 
complexe. 

En résumé : si une fonction uniforme de z satisfait à Vin-
tèrieur d'un certain domaine D, aux trois inégalités suivantes 
ou n est un entier arbitraire, 

n2 

/ P + Ï ; <M, 

< M , ; 

où M désigne une constante positive, f(z) est holomorphe 
dans D. 

Il est d'ailleurs clair que la réciproque est exacte, car si f(z) 
est holomorphe dans D elle a des dérivées de tous.les ordres holo-
morphes dans ce domaine, d'où l'on déduit sans peine le résultat 
précédent. 
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4  

QUESTION PROPOSEE. 

2509. Le cercle oscillateur en un point variable m d'une courbe 
gauche ( y ) engendre une surface gyrocyclide ( S ) qui admet pour ligne de 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. C. 115. — I° Soient une courbe plane C, P 
la projection orthogonale d'un point donné O du plan sur la 

tangente au point courant M. Déterminer les courbes G telles que l'on 

ait OM = a . O P , a étant une longueur donnée. 

Soient une surface S, P la projection orthogonale d'un point 

donné G sur le filan tangent au point courant M. Former Véquation 

aux dérivées partielles qui caractérise les surfaces S telles que Von 

ait OM = a . O P , a longueur donnée: 

3° Montrer géométriquement qu'il existe une intégrale complète 

formée de sphères. La déterminer ainsi que Vintégrale singulière. 

A défaut de cette solution géométrique, détermùier analytiquement 

une intégrale complète soit en employant les coordonnées polaires de 

Vespace, soit en effectuant une inversion de pôle O. 
4° Indiquer la nature géométrique des caractéristiques et montrer 

que ce sont des lignes de courbure des surf aces intégrales. Donner une 

définition géométrique simple de Vautre famille de-lignes de cour-

bure. 

I I . G. 116. — I° On considère les intégrales 

courbure cette circonférence. P . SICARD. 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

oit t est réel et positif et z = x -h iy complexe. Dans quelles conditions 

ont-elles un sens ? 

•2° Montrer que F(z).est holomorphe dans tout domaine borné dans 



lequel x est positif et que, dans ces conditions, 

z z-h i nl(z-hn) 

Etablir que la série du second membre de (i) converge uniformément 
dans tout domaine borné ne contenant pas les points o, — i , — 2, . . . . 
En déduire que F(^) est prolongeable analytiquement dans tout le 
plan et est méromorphe. 

3° On pose 

J ru> 

f e—ttz— ldt (m entier positif). 
1 

Montrer que Gm(z) est holomorphe dans tout domaine borné. En 
déduire que G (z) est une fonction holomorphe en tout point à distance 
finie. 

4° Montrer que, pour y — o et x > o, 

— r < F < » < i 
x(x-hi) K 7 X 

et que, quel que soit z, 
| G ( * ) l < r ( | * | + i), 

étant la fonction eulérienne. En déduire que G (s ) est de genre 1 
et est décomposable en facteurs sous la forme 

ao 

1 
lit sériel -—étant divergente. 

Ad | an | 

ÉPREUVE PRATIQUE. :— Les axes Oxyz sont rectangulaires. Une 
droite MP se déplace de telle façon que le point M décrive le cercle 
z = o, x2-hy2 — a2, que le point P décrive le cercle y = o, x2 -h z2 = b-
et que les angles de OM et OP avec Ox soient égaux (ces angles 
sont comptés dans le sens de 0 x vers O y et dans le sens de Ox vers 
O z respectivement). On appellera 6 V angle ( O x , OM). Soit S la sur-
face engendrée par la droite MP. 

i° Calculer le volume compris entre la surface S et les plans de 
coordonnées dans la portion de Vespace où x > o, y > o, z >> o. Quel 
est le maximum de ce volume lorsque a et b varient de telle façon 
que a2-\-b2— R2, R étant donné? 

20 Trouver les lignes asymptotiques de la surface S. On donnera 
notamment l'équation cartésienne de leurs projections sur le planyOz. 

Nota. — Dans la première question on pourra, par exemple, remar-

Ann. de Malhénut6e série, t. II. (Juillet 1927.) i 4 
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quer qu'un point du volume considéré a pour coordonnées , 

x=u[a-Jr-v(a— 6 ) ] c o s 6 , 

y = ua(i v) s inf , 

z = — uvb sinG, • 

u et v étant deux par ancêtres variant entre certaines limites et 0 

variant de o à (Strasbourg, juin 191x7.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. C. 117. — Soit l'équation différentielle 

d\L __ 4K2¥ 
( 0 dk • (X2 + P .2+1— K * ) ( X » H - ^ * - + - H - K * ) ' 

où X, |JL sont deux coordonnées rectangulaires dans le plan OXJJL, K une 

constante réelle positive. On pose 

¿K fj, 
( 2 ) tang® = 

X2 —F- U2 - - 1 — K 2 

Vérifier que Véquation (1) est équivalente à 

( 3 ) RF?~I£=O. 

II . On suppose la fonction 9 des deux variables indépendantes X, 
jjL définie par la formule (-2). 

а. Pour K = i , donner Vinterprétation géométrique de tangcp, point 

critique, quand (X, \l) tourne autour de Vorigine et revient au point de 

départ quel changement subit 9. 
б. Pour o < K < 1, /a fonction cp(X, jx) uniforme. 

c. Pour 1 < K, la fonction o admet les points critiques (\/K-2— o ) 
et (—\/K2 — 1, o ) . On suppose que (X, p.) suive une courbe continue 

partant de l'origine et allant en un point M donné; la valeur initiale 

de 9 est prise égale à o; classer les déterminations de 9 à l'arrivée 

en M; influence d'une circulation autour d'un point critique. 

I I I . L'expression 

• 2 X p. d\ 1 
d\J = 2 K F ( X * ~ ~ ^ 1 ~~ K 2 ) d [ L ~ 

(X2-+- [X2 —j- 1 — K.2 )2 —i— 41 

est une différentielle totale exacte; calculer la valeur de l'inté-

graleJ d\3 prise le long d'un circuit fermé de dimensions suffisam-

ment petites entourant l'un des points (y/KJ—i, o) ou (— \JK2—1,0) en 

supposant K > r. ' 
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IV . En changeant X en jx, fi. en X, K en ¿K, montrer que Vintégrale 

générale de 

( dk _ — 4K2Xp, 

donnée par 

t X2-j- a2-h 2KX -1- 1 H- K 2 X 
_ loff — — — — — = const. 
2 6 X 2 - } - j x 2 — 2 K X - K H - - K 2 K 

Y . Par un point du plan passe une intégrale de (1), une de (4) • elles 

sont orthogonales. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — G. 118. — I° Soit l'équation différentielle 

. y- — a?2 

00y — y = —ir—1 * J J ax~ ib x c 

où a, c désignent des constantes réelles. 

Montrer qu'elle admet des intégrales particulières indépendantes 

de a, b, c\ 

20 Ecrire Vintégrale générale en distinguant les trois cas suivants : 

62—ac > o, 

b-— ac = o, 

b~— ac < o ; 

3° Pour que Vintégrale générale soit rationnelle il faut et il suffit 

qUe 

soit le carré d'un entier. 

L'intégrale générale peut-elle être uniforme dans tout le plan de là 

variable complexe, sans se réduire à une fraction rationnelle ? 

Trouver dans ce cas les points singuliers d'une intégrale. Préciser leur 

nature en remontant aux définitions. Prouver qu'ils sont sur une 

même circonférence. (L i l le , juin 1927.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Question de Cours. — Existence des solutions 

de Véquation en y 

-

/ étant une fonction donnée de variable réelle non nécessairement 

analytique, satisfaisant à des hypothèses que Von précisera. 
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II. Problème. — G. 119. — En s'appuyant sur les expressions de 

et de en produit infini, prouver que 

oô 
, __ » ' V I I S I N R ^ T , i-hx m , , 
l 0 g r ( l - } - ^ ) - H - l 0 g — — - f - . - l og — -

1 

le second membre étant une série entière dont on donnera le rayon de 

convergence et dont on exprimera les coefficients à l'aide de séries. 

EPREUVE PRATIQUE. — G. 120. — z •= x - iy étant une variable 

complexe, calculer l'intégrale 

dz 

Z —" 2 H- 1 Z2 

prise : i° Le long du cercle 

y * — 3 # = o 

dans le sens dirèct, le point z partant de l'origine et le radical partant 

de la valeur i. 

Le long du même cercle, dans le même sens, avec le même point 

de départ, le radical partant cle la valeur — i. 

3° et 4° Mêmes questions pour le cercle 

^ ' x2-hy2 — 3y = o 

le point de départ étant encore o. (Clermont, juin 1 927 . ) 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — C. 121. — Un losange articulé ABCD est 

constitué par quatre tiges identiques, homogènes, de longueur a, de 

masse m. 

Les sommets opposés AC, BD sont assujettis à se déplacer respecti-

vement sur les glissières rectangulaires x'Ox,yOy'. Enfin le plan xOy 

est librement mobile autour de y'0y qui reste fixe et verticale. 

On prendra pour paramètre 0, demi-angle en A du losange et y angle 

du plan xOy avec un plan fixe passant par O y. On négligera tes 

frottements et la masse des glissières x'Ox, y'Oy. 

I. Déterminer le mouvement du losange pour des données initiales 

quelconques 
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I I , On suppose de plus qu'il s'exerce entre les points B et D une 

attraction proportionnelle à la distance BD ( p r e n d r e cette attraction 

égale à m£2DB, où k est une constante donnée). 

i ° Discuter sommairement les circonstances du mouvement. Il sera 

commode de faire cette discussion sur l'équation différentielle qui 

détermine cosÔ — u en fonction du temps. 

i° Préciser la discussion précédente dans le cas particulier où} à 

l'instant initial, 6 = ~ =w (donnée). On discutera par 4 dt dt 1 

rapport à a>, et Von examinera si, dans le mouvement, G prend des 

valeurs plus grandes ou plus petites que-» 
4 

3° Les données initiales restant celles de la question précédente, on 

suppose que le sommet G est au contact d'un plan horizontal fixe, 

placé au-dessous du losange. Evaluer la réaction au contact {on 

pourra traiter la question comme problème d'équilibre relatif). 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Un fil inextensible, homogène et pesant, est 

fixé par Vune de ses extrémités A . La portion A B du fil est verticale, 

il s'enroule ensuite suivant la section droite BGDB d'un cylindre fixe 

de révolution dont l'axe est horizontal; enfin l'extrémité BE du fil 

pend verticalement. 

On donne : p — poids de l'unité de longueur du f i l ; a = longueur BE ; 
on néglige les frottements au contact du fil et du cylindre. 

Condition de possibilité de l'équilibre : 

On, suppose que Vextrémité A, au lieu d'être fixée, est tenue à la 

main et qu'on lui imprime un mouvement uniforme suivant la verti-

cale. Qu'y a-t-il de changé clans les réactions du cylindre ? 

(Marseille, juin 1927.) 

EPREUVE THÉORIQÛE. — I. G. 122. — Un triangle équilatéral AB G est 

constitué par trois tiges homogènes infiniment minces, de masse 

commune m et de longueur commune Ce triangle peut tourner 

sans frottement autour d'un axe vertical,, perpendiculaire à son plan 

et passant par son centre O. 

Un point P , de masse im, peut glisser sans frottement le long de la 

tige BG. Il est en outre attiré par O suivant une force égale à A-. PO , 
k désignant un facteur constant. 

On place ce point P en une position initiale quelconque P0 , sur BG, 
et l'on abandonne tout le système sans vitesse initiale. Déterminer le 

mouvement qui prend naissance. 

On établira, en particulier, les équations paramétriques cartésiennes 

de la trajectoire du point P, en prenant- pour origine le point O et 

pour axe des x la position occupée par la hauteur A H issue du 
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sommet A au sommet où P passe au milieu de BG. On prendra pour 

paramètre Vangle 0 de Ox avec OH., 

II. Un disque circulaire homogène, infiniment plat, peut tourner 

sans frottement autour d'un axe fixe Ox perpendiculaire à son plan 

et passant par son centre. Il peut également glisser sans frottement 

le long de cet axe. Il est en outre appuyé, avec une force normale 

constante N, contre un plan P parallèle à Ox. Le coefficient de 

f rottement entre ce plan et le disque est f . 

On lance le disque, à partir du point O, avec une vitesse de trans-

lation Y et une vitesse angulaire de rotation W. Déterminer le mouve-

ment qui prend naissance. ' * 

On construira Vhodographe correspondant au vecteur vitesse de 

glissement du disque sur le plan P. Puis, on calculera la durée totale 

du mouvement, le chemin total parcouru par le centre du disque et 

Vangle total dont tourne le disque autour de Ox. 

On examinera à part les cas particuliers Y = O, W > O et Y > O, 
w = o. 

EPREUVE PRATIQUE. — Un cylindre creux horizontal H a pour 

rayon 4 m . A l'intérieur de ce cylindre reposent deux autres cylindres 

pleins et homogènes, A et B , de rayons respectifs 2M et IM et de masses 

respectives 3 et, i. Ces deux cylindres roulent sans glissev sur H et 

glissent sans frottement l'un contre VautreI Le cylindre H étant 

supposé fixe, déterminer Ut position d^équilibre des cylindres A EI B. 
Démontrer que cet équilibre est stable et calculer la durée des petites 

oscillations obtenues en abandonnant le système sans vitesse initiale 

dans une position très voisine. 

On donne g = ± 9 " 1 , 8 1 . , 

( C L E R M O N T , J U I N 1 9 2 7 . ) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Entre deux plans H O R I Z O N T A U X FIXES P ou xt OF y± 

et P ' dont la distance est 2 R I G meut S A N S F R O T T E M E N T un corps solide 

pesant S formé d'un cylindre de révolution homogène de masse M, 

de rayon R, de hauteur ih~ R Y/37 auquel sont fixés deux points 

matériels AA ' cle mërhe masse m = ces deux points sont symétriques 

Vun de l'autre par rapport au centre G du cylindre et sont situés sur 

les circonférences de base. Etudier le mouvement de ce solide. 

On désignera par G x Vaxe de figure du cylindre (cet axe est 

horizontal), par G^ la perpendiculaire au plan AG#, et par Gz la 

perpendiculaire au plan Gxy. La position du corps sera déter-

minée par 

tj, = (Oi#i, Gx), B =£=(<?!*!, Gz), 
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et par £ et TJ, coordonnées clu point G suivant les axes fixés 0\Xi 

etOxfi. 

i° Calculer en fonction de ï), ty, 0,'e£ de leurs dérivées par rapport 

au temps, la force vive du corps et les composantes suivant Gx, 

G y, Gz, du moment cinétique de son mouvement autour de G. 
i° Écrire les équations du mouvement : a, en s} aidant des équations 

de Lagrange; by en n'utilisant que les théorèmes généraux, 

3° Discuter le mouvement. Différents aspects. Montrer en particulier 

db 
que, si 60 est suffisamment grand, ~~ change de signe au cours du 

mouvement, pour quelle vàleur de 0 ce changement se produit-il? 

4° Déterminer en grandeur et position la résultante des actions de 

contact des plans P et P ' sur le corps à l'instant où 0 passe par la 

valeur zéro. 

Distinguer le cas où le cylindre appuie sur le plan P seul, ou sur 

les deux plans PP ' . 
5° Le cylindre étant dépouillé de ses deux points matériels A et h! 

et se trouvant au repos entre les deux plans PP ' , on lance ces deux 

points matériels avec des vitesses V égales et de sens opposés parallèle-

ment à Gxj de telle manière que ces points matériels viennent s'in-

cruster dans le cylindre en des points A A ' symétriques par rapport 

à G le long des circonférences de bases, le plan Kk!Gx faisant 45° 
(0 — 450) avec la verticule, 

Déterminer les vitesses prises par le corps à la suite de ce choc. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — L'ellipsoïde central d'inertie a pour 
équation 

MR2 _ 
—— (8#2-bii72-f- 4 \J%zx) = i. • 

o 

La force, vive a pour expression 

2 T = ^ (Ç'ï -t- T)'2) H- [8 0'2 -+- 11 <]/2sin2 0 H- 7 c o s 2 0 — 4 y/3 0'4/¿os %]. 

Les composantes du moment cinétique en G sont 

T x = ^ ! [ 8 0 ' - 2 / 3 f c o s 0 ] , 

M R ' , , . „ 
T y = — 11 sine, 

Ç' et T)' sont évidemment constants; ^ et 0 se déterminent soit par le 
théorème de la force vive et le théorème du moment cinétique appliqué à 
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la verticale de G dans le mouvement autour dé G, soit en remplaçant 
cette dernière équation par l'équation de Lagrange du paramètre 

Les équations du mouvement sont de la forme 

i sin2 0 + 7 cos2 0) — 2 \/3 0'cos 0 = A:, 

44(2 sin20 -+- cos20)0'2 = /¿2(i i sin2 0 -+- 7 cos20) — k*, 

h et k étant des constantes d'intégrations. 11 h2 est nécessairement supérieur 

à k2 Si 7h- est inférieur à 0 oscille de part et d'autre de si 7A2 est 

supérieur à k2, le mouvement est révolutif. 
k 

<j/ change de signe au cours du mouvement, si 0' prend la valeur — — 9 
2 \/3cos0 

ce qui donne la condition 
2/f2 = 3 A2 cos2 0. 

Ge changement de signe ne se produit que dans le cas du mouvement 
révolutif, à condition bien entendu que 3 h2 soit supérieur à 2k2 . 

La résultante des réactions est évidemment égale au poids du corps. 
L'abscisse X du J>oint où elle rencontre Gx s'obtient en appliquant le 
théorème du moment cinétique par projection sur Gy. 

On obtient ainsi 
cbfy , 3 M g n, 

+ — P t z = — X - ^ c o s 0 ) ; 

soit, dans l'hypotliese 0 — o : _ 

où l'on a * ' 
7 ^ — 2 ^ 3 6 ' = * ; 44 0'2 = <-jh2—k2. 

Dans le choc mentionné dans l'énoncé, le centre de gravité reste fixe, 
l'état dès vitesses s'obtient en écrivant la conservation du moment ciné--
tique par rapport à G x et par rapport à Ta verticale de G, de manière à 
éliminer les percussions de contact dues aux plans P et P V O n a donc 

80'— 2 v/3<J/cos6 = o, 

[ 7 4/ cos0 ~ 2 \/36'! cos 0 4- ^ T 1<!/sin2 0 = — - R sin 0V. 
g T V J 8 2 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Une sphère homogène pesante S de masse M, 
de rayon R, repose sur une sphère creuse concentrique fixe S' de 

centre O, par Vintermédiaire d'une couronne de billes S ; la sphère S 
a ainsi son centre fixe en O, elle peut prendre autour de ce point 

toutes les orientations. 
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La couronne 2 est un anneau de révolution présentant des cavités 

contenant des billes {par exemple trois billes au sommet d'un triangle 

équilatéral). Le frottement sera négligé au contact de la couronne et des 
billes, mais non pas bien entendu au contact des billes et des sphères S 
et S', où Von supposera nulle la vitesse de glissement. 

La masse des billes sera négligée. La masse de la couronne S sera 

désignée par m, la distance de son centre de gravité au point 0 sera 

désignée par l; a, ah c désignant les moments principaux d'inertie de 

la couronne au point O. 

i ° Le diamètre des billes étant négligé vis-à-vis de R, montrer sans 

calculs que dans tout mouvement où les billes roulent sans glisser 

sur S et S', la rotation instantanée de la couronne a la même direc-

tion que la rotation instantanée de la sphère S et en vaut la moitié. 

2° Montrer, sans calculs, que les forces de frottement aux deux 

points P et P ' où une bille touche S et S' sont égales et parallèles. 

3° Cela posé, on définira la position de la couronne par les angles 

d'Euler classiques w, 0, <p, 6 désignant Vangle de la verticale avec la 

perpendiculaire O z abaissée du point O sur le plan de la couronne et 

Von déterminera les composantes du moment cinétique de la sphère S 
et de la couronne 2 au point O, composantes prises suivant Ox hori-

zontale, perpendiculaire au plan vertical contenant 0z\ suivant Oy 

perpendiculaire au plan zOx\ et suivant Oz. 

On exprimera le théorème du moment cinétique pour la sphère, puis 

pour la couronne, en utilisant: I° la verticale de O ; 2° l'axe O z 

comme axes de projection. On désignera par X Oïl dt les moments par 

rapport à Ox, Oy, O z des réactions, de S sur l'ensemble des trois 

billes. Ces moments sont aussi ceux cles réactions de S' d'après 2°. 
On exprimera également le théorème de la force vive. 

Des équations ainsi écrites, on déduira que le mouvement de la cou-

ronne est identique à celui d'une toupie pesante dont on indiquera les 

caractéristiques. 

Dire si l'emploi des équations cle Lagrange se justifie ici ? 

4° Le mouvement peut avoir lieu avec 0 constant; dans cette hypo-

thèse, sachant que la rotation propre Cç' de la couronne est de IOO tours 

7T 
par seconde, que ô = — > que M = 5oos; que R = 5cm, l ~ 3ctr, m — 5g, que 

a et c sont égaux entre eux et définis par un même rayon de giration 

valant 4crI\ calculer la vitesse angulaire Y du plan vertical con-

tenant O ^ ; indiquer les moments par rapport à OJK, Oz des 

réactions exercées par les billes sur la sphère S, et incliquer quel est 

le diamètre de la sphère S qui décrit un cône de révolution autour de 

la verticale. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I° Le point P d'une bille a la même 
vitesse que le point P de la sphère S, puisqu'il n'y a pas glissement. Or la 
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vitesse du centre de la bille est la moitié de la précédente. I l existe donc 
trois points de S (les centres des trois billes) dont les vitesses s'obtiennent 

en réduisant dans le rapport ~ les vitesses $es points de S immédiatement 

voisins. 
La rotation instantanée de la couronne s'obtient donc en réduisant dans 

le rapport^ la rotation instantanée de S. 

2° La bille considérée étant sans masse, les réactions en P et P ' doivent 
avoir un moment résultant nul au centre de la bille, d?où la propriété. 

3° Le théorème du moment cinétique en projetant sur la verticale 
de O s'écrit 

(sphère) acp'cosô) = — (311 sin6 H- Eft cos6), 

d 
(couronne) — [aty sin20 -f- c(<p'-t- 4*' cos6) cosô] — i JTL sinô H- %&t cosô. 

En projetant sur Os , on obtient 

MR2 d 

(sphère) 2 ^ ^ (acp'-f- 2<]/cos6) = —<91, 

(couronne) c 4^'cosô) = 
De ces équations, on déduit, par élimination de DXi et de 

( 8MR2\ ? 8 MR2 \ , , , ftN A 
l a H —l<j/sin2 ô + l CH — ) (Y + y cosô) c o s " = const., 

cp'-b cp'cosÔ = const. 

Le théorème de la force vive au système entier donne 

8MR2 

_ _ _ ^ t 8 ; n ae -H (<p'-+- 4/cosô)2] + a(6'2-f- ^'2sin2ô) -f- c(cp'-+- <f/cosô)2 

= imgl cos 6 -H h. , 
Ces équations sont celles du mouvement d'une toupie pesante dont les 

. . . . 8MR 2 8MR2 , 
moments principaux d inertie seraient a H — et c H — > le moment 

de la pesanteur étant mgl. 

L'emploi des équations de Lagrange ne se justifie pas, car les liaisons ne 
sont pas holonomes. L'établissement de ces équations suppose en effet la 
possibilité de calculer, avant toute étude du mouvement, les coordonnée^ 
de chaque élément de matière en fonction des paramètres choisis 'j'» 
il n'en est pas ainsi pour les .éléments matériels de la sphère. Cependant 
les équations de Lagrange qu'on écrivait avec l'expression ci-dessus de la 
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force vive sont exactes, mais le raisonnement par lequel on les établit ne 
les justifie pas. Elles se justifient cependant indirectement puisqu'on est 
ramené au mouvement d'une toupie pesante. 

4° L'équation de Lagrange relative au paramètre 0 donne la condition de 
mouvement stationnaire (0 = const.) : 

T / 8 M R2 \ , 

soit, avec les chiffres donnés, * tour par seconde. 
53oo 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — 1. G. 123. — Que devient Véquation différen-

tielle 
dy 

x (x^ -j_ Sxy2-t- zy3) —y(2x3-+- 3x2y = o 

après le changement de variable y = tx^ Montrer que la solution de 

Véquation qui relie x et t peut se mettre sous la forme 

, r . . . h i i l , - ' 
•r _ t*-1' 

A (t) étant un polynome que Von déterminera. 

Construire celle des courbçs intégrales de Véquation (E) qui ren-

contre Ox au point d'abscisse —i. 

II. On considère trois axes rectangulaires Ox, Oy, O^. Un seg-

ment AB, de longueur i , se déplace en restant parallèle auplan xOy, 

de telle sorte que son extrémité A décrive Vaxe 0 z et son extrémité B 
Varc d'hélice 

x = cos<p, y = sinc[ ( o < 9 < î ) . 

Il engendre ainsi une surf ace (S). 

Evaluer le volume compris entre cette surface, le plan xOy, le 

plan y O z et le cylindre x2-\- y2 = 1. 

Calculer le moment d'inertie par rapport à O z de ce même volume 

supposé rempli de matière homogène de densité 1. 
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I I I . Etudier la fonction de x 

_ r x tdt 

et en donner la représentation graphique. 

On ne cherchera pas à évaluer la primitive ; on se contentera d'exa-

miner si la fonction a un sens pour toutes les valeurs de x, si elle pré-

sente des maxima et des mini ma et d'en faire l'étude à l'infini en 

déterminant s'il y a lieu l'asymptote. 

MÉCANIQUE. — I. G. 124. — Un fil élastique dont la longueur natu-

relle est i est attaché par une de ses extrémités en un point fixe A,,ïl 

passe sur une petite poulie fixe O située sur la verticale du point A. et 

à une distance i au-dessus de ce point, il supporte ensuite une petite 

poulie mobile B à laquelle est suspendue un poids P ; enfin, Vautre 

jextrémité G du fil est soumise à une force F. 
La position du point G étant supposée donnée, déterminer la force F 

de telle façon que le système soit en équilibre. 

La force F varie naturellement suivant la position du point G. Mon-

trer que le champ de forces ainsi défini dérive d'une fonction de 

forces. En tracer les surfaces de niveau et les lignes de forces. 

N. B. — On admettra que la tension du fil est proportionnelle à son 

allongement è^J'on assimilera les poulies à des points. 

I I . Un pendule simple de longueur 5a oscille dans Un plan vertical. 

Sur la verticale du point de suspension et à une distance 4a en dessous 

est fixé un clou perpendiculaire au plan d'oscillation. Le pendule 

oscille alors vers la gauche avec la longueur 5a et vers la droite avec 

la longueur a seulement. 

On écarte le pendule à partir de la position verticale et vers la 

gauche d'un angle a. Entre quelles limites cet angle doit-il être com-

pris pour que le fil reste tendu dans la suite de son mouvement ? 

EPREUVE PRATIQUE. — Etudier les variations de la fonction 

y = — 1 0 Xk—5 X- -+- 403?. 

Combien Véquation 2XS—iox'*—5x--\- fax = o a-t-elle de racines 

réelles? Calculer à 0 , 0 0 1 près la plus petite racine positive a.. 

Evaluer l'aire comprise entre la courbe représentative de la fonc-

tion proposée et le segment de l'axe Ox compris entre les points 

d'abscisses O et a. Avec quelle approximation le calcul précédemment 

fait permet-il de trouver l'aire demandée ? 

( S t r a s b o u r g , novembre 1926.) 
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ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Les axes étant rectangulaires, on considère, 

dans la région où x et y sont positifs, une boucle de lemniscate, que 

Von pourra définir à volonté par Véquation 

contour de cette boucle, parcouru dans le sens positif. 

3° Expliquer la relation simple qui existe entre les intégrales I et J, 
que Von vient de calculer directement. 

I I . G. 125. — Soit une courbe plane (G ) , rapportée à deux axes\ 

rectangulaires Ox, 0 y, Soient M un point quelconque de cette courbe, 

R le rayon de courbure algébrique en ce point et T le point de ren-

contre de la tangante en M avec Ox. 

i ° Déterminer la courbe ( G ) de telle manière que Von ait 

Montrer que, parmi les courbes (G ) , il en existe une T, qui passe 

par le point de, coordonnées (i, i) et qui jouit en outre de la propriété 

suivante ; 

On peut construire un carré de sommet M et ayant un coté porte 

par MT et de longueur constante, tel que le sommet P opposé à M soit 

constamment sur Ox. 

3° Construire la courbe Y. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Un point pesant M, de poids 3kg, est attiré par 

un point fixe O proportionnellement à la distance OM. Lorsque 

O M = iom, cette attraction est égale à 5kg, 
On lance le point, à partir de O, avec une vitesse de 8 m par seconde. 

Dans quelle direction faut-il le lancer pour qu'il rencontre le plan 

Horizontal passant par O à 3m,5o de ce dernier point et dans le mini-

mum de temps. Calculer ce temps. 

On donne g — 9 8 1 G. G. S. (Clermont, juin 1 9 2 7 . ) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. I° Calculer les racines complexes de l'équa-

tion binôme — 1 

et marquer les points représentatifs sur le plan z = re^. 

ou par les équations paramétriques 

H = MT + 2. 
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20 Déduire de ce calcul une décomposition du polynome + I en 

deuxpolynomes du deuxième degré à coefficients réels 

1 = (s2-b/>£-+- q)\z*-+-pTz H- q'). 

f* a x~ i b x —I— c 

3° Calculer l'intégrale I - — x k I aPP^9uer la formule 

trouvée au calcul de 

fi s/r (a, b, c constantes). / dx 

I I . Ayant choisi une origine I et un sens positif sur une courbe 

plane ( y ) , on désigne par S Varc IM et par cr Vangle de ' Ox avec la tan-

gente positive u. 

i° Démontrer que si le rayon de courbure est une fonction connue 

de cr : R = / ( < i ) , on peut, par deux quadraturesy obtenir l'expression 

paramétrique des coordonnées x et y de M en fonction de <r ; on peut, 

sans nouvelle quadrature, en déduire les coordonnées xc etyc du centre 

de courbure c, ce qui définit paramétriquement la développée ( 5 ) 
de (y). On désignera par yo les coordonnées du point arbitraire I , 
par a la valeur de a en ce point. 

2° Appliquer ces résultats généraux à R == k-a ; construire en parti-

culier les courbes (&0) et (y0 ) correspondant àx0 = y0= o, a = o ; démon-

trer géométriquement sur cet exemple la propriété du rayon de cour-

bure exprimée par Véquation R = ka ; déduire de ce cas particulier la 

construction geftérale de (S) et (y) quand a sont arbitraires. 

3° On considère sur la courbe précédente le point M0 , où, en par-

tant de Io, la courbe coupe pour la première fois la droite x = — 2 k ; 

calculer la longueur de Varc I 0 M 0 . 

" EPREUVE PRATIQUE. — On considère Véquation différentielle 

y " X y — i o e * — ie2x. 

i° Déterminer son intégrale générale, en indiquant toutes les formes 

qu'elle prend lorsque la constante X varie de — o o à op. » 
2° En supposant X = o, déterminer Vintégrale particulière qui passe 

par le point y0 = — i, sa tangente en ce point ayant pour 

pente = 8 ; construire la courbe représentative, déterminer les points 

remarquables ( maxima, minima, racines, inflexions) 3 chiffres 

exacts. 

Nota. — Toute méthode correcte (construction graphique, formule 

d interpolation) sera admise pour la résolution des équations qui déter-

minent les points demandés. ( L i l l e , juin 1 9 2 7 . ) 

EPREUVE THÉORIQUE. — l . Étant donnée la série entière en x 

X3 xk 

1,1 2 , 3 3,4 v } (n— I)« 



— 223 — • 

déterminer Vintervalle de convergence de cette serie : est-elle conver-

gente aux extrémités? 

Former dans cet intervalle une expression simple de la somme S(x) 

de la série, par comparaison avec une série entière connue. 

Représenter graphiquement la somme S(x) : la courbe obtenue 

a-t-elle des points d'inflexion? 

I I . Déterminer le centre de gravité de l'arc de cycloïde supposé 

homogène représenté par les équations 

# = R ( < p — sincp), y = — coscp) 

quand le paramètre çp varie de o à tz. On calculera successivement 

i° La longueur de cet arc; 

2° L'ordonnée y du centre de gravité; 

3° Son abscisse X. 

I I I . Donner Vintégrale du système différentiel 

dy 
- f - = z 4- eosx 4- cos2#, -
dx 

dz „ . / 
__ ——y ex cosx, 

définie par les conditions initiales 

¿27 = o, y = O, Z — o 

et deux intégrales premières qui soient des polynomes du premier 

degré en y et z, dont les coefficients dépendent de x. 

SOLUTION. — Dans la série des valeurs absolues le rapport d'un terme 
au précédent 

Un 

tend, quand n tend vers l'infini, vers \x\. Donc, d'après la règle de 
d'Alembert, l'intervalle deconvergenceest l'intervalle — 1 , 4 - 1. Poura? = — 1, 
la série a pour terme général 

n j n 4- 11 n n 4- 1 

et la somme des n premiers termes est égale à 1— ^ ^ ^ > et la série est 

convergente et a pour somme l'unité; d'ailleurs aussi le terme général a 

pour partie principale ~ et le produit n* un tend vers 1, d'où résulte encore 

la convergence de la série. Pour x = i, la série est par suite absolument 
convergente, et d'ailleurs aussi c'est une série alternée dont le terme 
général tend vers zéro en décroissant constamment. 

En dérivant terme à terme la série proposée, on obtient la série qui 
donne le développement classique de l o g ( i 4- x) ; donc p o u r — i < a ? < i , 
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on a 

S ( # ) = / log ( i -+- x) dx = (a? + i ) log ( i -+- x)— x. 
Jo " 

D'où résulte la courbe qui n'a pas de points d'inflexions, puisque 

&*(*•) = - J L . . 

On peut remarquer que, si l'on forme directement pour x = •—i et x = i 
la somme de la série, soit i et 2 l o g2— 1, on obtient les valeurs limites 
de l'expression précédente quand x tend vers — i o u + i . 

I I . Le carré de l'élément d'arc a pour expression 

d s 2 = R 2 [ ( I — cos<p)2-t-sin*cp]d<p2 = Î R 2 ( I — cosç) d ^ = 4R2sin2 ï ¿<p2, 

d'où 

L = J aRsin ? dcp = 4 R cos ^ = ^ 

et 

4 Ry = I 2È 2 ( I — cos<p) sin ¿ftp, 4 ^ ^ = / 4R2(<p— sin<p) sin 2 dcp. 
J 0 2 J 0 4 "2 

Les deux intégrales se calculent par les procédés classiques, et ont pour 

valeur commune -ï—^—• Donc les coordonnées x et y sont égales toutes 

d e u x à Ç . ° 

III . L'élimination de là fonction £ donne l'équarion linéaire du second 
ordre en y : 

d2r • 
—-—h y = x* -h e^cosx — s in#— 2sin2;r: 
dx 2 J 

dont l'intégrale générale se forme par les procédés classiques r 

* • „ ex / x x 1 . 
Y = Acos# -+- B sin¿2; -+- x2 — 2 H—— (cosa? -+- 2sina? ) H cosa? -+- - sin 2 a?, 

. • 5 v 2 3 ' 

A et B désignant deux constantes arbitraires. On tire de la première équa-
tion la valeur correspondante de z : 

. . ex . cos# 2s in .r cossa? 
/S== — Asin^-4-BcosiT-l- 2a?-b—- (3cosa?-+-sina? : 1 — • 5 1 1 3 

Les conditions initiales # = 0, y = o, z = o donnent les valeurs des 
constantes 

5 3o 

On obtient les deux intégrales premières demandées en résolvant les 
deux formules donnant les expressions de y et z, par rapport aux deux 
constantes A et B. (Paris, juin 1927) . 



SUR L'INTERSECTION D'UN TORE ET D'UNE QUADRIQUE ; 
PAR HENRI L E B E S G U E . 

1. M. I l i o v i c i a donné récemment (Nouvel les Annales, jan-
vier 1927), une démonstration très élémentaire et très élégante 
de la proposition suivante : 

La courbe intersection d'une sphère et d'un tore est située 
sur un cône du second ordre dont le sommet est sur Vaxe du 
tore et qui admet cet axe pour droite focale, c'est-à-dire que la 
section du cône par un plan perpendiculaire à l'axe du tore est 
une conique qui admet le pied de cet axe pour fojer. Dans cet 
énoncé, on n'envisage pas le cercle à l'infini commun à toute sphère 
et à tout tore. 

Je vais d'abord reprendre la démonstration du théorème de 
M. Iliovici pour attirer l'attention des Lecteurs des Nouvelles 
Annales sur deux remarques très simples qui fournissent la raison 
profonde de bien des propriétés du tore. 

2. La première de ces remarques peut s'énoncer ainsi : le tore 
se transforme en lui-même dans une infinité d'inversions; on 
peut prendre pour centre d'une de ces inversions un point quel-
conque I de l'axe X 'X du tore T. Cette remarque bien connue 
conduit naturellement, dans la question actuelle, à se demander 
si I ne peut pas être choisi de façon que cette inversion transforme 
aussi en elle-même la sphère donnée S. Gela est évidemment pos-
sible. il faut et il suffit que I soit à l'intersection I0 de X ' X avec le 
plan radical de S et de l'une des sphères ayant pour grand cercle 
un méridien de T. 

Or, la courbe A, commune à S et T est, non compris le cercle 
à l'infini, du quatrième ordre; tout cône ayant pour directrice A 
et un sommet non situé sur A, sera donc du quatrième ordre. Mais 
si ce sommet est en I0, toute génératrice du cône contient deux 
points de la courbe A, le cône sera doiic double, il se réduira à un 

Aiin. de Mathémat., 6e série, t. II. (Octobre 19*27.) 
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cône C du second ordre, pris deux fois. C'est la première partie 
du théorème de M. Iliovici. 

3. La deuxième partie, qui est en réalité une propriété com-
mune à toutes les courbes du tare, résulte de la remarque sui-
vante : chacun des deux plans isotropes passant par Vaxe d'un 
tore touche ce tore suivant deux droites isotropes parallèles. 

Un plan P passant par l'axe X ' X du tore T le coupe suivant 
deux cercles méridiens; ces cercles passent par les deux points 
coniques A et A' du tore, situés sur X 'X , et sont les lieux des 
points en lesquels P coupe les divers parallèles de T. Si l'on prend 
pour P le plan isotrope P0, il ne coupe plus à distance linie aucun 
des parallèles de T, sauf ceux de rayon nul des points A et A'. 
Chacun de ceux-ci donne, dans P0, une droite isotrope : la droite 
isotrope issue de A ou A'; droite bien déterminée puisque, dans 
le plan isotrope P0, il n'y a qu'une direction isotrope. L'ensemble 
de ces deux droites isotropes parallèles constitue la position 
limite de l'un comme de l'autre des deux cercles méridiens que 
l'on trouvait dans P quanci P n'était pas isotrope. La section de T 
par le plan isotrope P0 est donc constituée par ces deux droites 
prises doui)fcs, ce qui justifie notre remarque. 

Si donc une courte A du tore, rencontre en n points, situés à 
distance finie et difïérents de A et A', les deux droites du tore 
situées dans le plan isotrope P0 passant par l'axe X 'X, A est tan-
gente en ces n points à P0, sauf si ces points sont singuliers pour A. 
Et comme il en est de même pour le second plan isotrope P'0 pas-
sant par X 'X , tout cône, admettant A pour directrice et pour som-
met un point I de X 'X , admettra X ' X comme droite focale nuple; 
à moins que J n'ait été choisi en l'un des points où X 'X rencontre 
les tangentes à A situées dans P0 ou P0. La seconde partie du 
théorème de M. Iliovici est comprise dans ce qui précède, que l'on 
peut encore énoncer en disant que, sauf les exceptions indiquées, 
la perspective de la courbe A, faite sur un plan perpendiculaire à 
l 'axeX 'X d'un point I de cet axe, admet le pied de l'axe pour 
foyer ttuple. 

4. L'application la plus fréquente de cette remarque est relative 
au cas où I est pris à l'infini; on peut alors l'énoncer en disant : 
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le contour apparent d'un tore sur un plan perpendiculaire à 
son axe comprend, outre les deux cercles que Von a Vhabitude 
de considérer, le cercle de rayon nul, dont le centre est le pied 
de Vaxe, pris deux fois. Utilisons, par exemple, cet énoncé pour 
caractériser la projection, sur un plan perpendiculaire à l'axe, d'un 
cercle \ du tore situé dans un plan bitangent. 1 rencontre une 
fois et une seule chaque parallèle du tore, il rencontre donc une 
et une seule des droites isotropes du tore passant par A, soit â; le 
cercle V symétrique de 1 par rapport au centre O de T rencontre 
la droite df symétrique de d par rapport à O, c'est-à-dire la paral-
lèle à d issue de A' ; donc 1 rencontre l'autre droite isotrope issue 
de A', celle qui n'est pas parallèle à ô. On s'explique ainsi que la 
projection de 1 sur un plan perpendiculaire à Taxe ait, comme 
l'on sait, le pied de cet axe pour foyer, et seulement pour foyer 
simple. 

5. M. Iliovici donne encore à la conclusion de son étude la forme 
suivante : Pour qu'un cône ayant son sommet sur Vaxe X ' X 
d'un tore T le coupe suivant deux courbes sphériques, il faut 
et il suffit qu'il admette X 'X pour focale. Cette transformation 
d'énoncé se justifie de suite; on a vu que la condition était néces-
saire. Elle est suffisante, car si un cône admet X ' X pour focale, et 
si MN, PQ sont les deux génératrices de ce cône situées dans le 
plan principal passant par X 'X , M et N étant sur l'un des cercles 
méridiens de ce plan et P et Q sur l'autre, les quatre points M, N, P, Q 
sont sur une circonférence, et la sphère dont cette circonférence 
est un grand cercle coupe le tore suivant une courbe située sur 
un cône, qui, admettant MN et PQ comme génératrices principales 
et X 'X pour focale, est celui proposé; l'autre courbe sphérique 
s'obtient en associant différemment les génératrices principales 
et les cercles méridiens situés dans le plan principal du cône qui 
contient X'X. 

La seconde de nos remarques nous permet de donner à la pro-
position de M. Iliovici la forme suivante : Pour qu'un cône du 
second ordre ayant son sommet sur l'axe d'un tore coupe ce 
tore suivant deux courbes sphériques, il faut et il suffit qu'il 
soit quadruplement tangent au tore. Le cône et le tore que 
nous avons considérés sont, en effet,, tangents aux quatre points 



où les deux génératrices du cône situées dans les plans isotropes 
passant par X ' X coupent les quatre droites du tore. Cette forme 
d'énoncé, que je ne justifierai pas plus complètement, suggère des 
généralisations que nous allons examiner. 

6. L'intersection d'un tore et d'une quadrique est du huitième 
ordre, les cas de décomposition sont donc les suivants : 

Une courbe du septième ordre et une droite; 
Une courbe du sixième ordre et une conique ou deux droites; 
Une courbe du cinquième ordre et une cubique, ou une conique 

et une droite, ou trois droites; 
Deux courbes du quatrième ordre, lesquelles peuvent se décom-

poser. 

Nous connaissons les droites situées sur le tore; les coniques du 
tore sont les trois espèces de circonférences qu'il contient et le 
cercle de l'infini; quelles sont les cubiques du tore? Si A est une 
de ces cubiques, faisons passer une sphère '2 par quatre points 
de A, pris à distance finie. Cette sphère coupe A en ces quatre 
points et aux trois points à l'infini de A, car A, comme toute 
courbe duWre, n'a que des directions isotropes pour directions 
asymptotiques. Doncr 2 coupe A en sept points, 2 contient A. L'in-
tersection à distance finie de 2 et du tore contient donc, outre A, 
une droite; cette droite passant nécessairement par l'un des deux 
points coniques du tore donc 2 et A passent par l'un de ces points. 

En se reportant à notre tableau de décomposition, on voit alors 
que les courbes du septième et du cinquième ordre sont fournies 
par des quadriques passant par l'un au moins des points coniques 
du tore, et, par suite, passent elles-mêmes par un de ces points ( ' ) . 

Si donc nous laissons de côté les quadriques passant par les 
points coniques du tore, nous n'aurons plus à nous occuper que 
des cas de décomposition en courbes d'ordre pair; les décompo-
sitions ainsi laissées de côté sont d'ailleurs relatives au domaine 
imaginaire seulement puisque les courbes d'ordre impair du tore, 
n'ayant aucune direction asymptotique réelle, sont imaginaires. 

( * ) La proposition est plus générale : toute courbe d'ordre impair tracée sur 
un tore passe par l'un de ses points coniques; on le voit à l'aide de l'inversion 
transformant le tore en un-cône. 
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Si nous laissons aussi de côté les quadriques passant par l'un des 
cercles du tore, il ne restera plus à considérer que les décompo-
sitions en deux courbes du quatrième ordre. Nous serons ainsi 
dispensés de l'étude de tous les cas de décomposition possibles — 
étude d'ailleurs facile et excellente comme exercice — fit nous 
pourrons plus rapidement généraliser le résultat de M. Iliovici. 

7. Si une quadrique Q coupe un tore T suivant deux courbes 
du quatrième ordre A, A i5 deux cas sont possibles : ou bien 
une génératrice de Q rencontre A en deux points, elle rencontre 
alors Ai en deux points, A et A, sont deux biquadratiques; ou 
bien une génératrice de Q rencontre l'une des deux courbes A 
et A i en trois points et l'autre en un point, A ét A< sont deux 
courbes unicursales du quatrième ordre. Examinons d'abord ce 
cas. 

Faisons la perspective (ou projection stéréographique) d'un 
point Î2 de Q, non situé sur A et A*, comme centre. A et A, se 
projettent suivant deux quartiques 1 et Xj qui passent par les 
points d'intersection i et j du plan de projection et des généra-
trices de Q passant par Q. 1 aura, par exemple, i pour point triple 
et j pour point simple; alors X, admet i pour point simple et j 
pour point triple, i et j comptent donc pour 2 X 3 ~ 6 points 
dans l'intersection de X et ; il reste io autres points d'inter-
section de 1 et À, qui correspondent à io points de rencontre de A 
et A|. Quatre de ces points sont les points de rencontre de Q et du 
cercle à l'infini; il reste 6 points qui sont en général distincts et à 
distance finie. Ce sont 6 points de contact de Q et de T. 

Réciproquement, si Q etT sont tangents en 6 points, la perspec-
tive de l'intersection de Q et de T est une courbe du huitième 
ordre admettant i et j pour points quadruples, donc comptant 
chacun pour 6 points doubles. En plus de ces 12 points doubles, 
la perspective admet 6 points doubles provenant des 6 points de 
contact et 4 points doubles provenant des points de rencontre de Q 
et du cercle de l'infini; soit au total 22 points doubles. Or, le 
nombre maximum des points doubles d'une courbe du huitième 
ordre indécomposable est 2 1 , donc l'intersection de Q et T se 
décompose et en deux quartiques puisque nous avons écarté les 
autres cas de décomposition. Nous ne .pouvons cependant pas affir-
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mer que ces quartiques sont de la nature considérée, mais en anti-
cipant sur les résultats du paragraphe précédent, on peut conclure : 

Pour qu*une quadrique Q, ne contenant aucun des cercles 
ni aucun des points coniques d'un tore T, le coupe suivant 
deux quartiques unicursales, il faut que Q et T soient tan-
gentes en six points ; si cette condition est réalisée, Vinter-
section de Q et T se décompose en deux quartiques qui sont 
unicursales ; lorsque la condition indiquée au paragraphe 
suivant est aussi vérifiée, les quartiques sont des biquadra-
tiques à point double. 

8. Pour qu1 une quadrique Q coupe un tote T suivant deux 
biquadratiques, il faut et il suffit que Q et T soient tangentes 
en quatre points formant un quadrilatère plan et inscriptible. 
En effet, si l'intersection de Q et T*se compose de deux biquadra-
tiques Ai, A2, on peut par A, et un point du cercle de l'infini, non 
situé sur A1? faire passer une quadrique laquelle est une 
sphère puisqu'elle coupe le cercle à l'infini en cinq points. Ainsi,* 
Ai et A2 sont tracées sur deux sphères ; ces sphères se 
coupent sihlvant une circonférence cr dont les quatre points de ren-
contre à distance finie avec T sont des points communs à Aâ et A2, 
en lesquels Q et T sont tangents. 

Réciproquement, si Q et T sont tangents en quatre points situés 
sur une circonférence cr, faisons passer une sphère 2 par a et un 
point P commun à Q etT, situé à distance finie et en dehors de cr. 
Ii coupe l'intersection totale A de Q et T en les quatre points 
doubles de A situés sur c7, qui comptent chacun pour deux, en les 
quatre points doubles à l'infini de A et au point P. Cela fait 
17 points, donc 2 contient une partie de A, et comme nous avons 
écarté les cas où A contiendrait une courbe dè degré inférieur 
à quatre, la biquadratique commune à Q et 2 fait partie de A. La 
réciproque est démontrée. 

9. On peut considérer ces propriétés sous un autre aspect : 
supposer donnée une biquadratique et se demander si l'on peut ou 
non la placer sur un tore? La réponse est immédiate : il faut et il 
suffit que la biquadratique soit sphérique et ait un plan de 
symétrie. 
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Il est clair que ces conditions sont nécessaires; si elles sont 
remplies, considérons l'un des cônes passant par la biquadra-
tique Á et qui ont leur sommet dans le plan de symétrie de A. 
Soient SAB, SGD les deux génératrices principales de ce côhe F; 
A, B, C, D étant sur A. Soit SF une focale de T située dans le 
plan de symétrie de A. Considérons le tore T d'axe SF et dont les 
deux cercles méridiens passent respectivement par A, B et C, D; 
il coupe la sphère contenant A suivant une biquadratique, qui, 
d'après le premier énoncé de M. Iliovici, est précisément située 
sur T, donc se confond avec A. 

Ainsi, par la biquadratique passent six tores ; on vérifiera de suite 
que les deux tores dont les axes SF, S<1> sont les deux focales d'un 
même cône T ont des méridiens égaux. Une étude des relations 
entre ces tores et avec la biquadratique supposerait bien connue 
les propriétés des cyclides ; le Lecteur se reportera au Mémoire 
de Darboux : Sur une classe remarquable de courbes et de 
surfaces algébriques. 

10. On sait que la projection de l'intersection de deux tores 
dont les axes se rencontrent, faite sur le plan de ces axesT est une, 
çonique ; en d'autres termes, il passe une quadrique par la partie 
à distance finie de l'intersection de deux tores dont les axes se 
rencontrent. Donc, les résultats précédents relatifs à la décompo-
sition de l'intersection d'un tore et d'une quadrique s'étendent à 
la courbe d'intersection de deux tores dont les axes se coupent. 
On pourrait sans difficultés examiner tous les cas de décomposition 
de la courbe commune à deux tores ; lorsque les axes se rencon-
trent des simplifications proviennent de l'existence du plan de 
symétrie de la figure. 

SUR LES SÉRIES NUMÉRIQUES CONVERGENTES A TERMES POSITIFS 
DONT LA SOMME EST RATIONNELLE ; 

PAR PAUL A P P E L L . 

i° On peut établir un théorème général pour les séries numé-
riques convergentes à termes positifs dont la somme est rationnelle. 
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Soit une série numérique 

ÎÎJ + M2 + . . . + M « - h . . . 

convergente à termes positifs. 
La somme de la série est supposée rationnelle et égale à une 

fraction irréductible 
On écrit 

P 
ou 

p étant un entier quelconque. 
On peut prendre n assez grand pour que Kn soit plus petit que 

tout nombre s si petit soit-il. 
D'autre part 

/ ^ ( W i - f - + . . . - h Un) = / ? [ x S n 

est une expression qu'on peut mettre sous la forme E n - \ - f n , E/t 

étant le plus grand entier contenu dans et fn un nombre 
moindre que i. 

On a a lW une relation de la forme 

p\ = En-hfn^-piX R„ . , 

On peut prendre n assez grand pour que p\x R n < j . 
On a alors, E étant un entier égal à p\ — Eni -

E =fn-JrP\^ B/o 

E est donc un entier positif. Gomme fn est au plus égal à i, on a 

. E < H - / ? [ J L R „ • 
ou 

E < 2, car / ? f j i R n < i , 

l'entier posisif E étant inférieur à 2 ne peut être que 1. On a donc : 

pl - E n + i , 

(i) fn-hp V- = I. 

Tel est le théorème que nous voulions établir. 
Si la relation (1) n'a pas lieu pour tous les n tels quepfxR^ < 1, 

l'hypothèse est fausse et la somme de la série n'est pas rationnelle. 

pl 
= S n -h R n , 
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Exemples 
Voici deux exemples, l'un se rapportant à une série dont la 

somme est évidemment rationnelle et l'autre se rapportant à une 
série dont la somme est évidemment irrationnelle. 

En désignant par x un nombre rationnel positif inférieur à i on 
a évidemment 

— = x - f - x*1 -4- x3 - H . . . 4 - xn 4 - , . . 

' " ' ° ' ** 1 V " 
A X • 

Supposons x = -- Oil aura 
\ _ 1 

jjl 6 ' 
A = I (X = 6, 

En = P i • 
D'autre part 

\ T 

Comme 

i 
i — -

7 

Pix R7l = R n — 6/> ' 1 

P 

= ~ (^on suppose 7n > p 

la partie entière de p\jl2u est bien p — 1 pour les valeurs de n 

convenables. 
Prenons comme second exemple le nombre e qui est manifes-

tement incommensurable. On a alors 

Prenons . 
p = 1 .2 . . . (¡i — 1) (fx 4- 1 ) . . . n. ' 

Alors p ^ n est entier, donc 

/ = o. 
D'autre part 

i 1 i 1 i 
Dix n » = h r-7 r 4 - . . . <C h 7 r r 4 - . . . = - I 

7 1 4 - i + 1) (n-hi) n 4 - 1 (n 4 - 1 )* - n ' 
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il est donc impossible que 

fn -hp^l&n = I • 

3° Dans les exemples précédents les termes un sont rationnels 
mais le théorème est général et s'applique à des séries dont le 
terme général serait irrationnel, par exemple à la série donnant C, 

G = Ui -4- Ut -+-. . • Un -H . . • , 

OÙ 

Le fait que -f- p^^n c'est-à-dire que R,* est indépen-
dant de n\ pour n suffisamment grand, est évident car 

2 n H - R n = S. 

Ce fait est général, que la somme soit rationnelle ou non. 
La condition y^+pp-R/ ï^ i qui est nécessaire pour que la 

somme de la série soit rationnelle est aussi suffisante ; en effet, 
fn diffère par un entier de pp ; donc la série ¿Ln -f- est 
rationnelle. 

La série qui définit C a ses termes irrationnels mais, d'après une 
remarque de M. Vacca, on peut les rendre rationnels. 

On a, en effet, 
G — lim [ H ( A ) — log/i ] 

où 

H ( h ) = i-t- I + . . . + — L - . 
7 2 h — i 

On a alors 

(k — i ) G = lim [ &H ( n -+- i ) - H ( n + i ) ^ ] 

= lim S n (pour n infini), 

Dès lors, 

1 = — S n 

= - A / 1 + -H î V : 

n -f- i \ ( / n - i ) * (/1 + 2 / - 1 / 

La somme de la série est égale à 
-h R n = H- ; . 
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donc 
un = S/z-Hl — = Rra 

quantité positive d'après les formules de M. Ser rappelées précé-
demment {Nouvelles Annales, juillet 1926). 

ESQUISSE D'UNE MÉTHODE D'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION ( ' ) 
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE 

a(p, g) x r -h 2 b(p, q) X s -h c(p, g) X t = o ; 

PAR PIERRE S I C A R D , 

Chef d'escadron au 1576 d'Artillerie (Nice). 

Soit une équation,aux dérivées partielles de second ordre 

(1) F (x, y,.z,p, q, r,s, t) = o, 

où p, <7, r, t désignent suivant les notations habituelles les 
dérivées partielles de la fonction inconnue z(oc, y). 

Soit une intégrale de (1) (axes rectangulaires). Le plan tangent 
en un point peut être mis sous la forme 

( 2 ) X coscp -h Y sinco -4- Z cot6 -4- h{0, ©) = o , 

ou les deux variables cp et 0 , et la fonction h ont des significa-
tions évidentes. 

L'équation (1) donne alors une équation du second ordre pour 
la fonction inconnue h des deux variables 9 et Q. 

La transformation ainsi réalisée n'est pas nouvelle. Elle se rat̂  
tache d'ailleurs, tout à fait simplement, à la transformation de 
contact bien connue de Legendre. 

Elle intervenait indirectement dans quelques problèmes pro-

( 1 ) Équation linéaire et homogène par rapport aux dérivées secondes r, s, t 
et dont les coefficients a{p, q), b{p, q), ,c{p, q), sont des fonctions quel, 
conques à deux variables des dérivées premières p et q. 
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posés aux examens ( { ) , et ee sera notre justification pour en déve-
lopper ici quelques applications. 

1. Les formules fondamentales sont les suivantes : 
D'abord les coordonnées y, z du point de contact du plan (2) 

sont 

(3) { y = -

dh . dh . 
: — si n © C7T sin ö cos 0 cos © — h cos cp, 
u<s> du . 

Ô h d h ' A A ' * A « • —- cos cp — sin 6 cos 6 sin cp — h sin cp, 
^ 1 <70 1 

sin2 0 
dh 

¿0 ' 

Les dérivées premières p et q sont 

( 4 ) p = — cosç tang0, q = — sinç tangÔ. 

Quant aux dérivées secondes 

dp 

dx ' 

dp dq 
s = i = 1 ' £ — —5 

¿ r 

elles découlent immédiatement du système (5) suivant d'équations 
linéaires 

dx dy 

dy ^ do 
COSCp 

A ^ 
since tariffO — — 5 

eta ' 

(5) 

¿a? 
cos2 6 

h t ~ = — coso tangtj 
àw d® » o 

' dd ^ '¿e ¿0' 

De ce système d'équations, il résulte, en désignant par J le 
jacobien, 

dx dy 

dcp dtp 

dx dy 
~db '55 

(*) FÎÉH/% au sujet de cette transformation, ma solution de la question d'analyse 
4u concours d'agrégation de 1905. Voir aussi Solution et question, G.80, ce 
tome, p. 27. 
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les relations suivantes (57),. 

W r - T Ô - P - \ à l 0 ! - - 0 - ? 

[àx dp ôx dp'| 

~ch "35 ~~ 50 
I J X Î = J X ^ = 

J x ^ J ^ 
OX 

J x ^ J x ^ 

\àq_ ày__dq âyl 

àQ àd ¿cpj 

[àx dq dx àq 1 

¿¡p âS ~~ dcp J ' 

Appliquée à une équation quelconque aux dérivées partielles de 
second ordre, il ne semble pas que la présente transformation 
conduise à une simplification du problème, loin de là. Elle est 
fâcheusement dissymétrique, et se prête mal aux calculs algé-
briques. 

Mais elle conduit à un essai d'intégration intéressant, apppli-
quée à une équation aux dérivées partielles de la forme précitée 

(6) a{p,q)r + ib(p,q)s-hc(p,q)t = o. 

2. Proposons-nous de transformer l'équation (6) 

(6) a(p, q)r -b ib(p, q)s -h c(p, q) t = o. 

Il est facile de remarquer en remplaçant dans cette équation les 
dérivées secondes r, s, par leurs expressions tirées du sys-
tème (5'), [ 's a deux expressions], que cette équation (6) peut 
s'écrire 

où les diverses dérivées s f ' - ^ ' P e u v e n t être calculées 

d'après (3) et (4). 
L'équation transformée, obtenue, sera linéaire et homogène 

par rapport à la fonction h, et à ses dérivées premières et 
secondes, les coefficients étant des fonctions données de 0 et 
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de 9 (4). Une particularité d'une grande importance dans l'occur-
dh rence, c'est que le coefficient de ^ est identiquement nul. 

Cherchons à quelles conditions, les termes en ĵ— et ^ ^ 

manquent dans l'équation transformée (7), qui se réduirait à la 
forme classique de Laplace, et même d'une forme de Laplace 
tronquée, puisque B est identiquement nul. 

Ces conditions sont visiblénrent les deux conditions sui-
vantes (7') : , 

<7') 
(a + 6 ^ si n o — (b ~ c ^cos9 = o . 
\ ào / \ àf ây / 

Relations linéaires et homogènes en a, 6, c. Ces coefficients 
sont faciles à calculer, mais d'ailleurs inutiles pour la suite. Il est 
en effet visible que, eu égard aux relations (7"), dans l'équation 
de Laplace ( L ) tronquée, les coefficients A et C sont nuls. En 
effet, les expressions de ( A ) et de (C ) peuvent s'écrire 

A = sin 6 cos6 [ ( é ^ + c ^ f ) s i „ ? + ( « g + b Ô ± 

+ xcos* 9 ! + c g ) cos Ç - ( a + b d ± ) sin ? ] 

L'équation de Laplace se réduit à 

d'où 
h = a(cp)-+-p(6). 

Les surfaces obtenues sont celles qu'envisageait le problème 

p ) Cette équation aux dérivées partielles de second ordre linéaire et homogène 
a ' fait l'objet de quantité de recherches de géomètres éminents. Voir l'immortel 
Ouvrage de Gaston Darboux, sur la théorie générale des surfaces, qui cherche k 
la ramener (méthode dite des caractéristiques) à l'équation de Laplace 

, _ x d2 h . dh dh _ . 
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d'agrégation de 1905, précédemment cité. Surfaces dont les 
lignes de courbure sont planes 

cp = cons t . , G — const . , 

et qui, lorsqu'elles sont de révolution, sont à courbure moyenne 
constante. 

3. Surfaces réglées à plan directeur. — Un autre cas parti-
culier de l'équation (6) est celui des surfaces réglées qui dépen-
dent de l'équation aux dérivées partielles 

(8) g2r — ipqs p21 = o. 

La transformation conduit très aisément à l'équation réduite 

. . . . . à'2 h à h A 
( X , ) s i n 6 ^ 0 i ^0"COS ' ' 

dont l'intégration est presque immédiate comme suit r 
L'équation (Xj ) peut s'écrire visiblement 

Posons 

^ h -ç cote = 0, -

1 cos0 ùh . « a 
= - i n r ? ' dê 9 1 t t t e = Tf (? ) . 

y étant une fonction de cp seule (fonction arbitraire), 

h = — y(?)cot0 

g fonction arbitraire de 9 seule. 

Nota. — Parmi les surfaces réglées à plan directeur, le fameux 
conoïde de Plucker 

joue un rôle très important dans la théorie cinématique des sur̂  
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faces. Voir dans la dernière édition du Livre de M. G. Darboux, 
les études de M. P. Appell et celles de M. Raoul Bricard. 

4. La transformation indiquée présente de l'intérêt dans le cas 
de Y équation générale des surfaces mini ma 

( 9 ) ( n - p 2 ) t — ipqs ( I + q2)r = o. 

Eu égard à la relation évidente 

p sin 9 — q cos 9 = 0 

et à la relation non moins évidente 

dp àq 
q J« ~ p ¿0 = . • 

la transformation de l'équation (9) en équation ( j ) peut être très 
rapide et présente une certaine élégance. 

L'équation (9) peut s'écrire successivement 

àx _ (nàp _ nà9_\_âJL\â_E 

¿6 < V L \ <*P à * / 

^ ^ „ L t a n ^ Q - 4 - ^ I — - à p L i a n t e ^ 

\ % ^ + ^ t a n g 8 ( i ^ t a n g » e ) c o s ? ] g - g tang6(i + tang» 6)sin 9, 

p o u r se mue r finalement en l ' é qua t i on 

/ x d-h ô1 h . a ^àh . . . . 
( 1 0 ) 1 H Ï T T T S i n ^ "+" ^ - r r ~ S i n 0 COS 6 - f - A — O. 
x \ (792 (70 

o. Bien des solutions simples de cette équation aux dérivées 
partielles (10) sont en évidence (il n'y a pas lieu d'insister sur son 
intégration générale). 

Cherchons d'abord des solutions de la forme 

On doit avoir 

( M -

/ » \ • , A o dhi . . (/i-2) ^ ^ sin2ô + 3 — s i n ô cos6 -H hz == o, 
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d'où l'on tire immédiatement, en introduisant les constantes arbi-
traires c ,, c2, dx, d2, 

hi == Ci cos 9 -h Ci sin 9, 

h2— cotô f dA-\—^tt -h di L tang -1 . 
L c o s " 2 J 

L'intégration de l'équation (A/) est évidente. Celle de l'équa-
tion (h2)i assez facile, soit à la faveur de la remarque, qu'elle a 
une solution particulière évidente cot0, soit après transformation 
en posant h — en une équation de Riccati 

sin20 ^ -+- H 2 J - f -3 H - h I = O, 

équation dont il est assez aisé d'obtenir une solution particulière 
(équation intégrable par conséquent). 

Nous laissons aux lecteurs le soin de vérifier que l'on retrouve 
ainsi la caténoïde de révolution de Lindelëf. 

6. On peut encore chercher une solution de la forme 

h=hi(c)h,(0). 

L'équation (10) donne alors 

d2 hi , d2 h2 . • dh2 . . A 
—z—~ H- h\ — s i n 2 6 -+- 3 —T^sinÔcosÔ 
do- • d§ 

h i /?2 

ou en posant a, la valeur commune (évidemment constante) des 
deux rapports 

(11) _ 4 - / ^ ( 1 — a ) = o, 

(12) ^ s i n 2 6 - f - 3 ^ s i n 6 c o s 0 - i - a A 2 = o . 

L'intégrale générale de (i i ) est évidente. Celle de (12) est élémen-
taire dans le cas a = 1 (cas où elle se trouve écrite précédem-
ment), et dans le cas a = o. 

Pour a — 1, on retrouvera en particulier Yhélicoïde réglé à 
plan directeur qui correspond à hx = dx cot#. 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. II. (Octobre 1927.) 16 
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Pour a = o, on a 
7 / . \ / 7 T 6 COS2 Ô\ h ~ ( c j cosç -f- c2 sin 9) f dL-h a2 L tang - — s i n 2Q ) * 

Intégration de Véquation différentielle 

(p- h2 dh9 

( H ) sin2 8 " H- 3 —r^ sin 6 cos 8 H- a h<> = o (a quelconque). 

Posons 
l'équation se transforme en l'équation 

/ v n / - ' «n h°> dh.2 . 

Cette équation est une forme réduite de l'équation classique 
d'Euler, généralisée par Gauss 

/ h* j d h j . . (a0x^-f- b0x 4- c0) —- # + c 0 ) - 4 - / 0 ^ 2 = o, 

équation étudiée dans les traités complets d'analyse (voir inci-
demment sur la construction de l'intégration générale des équations 
différentielles où le nombre de points critiques est limité, le cours 
d'analyse de Jordan à l'Ecole Polytechnique en 1901). 

L'équation ( X ) prend une forme élégante en y posant x = sh 
il vient alors 

/ r r . sh t dht 

Posons encore 
A2 = Lo(t) ch t. 

L'équation (t) transformée est 

d'2iù r N _ 2 
( û ) _ r + ^ ( a - , ) c h i + a r i J c o = o. 

Cette dernière équation différentielle est de la forme 

(10) w " + w A 0 ( i ) = o, 

où A 0 ( t ) désigne une fonction analytiqué de la variable indépen-
dante t réelle et régulière pour toutes les valeurs réelles et finies 
de t. 
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Elle rentre donc dans la catégorie d'équations différentielles du 
second ordre, étudiée tout dernièrement (Nouvel les annales de 
mathématiques, janvier 1927. Concours d'agrégation de mathé-
matiques 1926. Question d'analyse. Solution de M. Bertrand Gam-
bier) en utilisant des remarques de mécanique rationnelle; 

Remarques. — i° Il est est bon de remarquer à propos de 
l'équation (X) qu'elle peut être intégrée par série (solution parti-
culière par la série entière) 

Les différents y pouvant être calculés par la formule de récurrence 

(Fr) (p -+- i))(p -+- '2)y/;+2 -+- [a -hp(p — = o. 

20 A propos de l'équation (w) Jacobi a démontré (v o i r recueil 
d'exercices sur le calcul infinitésimal de Frenet (1891) que si l'on 

a une intégrale première de l ' é q u a t i o n = F(w, t) on peut 

obtenir une intégrale générale au moyen de quadratures. Dans 
l'occurrence l'intégrale première est loin d'être évidente. 

Le lecteur pourra mettre en évidence les propriétés géomé-
triques des surfaces qui correspondent à la forme 

h = Ai(<p)M6), 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(SESSION DE 1927) . 

Composition de Géométrie. 

On considère deux droites A et A' qui se coupent en O et font 
entre elles un angle Soient A un point de A, A' un point 
de A'. Le cercle qui a pour diamètre AA' recoiipe A en B, 
A' en BF. Soient co le-centre de ce cercle, le centre du cercle 
de diamètre BB;. 

i° On suppose que co décrive une droite à. Démontrer que co' 
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décrit une droite àf et que coco' enveloppe une conique P dont on 
construira les éléments géométriques usuels. 

2° Cette conique P étant fixée, il lui correspond une droite è 
et une droite à' qui se coupent en I. Lieu du point T quand les 
droites A et A' varient en conservant des bissectrices fixes, la 
conique P ne variant pas. 

3° Les droites A et A' étant de nouveau fixes1 on suppose que 
la droite AA' varie de manière que le triangle OAA' conserve, 
soit une aire, soit un périmètre constant. Montrer que dans 
chacun de ces cas, les cercles (ù sont orthogonaux à un cercle 
fixe dont on précisera la position. 

Même question pour les cercles co'. 
4° On suppose enfin que Vaxe radical des deux cercles w 

et o)' passe par un point fixe P'. Montrer que les cercles co 
restent orthogonaux à un cercle fixe de centre Q et que les 
cercles restent orthogonaux à un cercle fixe de centre Q'. 
Etudier la disposition des quatre points O, P', Q, Q'. Quel est 
le lieu des P; quand Q ou décrit un cercle de centre O et de 
rayon a. 

SOLUTION par M . BERTRAND GAMBÏER. 

1 . Le point W s'obtient en projetant A sur A'; on peut dire que, 
si l'on a choisi un sens sur A et sur A', B' se déduit de A par les 
deux opérations suivantes : d'abord symétrie autour de la bissec-
trice 6h des deux droites orientées A et A', puis homothélie par 
rapport à O, le rapport d'homothétie étant cosaa, où 20c est 
l'angle des deux droites orientées A et A'; l'ordre des deux opéra-
tions est échangeable; changer le sens de A' par exemple revient à 
remplacer Ûh par la bissectrice perpendiculaire et à changer le 
signe du rapport d'homothétie, ce qui, au total, est indifférent. Le 
point B se déduit de A' - par la même construction, donc &>' se 
déduit de co par la même transformation; si donc co décrit une 
certaine courbe y, le point co' décrit une courbe y , inversement 
semblable à y. Ici les courbes sont deux droites à et à'. Pour cons-
truire àr quand ô est donnée, il est commode d'introduire les 
points coî, w2 où è coupe A et A' respectivement, de façon à avoir 
aussitôt <ù\ et o)'2 par simple projection sur l'autre droite A' et A. 

Quand co décrit la droite indéfinie <5, ĉ  w2 (orientée par exemple 
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d e o)1 v e r s co 2 ) , co' d é c r i t l a d r o i t e i n d é f i n i e ô ' , c*)̂  co'2 ( o r i e n t é e d a n s 

l e s e n s c o r r e s p o n d a n t ) e t l e r a p p o r t ~ — , r e s t e c o n s t a n t e n g r a n -

d e u r e t s i g n e : c ' e s t u n e p r o p r i é t é c o n n u e q u e la d r o i t e coco' e n v e -

l o p p e u n e p a r a b o l e P t a n g e n t e à â e t ô ' . P o u r a v o i r l e s é l é m e n t s 

u s u e l s d e P , i l e s t c o m m o d e d e d é m o n t r e r a i n s i l a p r o p r i é t é 

( f i g . i ) : l e s p e r p e n d i c u l a i r e s à ô e n co, e t ô' e n co'̂  s e c o u p e n t 

Fig. i. 

e n p., ; d e m ê m e co2 e t c*)2 d o n n e n t p.2 ; o n j o i n t p 2 e t l ' o n d é p l a c e 

u n p o i n t /UL s u r pi, p.2 ; l e s p r o j e c t i o n s d e p s u r ô e t à' s o n t é v i d e m -

m e n t d e u x p o i n t s « e t G/ h o m o l o g u e s . P r o j e t o n s 1 , p o i n t c o m m u n 

à S e t s : i r p , p 2 e n F : l e c e r c l e d é c r i t s u r ï p . c o m m e d i a m è t r e 

p a s s e e n co, co' e t F , d e s o r t e q u e l a d r o i t e d e S i m s o n d e F r e l a t i v e -

m e n t a u t r i a n g l e f o r m é p a r ô, à ' e t w w ' e s t fixe : c ' e s t la d r o i t e T 

j o i g n a n t l e s p r o j e c t i o n s d e F s u r à e t ô' ; coco' e n v e l o p p e d o n c l a 

p a r a b o l e d e f o y e r F a d m e t t a n t T p o u r t a n g e n t e a u s o m m e t . D ' a u t r e 

p a r t l a b i s s e c t r i c e 6h c o u p e é v i d e m m e n t à e t à' e n d e u x p o i n t s GJ 

e t to' h o m o l o g u e s , d o n c 6h e s t u n e t a n g e n t e p a r t i c u l i è r e d e P . P o u r 

l a m ê m e r a i s o n , l a s e c o n d e b i s s e c t r i c e ( S i t o u c h e P d e s o r t e q n e l a 

d i r e c t r i c e D d e P p a s s e e n O . 

2 . S o i t u n e p a r a b o l e P , u n p o i n t O d e s a d i r e c t r i c e , 6h e t ( 3 t 

l e s t a n g e n t e s r e c t a n g u l a i r e s e n t r e e l l e s , i s s u e s d e O à P ; s i l ' o n 

t r a c e a u h a s a r d , u n c o u p l e d e d e u x d r o i t e s A e t à ' i s s u e s d e O e t 
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a d m e t t a n t 6h e t Ûht p o u r b i s s e c t r i c e s , o n r e c o n s t i t u e a u s s i t ô t l a 

figure p r é c é d e n t e e n m e n a n t à P l a t a n g e n t e p e r p e n d i c u l a i r e à A , 

q u i c o u p e A e n co2 e t A ' e n d e m ê m e l a t a n g e n t e à P p e r p e n d i -

c u l a i r e à A ; c o u p e A e n w , e t A ' e n co^ ; à e s t J a d r o i t e GO J CX>2 e t 0 ,, 

WjCO^. L e s d r o i t e s co, w 2 et <x>'2, s o n t , e n d i r e c t i o n , s y m é t r i q u e s 

p a r r a p p o r t à 6h o u ; l e s p e r p e n d i c u l a i r e s F s , Fer ( fig. 2) 

Fig. 2. 

a b a i s s é e s d e F s u r c e s d r o i t e s go4co2 e t go', w'2 o n t l e u r p i e d £ o u s ' 

s u r T et s o n t s y m é t r i q u e s e n d i r e c t i o n r e l a t i v e m e n t a u x p a r a l -

l è l e s F(3 e t F ( 3 , à e t Ûh{ i s s u e s d e F : c o m m e ¡3 e t ¡3, p i e d s d e c e s 

p a r a l l è l e s s u r l a d r o i t e T s o n t c o n j u g u é s h a r m o n i q u e s p a r r a p p o r t 

à s e t s', l e c e r c l e Fes l d e d i a m è t r e F I e s t o r t h o g o n a l a u c e r c l e F(3|34 

d e d i a m è t r e ¡3(34 d e s o r t e q u e F I e s t u n e d r o i t e f i x e , t a n g e n t e e n F 

a u c e r c l e fixe F(3|3 , : c ' e s t l e l i e u d e I . 

3 . L a p u i s s a n c e d e O r e l a t i v e m e n t a u c e r c l e d e d i a m è t r e A A ' 

e s t O A . O B ^ r e m a r q u o n s , c e q u i s e r a c o m m o d e p o u r l a s u i t e , 

q u e c e t t e p u i s s a n c e e s t l a m e s u r e d u p r o d u i t v e c t o r i e l i n t é -

r i e u r O A . O A ' ) ; c e t t e p u i s s a n c e p e s t é g a i e à O A . O A ' . c o s 2 < x ; o r 

F a i r e d u t r i a n g l e O A A ' q u i e s t i O A . O A ' s i n 1 a r e s t e c o n s t a n t e p a r 

h y p o t h è s e : d o n c O A . O B r e s t e c o n s t a n t a u s s i e t l e c e r c l e A A ' 

r e s t e o r t h o g o n a l a u c e r c l e d e c e n t r e O e t r a y o n sjp) i l e s t b o n d e 
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r e m a r q u e r q u e p n ' e s t p o s i t i f q u e s i l e s e g m e n t A Â ' e s t c o n t e n u 

d a n s l ' u n o u l ' a u t r e d e s a n g l e s a i g u s d e A e t A ' . 

J e v a i s m a i n t e n a n t d é m o n t r e r , d ' u n e f a ç o n g é n é r a l e m a i s é l é -

m e n t a i r e , l a p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : 

S i l a d r o i t e A A ' e n v e l o p p e u n e c o n i q u e T t a n g e n t e à A e t A ' , l e 

c e r c l e GO, d e d i a m è t r e A A ' , r e s t e o r t h o g o n a l à u n c e r c l e f i x e . 

C e t t e p r o p o s i t i o n c o m p r e n d c o m m e c a s p a r t i c u l i e r c e l u i o ù l e 

t r i a n g l e O A A ' g a r d e u n e a i r e c o n s t a n t e ( A A ' e n v e l o p p e u n e h y p e r -

b o l e d ' a s y m p t o t e s A e t A ) , c e l u i o ù l e t r i a n g l e O A A ' g a r d e u n 

p é r i m è t r e c o n s t a n t [ A A ' e n v e l o p p e u n c e r c l e t a n g e n t à A e t A ' ( * ) ] , 

c e l u i o ù A A ' p a s s e p a r u n p o i n t f i x e P ( q u a t r i è m e p a r t i e ) , l a 

c o n i q u e s e r é d u i s a n t d a n s c e c a s a u x d e u x p o i n t s P e t O . L a p r o -

p r i é t é e s t b a s é e s u r c e f a i t q u e A e t A ' é t a n t o r i e n t é e s , l e s a b s c i s s e s a 

e t a' d e A e t A ' s u r A e t A ' s o n t l i é e s h o m o g r a p h i q u e m e n t , p r o -

p r i é t é q u i s e d é m o n t r e e n r e m a r q u a n t q u e , F é t a n t f o y e r d e T , 

l ' a n g l e ( F A , F A ' ) d e d r o i t e s i l l i m i t é e s e s t c o n s t a n t . 

L a s e c o n d e t a n g e n t e à T s u p p o s é e n o n p a r a b o l i q u e p a r a l l è l e à A ' 

d o n n e s u r A l e p o i n t J à d i s t a n c e f i n i e d o n t l e c o r r e s p o n d a n t J ' e s t 

r e j e t é à l ' i n f i n i ; o n d é f i n i t d e m ê m e s u r A ' l e p o i n t K ' h o m o l o g u e 

Fig. 3. 

d u p o i n t à l ' i n f i n i d e A ; l a p e r p e n d i c u l a i r e a b a i s s é e d e K ' s u r A 

e s t u n c e r c l e d é g é n é r é d e l a f a m i l l e ; d e m ê m e l a p e r p e n d i c u l a i r e 

a b a i s s é e d e J s u r A ' : c e s d e u x p e r p e n d i c u l a i r e s s e c o u p e n t e n u n 

( ! ) A A' n'enveloppe qu'une partie du cercle; mais en généralisant et aflec-
tant OA et O.V de signes convenables on peut avoir tout le cercle; à la rigueur 
on peut même faire intervenir quatre cercles, deux à deux symétriques relative-
ment à O; mais ce n'est qu'un détail. 
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p o i n t i l e t t o u t r e v i e n t à d é m o n t r e r q u e l e p r o d u i t s c a l a i r e S 1 A . Í 2 A ' 

e s t c o n s t a n t ( fig. 3 ) . 

O r l a figure 3 d o n n e a u s s i t ô t 

QA = QJ -h JA, 

¿A/ = QK' -+- K'~A', 

d ' o ù p a r m u l t i p l i c a t i o n s c a l a i r e e t s e r a p p e l a n t q u e Œ K / e t J A d ' u n e 

p a r t , p u i s e t K ' A o n t d e s s u p p o r t s p e r p e n d i c u l a i r e s 

JA .K 'A ' , -

c e q u i d é m o n t r e l a p r o p r i é t é , c a r Í 2 J e t Í 2 K ' s o n t fixes e t d ' a u t r e 

p a r t l a r e l a t i o n d ' h o m o g r a p h i e e s t 

> — ^ • 

mesure JA X mesure K ' A ' = const. 

O n d é d u i t a u s s i t ô t d e l à q u e l e c e r c l e co d e d i a m è t r e A A ' e n v e -

l o p p e u n e c o u r b e b i c i r c u l a i r e a n a l l a g m a t i q u e d e d e g r é 4 • l e l i e u 

d e co e s t e n e f f e t u n e c o n i q u e ; T é t a n t s u p p o s é e n o n p a r a b o l i q u e , 

o n p e u t r e g a r d e r l a figure c o m m e p r o j e c t i o n c y l i n d r i q u e d ' u n 

h y p e r b o l o ï d e à u n e n a p p e , T é t a n t l e c o n t o u r a p p a r e n t e n p r o j e c -

j e c t i o n , A e t A ' l e s p r o j e c t i o n s d e d e u x g é n é r a t r i c e s fixes G , G ' 

d ' u n m ê m e s y s t è m e e t A A ' l a p r o j e c t i o n d ' u n e g é n é r a t r i c e v a r i a b l e 

d e l ' a u t r e s y s t è m e : l e p l a n p a r a l l è l e à G , G ' e t é q u i d i s t a n t d e G 

e t G ' c o u p e l ' h y p e r b o l o ï d e s u i v a n t u n e c o n i q u e c o n t e n a n t l e m i l i e u 

d u s e g m e n t d e g é n é r a t r i c e p r o j e t é e n A A ' ; l e m i l i e u d e A A ' d é c r i t 

d o n c u n e c o n i q u e d ' a s y m p t o t e s p a r a l l è l e s à A e t A ; l e r e s t e s ' e n 

d é d u i t . S i l a c o r d e A A ' p a s s e p a r u n p o i n t fixe P i l n ' y a r i e n d e 

c h a n g é s a u f q u e l ' h y p e r b o l o ï d e a d m e t d e u x g é n é r a t r i c e s v e r t i -

c a l e s p r o j e t é e s e n P e t O ( l a d é m o n s t r a t i o n é l é m e n t a i r e d o n n é e 

p l u s h a u t s u b s i s t e p u i s q u e l ' o n s a i t a u s s i t ô t q u e A e t A ' s e c o r r e s -

p o n d e n t h o m o g r a p h i q u e m e n t ; l a n o t i o n d e c o n i q u e d é g é n é r é e e n 

l e s d e u x p o i n t s distincts P e t O n ' e s t u t i l e q u e p o u r c e c o m p l é m e n t ; 

l e s s e c o n d e s t a n g e n t e s p a r a l l è l e s à A e t A ' s o n t b i e n l e s p a r a l l è l e s , 

à A e t A ' m e n é e s p a r P ) . D a n s c e c a s o ù l a c o r d e A A ' p a s s e 

p a r l e p o i n t fixe P , o n p e u t r e m a r q u e r , d e p l u s , q u e s i A e t Af 

v i e n n e n t s i m u l t a n é m e n t e n O , l e c e r c l e A A ' s e r é d u i t a u c e r c l e -
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p o i n t O ; d o n c t o u s l e s c e r c l e s oo s o n t o r t h o g o n a u x à u n c e r c l é f i x e , 

d o n t l e c e n t r e i l s e t r o u v e c o m m e p l u s h a u t , e t q u i d e p l u s p a s s e 

e n O . 

I l e s t i n t é r e s s a n t à c e p r o p o s d e r e v e n i r s u r l a p r e m i è r e p a r t i e 

o ù GO d é c r i t u n e d r o i t e à ; s i d e co l ' o n m è n e l a p a r a l l è l e à A ' o n 

o b t i e n t s u r A l e m i l i e u oc d e O A , d o n c co e t a o u co e t A d é c r i v e n t 

s u r à e t A d e s d i v i s i o n s p r o p o r t i o n n e l l e s ; d e m ê m e GO e t A ' s u r à 

e t A7 : d o n c , c o m m e c e l a a é t é e x p l i q u é p l u s h a u t , l a d r o i t e A A ' 

e n v e l o p p e u n e p a r a b o l e P 4 t a n g e n t e à A , A ' e t à ) c e r a i s o n n e m e n t 

d é m o n t r e d ' a i l l e u r s q u e , r é c i p r o q u e m e n t , l e m i l i e u d u s e g m e n t 

d é c o u p é s u r u n e t a n g e n t e m o b i l e d e l a p a r a b o l e P 4 p a r d e u x t a n -

g e n t e s f i x e s e s t u n e d r o i t e à t a n g e n t e e l l e a u s s i à P , ( l e r a i s o n n e -

m e n t d é d u i t d e l a g é o m é t r i e d a n s l ' e s p a c e l e d é m o n t r e a u s s i , m a i s 

d ' u n e f a ç o n m o i n s é l é m e n t a i r e ) ; d a n s c e c a s l e c e r c l e GO r e s t e 

m a n i f e s t e m e n t o r t h o g o n a l à l a d r o i t e 8 l i e u d e s o n c e n t r e e t l e 

p r i n c i p e d e c o n t i n u i t é p e r m e t d ' a f f i r m e r q u e l ' e n v e l o p p e d u 

c e r c l e to e s t u n e q u a r t i q u e b i c i r c u l a i r e a y a n t à p o u r a x e . 

Fig. 4. 

C a l c u l o n s d ' u n e f a ç o n p r é c i s e l a p o s i t i o n d e Q e t l a p u i s s a n c e 

c o n s t a n t e d a n s l e c a s o ù l e t r i a n g l e O A A ' a u n p é r i m è t r e c o n s -

t a n t ip\ A A ' r e s t e t a n g e n t e à u n c e r c l e f i x e d e r a y o n p tarigoc, l e 

p o i n t K ' ( f i g » 4 ) s ' o b t i e n t p a r l a t a n g e n t e p a r a l l è l e à A ; l a p e r p e n -
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o u 

Q é t a n t p a r r a i s o n d e s y m é t r i e s u r l a b i s s e c t r i c e d e l ' a n g l e A , A ' ; 

p r e n o n s c o m m e s é c a n t e A A ' p a r t i c u l i è r e c e l l e p o u r l a q u e l l e A e s t 

c o n f o n d u a v e c O e t A ' a v e c l e p o i n t d e c o n t a c t A ' d e A ' e t d u 

c e r c l e ; A ' s e p r o j e t t e e n a! s u r l a b i s s e c t r i c e 0 & ; l a p u i s s a n c e 

c o n s t a n t e e s t 

E l l e e s t n é g a t i v e s i l ' a n g l e 2oc e s t a i g u , p o s i t i v e s i 2 a e s t o b t u s . 

L e c a s d e 2 a d r o i t e s t u n c a s d e d é g é n é r e s c e n c e é t u d i é a u s s i t ô t . 

D ' a u t r e p a r t t o u t c e q u i e s t r e l a t i f a u c e r c l e 00' s e d é d u i t p a r l a 

s i m i l i t u d e d é j à e m p l o y é e des r é s u l t a t s r e l a t i f s a u c e r c l e co. 

4 . C e t t e d e r n i è r e q u e s t i o n a é t é r é s o l u e e n p a r t i e . L ' a x e r a d i c a l 

d e co e t co' e s t e n e f f e t B B ' ; l a d r o i t e B B ' p a s s e p a r l e p o i n t f i x e P ' : 

o n o b t i e n t l e p o i n t Q ' p a r l a c o n s t r u c t i o n s i m p l e s u i v a n t e : l a 

p a r a l l è l e à A i s s u e d e P ' d o n n e ( f i g . 5 ) B^ s u r A ' e t p a r B ' t o n 

m è n e l a p e r p e n d i c u l a i r e à A ; d e m ê m e l a p a r a l l è l e à A ' i s s u e d e P ' 

d o n n e B 2 s u r A , l a p e r p e n d i c u l a i r e à A ' i s s u e d e B 2 d o n n e Q ' p a r 

i n t e r s e c t i o n a v e c l a d r o i t e h o m o l o g u e i s s u e d e B^ ; l e p o i n t Q s ' o b -

t i e n t m a n i f e s t e m e n t c o m m e i n t e r s e c t i o n d e l a p e r p e n d i c u l a i r e 

e n B ' t à A ' , e t à A e n B 2 d e s o r t e q u e l a figure B 2 Q B \ Q r e s t u n 

p a r a l l é l o g r a m m e ; c o m m e i l e n est d e m ê m e d e P ' B ' j O B a , i l e n 

r é s u l t e q u e l e c e n t r e c o m m u n d e s d e u x p a r a l l é l o g r a m m e s e s t l e 

m i l i e u d e O F , B 2 B ; , Q Q ' ; l a figure O Q P ' Q ' e s t d o n c u n p a r a l l é -

S i l ' o n r e m a r q u e q u e 

cos 20c = cos2a — sin2a = cos4a — sin4a, 

o n t r o u v e a u s s i t ô t q u e l a p u i s s a n c e e s t 

— p cos 2 a sin4a 
cos6a 
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l o g r a m m e . O Q et O Q ' s o n t , c o m m e n o u s l e s a v o n s , s y m é t r i q u e -

Fig. 5. 

m e n t i n c l i n é e s s u r l e s b i s s e c t r i c e s 6h e t F i g u r o n s d o n c ¿ S , O Q 

e t O Q ' ; s o i t O Q ) = 0. O n s u p p o s e O Q c o n s t a n t é g a l à a : 

Fig. 6. 
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P ' s o n t r e s p e c t i v e m e n t (b = a c o s 2 a) ( f i g . 6 ) : 

Q acosô asin9 
Q' b cos 6 — b sin 6 
P ' ( a -h ¿>) cosô (a — b) sintf 

L e l i e u d e P ' e s t d o n c u n e e l l i p s e d e d e m i - a x e s a-\-b,a — b 
p o r t é s s u r 6h e t 6hK ; d ' a i l l e u r s l a d r o i t e Q P 7 p e r c e 6h e t 6hk a u x 

p o i n t s (3 e t ¡3j e t l ' o n a P 7 ( 3 i ' = a 4 - b, P '(3 = a — b, c e q u i r e d o n n e 

l a g é n é r a t i o n c o n n u e d e l ' e l l i p s e p a r l a b a n d e d e p a p i e r . 

SOLUTION DE QUESTION PROPOSÉE. 

2 4 9 7 . 
( 1927 p. 110). 

Soit ABCD un quadrilatère inscriptible, démontrer que le centre O 
du cercle circonscrit, le point de concours I clés diagonales et le 

foyer F de la parabole inscrite sont sur une droite. Cette droite est 

symétrique, par rapport aux bissectrices des angles des diagonales 

du quadrilatère, de la droite joignant I au centre de l'hyperbole équi-

latère circonscrite. G. ROY. 

SOLUT ION. 

P a r E . BALLY. 

i ° Si un quadragone est inscrit à un cercle et circonscrit à une parabole : 
le pôle O' de l'un de ses côtés relatif au cercle, le point de concours F ' 
de ses deux côtés opposés qui sont adjacents au côté envisagé et le point 
de concours I de ses diagonales sont alignés (sur la polaire, relative au 
cercle, du point de concours du côté envisagé avec son opposé). 

Quand le quadragone varie en restant inscrit au cercle et circonscrit à 
la parabole, on sait que le point de concours I de ses diagonales reste fixe. 
Dans la position où l'un des côtés devient la droite de l'infini, les points O' 
et F ' correspondant à ce îcôté deviennent respectivement le centre O du 
cercle et le foyet F de la parabole, qui sont donc alignés avec le point de 
concours f des diagonales du premier quadragone. 

20 On sait que les centres des coniques circonscrites à un quadrangle 
sont sur une conique ( G ) (conique des neuf points), circonscrite au 
triangle conjugué et aux milieux des six segments du quadrangle, et qui a 
pour centre le centre de gravité G des sommets du quadrangle (point 
commun aux trois droites de jonction des milieux des segments opposé», 
et relativement auquel ces milieux sont deux à deux symétriques). 
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Si le quadrangle est inscriptible, la conique ( G ) lieu des centres est une 
hyperbole équilatère, qui a pour directions asymptotiques les directions 
rectangulaires fixes d'axes communes aux coniques circonscrites au qua-
drangle (directions des bissectrices des paires de côtés opposés du qua -
drangle inscriptible) . 

Admettons que les centres O et H du cercle ( 0 ) et de l 'hyperbole équi-
latère ( H ) circonscrits au quadrangle, points situés sur l 'hyperbole équila-
tère ( G ) lieu des centres, soient ^symétriques relativement au centre G de 
cette dernière. 

Alors, les droites 10 et IH qui jo ignent ces centres à un sommet I du 
triangle conjugué du quadrangle, point situé sur ( G ) , sont parallèles à 
deux diamètres conjugués de l 'hyperbole ( G ) , et leurs bissectrices sont 
parallèles aux asymptotes de ( G ) , ce qui résout la fin du problème. 

Reste à établir que si un quadrangle A B C D est inscrit à un cercle de 
centre O, Je symétrique de O relatif au centre de gravité du quadrangle 
est le centre de Thyperbole équilatère circonscrite. 

Soient K l 'orthocentre du triangle A B C ; M et N les mil ieux de A B et 
de CD ; G, le milieu de MN (centre de gravité des sommets du quadrangle ) ; 
H, le symétrique de O relatif à G. 

Le.segment O M étant égal et parallèle à la moit ié du segment CK, il en 
est de même du segment NH , symétrique de OM relatif à G. Donc H est 
le milieu de DK. 

Tout sommet D du quadrangle et l 'orthocentre K du triangle A B C de 
ses trois autres sommets étant donc symétriques relativement à ce point H, 
ce dernier est bien le centre de l 'hyperbole équilatère circonscrite à A B C D , 
puisque celle-ci contient les orthocentres des quatre triangles du quadrangle. 

Nota. — Cette dernière démonstration résout aussi la première partie 
de la question n° 2487, proposée par E. Bally (TV. A.f 1925, p. i^). 

Autre solution de H. BOUVAIST. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS DE LICENCE. 

Question G.90. 

[Mécanique rationnelle; épreuve théorique; énoncé publie en 

février 1927 ,/>. 64.] 

S O L U T I O N 

P a r J. LEDURE. 

Une plaque a la forme d'un triangle équilateral de côté a. Un côté est 
astreint à demeurer dans le plan fixe x ^ O y ^ le sommet opposé sur la v e r -
ticale O i ^ i (axes rectangulaires).¿On demande d'étudier le mouvement. 



Les axes liés à la plaque sont Ox parallèle au côté horizontal, Oy pas-
sant par le sommet de la plaque qui est sur 0 1 z i , Oz perpendiculaire; 
O est le centre de la plaque. Les angles d'Euler sont 

cp^o, ^ = Ox), ^ = \0lzu0.zJ1 

les moments d'inertie de la plaque par rapport aux axes qui lui sont liés 
sont 

A -•.. N C = M Î L \ • 

24 ' 

La force vive de la plaque est, tous calculs faits,. 
M /72 IVL A^ 

2T = ~ ( n _ 2 S i n * - e ) e , * - H ( n ~ 9 c o s 2 0 ) t p , 

et la fonction des forces 
Mga \/3 . 

u = sinô. 
6 

Le théorème des forces vives donne ? 

(1) • 3 (1 -H 2 sin20)0'2 + (1 + 9 cos2 0)t)/2 ^ h — sinô, • 

et, d'autre part, l'équation de Lagrange appliquée au paramètre ^ donne 

( 2 ) - ( 1 -H 9 c o s 2 0 ) 4 > ' — C . 

On voit donc que conserve toujours le même signe et que la rota-
tion se fait toujours dans le même sens. 

Éliminons <(/ entre (1) et ( 2 ) , 

3( I + 2 s in20) ( i H- 9 cos2 0)0'2 = sin0 j ( 1 0 — 9 sin2 6) — c2. 

Pour discuter graphiquement, on posera sinô = x et Ton coupera la 
courbe 

__ 1 
Y ~ 1 0 — $ X 2 

par la droite 

on trouvera, suivant les cas, oscillation du paramètre 6 entre deux valeurs 

et Ô2, oscillations symétriques par rapport à 0 = — ^ ou mouvement 

révolutif. 

Autre solution par J. LÀUREÀU. 



— 255 — • 

Question C.91. 

[Mécanique rationnelle; épreuve pratique; énoncé publié en 

février 1927, p. 64.] 

On donnait le système suivant : En O et O' (sur une même horizontale, 
0 0 ' = l ) pendent deux fils O A B et O'G reliés par un autre fil AG, la 
figure d'équilibre formant un carré 0 0 ' G A dont le côté O A a été pro-
longé d'une longueur égale AB = OA. En A, B, G sont trois masses ponc-
tuelles pesantes de masse m, les fils sont inextensibles et sans masse. 

O'G ayant été écarté d'un angle oc dans le plan du tableau il s'agissait 
d'étudier l'état des vitesses au moment de la tension brusque de AG, 
quand O'G redevient vertical. 

Considérons une position virtuelle du système donnée par les angles 6, 
cp, ^ de OA, AB, O'G avec la verticale. La force v ive est 

Au moment du choc on a G = cp = ' <\> = o, il faut donc écrire que l'on a 

SOLUTION 

- P a r JACQUES DEVIS ME. 

2T = m / î [ 2 0 ' 2 + p 4 - 9 ' 2 + 2<p'ô' cos(6 — <p)]. 

. L'équation de liaison exprimant que AG = l s'écrit 

( c o s6—cos^ ) 2 n - ( s i nÔ — sin^ — 1)2 = 1. 

Â J/SIP -h A ( 2 6'h- <p')80 -4- A(<p'-t- 6')SEP = O, 

pour toutes les valeurs 86, 8cp, liées par 

86 — ^ = o. 
Donc 

A ( ? ' + - 6 ' ) = o, 

A(<J/-H 28 ' -+- CP') = O 
ou encore . 

A(cp ,-f-e/) = o, 

A ( < | / + 6 ' } = o . 

Les valeurs initiales des vitesses sont 

Les valeurs finales seront donc 

Ges valeurs doivent être compatibles avec la liaison, donc 

— Vt = 
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et l'on a 
ùf i.yig . a 
Gi = - 4 / - f sin - , 

i y l 2 

1 / 2 g . a 

, 1 . /%g . a 

CERTIFICAT DE MATHEMATIQUES GENERALES. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I . Étudier les courbes dont le rayon de cour-
bure se projette sur O x suivant un segment constant a > o (réponse : 
ces courbés sont les homoth. directes dans le rapport a de 

X-+- log | sin Y | = 0 ) . 

II . Calculer l'intégrale double J J" (x2y1) dx dy étendue au 

domaine défini par les inégalités 

. 1Z 
o p <T v/sinto eosoj o < co < - > Rép. —; •. 1 2 64 

II I . Déterminer une fonction f telle que Vexpression 

exf(xr-Jr y-)[x~dyy(x2-\-y'2—x)dx] . * 

soit une différentielle totale d\3. Calculer la fonction U corres-
pondante. 

Comparer au résultat obtenu en intégrant l'équation différentielle 

x2y'y ( x*y2—x) = o 

par passage en coordonnées polaires. 
yex . 

Rép. U = A „ -t-B. 

EPREUVK PRATIQUE. — I ° Intégrer Véquation différentielle . 

20 Construire les courbes intégrales répondant aux conditions 
suivantes : 

a. Pour x = o, y — o, (courbe A),. 
b. Pour x = o, y = 1 , (courbe B) , 
c. Pour ¿27=0', y — 00, ( c o u r b e G ) . 

(Poitiers, juin 1927.) 
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D a n s u n b e a u M é m o i r e i n s é r é au' Journal de Mathéma-
tiques ( 2 ) , M . A n d r é B l o c h é t a b l i t r e l a t i v e m e n t a u x c e r c l e s d e 

l ' e s p a c e u n e s é r i e d e p r o p r i é t é s d o n t q u e l q u e s - u n e s a v a i e n t é t é 

a p e r ç u e s p a r p l u s i e u r s a u t e u r s , m a i s q u i , d a n s l e u r e n s e m b l e , 

c o n s t i t u e n t , p o u r l a G é o m é t r i e p u r e , u n e s é r i e d e c o n q u ê t e s v é r i t a -

b l e m e n t s u r p r e n a n t e s e t i n a t t e n d u e s . S e s d é m o n s t r a t i o n s r e p o s e n t 

s u r l a c o n s i d é r a t i o n s i f é c o n d e d e s foyers d ' u n c e r c l e e t s u r c e l l e . 

d e s g é n é r a t r i c e s i m a g i n a i r e s d e l a s p h è r e : i l a p p e l l e l ' a t t e n t i o n 

s u r l ' u t i l i t é q u ' i l y a u r a i t à o b t e n i r , p o u r l e s m ê m e s r é s u l t a t s , d e s 

d é m o n s t r a t i o n p u r e m e n t g é o m é t r i q u e s , a n a l l a g m a t i q u e s e t r é e l l e s . 

J ' a i c o n s t a t é q u e l e s p r o p r i é t é s d e s r o t a t i o n s ( a u s e n s a n a l l a g m a -

t i q u e d u m o t ) t e l l e s q u e j e l e s a v a i s é n o n c é e s d a n s m e s Leçons de 
Géométrie élémentaire ( 3 ) p e r m e t t e n t d e d é v e l o p p e r l a t h é o r i e 

e n s a t i s f a i s a n t à c e t t e t r i p l e c o n d i t i o n , e t m ê m e d e s i m p l i f i e r e t d e 

c o m p l é t e r s u r q u e l q u e s p o i n t s ( v o i r p a r t i c u l i è r e m e n t c i - a p r è s , 

s e c t i o n V I ) l e s r é s u l t a t s d e M . A n d r é B l o c h . C ' e s t c e q u e j e v a i s 

e x p o s e r d a n s l e p r é s e n t t r a v a i l . 

L e p r e m i e r q u i s e s o i t o c c u p é , a u p o i n t d e v u e a n a l l a g m a t i q u e , 

d e l a figure f o r m é e p a r d e u x c e r c l e s a r b i t r a i r e s d e l ' e s p a c e e s t 

M . K œ n i g s ('» ) , q u i a o b t e n u u n d e s i n v a r i a n t s ( l e s q u e l s s o n t a u 

n o m b r e d e d e u x d i s t i n c t s ) d e l a figure a i n s i c o n s t i t u é e , p e n d a n t 

q u e , u n p e u a u p a r a v a n t , M . G o u r s a t ( 5 ) a v a i t r é s o l u u n e a u t r e 

q u e s t i o n q u e n o u s v e r r o n s f o n d a m e n t a l e p o u r n o t r e o b j e t . 

( * ) L'original de ce travail a paru en langue espagnole dans Revista Materna-

tica Hispano-Américana, 1927, 
( 2 ) 9e série, tome III, 1924, p. 5i. Voir aussi Comptes rendus Ac. Set. 177, 

1923, nos 17 et 19, et Bulletin des Sciences mathématiques. 

( 3 ) Tome II, 1901 , ex. 1249-1254. 
C') AnnalesFac.Se. Toulouse, t.Il, 1888. Un second invarianta étéforméen 1915, 

sans connaissance de notre propre travail par M. D. F. Barrow ( Transactions of 

the American Math. Soc., t. XVI;). 
(5) Annales Scient. École Normale supérieure, t. 1889. 

Ann. de Mathémat6e série, t . II. (Novembre 1927.) l'y 
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Q u e l q u e s a n n é e s a p r è s ( / o c . cit. ) n o u s a v o n s f o r m é l e s d e u x 

i n v a r i a n t s d u s y s t è m e d e d e u x c e r c l e s C i , C 2 , e n m ê m e t e m p s q u e 

n o u s m e t t i o n s c e p r o b l è m e e n r e l a t i o n a v e c c e l u i q u i f a i t l a b a s e 

d e l a p r é s e n t e t h é o r i e , l a r e c h e r c h e d e s c e r c l e s p e r p e n d i c u l a i r e s 

c o m m u n s à C | e t à C 2 . 

L a r é s o l u t i o n d e c e d e r n i e r p r o b l è m e a u r a i t d û , s e m b l e - t - i l , f o r -

c é m e n t c o n d u i r e à n o t e r q u ' i l p o u v a i t d e v e n i r i n d é t e r m i n é . C e t t e 

c i r c o n s t a n c e m ' a v a i t p o u r t a n t é c h a p p é . E l l e e s t , a u c o n t r a i r e , 

m i s e e n l u m i è r e d a n s l ' O u v r a g e b i e n c o n n u , A Treatise on the 
Circle and the Sphere ( O x f o r d , 1916), d a n s l e q u e l M . C o o l i d g e 

r e p r e n d d e s o n c ô t é l a m ê m e q u e s t i o n e t o ù l e s c e r c l e s paratac-
tiques, d é n o m i n a t i o n c r é e p a r M . C o o l i d g e p o u r c e c a s r e m a r q u a b l e 

d ' i n d é t e r m i n a t i o n , s o n t é t u d i é s e n d é t a i l a u d o u b l é p o i n t d e v u e 

a n a l y t i q u e e t g é o m é t r i q u e e t d é f i n i s d e m a n i è r e p a r t i c u l i è r e m e n t 

s i m p l e à l ' a i d e d e l a r e l a t i o n q u i e x i s t e e n t r e l e u r s f o y e r s . C e p e n d a n t , 

à s o n t o u r , l e g é o m è t r e a m é r i c a i n l a i s s a i t d e c ô t é c e r t a i n e s d e s 

c o n s é q u e n c e s g é o m é t r i q u e s l e s p l u s c u r i e u s e s e t l e s p l u s s i m p l e s d e 

l a n o t i o n d e p a r a t a x i e a i n s i i n t r o d u i t e . 

O r , e n t r e t e m p s , c e s p r o p r i é t é s a v a i e n t é t é d é c o u v e r t e s . D a n s 

u n e c o u r t e N o t e d e s Archiv der Math. und Phys., t o m e V I I 3 , 

1 9 0 4 , E . v o n W e b e r a v a i t o b t e n u q u e l q u e s - u n s d e s p l u s i m p o r t a n t s 

r é s u l t a t s r e t r o u v é s d e p u i s p a r M . A n d r é B l o c h , n o n s e u l e m e n t l a 

n o t i o n d e c e r c l e s p a r a t a c t i q u e s e t l e u r p r o p r i é t é g é o m é t r i q u e 

c a r a c t é r i s t i q u e , m a i s a u s s i , a v e c l a f o r m e c a n o n i q u e d é j à d o n n é e 

p a r M . G o u r s a t , l e f a i t q u e l a r é d u c t i o n d ' u n e t r a n s f o r m a t i o n s p h é -

r i q u e à c e t t e f o r m e c a n o n i q u e p e u t , e l l e a u s s i , ê t r e u n p r o b l è m e 

i n d é t e r m i n é , e t , d e s l o r s , p a r v o i e d e c o n s é q u e n c e , l a c o n g r u e n c e 

q u e , a v e c M . A n d r é B l ô e h , n o u s a p p e l l e r o n s paratactique (voir 
n o t r e S e c t i o n I V ) . L a b e a u t é d è s - r é s u l t a t s d e E , v o n W e b e r n ' a u r a i t 

c e r t e s p a s m a n q u é d ' a t t i r e r l a v i v e a t t e n t i o n d e s m a t h é m a t i c i e n s s i 

l ' a u t e u r l ' a v a i t l u i - m ê m e s o u l i g n é e c o m m e e l l e l e m é r i t a i t ( ' ) . 

D ' a u t r e p a r t , e n 1 9 1 1 , l a p r o p r i é t é a n g u l a i r e f o n d a m e n t a l e d e s 

c e r c l e s p a r a t a c t i q u e s ( l ' u n d ' e u x é t a n t r é d u i t à u n e d r o i t e ) figu-

r a i t d a n s u n p r o b l è m e d ' a d m i s s i o n à l ' E c o l e N o r m a l e s u p é r i e u r e 

p o s é p a r M . H . L e b e s g u e ( v o i r i e t o m e X 4 d e s p r é s e n t e s Annales, 
p . 5 5 8 e t s u i v . ) . 

( 2 ) Le travail plus étendu, annoncé par von Weber sur le même sujet, n'a pas 
paru, à notre connaissance. 
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A p r è s l e s N o t e s o ù M . D e m o u l i n ( ' ) , p u i s M . Y e s s i o t ( 2 ) , e n v u e 

d e r e c h e r c h e s d e G é o m é t r i e i n f i n i t é s i m a l e , r e p r e n n e n t t o u t d ' a b o r d 

l ' é t u d e d e s i n v a r i a n t s d u s y s t è m e d e d e u x c e r c l e s , c e l l e d e s c e r c l e s 

p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s e t d u c a s p a r a t a c t i q u e , o n t p a r u l e s 

t r a v a u x d e M . A . B l o c h c i t é s p l u s h a u t e t d o n t l e c o n t e n u f a i t 

l ' o b j e t p r i n c i p a l d e l a p r é s e n t e é t u d e . P a r t i d e n o s r é s u l t a t s d e 

1 9 0 1 , M . A . B l o c h a d ' a i l l e u r s é t é i n s p i r é , s u r c e r t a i n s p o i n t s , 

p a r l e s t r a v a u x e t m ê m e p a r q u e l q u e s s u g g e s t i o n s p e r s o n n e l l e s d e 

M . D e m o u l i n . A u c o n t r a i r e , à n o t r e c o n n a i s s a n c e , l e s t r a v a u x 

a n t é r i e u r s à 1 9 2 1 c i t é s d a n s c e q u i p r é c è d e s o n t s a n s r e l a t i o n l e s 

u n s a v e c l e s a u t r e s . 

M . A n d r é B l o c h , c o m m e E . v o n W e b e r a i n s i q u e M M . G o u r s a t 

e t K œ n i g s , f a i t s y s t é m a t i q u e m e n t a p p e l a u x p r o p r i é t é s d e s f o y e r s 

e t d e s a u t r e s é l é m e n t s i s o t r o p e s . N o u s e s p é r o n s m o n t r e r q u e d e s 

c o n s i d é r a t i o n s d e G é o m é t r i e r é e l l e e t , s o m m e t o u t e , é l é m e n t a i r e , 

f o u r n i s s e n t d e s d é m o n s t r a t i o n s n e l a i s s a n t r i e n à d é s i r e r a u p o i n t 

d e v u e d e l a s i m p l i c i t é e t n e l e c é d a n t m ê m e p a s a u x p r e m i è r e s 

( s a u f p e u t - ê t r e e n c e q u i r e g a r d e l a c o n g r u e n c e p a r a t a c t i q u e à 

l a q u e l l e l a c o n s i d é r a t i o n d e s f o y e r s c o n d u i t d ' u n e m a n i è r e p a r t i -

c u l i è r e m e n t d i r e c t e e t i m m é d i a t e ) . 

J e m e b o r n e d ' a i l l e u r s , d a n s c e q u i v a s u i v r e , à c e p o i n t d e v u e 

s t r i c t e m e n t é l é m e n t a i r e , à l ' e x c l u s i o n d e s p o i n t s d e v u e d e G é o -

m é t r i e a n a l y t i q u e o u d e G é o m é t r i e i n f i n i t é s i m a l e a u x q u e l s s e s o n t 

p l a c é s d e s a u t e u r s t e l s q u e M M . C o s s e r a t , D e m a r t r e s , L e V a v a s s e u r , 

D e m o u l i n , G u i c h a r d , B e s s e r v e , V e s s i o t , e t c . A u s s i a i - j e c r u p o u -

v o i r m e c o n t e n t e r s o u v e n t d ' i n d i q u e r l ' e s s e n t i e l d e s r a i s o n n e m e n t s , 

e n o m e t t a n t d e s d é t a i l s f a c i l e s à s u p p l é e r . 

D a n s t o u t e l a G é o m é t r i e a n a l l a g m a t i q u e , s a n s m ê m e p a r l e r d e l a 

t h é o r i e a c t u e l l e , q u i , o n v i e n t d e l e v o i r , a é t é é t u d i é e à p l u s i e u r s 

r e p r i s e s p a r d e s a u t e u r s s ' i g n o r a n t r é c i p r o q u e m e n t , l e s t e r m i -

n o l o g i e s s e s o n t m u l t i p l i é e s p l u s q u e d e r a i s o n . N o u s a v o n s e m -

( l ) Comptes rendus Ac. Se8 août 1921 , et surtout Bull, Ac. Roy. Belgique, 

5 août 1922, n° 8, p. 499 e t suiv. 
(3) Comptes rendus, 10 et 25 avril 1922. Voir aussi Journal de Mathéma-

tiques, 9e série, t. II, 1928, p. 99 à i65 : la propriété angulaire remarquable qui 
caractérise deux cercles paratactiques figure, en particulier, à la page 1 1 6 de 
ce dernier travail. 
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p r u n t é à M . C o o l i d g e , d o n t l ' o u v r a g e e s t c l a s s i q u e e n l a m a t i è r e , 

c e l l e d e cercles en involution (voir n o t r e S e c t i o n I ) e t a u s s i c e l l e 

d e cercles paratactiques : t o u t e f o i s i l y a u r a i t d é j à l i e u d e s e 

d é m a n d e r s i , p o u r c e t t e d e r n i è r e , l e m o t d e cercles isogonaux7 

e m p l o y é p a r M . V e s s i o t (loc. cit) (* ) , o u c e l u i d e cercles périal-
lèles n e c o n v i e n d r a i e n t p a s m i e u x p o u r e x p r i m e r , l e p r e m i e r , l a 

c o n s t a n c e ( d é c o u v e r t e p a r E . v o n W e b e r , E . V e s s i o t e t A . B l o c h ) 

d e l ' a n g l e d i t d e p a r a t a x i e ; l e s e c o n d , l ' a n a l o g i e d e l a p r o p r i é t é 

d o n t i l s ' a g i t a v e c c e l l e d e p a r a l l é l i s m e ( q u e l ' i n t e r p r é t a t i o n n o n 

e u c l i d i e n n e s i g n a l é e p a r M . D e m o u l i n ( 2 ) a p e r m i s d e p r é c i s e r s i 

h e u r e u s e m e n t ) , a i n s i q u e l ' e n l a c e m e n t m u t u e l q u ' o f f r e n t n é c e s s a i -

r e m e n t d e u x c e r c l e s q u i l a p o s s è d e n t . A l a d é n o m i n a t i o n d e c e r c l e s 

e n biinvohition, a d o p t é e p a r M . K œ n i g s , p u i s ( c o n c u r r e m m e n t 

a v e c c e l l e d e croix de cercles), p a r M . C o o l i d g e p o u r l e c a s f d e 

n o t r e s e c t i o n I (anneau orthogonal d e G u i c h a r d , c e r c l e s harmo-
niques d é M . A . B l o c h ) j ' a i p r é f é r é c e l l e d e cercles conjugués, 
e m p l o y é e p a r M . V e s s i o t ( / o c . cit.) e t q u i , é t a n t d o n n é s l e s c e r c l e s 

c o n j u g u é s s p é c i a u x q u i i n t e r v i e n n e n t d a n s l a c o n g r u e n c e p a r a t a c -

t i q u e , m ' o f f r a i t l ' é c o n o m i e d ' u n e d é n o m i n a t i o n ; m a i s j e n e s a i s si* 

u n e r e l a t i o n a u s s i r e m a r q u a b l e e t a u s s i c l a s s i q u e n e r é c l a m e r a i t p a s 

u n t e r m e p l u s i n t u i t i f , t e l q u e c e l u i d e c e r c l e s axiaux, r a p p e l a n t 

q u e c e t t e r e l a t i ô n e s t c e l l e d ' u n c e r c l e a v e c s o n a x e e t n ' e s t q u e l a 

t r a d u c t i o n a n a l l a g m a t i q u e (voir c i - a p r è s n ° 7 ) d e c e c a s p a r t i c u -

l i e r . L e s l o c u t i o n s d e c e r c l e s perpendiculaires e t d e symétrie 
par rapport à un cercle s o n t é g a l e m e n t d u e s à M . V e s s i o t . 

I . — RAPPEL DE PRINCIPES. 

1 . E n g é n é r a l , n o n s e u l e m e n t l e s é n o n c é s a u x q u e l s n o u s a r r i -

v e r o n s , m a i s l e s r a i s o n n e m e n t s , s e r o n t a n a l l a g m a t i q u e s , c ' e s t - à - d i r e 

n e f e r o n t i n t e r v e n i r q u e d e s p r o p r i é t é s s e c o n s e r v a n t d a n s u n e 

i n v e r s i o n q u e l c o n q u e : c e r c l e s , s p h è r e s , a n g l e s s o u s l e s q u e l s 

p e u v e n t s e c o u p e r c e s d i v e r s é l é m e n t s , r a p p o r t s a n h a r m o n i q u e s . 

T o u t e f o i s , b i e n e n t e n d u , l e s d é d u c t i o n s i n i t i a l e s , q u i s o n t p o u r l a 

(x ) Page n6 dû Mémoire cité du Journal de Mathématiques. Dans le même 
ordre d'idées, M. A,. Bloch, dans la rédaction qu'il m'avait comuniquée tout 
d'abord, proposait le nom de cercles monogonaux. 

(*) Voir A. BLOCH, loc. cit., n° 5, p. 6o. 
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p l u p a r t b i e n c o n n u e s e t q u e n o u s r a p p e l o n s d a n s c e t t e p r e m i è r e 

S e c t i o n , s o n t f o r c é m e n t e m p r u n t é e s à l a G é o m é t r i e g é n é r a l e . O n 

n e p o u r r a i t o p é r e r a u t r e m e n t q u ' e n c o n s t i t u a n t a u p r é a l a b l e , p o u r 

l a G é o m é t r i e a n a l l a g m a t i q u e u n e A x i o m a t i q u e p r o p r e , c e q u i a p u 

d ' a i l l e u r s ê t r e f a i t s a n s p a r v e n i r à n o t r e c o n n a i s s a n c e , e t q u i a d é j à 

é t é f a i t p o u r l a G é o m é t r i e p r o j e c t i v e . 

L e m o t « i n v e r s i o n » s i g n i f i e r a t o u j o u r s , d a n s c e q u i v a s u i v r e , 

u n e i n v e r s i o n à p u i s s a n c e p o s i t i v e ' , e t p a r c o n s é q u e n t , à s p h è r e 

d ' i n v e r s i o n r é e l l e , à m o i n s q u e n o u s n e p a r l i o n s d ' u n e « i n v e r s i o n 

n é g a t i v e » . 

L e s d e u x c a s s e d i f f é r e n c i e n t d ' a i l l e u r s p a r u n c a r a c t è r e e s s e n t i e l : 

u n e « i n v e r s i o n p r o p r e m e n t d i t e » , à n o t r e s e n s , c ' e s t - à - d i r e u n e 

i n v e r s i o n à p u i s s a n c e p o s i t i v e , c h a n g e l e s d i s p o s i t i o n s d e s d i v e r s 

t r i è d r e s , a u l i e u q u ' u n e i n v e r s i o n n é g a t i v e l e s c o n s e r v e . U n e i n v e r -

s i o n n é g a t i v e d e p u i s s a n c e — k 2 s e r a , p o u r n o u s , l e p r o d u i t d e 

quatre i n v e r s i o n s p r o p r e m e n t d i t e s : p a r e x e m p l e , d e l ' i n v e r s i o n 

d e m ê m e p ô l e e t d e p u i s s a n c e k 2 c o m b i n é e a v e c u n e s y m é t r i e p a r 

r a p p o r t à c e p ô l e , c ' e s t - à - d i r e a v e c d e s s y m é t r i e s p a r r a p p o r t a u x 

t r o i s f a c e s d ' u n t r i è d r e t r i r e c t a n g l e a y a n t c e p o i n t p o u r s o m m e t . 

N o u s a p p e l l e r o n s , a v e c M . A . B l o c h , « t r a n s f o r m a t i o n o u o p é r a -

t i o n s p h é r i q u e » ( c e q u e n o u s - p r é f é r o n s à « t r a n s f o r m a t i o n c o n -

f o r m e » , e n r a i s o n d e l a p r o f o n d e d i f f é r e n c e q u i s é p a r e à c e p o i n t 

d e v u e l e p l a n e t l ' e s p a c e ) u n p r o d u i t d ' i n v e r s i o n s ( p r o p r e m e n t 

d i t e s ) e n n o m b r e pair e t q u i c o n s e r v e p a r c o n s é q u e n t l e s d i s p o s i -

t i o n s d e s a n g l e s p o l y è d r e s . 

2 . N o u s n e n o u s i n t e r d i r o n s p a s d ' a i l l e u r s d e r a i s o n n e r à l a 

m a n i è r e o r d i n a i r e s u r l e s d i v e r s e s d i r e c t i o n s d e d r o i t e s ( t a n g e n t e s à 

d i v e r s c e r c l e s ) e t d e p l a n s ( p l a n s t a n g e n t s à d i v e r s e s s p h è r e s ) i s s u e s 

d ' u n m ê m e p o i n t . C e l a n ' e m p ê c h e r a n u l l e m e n t n o s c o n s i d é r a t i o n s 

d ' ê t r e a n a l l a g m a t i q u e s , p u i s q u e t o u t e t r a n s f o r m a t i o n s p h é r i q u e 

r e s p e c t e d a n s t o u t e s s e s p r o p r i é t é s l à f i g u r e f o r m é e p a r l e s d i r e c -

t i o n s e n q u e s t i o n . 

L ' i n t r o d u c t i o n d u r a p p o r t a n h a r m o n i q u e p o u r r a s e f a i r e s o u s 

f o r m e a n a l l a g m a t i q u e p a r l ' e m p l o i d e l a p r o p o s i t i o n s u i v a n t e , t r a -

d u c t i o n a n a l l a g m a t i q u e d e l a p r o p r i é t é f o n d a m e n t a l e c l a s s i q u e . 

Le rapport anharmonique de quatre points a, è, c, d d'un 
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même cercle est égal à celui que forment, en O, les tangentes 
aux quatre cercles O p a, O pb, 0/?c, O p d, en désignant 
par O un point du cercle considéré et par p un point pris 
arbitrairement en dehors de ce cercle. 

3 . N o u s n o u s a s t r e i g n o n s à n e r a i s o n n e r q u e s u r d e s figures 

r é e l l e s . T o u t e f o i s , n o u s p o u r r o n s f a i r e i n t e r v e n i r d e s sphères ima-
ginaires pures e t d e s cercles imaginaires purs. L ' u n e t l ' a u t r e 

d e c e s é l é m e n t s s o n t e n e f f e t s u s c e p t i b l e s d ' u n e d é f i n i t i o n r é e l l e . 

L a s p h è r e d e c e n t r e O e t d e r a y o n p u r e m e n t i m a g i n a i r e ksj — i s e 

d é f i n i t p a r l ' i n v e r s i o n ( n é g a t i v e ) c o r r e s p o n d a n t e ; e t , d e m ê m e q u e , 

d a n s u n e i n v e r s i o n p r o p r e m e n t d i t e , l e s s p h è r e s e t l e s c e r c l e s q u i 

s e c o n s e r v e n t s o n t c e u x q u i s o n t o r t h o g o n a u x à l a s p h è r e d ' i n v e r -

s i o n ( a b s t r a c t i o n f a i t e d e c e t t e s p h è r e e l l e - m ê m e e t d e s c e r c l e s 

q u i s o n t s i t u é s s u r e l l e ) , n o u s p o u r r o n s p a r l e r d e s p h è r e s o u d e 

c e r c l e s o r t h o g o n a u x à l a s p h è r e i m a g i n a i r e p u r e , o u m ê m e , p a r 

e x t e n s i o n , é v e n t u e l l e m e n t , « o r t h o g o n a u x à l ' i n v e r s i o n n é g a t i v e » : 

c e s e r o n t p a r d é f i n i t i o n l e s c e r c l e s o u s p h è r e s q u i se c o n s e r v e r o n t 

d a n s c e t t e i n v e r s i o n , p a r e x e m p l e , t o u t c e r c l e d o n t l e p l a n p a s s e r a 

p a r l e p ô l e d ' i n v e r s i o n , c e d e r n i e r p o i n t a y a n t , p a r r a p p o r t à l u i , 

l a p u i s s a n c e — k^. 

Q u a n t a u c e r c l e i m a g i n a i r e d e c e n t r e O e t d e r a y o n k \J—i 

t r a c é d a n s u n p l a n P q u i p a s s e p a r O , o u , c e q u i r e v i e n t a u m ê m e , 

a u c e r c l e i n t e r s e c t i o n d u p l a n P a v e c l e c e r c l e - p o i n t ( c ô n e i s o t r o p e ) 

a y a n t p o u r c e n t r e l ' u n d e s d e u x p o i n t s f s i t u é s s y m é t r i q u e -

m e n t l ' u n d e l ' a u t r e s u r l a p e r p e n d i c u l a i r e é l e v é e à P a u p o i n t O à 

u n e d i s t a n c e O f = 0 f = /r, i l e s t d é f i n i p a r l e faisceau d e s s p h è r e s 

p a r r a p p o r t à c h a c u n e d e s q u e l l e s l e s p o i n t s / , f ( q u i n e s o n t a u t r e s 

q u e l e s foyers d u c e r c l e ) s o n t i n v e r s e s l ' u n d e l ' a u t r e , d e m ê m e 

q u ' u n c e r c l e r é e l p e u t ê t r e d é f i n i p a r l e f a i s c e a u d e s s p h è r e s q u i l e 

c o n t i e n n e n t . T o u t f a i s c e a u d e s p h è r e s e t , p a r c o n s é q u e n t , t o u t 

c e r c l e r é e l o u i m a g i n a i r e p u r d é f i n i t d ' a i l l e u r s u n e f a m i l l e à d e u x 

p a r a m è t r e s d e c e r c l e s d o n t c h a c u n e s t o r t h o g o n a l à t o u t e s l e s 

s p h è r e s d u f a i s c e a u : d a n s l e c a s d u c e r c l e i m a g i n a i r e p u r , c e t t e 

f a m i l l e e s t f o r m é e d e s c e r c l e s q u i p a s s e n t p a r l e s d e u x f o y e r s f 

e t f ) c e s p o i n t s e x c e p t é s , i l p a s s e u n c e r c l e G o r t h o g o n a l a u 

f a i s c e a u e t u n s e u l p a r u n p o i n t d o n n é a q u e l c o n q u e d e l ' e s p a c e . 
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4 . L e c e r c l e d o n t i l s * a g i t e s t l e l i e u d e s i n v e r s e s d u p o i n t a p a r 

r a p p o r t a u x d i v e r s e s s p h è r e s d u f a i s c e a u . M a i s , d e p l u s , c e t t e c o n s i -

d é r a t i o n p e r m e t d e d é f i n i r l a n o t i o n ( i m p o r t a n t e à n o t r e p o i n t d e 

vue) de rapport anharmonique de quatre de ces sphères : on 
a p p e l l e r a a i n s i , p a r d é f i n i t i o n , l e r a p p o r t a n h a r m o n i q u e f o r m é p a r 

l e s q u a t r e p o s i t i o n s c o r r e s p o n d a n t e s d e l ' i n v e r s e d e a , e t q u i e s t 

i n d é p e n d a n t d u c h o i x d e a , e n v e r t u d e l a p r o p o s i t i o n é n o n c é e 

a u n ° 2 . L e r a p p o r t a n h a r m o n i q u e e n q u e s t i o n e s t c e l u i d e s q u a t r e 

c e n t r e s o u , s i l e c e r c l e d ' i n t e r s e c t i o n G e s t r é e l , c e l u i d e s q u a t r e 

p l a n s t a n g e n t s e n u n m ê m e p o i n t q u e l c o n q u e d e G , c o m m e o n l e 

v o i t e n p r e n a n t l e p o i n t a r b i t r a i r e a s o i t à l ' i n f i n i , s o i t i n f i n i m e n t 

v o i s i n d u c e r c l e G . 

o . L o r s q u e d e u x s p h è r e s S , S ' s e c o u p e n t s u i v a n t u n c e r c l e 

r é e l G , l a figure q u ' e l l e s f o r m e n t a u n i n v a r i a n t a n a l l a g m a t i q u e e t 

u n s e u l , q u i e s t l ' a n g l e V s o u s l e q u e l c e s s p h è r e s s e c o u p e n t . O n s a i t 

q u ' u n t e l i n v a r i a n t p e u t ê t r e f o r m é m ê m e d a n s l e c a s d e d e u x 

S p h è r e s S , S ' s a n s p o i n t c o m m u n , e n c o n s i d é r a n t l e r a p p o r t a n h a r -

m o n i q u e ( c o n s t a n t ) i n t e r c e p t é p a r S e t S ' s u r u n c e r c l e q u e l c o n q u e 

o r t h o g o n a l à t o u t e s d e u x . 

D a n s l e c a s d e s s p h è r e s s é c a n t e s , l e u r a n g l e Y e s t d é f i n i a u s i g n e 

e t à 7r p r è s ; i l p e u t l ' ê t r e , t o u t e f o i s , à 2TT ( e t a u s i g n e ) p r è s s i l ' o n 

a orienté l a s u r f a c e d e c h a c u n e d e s s p h è r e s o u , c e q u i r e v i e n t a u 

m ê m e , d o n n é u n s i g n e a u r a y o n c o r r e s p o n d a n t . 

P a r e i l l e m e n t , n o u s a u r o n s , c o n f o r m é m e n t à l a c o n c e p t i o n b i e n 

c o n n u e d e L a g u e r r e , à c o n s i d é r e r d e s cycles, c ' e s t - à - d i r e d e s 

c e r c l e s s u r c h a c u n d e s q u e l s u n s e n s a u r a é t é c h o i s i . L e s i g n e d e 

l ' a n g l e d e d e u x s p h è r e s e s t d é t e r m i n é s i l ' o n a c h o i s i u n s e n s s u r 

l e u r c e r c l e d ' i n t e r s e c t i o n . 

6 . O n s a i t ( e t n o u s r e v i e n d r o n s d ' a i l l e u r s s u r c e p o i n t d a n s l a 

s u i t e ) q u ' u n e t r a n s f o r m a t i o n s p h é r i q u e q u e l c o n q u e , o u m ê m e u n 

p r o d u i t d ' u n n o m b r e q u e l c o n q u e ( p a i r | o u i m p a i r ) d ' i n v e r s i o n s 

p e u t ê t r e o b t e n u p a r q u a t r e i n v e r s i o n s a u p l u s . 

M a i s i l y a l i e u d e c o n s i d é r e r s p é c i a l e m e n t c e l l e s q u i r é s u l t e n t 

d e d e u x i n v e r s i o n s p a r r a p p o r t à d e u x s p h è r e s S , S ' . S i c e s d e r -

n i è r e s s o n t r é e l l e s e t s é c a n t e s , l ' o p é r a t i o n e s t a n a l l a g m a t i q u e m e n t 

é q u i v a l e n t e à u n e r o t a t i o n , à l a q u e l l e e l l e s e r é d u i t s i l ' o n t r a n s f o r m e 
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t o u t e l a figure p a r i n v e r s i o n d e m a n i è r e à c h a n g e r l e c e r c l e d ' i n t e r -

s e c t i o n e n u n e d r o i t e e t , p a r c o n s é q u e n t , S e t S 1 e n d e s p l a n s . 

L o r s q u e S e t S ' s e r o n t d e s s p h è r e s q u e l c o n q u e s , o n p o u r r a , p a r 

e x t e n s i o n , p a r l e r d ' u n e rotation anallagmatique e t , é t a n t d o n n é 

l e p o i n t d e v u e a u q u e l n o u s n o u s p l a c e r o n s d a n s t o u t c e q u i v a 

s u i v r e , l ' é p i t h è t e iïanallagmatique p o u r r a ê t r e s o u s - e n t e n d u e 

s a n s i n c o n v é n i e n t . L ' a n g l e d e l a r o t a t i o n e s t l e d o u b l e d e c e l u i 

s o u s l e q u e l s e c o u p e n t S e t S ' , e t l ' o p é r a t i o n - p r o d u i t n e c h a n g e 

p a s l o r s q u ' o n r e m p l a c e S e t S ' p a r deux autres sphères quel-
conques se coupant suivant le même cercle et sous le même 
angle que les premières. 

L e c a s d e d e u x i n v e r s i o n s , p a r r a p p o r t à d e s s p h è r e s t a n g e n t e s 

(translation anallagmatique) o u s a n s p o i n t s c o m m u n s (homo-
thétie anallagmatique) e s t m o i n s i n t é r e s s a n t p o u r n o u s . M a i s i l 

p o u r r a a r r i v e r q u e n o u s i g n o r o n s a priori d a n s l e q u e l d e s t r o i s c a s 

q u i v i e n n e n t d ' ê t r e é n u m é r é s o n s e t r o u v e : l o r s q u ' i l e n s e r a a i n s i , 

l e p r o d u i t d e d e u x i n v e r s i o n s s e r a d i t opération simple. U n e h o m o -

t h é t i e a n a l l a g m a t i q u e p e u t d ' a i l l e u r s ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e u n e ' 

r o t a t i o n ( d ' a n g l e i m a g i n a i r e ) a u t o u r d ' u n c e r c l e i m a g i n a i r e . 

L o r s q u e l e s s p h è r e s S , S ' s e c o u p e n t à a n g l e droit, l e p r o d u i t 

d e s d e u x i n v e r s i o n s c o r r e s p o n d a n t e s ( a n a l l a g m a t i q u e m e n t é q u i v a -

l e n t à u n e r o t a t i o n d e i 8 o ° a u t o u r d ' u n e d r o i t e ) p r e n d r a l e n o m d e 

transposition anallagmatique o u ( c o m m e l ' a f a i t D a r b o u x d a n s 

l e c a s d ' u n e d r o i t e ) d e renversement; o n p e u t é v i d e m m e n t e n c o r e 

l u i d o n n e r l e n o m d e symétrie p a r r a p p o r t a u c e r c l e d ' i n t e r s e c t i o n , 

e n a p p e l a n t symétrique d ' u n p o i n t a p a r r a p p o r t à c e c e r c l e , l e 

t r a n s f o r m é a' d e a p a r l ' o p é r a t i o n e n q u e s t i o n . D a n s l e c a s d o n t i l 

s ' a g i t e t d a n s c e c a s s e u l e m e n t (*) : i ° l ' o p é r a t i o n - p r o d u i t e s t i n d é -

p e n d a n t e d e l ' o r d r e d e s i n v e r s i o n s - f a c t e u r s ; 2 ° e l l e e s t r é c i p r o q u e , 

c ' e s t - à - d i r e q u e l e t r a n s f o r m é a' n ' e s t a u t r e q u e a. 

O n r e m a r q u e r a q u e t o u t c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e (voir n ° 7 ) 

a u c e r c l e c o n s i d é r é q u i p a s s e p a r a p a s s e é g a l e m e n t p a r s o n s y m é -

t r i q u e a1, e t q u e l e s y m é t r i q u e , p a r r a p p o r t à u n c e r c l e q u e l c o n q u e , 

d u p o i n t à l ' i n f i n i , n ' e s t a u t r e q u e l e c e n t r e d u c e r c l e . 

7 . Positions particulières de deux cercles. — Nous aurons , 

( * ) On écarte, bien entendu, le cas où S et S' coïncident et où l'on trouve 
l'opération identique. 
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a v a n t t o u t , à n o u s o c c u p e r d e l a f i g u r e f o r m é e p a r d e u x c e r c l e s C 4 , 

C 2 d e l ' e s p a c e . L e s r é s u l t a t s q u e n o u s é n o n c e r o n s p o u r r o n t é v e n -

t u e l l e m e n t s u b i r d e s m o d i f i c a t i o n s d a n s l e s c a s s p é c i a u x b i e n 

c o n n u s s u i v a n t s : 

a. C e r c l e s a y a n t un point commun ( i l p e u t ê t r e c o m m o d e d e 

n o t e r q u e c e c a s c o r r e s p o n d a n a l l a g m a t i q u e m e n t à c e l u i d e d e u x 

droites). P l u s s p é c i a l e m e n t : 

b. C e r c l e s cosphériques, a v e c l e s d e u x c a s p l u s p a r t i c u l i e r s 

e n c o r e ; * 

c . C e r c l e s tangents ; 
d. C e r c l e s perpendiculaires ( n o u s a p p e l l e r o n s a i n s i , a v e c 

M . V e s s i o t , d e u x c e r c l e s q u i s e c o u p e n t en deux points e t à a n g l e 

droit) ; 
e. C e r c l e s en involution ( K œ n i g s ) , c ' e s t - à - d i r e q u e , p a r c h a c u n 

d ' e u x , o n p u i s s e f a i r e p a s s e r u n e s p h è r e o r t h o g o n a l e à l ' a u t r e ; 

/ . C e r c l e s conjugues d e M . V e s s i o t ( c e r c l e s e n biinvolution d e 

M . K œ n i g s ) : o n a p p e l l e r a a i n s i d e u x c e r c l e s t e l s q u e t o u t e s p h è r e 

m e n é e p a r l ' u n s o i t o r t h o g o n a l e à l ' a u t r e . 

I l s e r a i t é g a l e m e n t i n d i q u é d e l e s a p p e l e r c e r c l e s axiaux. E n 

e f f e t c e t t e r e l a t i o n e s t c e l l e d e d e u x c e r c l e s C { , C 2 d o n t l e s e c o n d 

e s t d é c r i t p a r u n p o i n t d é t e r m i n é a d a n s s a r é v o l u t i o n ( c ' e s t - à - d i r e 

d a n s s a r o t a t i o n d ' a n g l e c o n t i n û m e n t v a r i a b l e ) a u t o u r d e C , . 

8 . N o u s e x a m i n e r o n s p l u s l o i n d a n s q u e l s c a s u n e o p é r a t i o n 

s p h é r i q u e q u e l c o n q u e c o n s e r v e u n c e r c l e d é t e r m i n é C . P o u r u n e 

rotation, l e s c a s p o u r l e s q u e l s i l e n e s t a i n s i s o n t l e s s u i v a n t s : 

i ° L ' a x e d e r o t a t i o n n ' e s t a u t r e q u e C ; 

2 ° L ' a x e , e s t a x i a l à C ; 

3 ° L ' a x e e s t p e r p e n d i c u l a i r e à C . M a i s a l o r s i l s ' a g i t d ' u n e 

t r a n s p o s i t i o n e t , d e p l u s , i l y a i n v e r s i o n d u s e n s s u r C , t a n d i s q u e 

d a n s l e s c a s i ° e t 2°, l e cycle C e s t c o n s e r v é . 

C e t é n o n c é r e s t e v a l a b l e ( s o n i n t e r p r é t a t i o n r é s u l t a n t d e s c o n -

v e n t i o n s p r é c é d e n t e s ) p o u r u n c e r c l e i m a g i n a i r e , p o u r u n e h o m o -

t h é t i e a n a l l a g m a t i q u e e t m ê m e p o u r u n e t r a n s l a t i o n ( l ' a x e A d e l a 

r o t a t i o n s e r é d u i s a n t à u n p o i n t e t l e s c e r c l e s a x i a u x à A à d e s 

c e r c l e s p a s s a n t p a r c e p o i n t ) . 
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9 . O n s a i t q u e t o u t e s p h è r e q u i c o u p e s o u s d e s a n g l e s é g a u x 

d e u x s p h è r e s d o n n é e s S , e t S 2 e s t i n v a r i a n t e p a r c h a c u n e d e s 

d e u x i n v e r s i o n s q u i t r a n s f o r m e n t c e s s p h è r e s l ' u n e d a n s l ' a u t r e . 

U n é n o n c é a n a l o g u e s ' a p p l i q u e à t o u t c e r c l e G - q u i c o u p e S , 

e t S 2 s o u s l e m ê m e a n g l e . Il existe deux transpositions (l'une 
au moins réelle) qui échangent SI avec S2 et laissent C inva-
riant ( l e s a x e s d e c e s t r a n s p o s i t i o n s é t a n t p e r p e n d i c u l a i r e s à C ) . 

1 0 . D e u x c e r c l e s n o n c o s p h é r i q u e s a d m e t t e n t u n e s p h è r e o r t h o -

g o n a l e * c o m m u n e e t u n e s e u l e . C e t t e s p h è r e *— l a q u e l l e s e r é d u i t 

à u n p o i n t d a n s l e c a s s p é c i a l a ( n ° 7 ) — p e u t t o u t e f o i s ê t r e 

i m a g i n a i r e , e t c ' e s t p r é c i s é m e n t c e q u i s e p r o d u i r a , e n g é n é r a l , 

d a n s t o u t e s l e s d é d u c t i o n s q u i v o n t s u i v r e , e t a u c o u r s d e s q u e l l e s 

c e t t e s p h è r e i m a g i n a i r e o u ( n ° 3 ) i n v e r s i o n n é g a t i v e r e s t e r a c o n s -

t a m m e n t , l a m ê m e . T o u s l e s c e r c l e s e t t o u t e s l e s s p h è r e s s u r l e s -

q u e l s n o u s a u r o n s à r a i s o n n e r s e r o n t , s a n s m ê m e q u ' i l s o i t u t i l e 

d e l ' i n d i q u e r p o u r c h a c u n d ' e u x , o r t h o g o n a u x à c e t f e m ê m e inver-
sion négative fondamentale. N o u s a p p e l l e r o n s p o i n t s opposes 
c e u x q u i s e c o r r e s p o n d e n t p a r c e t t e i n v e r s i o n : c e s e r a e n p a r t i c u -

l i e r l e c a s p o u r l e s p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n d ' u n d e s c e r c l e s a v e c u n e 

s p h è r e a r b i t r a i r e p a s s a n t p a r u n a u t r e d ' e n t r e e u x . C e s p o i n t s 

s e r o n t t o u j o u r s r é e l s , é t a n t d o n n é q u e l a s p h è r e o r t h o g o n a l e 

c o m m u n e s e r a i m a g i n a i r e . 

1 1 . N o t o n s e n f i n q u e l e p r o d u i t d e deux transpositions dont 
les axes sont conjugués entre eux est Vinversion négative 
orthogonale à ces deux axes : c e t é n o n c é e s t l a t r a d u c t i o n a n a l -

l a g m a t i q u e , a u t r e m e n t d i t l e t r a n s f o r m é p a r i n v e r s i o n , d e c e l u i 

p a r l e q u e l , a u n ° 1 , n o u s a v o n s r e p r é s e n t é u n e i n v e r s i o n n é g a t i v e . 

I I . — LES CERCLES PERPENDICULAIRES COMMUNS ET LA PARATAXIE. 

1 2 . L e p r o b l è m e f o n d a m e n t a l d a n s l e s u j e t q u i n o u s o c c u p e , 

c e l u i q u e n o u s n o u s é t i o n s p o s é d a n s l ' O u v r a g e p r é c é d e m m e n t 

c i t é e t d o n t s o n t p a r t i s é g a l e m e n t l e s a u t e u r s d o n t n o u s a v o n s 

p a r l é c i - d e s s u s , e s t l e s u i v a n t : 

PROBLÈME. - — Trouver un cercle perpendiculaire commun à 
deux cercles donnés Gj, C2 de Vespace. 
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O n r e c o n n a î t i m m é d i a t e m e n t q u e l a r e c h e r c h e d H m t e l c e r c l e 

é q u i v a u t à c e l l e d e d e u x s p h è r e s S 4 , S ' 4 o r t h o g o n a l e s e n t r e e l l e s 

p a s s a n t p a r C i , e t d e d e u x s p h è r e s S 2 , S ' , o r t h o g o n a l e s e n t r e e l l e s 

p a s s a n t p a r C 2 d e m a n i è r e q u e S , s o i t o r t h o g o n a l e à S ' 2 e t S 2 à S\. 

L e c e r c l e c h e r c h é s e r a l ' i n t e r s e c t i o n d e S i a v e c S 2 , s i c e s s p h è r e s 

s o n t s é c a n t e s o u , p a r e i l l e m e n t , c e l l e d e a v e c S ' 2 . 

O r , l o r s q u e d e u x s p h è r e s v a r i a b l e s p a s s e n t l ' u n e p a r l e c e r ç l e 

f i x e C , , l ' a u t r e p a r C 2 e t s o n t a s s u j e t t i e s à ê t r e c o n s t a m m e n t 

o r t h o g o n a l e s e n t r e e l l e s , elles varient homographiquement. 
L a d é f i n i t i o n p r é c é d e m m e n t d o n n é e ( n ° 2 ) , d u r a p p o r t a n h a r -

m o n i q u e d e q u a t r e s p h è r e s S W ( i = i , 2 , 3 , 4 ) p a s s a n t p a r C 

p e r m e t d e m e t t r e l a d é m o n s t r a t i o n d e c e f a i t s o u s f o r m e e n t i è r e -

m e n t a n a l l a g m a t i q u e . 

D ' a p r è s c e l a , à d e u x s p h è r e s o r t h o g o n a l e s a r b i t r a i r e s p a s s a n t 

p a r G j c o r r e s p o n d r o n t , d e p a r l ' h o m o g r a p h i e H q u i v i e n t d ' ê t r e 

d é f i n i e , d e u x s p h è r e s ( r e s p e c t i v e m e n t o r t h o g o n a l e s a u x p r e m i è r e s ) 

q u i d é c r i r o n t u n e i n v o l u t i o n . I l e s t c l a i r q u e la solution cherchée 
est fournie par les sphères rectangulaires de cette involution. 

O n v o i t , d u m ê m e c o u p , q u e l e s q u a t r e s p h è r e s S ; , S^ s o n t t o u -

j o u r s r é e l l e s . I l n ' e n e s t p a s n é c e s s a i r e m e n t d e m ê m e d e s c e r c l e s 

p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s T ( i n t e r s e c t i o n d e S j a v e c S 2 ) e t T ' 

( i n t e r s e c t i o n d e S ' , a v e c S ' 2 ) ; t o u t e f o i s , l ' u n d ' e n t r e e u x a u m o i n s 

e s t r é e l . D a n s l e c a s o ù i l s e x i s t e n t t o u s d e u x , o n v o i t q u e l e p r o -

b l è m e a d e u x s o l u t i o n s qui sont deux cercles confugués entre 
eux. 

I l e s t a i s é d e v o i r c e q u e d e v i e n t c e r é s u l t a t d a n s l e s d i v e r s c a s 

s p é c i a u x é n u m é r é s t o u t à l ' h e u r e e t o ù , d ' a i l l e u r s , i l n e t o m b e p a s 

v é r i t a b l e m e n t e n d é f a u t . D a n s l e s s e u l s c a s e e t l e p r o b l è m e 

r e l a t i f a u x s p h è r e s S * , S J a u n e i n f i n i t é d e s o l u t i o n s . M a i s c ' e s t 

q u e , e n r é a l i t é , l e s d e u x c a s r e l è v e n t d e c e l u i d e l a p a r a t a x i e d o n t 

i l n o u s r e s t e à p a r l e r . 

1 3 . A u p a r a v a n t , r a p p e l o n s q u e l e p r o b l è m e q u e n o u s v e n o n s 

d e t r a i t e r e s t e n r e l a t i o n ( K ) a v e c l e s v a r i a t i o n s d e l ' a n g l e vA q u e 

f a i t C 2 a v e c u n e s p h è r e a r b i t r a i r e S{ m e n é e p a r C j , o u e n c o r e 

a v e c l e s r a p p o r t s a n h a r m o n i q u e s e x t r ê m e s q u e C f e t C 2 s o n t s u s -

(*) Voir les travaux cités en commençant. 
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c e p t i b l e s d e d é t e r m i n e r s u r u n c e r c l e c o s p h é r i q u e c o m m u n . C e t t e 

r e l a t i o n r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t d u n ° 9 : i l s u f f i t q u e l ' o n a i t t r a c é 

p a r C , d e u x s p h è r e s c o u p a n t C 2 s o u s l e m ê m e a n g l e p o u r e n 

d é d u i r e u n c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n ; e n p a r t i c u l i e r , l e s 

v a l e u r s e x t r ê m e s V , V ' d e v{ n e p e u v e n t c o r r e s p o n d r e q u ' a u x 

s p h è r e s S | o u S , . O n v o i t b i e n a i n s i i m m é d i a t e m e n t q u ' u n a u 

m o i n s d e s c e r c l e s T , T e s t r é e l , e t l ' o n v o i t e n o u t r e q u e l ' a u t r e 

l ' e s t o u n o n s u i v a n t q u e l e s c e r c l e s d o n n é s s o n t o u n o n « e n l a c é s » 

l ' u n d a n s l ' a u t r e , a u s e n s t o p o l o g i q u e . 

U n e s p h è r e q u e l c o n q u e p a s s a n t p a r G i s e r a d é t e r m i n é e p a r 

l ' a n g l e 2 r , q u ' e l l e f a i t a v e c S , ; u n e s p h è r e q u e l c o n q u e c o n t e -

n a n t , C 2 p a r l ' a n g l e 2 r a , q u ' e l l e f a i t a v e c S 2 . P o u r q u e l e s d e u x 

s p h è r e s a i n s i d é f i n i e s s o i e n t o r t h o g o n a l e s e n t r e e l l e s , i l f a u t u n e 

r e l a t i o n d ' h o m o g r a p h i e q u i ( é t a n t d o n n é q u e S i e t S 2 s o n t h o m o -

l o g u e s , a i n s i q u e S 2 e t S ' , ) e s t d e l a f o r m e 

( i ) tangâ"i tang2r2 = const. 

M a i s o n p e u t a l l e r p l u s l o i n e t é t a b l i r , e n r é d u i s a n t l ' u n d e s 

d e u x c e r c l e s à u n e d r o i t e , l e s f o r m u l e s s u i v a n t e s ( p o u r l e s q u e l l e s 

j e n e p o s s è d e p a s d e d é m o n s t r a t i o n p u r e m e n t a n a l l a g m a t i q u e ) : 

.. cosS"i sinSTi 
COS V\ — COSV , - = COSV -7T-? -

S1ÎKJ2 COS 

T. c o s s i n S r 2 
COS Vv — COS V . ^ = C O S Y F — ) 

si n cosSTi 

v2 é t a n t l ' a n g l e a n a l o g u e à c ' e s t - à - d i r e c e l u i s o u s l e q u e l l a 

s p h è r e S 2 c o u p e C i , f o r m u l e s q u i d o n n e n t l a v a l e u r d e l a c o n s t a n t e 

d e l ' é q u a t i o n ( i ) , s a v o i r ^ ° §
S y , j l a r e l a t i o n e n t r e v{ e t v2, s a v o i r 

cos vv cos = cos Y cos Y', 

e t l a v a l e u r d e p« e n f o n c t i o n d e d o n n é e p a r 1 

COS 5 ^ ! C O S 2 V C O S 2 ^ ! - h COS2 V ' s i n 2 ^ ! . 

1 4 . L e c a s p a r a t a e t i q u e . — N o u s v e n o n s d e d é t e r m i n e r l e s 

q u a t r e s p h è r e s S / , . S - e t l e s c e r c l e s F , F à l ' a i d e d u d i è d r e d r o i t 

d ' u n e i n v o l u t i o n , — c e l l e q u i c o r r e s p o n d , p a r l ' h o m o g r a p h i e H , à 

l ' i n v o l u t i o n d e s s p h è r e s o r t h o g o n a l e s p a s s a n t p a r C | — , e t t r o u v é 

a i n s i d e u x c e r c l e s p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s ( a u p l u s ) . 
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M a i s s u p p o s o n s q u ' à d e u x s p h è r e s o r t h o g o n a l e s e n t r e e l l e s p a s -

s a n t p a r C , c o r r e s p o n d e n t t o u j o u r s , d e p a r l a r e l a t i o n i n d i q u é e , 

d e u x s p h è r e s o r t h o g o n a l e s e n t r e e l l e s p a s s a n t p a r C 2 ; a l o r s l e pro-

blème précédent devient indéterminé, et il y a une infinité de 
c e r c l e s p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s . 

N o u s d i r o n s , d a n s c e c a s , a v e c M . C o o l i d g e , q u e l e s d e u x c e r c l e s 

d o n n é s s o n t PÀRATACTIQUES. 

G e l a a u r a n é c e s s a i r e m e n t l i e u , d ' a p r è s c e q u i p r é c è d e ( s a u f s i 

l e s c e r c l e s d o n n é s s o n t c o s p h é r i q u e s ) , d è s q u ' i l e x i s t e r a , s o i t p l u s 

d e d e u x c e r c l e s p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s , s o i t d e u x c e r c l e s p e r -

p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s n o n c o n j u g u é s e n t r e e u x . 

L e s c e r c l e s p a r a t a c t i q u e s e x i s t e n t e f f e c t i v e m e n t . N o u s e n d o n -

n e r o n s u n e c o n s t r u c t i o n g é n é r a l e d a n s u n i n s t a n t . D è s m a i n t e -

n a n t , i l s p e u v e n t ê t r e f o u r n i s p a r l a r é s o l u t i o n , d u p r o b l è m e 

s u i v a n t . 

Par deux points donnés, a , faire passer un cercle para-
tactique et un cercle donné G. 

R é s o l u t i o n q u i r é s u l t e s a n s d i f f i c u l t é d e c e q u i v i e n t d ' ê t r e 

c o m b i n é a v e c c e q u i a é t é d i t a u n ° 4 . 

I l y a u r a i t l i e u d ' a i l l e u r s d ' o b t e n i r é g a l e m e n t u n e s o l u t i o n g é o -

m é t r i q u e ( a n à l l a g m a t i q u e a u t a n t q u e p o s s i b l e ) ( * ) e t r é e l l e d e s 

p r o b l è m e s s u i v a n t s , l e s q u e l s s o n t t o u s q u a d r a t i q u e s a i n s i q u ' o n l e 

r e c o n n a î t p a r l a c o n s i d é r a t i o n d e s f o y e r s : 

Trouver un cercle paratactique à un cercle donné et con-
jugué à un autre cercle donné; 

Faire passer par un point donné un cercle paratactique à 
deux cercles donnés; 

Trouver un cercle paratactique à deux cercles donnés et 
orthogonal ci une sphère donnée; 

Trouver un cercle paratactique à trois cercles donnés. 

1 5 . D e u x f a i s c e a u x d e p l a n s h o m o g r a p h i q u e s , t e l s q u e d e u x 

p l a n s r e c t a n g u l a i r e s d e l ' u n c o r r e s p o n d e n t t o u j o u r s à d e u x p l a n s 

( l ) Si l'on renonce à remplir cette condition dans le problème dont nous 
venons de parler, il suffit de faire passer le point b à l'infini et, ceci fait, de 
prendre les focales réelles du cône qui a a pour sommet et G pour base {cf. 

A . BLOCII, toc. cit.). 
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r e c t a n g u l a i r e s d e l ' a u t r e , s o n t n é c e s s a i r e m e n t , a i n s i q u ' i l e s t f a c i l e 

d e s ' e n a s s u r e r , d e u x f a i s c e a u x é g a u x . O n v o i t d o n c d é j à q u e 

l o r s q u e , p a r d e u x c e r c l e s p a r a t a c t i q u e s , o n f a i t p a s s e r d e u x s p h è r e s 

o r t h o g o n a l e s e n t r e e l l e s a r b i t r a i r e s , c e s s p h è r e s t o u r n e n t d ' a n g l e s 

é g a u x ; e t c e c i d é f i n i t , s u r l e s d e u x c e r c l e s , d e s s e n s c o r r e s p o n -

d a n t s . I l e s t a i s é d e v o i r q u e l e s s e n s c o r r e s p o n d a n t s e n q u e s t i o n 

s o n t a u s s i c e u x d a n s l e s q u e l s se d é p l a c e n t , s u r e t C 2 r e s p e c t i v e -

m e n t , l e s p o i n t s d e r e n c o n t r e a v e c u n m ê m e c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e 

c o m m u n v a r i a b l e . 

N o u s a u r o n s é v e n t u e l l e m e n t à c o n s i d é r e r d e u x c y c l e s p a r a t a c -

t i q u e s a u s e n s p r è s , c ' e s t - à - d i r e t e l s q u e l e s e c o n d s o i t p a r a t a c -

t i q u e d u p r e m i e r p r i s e n s e n s i n v e r s e : d e u x t e l s c y c l e s s e r o n t d i t s 

antitactiques. (A suivre.) 

SOLUTION DE QUESTION PROPOSÉE. 

2505. 

(1927, p. I8r.) 

x et y désignant deux valuables réelles, établir les relations 

sin2 x -+- sh 2 y 
,og 2 Â L o e ( c o s i ^ + 8 h l i j = L 

V1 » ( & i y\ * rtanff^r— xlhy 
> Arctang lang— tn — ) = Arc tang -

Âmàn 9Jl in} b xtangx'-hythy 
i 

A . LABROUSSE. 

SOLUTION 

> P j r i\L. R . MARCHAV. 

La démonstration directe des relations annoncées peut s'obtenir de la 
façon suivante : 

Envisageons d'abord la première et soit f ( x t y) le second membre, il 
vient 

s , \ /* / N T sin2 2 a? — s i n 2 2 i V 

puis 

(i) f ( i x , 2y)=f(x, y)~hLog(cos9-x-hsh*y) 



— 271 — • 

en remarquant que 

s in 2 2#—s\n 2 2 Î y = cos 2 2 i ' y— cos22# • , 

= (C0S2IJK-T- C0S2Â? ) (C0S2 I^ COS23?) 

= 4(cos2 iy -+- cos2^? — i)(cos2ejK — cos 2 # ) 

= 4 (cos 2# -4- s h 2 y ) ( s i n 2 # — s in 2 i / ) . 

L^ formule ( i ) conduit immédiatement à 

m 
s i n ^ + s h , / c o s d + s h 2 / ) + / f l , l V 

6 X —H y . Aàri 6V 1n <ln] J \'2»1 2"*/' 
1 

si m tend vers l'infini, le dernier terme tend vers zéro et l'on obtient la 
formule de l'énoncé. 

La seconde formule s 'établit de façon analogue : en désignant par f(x,y) 

la quantité qui figure au second membre sous le signe arctang, on vérifie 
que • 

f ( - / ( - ^ f ) -+* tanga? th y 

d'où 

( 2 ) arc tang/ (2# , iy) = arc tang/(^?, y) -h arc tang(tang^? t h / ) , 

les arc tang prenant la valeur zéro pour x et y nuls. 
On achèvera comme dans le cas de la formule ( Ï ) . ' ' • 

Remarque. — On arrive au résultat plus simplement en remarquant que 

s i n 2 ^ - h s h 2 v ytangx — xthy 
—— et — a r c t a n g - -

x x tang^r -hy thy 

sont respectivement le carré du module et l'argument de lorsque l'on 

pose = x H- iy. 

La formule évidente 
sin2 3 sin^ 

— cos^, 

d^ù l'on tire 
z 

sin -
sm^ z z z in 

— = COS - COS 7- ' • • COS — • y 
z 2 4 1n Z 

donne immédiatement, en passant à la limite pour n infini et prenant les 
logarithmes dont on égale partie réelle et coefficient de i, les deux formules 
annoncées. 
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A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S ( S E S S I O N DE 1 9 2 7 ) . 

Mathématiques spéciales. 

On donne deux droites (D), (D') non situées dans un même 
plan. Uaxe O^ est placé sur la perpendiculaire commune â 
ces deux droites, Vorigine O en son milieu, les axes Ox, O y 
sont parallèles aux bissectrices de Vangle de ces deux droites. 

On propose d'étudier ig complexe des droitesvSA ), telles que 
chacune d'elles soit Vaxe central d'un^jmtplexe linéaire 
auquel appartiennent (D) et (D'). ^ 

i° On déterminera le cône G. engarxf&ré par les droites (A) 
qui passent par un point quelconques de Vespace et Venve-
loppe T de celles de ces droites¡jjfffwont' situées dans un plan 
quelconque II. L1 enveloppe T est'une parabole dont on placera 
le foyer. 

2° Ejo^te-t-il un point S et un plan II, à distance finie ou 
infiWÇ/Rëls que toutes les droites passant par S, ou situées 
clans II^Appartiennent au complexe des droites (A)? Y 

ExisJ^t-il des quadriques, et des complexes linéaires, tels 
quJÊjgoutes les droites conjuguées (ou polaires) de toutes les 

^Êmites (A), par rapport à Vune quelconque de ces quadriques, 
Wu 'par rapport à Vun quelconque de ces complexes linéaires, 
appartiennent à ce même complexe des droites (A) ? 

3° Trouver le lieu des positions particulières du point S, à 
distance finie ou infinie, pour lesquelles le cône C se décom-
pose en deux plans, et U enveloppe des plans II pour lesquels 
Venveloppe T se décompose en deux points. 

Ce lieu et cette enveloppe ont une partie commune Dans 
les cas de décomposition, on placera par rapport à 2 les deux 
plans ou les deux points de la décomposition. ^ 

4° Lorsque S est sur le cône G se décompose en deux 
plans T , ; T2 , lesquels se coupent suivant une droite A; trouver 
les plans tangents à 2 menés par cette droite (A). 
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Lorsque II est tangent à 2V Venveloppe T se décompose en 
deux points 1,, I2 qui définissent une droite (A'); trouver les 
points d'intersection de 1 et de cette droite (A'). 

Démontrer que les droites (A) ou (A') sont tangentes à deux 
surfaces conoïdes, dont on déterminera le degré et les sections 
par des plans contenant Oz ou perpendiculaires à O z. 

On indiquera comment les points I|, 12 se placent par rap-
port aux points de contact de (A') avec ces deux surfaces 
conoïdes, comment les plans T, , T2 se placent par rapport aux 
plans tangents à ces surfaces en leurs points de contact avec 
let droite (à). 

SOLUTION PAR M . BERTRAND GAMBIER. 

I ° L a d r o i t e ( D ) e s t d é f i n i e p a r l e p o i n t ( o , o , h ) e t s e s p a r a -

m è t r e s d i r e c t e u r s ( i , ¡JL, O ) , d e s o r t e q u ' e l l e a p o u r c o o r d o n n é e s 

p l i i c k é r i e n n e s 

( i ) i,- »JL, o, — h 'j. , h, o . 

U n c o m p l e x e l i n é a i r e d ' a x e c e n t r a l ( A ) p e u t ê t r e d é f i n i d ' a b o r d 

p a r u n v e c t e u r p o r t é p a r ( A ) , d e c o o r d o n n é e s p l i i c k é r i e n n e s , 

(:>>)- Cl7 by Cy ly J/ty 11 y 

a v e c l è s n o t a t i o n s c o n s a c r é e s [ a , 6 , c , c o m p o s a n t e s d u v e c t e u r ; 

m , n, m o m e n t s p a r r a p p o r t a u x a x e s Ox\ Oy, O ^ ] , p u i s p a r 

u n c o u p l e d ' a x e ( A ) , c o r r e s p o n d a n t a u x é l é m e n t s d e r é d u c t i o n 

h a b i t u e l s p o u r l e s s y s t è m e s d e v e c t e u r s 

( 3 ) , O, O, O, tCly tby tCy 

o ù t e s t u n p a r a m è t r e n u m é r i q u e ; l e c o m p l e x e l i n é a i r e c o r r e s p o n -

d a n t e s t f o r m é p a r l e s d r o i t e s d e m o m e n t n u l r e l a t i v e m e n t a u 

s y s t è m e d e v e c t e u r s f o r m é p a r l a r é u n i o n d u v e c t e u r ( 2 ) e t d u 

c o u p l e ( 3 ) , s o i t 

( 4 ) a, by Cy l-\-tay m-\~tby n -+- te. 

E n é c r i v a n t £ e t t e c o n d i t i o n p o u r ( D ) o n a 

( 5 ) / - r ta -h {ni -h tb)\x — h\xa~}-hb = o, 

L a d r o i t e ( D ' ) d o n n e l ' é q u a t i o n a n a l o g u e à ( 5 ) , o b t e n u e e n c h a n -

Ann. de Mathémat., 6e série, t. I I . (Novembre 1927.) 1 8 
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g é a n t À e t ¡jl s i m u l t a n é m e n t d e s i g n e . O n a a i n s i l e s d e u x é q u a t i o n s 

( 6 ) l — ah\k -+- ta ~ o, ?n\x -l- hb -î- t^b = o. 

E n é l i m i n a n t l e p a r a m è t r e a u x i l i a i r e f , o n o b t i e n t F é q u a t i o n d u 

c o m p l e x e d e s d r o i t e s ( A ) 

( 7 ) bl—am—kab = o, 

o ù T o n a , p o u r s i m p l i f i e r , é c r i t 

(8) ¿ = 
sino cos s 

cp é t a n t l ' a n g l e d e Ox a v e c D , o u l e d e m i - a n g l e ( D ' , D ) . R e m a r -

q u o n s t o u t d e s u i t e q u e l e c o u p l e ( D , D ' ) p e u t ê t r e r e m p l a c é 

p a r oo1 a u t r e s c o u p l e s , e n g e n d r a n t ; d ' a p r è s l a d é f i n i t i o n m ê m e d e . A1, 

l e c o n o ï d e d r o i t d e P l l i c k e r 2 

/ x s (a?2-4-y2 ) J 
( 9 ) ~ — 1 = k v xy 

q u i j o u e , d ' a p r è s c e t t e r e m a r q u e , u n r ô l e i m p o r t a n t r e l a t i v e m e n t 

a u c o m p l e x e ; n o u s r e t r o u v e r o n s 1 p l u s l o i n . 

U n e d r o i t e d u c o m p l e x e ( A ) p e u t ê t r e d é f i n i e p a r u n p o i n t (x,y,z) 
e t s e s p a r a m è t r e s ( a , c ) , d e s o r t e q u ' e l l e a p o u r c o o r d o n n é e s 

p l i ï c k é r i e n n e s (a, b, c; cy— bz, az — cxr bx — à y ) . O n a d o n c 

l ' é q u a t i o n é q u i v a l e n t e à ( 7 ) 

( 7 ' ) ]?(ey—bz) — a(az — ex) — kab = o. 

S i d o n c n o u s l a i s s o n s l e p o i n t à d i s t a n c e finie y , z) fixe, c e q u e 

n o u s t r a d u i r o n s p a r l ' i n d i c e o d o n n é à (a? , y , z), n o u s a v o n s 

l ' é q u a t i o n d u c ô n e C d e s o m m e t S ( # 0 , : 

(10) * Zq(a2 -h b'2 )—yobe — x0ca -H kab = o. 

S i n o u s l a i s s o n s a u c o n t r a i r e ( a , 6 , c ) fixes, c e q u e n o u s t r a d u i r o n s 

p a r l ' i n d i c e o d o n n é à ( a , c ) , n o u s a v o n s l ' é q u a t i o n d u c y l i n d r e 

p a r a l l è l e à l a d i r e c t i o n ( a 0 , c 0 ) : 

(11) aoCoœ-h boCoy— b$)z — kaQbo= o. 

C e c y l i n d r e s e r é d u i t à u n p l a n ; e n r é a l i t é , c o m m e c e c y l i n d r e 

e s t c e q u e d e v i e n t l e c ô n e G q u a n d s o n s o m m e t s ' é l o i g n e à l ' i n f i n i , 
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n o u s d e v r o n s c o n s i d é r e r l e c y l i n d r e c o m m e f o r m é d u p l a n ( i i ) e t 

d u p l a n d e l ' i n f i n i . 4 

P o u r a v o i r l ' e n v e l o p p e T d e s d r o i t e s ( A ) s i t u é e s d a n s l e 

p l a n ( u 0 , so) o n s e r a p p e l l e r a l e s c o o r d o n n é e s p l u c k é -

r i e n n e s d ' u n e d r o i t e d é f i n i e p a r l e s d e u x p l a n s 

( 1 2 ) ' 
* ( U, V , w . s , . 

' ( i 3 ) ^ U o V — C o U , SoU — UoS, SoV — VoS> 

l So W — (̂ 0 S. 

N o u s a v o n s a i n s i l ' é q u a t i o n t a n g e n t i e l l e 

( I / O ( W o U — M o W ) ( S o U — M 0 S ) — ( P o W — W o V ) ( i 0 V — P 0 S ) 

— k ( v o W — t v 0 V ) ( w 0 U — m 0 W ) = o. 

C ' e s t u n e p a r a b o l e p a r c e q u e l e c o e f i c i e n t d e S 2 e s t n u l ; d ' a p r è s l a 

t h é o r i e d e s c o n i q u e s d a n s l ' e s p a c e à deux d i m e n s i o n s , t r a n s p o r t é e 

d a n s l ' e s p a c e à trois d i m e n s i o n s , o n m e t t r a c e t t e é q u a t i o n ( i 4 ) 

s o u s l a f o r m e c a n o n i q u e 

(14 ' ) À [ ^ i u + / 1 y + w ] [ ^ 2 u + 7 , v ' H - w ] 

L e s d e u x c r o c h e t s , m u l t i p l i c a t e u r s d e jv., s o n t l e s é q u a t î c t a s t a n -

g e n t i e l l e s d e s p o i n t s c y c l i q u e s i , o ) e t ( # 2 ? JK2? » , o ) d u 

p l a n ( i /o , v0, 5 o ) î d a n s l e s e c o n d g r o u p e d e t e r m e s , l e p r e m i e r 

c r o c h e t e s t l ' é q u a t i o n t a n g e n t i e l l e d u p o i n t à l ' i n f i n i s u r l ' a x e d e 

l a p a r a b o l e ( 1 4 ) 5 o b t e n u e e n p r e n a n t d a n s ( i 4 ) l e s t e r m e s e n S e t 

e n f i n l e d e r n i e r c r o c h e t e s t l ' é q u a t i o n t a n g e n t i e l l e d u f o y e r 

y}, Ç, 1 ) c h e r c h é . E n i d e n t i f i a n t ( i 4 ) e t ( i 4 ; ) > termes 

e n S s o n t l e s m ê m e s , o n a , e n p r e n a n t l e s t e r m e s e n U 2 , V 2 , W 2 

l e s é q u a t i o n s -

i X^j.r-2— z/o^oÇ = 

( I 5 ) L X J K I = « M » , 

[ X -h(îf?H- = kuoVo, 

a u x q u e l l e s o n a d j o i n t 

O n a a i n s i q u a t r e é q u a t i o n s l i n é a i r e s a u x i n c o n n u e s y), Ç, 
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D ' a i l l e u r s (a? 4 , y K , i , o ) s ' o b t i e n t p a r l e s y s t è m e 

u0 ati H- ç0yL x] -h y\ i = o, 
d ' o ù 

( 1 7 ) 

A j o u t a n t l e s d e u x p r e m i è r e s é q u a t i o n s ( 1 5 ) [et t e n a n t c o m p t e 

d e ( 1 6 ) o n a 

( 1 8 ) • , = WoS0i 
uô û 

0 

d e s o r t e q u e l a d e r n i è r e ( i 5 ) e t ( 1 8 ) d o n n e n t \ e t Ç. L e c a l c u l 

s ' a c h è v e s a n s d i f f i c u l t é e t d o n n e ' 

I X[ wg-f- pg -f- wg ] = — ku0ç0w0]iv0,-

( 1 9 ) 

' i — u0 kv0 Wo ( -H wg ) ç = . 

X, = 

u'i-hv5 -t- w l ( <4 (,o ) ( "8 •+• pj-i- wg ) 

— % cvg) 
ul-H (*>g 

— So W'o kiioVoijfï)-^- -f- 2 wl ) 

V * . M g - h ^ + w g ' (Mj-t- P s ) ( M 0 + + ^0 ) 

C e c a l c u l s u p p o s e c a r o n a e u à s i m p l i f i e r d e s f r a c t i o n s 

o ù w 0 e s t e n f a c t e u r h a u t et b a s ; m a i s l e r é s u l t a t d u c a l c u l c o n -

t i n u e à ê t r e v r a i p o u r w 0 == o : d ' a i l l e u r s d a n s c e c a s l ' é q u a t i o n ( i 4 ) 

s e d é c o m p o s e e n d e u x f a c t e u r s : W — o , q u i d o n n e l e p o i n t à 

l ' i n f i n i s u r O 5 , e t u n a u t r e f a c t e u r , é q u a t i o n , t a n g e n t i e l l e d ' u n 

p o i n t q u i e s t l e f o y e r à d i s t a n c e finie. J e n ' i n d i q u e p ^ c e q u i 

a r r i v e p o u r l eg p l a n s i s o t r o p e s + = 0 ) n i p o u r l e s 

s o l u t i o n s i m a g i n a i r e s d e u-Q-{- v~Q-== o\ j e s i g n a l e s i m p l e m e n t q u e 

•si u0=v0 = o , a u t r e m e n t , d i t s ' i l s ' a g i t d ' u n p l a n h o r i z o n t a l , 

l ' é q u a t i o n ( i 4 ) s e r é d u i t à s0 ( U 2 + V 2 ) - f - k TP0 U V = o , d e s o r t e 

q u e l ' o n o b t i e n t d e u x p o i n t s à l ' i n f i n i e t q u ' i l n ' y a p l u s à p a r l e r d e 

f o y e r : l e s d r o i t e s d u c o m p l e x e ( A ) s i t u é e s d a n s u n p l a n h o r i z o n t a l 

s o n t p e r p e n d i c u l a i r e s a u x g é n é r a t r i c e s d e . l a s u r f a c e 2 c o n t e n u e s 

d a n s c e p l a n . 

2 0 S i l e p o i n t S e s t à d i s t a n c e finie, l ' é q u a t i o n d u c ô n e C n ' e s t 

j a m a i s i n d é t e r m i n é e ; s i S e s t à d i s t a n c e i n f i n i e , i l n ' y a i n d é t e r -

m i n a t i o n , p o u r l e p l a n i n d i q u é p l u s h a u t , q u e s i l e p o i n t S 



-ni -
s ' é l o i g n e d a n s l a d i r e c t i o n O z ; t o u t e s l e s d r o i t e s p a r a l l è l e s à O ^ 

s o n t d e s d r o i t e s d u c o m p l e x e ( A ) . L ' é q u a t i o n d e T n ' e s t i n d é t e r -

m i n é e q u e s i uQ = v 0 = w Q t=z o , c o m m e -on l e v o i t a i s é m e n t e n 

r e g a r d a n t l e s t e r m e s e n U 2 , V 2 , W 2 d é j à u t i l i s é s e t l e s t e r m e s c o n -

t e n a n t S e n f a c t e u r . A u t r e m e n t d i t t o u t e d r o i t e d u p l a n d e l ' i n f i n i 

a p p a r t i e n t a u c o m p l e x e e t c ' e s t d ' a i l l e u r s p o u r q u o i c h a q u e e n v e -

l o p p e T e s t u n e p a r a b o l e . 

S i l a q u a d r i q u e Q d e m a n d é e e x i s t e , c e l a p r o u v e q u e l e c o m -

p l e x e ( A ) c o ï n c i d e a v e c s a f i g u r e p o l a i r e r é c i p r o q u e r e l a t i v e m e n t 

à Q ; m a i s a l o r s , l e c ô n e C d e s o m m e t S s e t r a n s f o r m e e n l a p a r a -

b o l e F s i t u é e d a n s l e p l a n I I p o l a i r e d e S r e l a t i v e m e n t à Q : c e l a 

e n t r a î n e q u e l e c e n t r e co ( à d i s t a n c e finie o u i n f i n i e ) d e Q s o i t 

s i t u é s u r C , d e f a ç o n q u e T s o i t t a n g e n t e a u p l a n d e l ' i n f i n i ; d o n c , 

p u i s q u e l e p o i n t S e s t a r b i t r a i r e , t o u t e s l e s d r o i t e s p a r t a n t d e GJ 

s o n t d e s d r o i t e s d u c o m p l e x e e t co e s t l e p o i n t à l ' i n f i n i d e O z \ 

Q e s t u n p a r a b o l o ï d e d ' a x e p a r a l l è l e à O ^ . 

D ' a u t r e p a r t , d ' a p r è s sa d é f i n i t i o n , l e c o m p l e x e ( A ) a d m e t 

t r o i s a x e s d e s y m é t r i e , à s a v o i r l e s a x e s " c o o r d o n n é s . C e l a n e 

p r o u v e p a s , b i e n e n t e n d u , q u e Q d o i v e a d m e t t r e c e s a x e s c o m m e 

a x e s d e s y m é t r i e , m a i s i l e s t p e r m i s d ' e s s a y e r d ' a b o r d u n p a r a b o -

l o ï d e l e s a d m e t t a n t : o r u n p a r a b o l o ï d e n e p e u t a v o i r t r o i s a x e s d e 

s y m é t r i e q u e s ' i l e s t é q u i l a t è r e e t n o u s a v o n s a i n s i à e s s a y e r l e s 

p a r a b o l o ï d e s (A c o n s t a n t e n u m é r i q u e ) 

(l) xy -h A Z = O. -

S i d o n c o n p a r t d ' u n e d r o i t e A j o i g n a n t d e u x p o i n t s , 

x0 y o Zq- t0 

i'2) 
yi zi ti 

d ' o ù 

a = xY t 0 — b = y \ h — y Q c=zl'tQ—z0 tl7 

( 3 ) . f 

( l~y o Z] —yt z0, m = — z?xQy n = xQy1 — x1 y 0, 

l a d r o i t e p o l a i r e r é c i p r o q u e A e s t l ' i n t e r s e c t i o n d e s p l a n s 
K o X f o ^ o 

/ / \ ^ 

yr xL Iti \Zi 

d ' o ù 

( a = h— xQ t^, b = X(y0 tL— yx, *0), c = Ji — /o, 
( 5 ) < _ . __ 

( l = l(y0zl—yïz0), • m — \(x0.zl—xiz0), w = 
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o u p l u s s i m p l e m e n t a • 

c = n7 

e t l ' o n c o n s t a t e a u s s i t ô t q u e l a s u b s t i t u t i o n ( a , by l , m) a , b, ni) 

n ' a l t è r e p a s l ' é q u a t i o n d u c o m p l e x e A . O n a d o n c o b t e n u oo{ q u a -

d r i q u e s Q d e l ' e s p è c e d e m a n d é e . P o u r d é c o u v r i r l e s a u t r e s q u a -

d r i q u e s Q ' r a i s o n n o n s a i n s i : d e u x t r a n s f o r m a t i o n s s u c c e s s i v e s p a r 

p o l a i r e s r é c i p r o q u e s r e l a t i v e m e n t à Q p u i s Q ' é q u i v a l e n t , c o m m e 

o n s a i t , à u n e t r a n s f o r m a t i o n h o m o g r a p h i q u e d a n s l a q u e l l e l a 

s u r f a c e ¿ d é f i n i e p l u s h a u t d o i t s e c o n s e r v e r ( s i , e n n e se s e r v a n t 

q u e d e l a n o t i o n d ' a x e c e n t r a l , c e t t e p r o p r i é t é n ' e s t p a s i m m é -

d i a t e , e l l e l e d e v i e n t s i l ' o n s o n g e a u x p r o p r i é t é s é n o n c é e s d a n s l a 

p a r t i e 3 ° p o u r 2 ) ; o r 1 a q u a t r e d r o i t e s remarquables.: Y axe O z 
l i g n e d o u b l e d e l a s u r f a c e ; l a d r o i t e à l ' i n f i n i d u p l a n xOy, d r o i t e 

k 
accidentelle d e 2 ; l e s d e u x d r o i t e s z = d t - q u i s o n t d e s g é n é r a -

t r i c e s G e t G ' stationhaires. D o n c , d a n s l ' h o m o g r a p h i e , e n j e u , 

q u i c o n s e r v e d ' a i l l e u r s l e p l a n d e l ' i n f i n i e t l e p o i n t à l ' i n f i n i 

s u r O ^ , l ' a x e d e s s d o i t s e c o n s e r v e r ( a u m o i n s d a n s s o n e n s e m b l e ) ; 

l a d r o i t e à l ' i n f i n i d u p l a n xOy s e c o n s e r v e d a n s l e s m ê m e s c o n -

d i t i o n s ; q u a n t à G e t G f o u b i e n c h a c u n e s e c o n s e r v e ( d a n s s o n 

e n s e m b l e ) o u b i e n e l l e s s ' é c h a n g e n t l ' u n e a v e c l ' a u t r e . D a n s l e 

p r e m i e r c a s , l e s p o i n t s d e l ' a x e d e s z s o n t s o u m i s à u n e h o m o g r a p h i e 

s u r Oz l a i s s a n t t r o i s p o i n t s i n v a r i a n t s , d e s o r t e q u e O z s ' é c h a n g e 

a v e c l u i - m ê m e point pour point : c h a q u e p l a n h o r i z o n t a l s ' é c h a n g e 

d o n c ( d a n s s o n e n s e m b l e ) a v e c l u i - m ê m e , d e s o r t e q n e l ' o r i g i n e O 

s ' é c h a n g e a v e c e l l e - m ê m e , l e p l a n xOy a v e c l u i - m ê m e , e t l e s 

d e u x g é n é r a t r i c e s O x , O y d e 2 n e p e u v e n t q u e s ' é c h a n g e r c h a c u n e 

a v e c e l l e - m ê m e o u c h a c u n e a v e c l ' a u t r e ; d a n s l a s e c o n d e h y p o -

t h è s e , c h a q u e p o i n t d e O z e s t r e m p l a c é p a r s o n s y m é t r i q u e r e l a -

t i v e m e n t à O , a i n s i q u e c h a q u e p l a n h o r i z o n t a l , d e s o r t e q u e f i n a -

l e m e n t O , xO y y Ox, O y s e t r o u v e n t é c h a n g é s d a n s l e s m ê m e s 

c o n d i t i o n s q u e p r é c é d e m m e n t ; b i e n q u e n o u s n ' a y o n s p a s a c h e v é 

l a d i s c u s s i o n , c e t t e c o n c l u s i o n s u f f î t . E n e f f e t l a q u a d r i q u e p a r t i -

c u l i è r e Q = xy - K 3 = o c h a n g e O e n xOy, xOy e n O ; d o n c Q ' 

d o i t c h a n g e r xO y e n O e t O e n xO y , a u t r e m e n t d i t Q ' e s t a u s s i 

t a n g e n t e a u p l a n xOy e n O ; d ' a u t r e p a r t Q c h a n g e Ox e n Ox 

(6) 
a — Xq] 

1 = 11, 

b=—lb, 
m = — X m, 
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e t O y e n O y d o n c Q ' d o i t c h a n g e r , s o i t O x, a v e c O x e t O y e n O y , 

s o i t Ox a v e c O y ; d a n s l e p r e m i e r c a s Q / a d m e t Ox e t O y c o m m e 

g é n é r a t r i c e s , e t n o u s r e t r o u v o n s l e s q u a d r i q u e s xy-\- lz = o d é j à 

t r o u v é e s e t l ' h o m o g r a p h i e a n n o n c é e e s t (x; y; z; t\\x\\y, z\ t)\ 
d a n s l e s e c o n d c a s , Ox e t O y , t a n g e n t e s à Q ' , s o n t c o n j u g u é e s 

p a r r a p p o r t à Q ' ( a u s e n s à l a f o i s d e l a t h é o r i e d e s q u a d r i q u e s e t 

d e l ' i n d i c a t r i c e d e D u p i n ) , d e s o r t e q u e l e s p l a n s d i r e c t e u r s d e Q ' 

s o n t d o n n é s p a r u n e é q u a t i o n x2 -+• l y 2 = o , o ù X e s t u n e c e r t a i n e 

c o n s t a n t e . O n e s s a i e d o n c l a q u a d r i q u e 

( 7 ) ' Q ' e e e e ^ 2 - } - Z = 0 , • . ' 

o n r e m p l a c e a i n s i l e s t a b l e a u x ( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 ) p a r 

/ Q N -a> \r<> H-̂ o • 

Xy 1 1\ 

( â -- Ajj. b b ~ — l ia . c = — X/i, 
( 9 ) - - _ _ __ ' 

I I —— ¡jl m, m — A[JL n — ^c. 

L ' é q u a t i o n 

bl— âm — kab = o 
é q u i v a u t à 

am — X2 bl 4- k\ab — o ; 

p o u r q u e l e c o m p l e x e r é c i p r o q u e d e ( À ) c o ï n c i d e a v e c ( A ) , i l f a u t 

d o n c q u e X = 1 ; Q ' e s t u n p a r a b o l o ï d e q u e l c o n q u e d e r é v o l u t i o n 

d e s o m m e t O e t a x e O z ] o n c o n s t a t e b i e n q u e l e s d e u x p o i n t s 

(x,y, z, t) e t (py, ¡J-OC, z, t) o n t m ê m e p l a n p o l a i r e , l e p r e m i e r p a r 

r a p p o r t à Q , l e s e c o n d p a r r a p p o r t à Q ' . 

D e s c o n s i d é r a t i o n s d e m ê m e n a t u r e f o n t d é c o u v r i r l e s c o m -

p l e x e s (2 d e m a n d é s ; c o m m e l e c ô n e C d o i t ê t r e r e m p l a c é p a r u n e 

p a r a b o l e F , l ' a x e d u c o m p l e x e <2 d o i t ê t r e g é n é r a t r i c e d u c ô n e . 

quel que soit S ; d o n c l ' a x e d u c o m p l e x e e s t p a r a l l è l e à Oz ; d ' a u t r e 

p a r t , l a t r a n s f o r m a t i o n d e ( A ) p a r r a p p o r t à l ' u n e d e s q u a -

d r i q u e s Q p r é c é d e m m e n t o b t e n u e s , s u i v i e d e l a t r a n s f o r m a t i o n 

r e l a t i v e m e n t a u c o m p l e x e <3, d o i t r e c o n s t i t u e r c o m m e p r é c é d e m -

m e n t ( A ) e t 2 ; o r l ' a x e Oz e s t d e v e n u l a d r o i t e d e l ' i n f i n i d u 

p l a n xOy d a n s l a p r e m i è r e t r a n s f o r m a t i o n ; d o n c Oz e s t p r é c i -

s é m e n t l ' a x e c e n t r a l d e . (3 . O n c o n s t a t e a u s s i t ô t q u e , récipro-
quement, l e c o m p l e x e n - f - X c = o o ù X e s t u n e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e , 

j o u i t b i e n d e l a p r o p r i é t é ; l e p l a n p o l a i r e d u p o i n t (oc, y , z) e s t , 
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e n e f f e t A ( Z — z) - h Y x — H y == o ; l a d r o i t e p o l a i r e d e c e l l e q u i 

j o i n t (Xq, y0j s 0 , ¿Q) e t y { , z i y tK) e s t l ' i n t e r s e c t i o n d e s p l a n s 

* —fo A/o — À 30 

0 ° ) , , , 

• f l A il A'^l 

d ' o ù , p a r c a l c u l a n a l o g u e à c e l u i d u t a b l e a u ( 4 ) , 

( i o ) a = 1 a, b = lb, c =—/i. I ~ À /. ~m — \m, Ti — — X c , 

e t m ê m e v é r i f i c a t i o n . O n a a i n s i v é r i f i é q u e l e s p o i n t s ¿ ) , 

( y , x , z , ¿ ) , — y , — i ) o n t m ê m e p l a n p o l a i r e r e l a t i v e m e n t 

a u x q u a d r i q u e s xy H - \ z = o p o u r l e p r e m i e r , x2 - h - y 2 - f - 2Iz ==• o 

p o u r l e s e c o n d , o u a u c o m p l e x e 7 i - f - X c = o p o u r l e d e r n i e r . O n 

n ' o b t i e n t q u ' u n e s é r i e 001 d e c o m p l e x e s <3, t a n d i s q u e l ' o n a v a i t 

o b t e n u d e u x s é r i e s 00 V d e q u a d r i q u e s ; l e p r o c é d é e m p l o y é p e r m e t 

d ' a f f i r m e r q u e /i - f - c = o é t a n t u n c o m p l e x e p a r t i c u l i e r , l e s c o m -

p l e x e s p o l a i r e s d e c e p r e m i e r p a r r a p p o r t a u x q u a d r i q u e s 
xy-\-\z~ o ou x2-hy2-h 2 ¡jlz = o 

s o n t toutes l e s s o l u t i o n s ; o r l e s t r a n s f o r m é s d e n c = o s o n t 

r e s p e c t i v e m e n t \2c-{-n = Q e t ¡ j i 2 c — n = o , d e s o r t e q u e n o u s 

p o u v o n s n é a n m o i n s d i r e q u e n o u s a v o n s deux s é r i e s oo* d e c o m -

p l e x e s e t n o n u n e s e u l e , s u i v a n t l e s i g n e d e l a q u a n t i t é c o n s t a n t e 2. ; 

d u r e s t e , o n s a i t q u e d a n s l a t h é o r i e d e l a r é d u c t i o n d ' u n s y s t è m e 

d e v e c t e u r s , i l y a d e u x c a s b i e n d i s t i n c t s a u p o i n t d e v u e d e l ' o r i e n -

t a t i o n , s u i v a n t q u e , s u r l ' a x e c e n t r a l , l a r é s u l t a n t e g é n é r a l e e t l ' a x e 

d u c o u p l e s o n t o u n o n d u m ê m e s e n s . 

3 ° L e c ô n e C d e s o m m e t S ( . # 0 , y0, zQ) s e d é c o m p o s e s i l e s o m -

m e t e s t s u r l a s u r f a c e 2 d é j à r e n c o n t r é e 

(1) z(x--+-y~)— kxy o. 

L a p a r a b o l e T n e se d é c o m p o s e q u e , s i d a n s l e c a l c u l f a i t p l u s 

h a u t , o n t r o u v e 1 = o , d ' o ù u n e é q u a t i o n t a n g e n t i e l l e d é c o m p o s é e 

(2) ^ w[s(u2-i-v2)—kuvw~\ = o. 

O n v o i t a i s é m e n t q u e l ' é q u a t i o n t a n g e n t i e l l e d e 2 e s t p r é c i -

s é m e n t d o n n é e p a r l e c r o c h e t m u l t i p l i c a t e u r d e \v d a n s ( 2 ) . S a n s 
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c a l c u l , c e l a r é s u l t e d e c e q u e l a c o n j u g u é e d ' u n e d r o i t e h o r i z o n -

t a l e r e n c o n t r a n t O s e s t , r e l a t i v e m e n t a u p a r a b o l o ï d e xy -4- z = o , 

l a d r o i t e h o r i z o n t a l e o b t e n u e e n c h a n g e a n t e e t - s i m u l t a n é m e n t d e 

s i g n e , d e s o r t e q u e 2 e s t à e l l e - m ê m e s a s u r f a c e r é c i p r o q u e ; c e t t e 

t r a n s f o r m a t i o n r e v i e n t à p r e n d r e 

(3) u \ v \ w \ s \ \ y \ x \ t \ z. 

J e r a p p e l l e q u e w = o e s t l ' é q u a t i o n t a n g e n t i e l l e d u p o i n t à 

l ' i n f i n i s u r O . Z ] d ' a u t r e p a r t , S à d i s t a n c e i n f i n i e d é c o m p o s e l e 

c ô n e C e n l e p l a n d e l ' i n f i n i e t u n p l a n à d i s t a n c e finie. 

P o u r la c l a r t é , j e p r e n d s s u r 2 u n p o i n t M 

( M ) p , c o s ç , - p s i n ç , k s i n 9 coscp, 

o ù p e t c p s o n t d e u x c o o r d o n n é e s c u r v i l i g n e s d e s i g n i f i c a t i o n é v i -

d e n t e ; u n c a l c u l a i s é d o n n e p o u r c o o r d o n n é e s d u p l a n t a n g e n t T 

à 2 e n M ( j ' a d o p t e l a n o t a t i o n T = M 2 p o u r r a p p e l e r l a d é f i n i t i o n 

d u p l a n T ) , • 

. ( M S ) = ( T ) k p si n 9 cos 2 9, — k p cos 9 cos 2 9, p 2 , — k p2 sin cp cos 9 . 

L e f o y e r F d u p l a n T a p o u r c o o r d o n n é e s ( f i n d e p a r t i e i ° ) , 

a v e c n o t a t i o n s e m b l a b l e F ~ T 2 p o u r r a p p e l e r l a d é f i n i t i o n d u 

p o i n t F , 

/T7\ / t v \ c o s ? — p sin 9 ' , . ( F ) = ( T S ) p ? — -5 — k s i n 9 c o s cp. 
COS 2 9 . COS 2 9 

L a d r o i t e M F e s t t a n g e n t e à 2 e n M ; l e p l a n m é r i d i e n O s F 

c o r r e s p o n d à l ' a n g l e — 9 t a n d i s q u e O z M c o r r e s p o n d à 9 , e t l a 

c o t e d e F e s t é g a l e à c e l l e d e M c h a n g é e d e s i g n e ; a u t r e m e n t d i t , 

F e s t s u r l a g é n é r a t r i c e G ' a s s o c i é e à c e l l e G d e M , l e c o u p l e G G ' 

p o u v a n t r e m p l a c e r D D ' c o m m e i l a é t é d i t p l u s h a u t ; l a d r o i t e M F 

a p o u r p a r a m è t r e s d i r e c t e u r s 

( 4 ) p s i n o , — p cos9, — k cos29, 

d e s o r t e q u ' e n p r o j e c t i o n h o r i z o n t a l e M F e s t o r t h o g o n a l e à G : 

c e l a d o n n e u n e c o n s t r u c t i o n s i m p l e d u p l a n t a n g e n t e n M ; c a r 

n o u s p o u v o n s figurer 2 e n cotée : l e s g é n é r a t r i c e s d e v i e n n e n t l e s 

r a y o n s i s s u s d e O , G e t G ' s o n t d e u x d r o i t e s s y m é t r i q u e s p a r r a p -

p o r t à O ^ ( o u Oj^ ) e t M F e s t p e r p e n d i c u l a i r e e n M à O M ; c ' e s t 
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l a l i g n e d e p l u s g r a n d e p e n t e d u p l a n t a n g e n t q u i s e t r o u v e a i n s i 

e o t é ( l e l e c t e u r e s t p r i é d e f a i r e c e t t e figure t r è s s i m p l e n é c e s s a i r e 

p o u r l a s u i t e ) . 

C e l a p o s é , a u p o i n t M , l e c ô n e C s e d é c o m p o s e m a n i f e s t e m e n t ; 

e n r e m p l a ç a n t z 0 p a r , 0 I 1 o b t i e n t 

( 5 ) (x0a -+~y0à) f — -H ~ — — ) = o. 
W o J o W , • ' 

L e p r e m i e r f a c t e u r d o n n e l e p l a n T 4 , , 

o u , s i l ' o n p r é f è r e , 
X cos ç + Y sin 9 — p = o, . ' ^ ./ 

p e r p e n d i c u l a i r e e n M à l a g é n é r a t r i c e G ; c e p l a n d o n n e m a n i f e s -

t e m e n t u n e p a r a b o l e d é g é n é r é e e n d e u x " p o i n t s , l ' u n à l ' i n f i n i 

s u r O s , l ' a u t r e é t a n t M l u i - m ê m e ; r é c i p r o q u e m e n t , u n p l a n p a r a l -

l è l e k O z a d m e t p o u r . f o y e r l e p i e d s u r c e p l a n d e l ' u n i q u e g é n é r a -

t r i c e d e 1 p e r p e n d i c u l a i r e à c e p l a n . L e s e c o n d f a c t e u r d o n n e u n 

p l a n T 2 p o u r l e q u e l l a p a r a b o l e F s e d é c o m p o s e p o u r l a m ê m e 

r a i s o n e n d e u x p o i n t s d o n t l ' u n e s t M l u i - m ê m e ; l ' é q u a t i o n d u 

p l a n T-2 p e u t s ' é c r i r e 

( 6 ) ( t 2 ) . . — ^ = 0 , • • 
. ^ 0 / 0 *0 

d e s o r t e q u e c e p l a n p e r c e l e s a x e s a u x p o i n t s (#<>)* CKO)? (—" zo)> 

u n e figifre s i m p l e q u e l e l e c t e u r f e r a , m o n t r e d o n c q u e c e p l a n 

c o n t i e n t l a g é n é r a t r i c e Gf ; i l e s t t a n g e n t à e t p o u r c e p l a n l e 

p o i n t M e s t f o y e r : d ' a p r è s c e q u i a é t é d i t p l u s h a u t ( i l n ' y a i c i 

q u ' à é c h a n g e r l e s r ô l e s d e G e t d e G ' ) l e p o i n t d e c o n t a c t d e c e 

s e c o n d p l a n a v e c 2 s ' o b t i e n t s u r l e p l a n h o r i z o n t a l c o t é e n a b a i s -

s a n t d e M l a p e r p e n d i c u l a i r e M p. s u r G ' e t l e p o i n t ¡m a p o u r c o o r -

d o n n é e s 

( f j t ) PCOS29COS9, — p c o s 2 9 s i n o , —À-s in9cos9 . 

O n r e m a r q u e s u r c e t t e figure s i m p l e q u e l a d r o i t e M F e s t c o n -

t e n u e : d a n s l e p l a n t a n g e n t à 1 e n M , d a n s l e p r e m i e r p l a n q u i 

e s t p e r p e n d i c u l a i r e à G , p u i s d a n s l e s e c o n d p l a n T 2 q u i e s t t a n -

g e n t à 2 e n e t p a r s u i t e , c o n t i e n t G ' e t F . O r , d a n s l e p l a n T 2 , 
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l a p a r a b o l e T s e d é c o m p o s e e n d e u x p o i n t s d o n t l ' u n e s t M e t 

l ' a u t r e r ç j e t é à l ' i n f i n i p r é c i s é m e n t d a n s l a d i r e c t i o n MJJU 

G e l a d e v i e n t é v i d e n t s i n o u s é t u d i o n s l e p l a n 

(II) a§c§x -l- bncQy — — kaQbo=o 

c o r r e s p o n d a n t à l a d i r e c t i o n a0i b0, c0 : o n v o i t i m m é d i a t e m e n t 

q u ' i l e s t t a n g e n t à s i n o u s c h o i s i s s o n s p o u r a 0 , b0, c0 l a d i r e c -

t i o n M F , l ' é q u a t i o n ( i i ) d e v i e n t c e l l e d u p l a n T t a n g e n t à 1 e n M ; 

d o n c e n é c h a n g e a n t l e s r ô l e s d e G e t G ' , l e p l a n T 2 t a n g e n t à 2 

en ix c o r r e s p o n d à l a d i r e c t i o n M / / . 

L a d i s c u s s i o n a d o n c , p o u r l e c a s d e d é c o m p o s i t i o n d e T , f o u r n i 

l e s d e u x p o i n t s : s i w = o , c ' e s t l e p i e d d e l a g é n é r a t r i c e d e 1 p e r -

p e n d i c u l a i r e a u p l a n , r é u n i a u p o i n t à l ' i n f i n i d e O z ; s i l e p l a n e s t 

t a n g e n t à 2 e n u n p o i n t M , o n a c o m m e p o i n t s d e d é c o m p o s i t i o n F 

e t l e p o i n t à l ' i n f i n i s u r l a d i r e c t i o n M F ( c e q u i e s t d ' a i l l e u r s é v i -

d e n t p u i s q u e M F e s t d r o i t e d o u b l e d u c ô n e d é g é n é r é C d e s o m -

m e t M ) . 

4 ° C e t t e q u e s t i o n s e t r o u v e d é j à t r a i t é e a u m o i n s e n p a r t i e ; 

q u a n d l e p o i n t S v i e n t c o ï n c i d e r a v e c l e p o i n t M d e l a d r o i t e A 

e s t l a d r o i t e M F d e l a figure d é j à t r a c é e ; A c o u p e 2 e n t r o i s 

p o i n t s : d e u x c o n f o n d u s a v e c M , u n a v e c F , d e s o r t e q u e l e s t r o i s 

p l a n s t a n g e n t s i s s u s d e ( A ) à 2 s o n t : l e p l a n t a n g e n t e n M c o m p t é 

d e u x f o i s e t l e p l a n t a n g e n t e n F ( t o u t d e s u i t e c o t é d ' a p r è s l a 

r e m a r q u e f a i t e p l u s h a u t , g r â c e à l a p e r p e n d i c u l a i r e m e n é e à Gf 

p a r F ) . 

S i l e p l a n I I d e v i e n t t a n g e n t à 2 e n M , l e s p o i n t s e t 1 2 s o n t F 

e t l e p o i n t à l ' i n f i n i d e M F , d e s o r t e q u e l a d r o i t e ( A 7 ) e s t l a m ê m e 

q u e p r é c é d e m m e n t , p o u r v u q u e S e t I I s o i e n t u n p o i n t d e 2 e t s o n 

p l a n t a n g e n t . 

L e f a i t q u e c h a q u e d r o i t e A p e u t ê t r e d é f i n i e c o m m e d r o i t e ( A ) 

o u ( A ' ) t i e n t à c e f a i t b i e n c o n n u d e l a t h é o r i e d e s c o n g r u e n c e s e t 

c o m p l e x e s q u e c h a q u e d r o i t e p e u t ê t r e d é f i n i e à d e u x p o i n t s d e 

v u e c o r r é l a t i f s , c o m m e l i e u d e p o i n t s o u c o m m e e n v e l o p p e d e 

p l a n s ; c e c i s ' a p p l i q u e a u x s u r f a c e s f o c a l e s d e s c o n g r u e n c e s , a u x 

s u r f a c e s d e s s i n g u l a r i t é s d e s c o m p l e x e s . 

I c i l a s u r f a c e d e s s i n g u l a r i t é s d u c o m p l e x e ( A ) e s t : au point de 
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vue ponctuel, c o n s t i t u é e p a r IL e t l e p l a n d e l ' i n f i n i ; au point dè 
vue tangentiel, p a r 2 e t l e p o i n t à l ' i n f i n i d e O ^ ; l a s u r f a c e 2 

d ' u n e p a r t ( c o n s i d é r é e a v e c s e s é l é m e n t s d e c o n t a c t ) s e c o r r e s p o n d 

à e l l e - m ê m e e t , d ' a u t r e p a r t , l ' é l é m e n t d e c o n t a c t i s o l é ( p o i n t à 

l ' i n f i n i s u r O ^ e t p l a n d e l ' i n f i n i ) s e c o r r e s p o n d à l u i - m ê m e . 

S u r c h a q u e d r o i t e d u c o m p l e x e ( A ) , i l y a u n e r e l a t i o n h o m o -

g r a p h i q u e e n t r e l e p o i n t S d e l a d r o i t e e t l e p l a n I I t a n g e n t a u c ô n e 

d u c o m p l e x e d e s o m m e t S , s u i v a n t l a d r o i t e c o n s i d é r é e ; i c i , s i l ' o n 

p r e n d l a d r o i t e M F , a u p o i n t M l e c ô n e d u c o m p l e x e d e s o m m e t M 

s e c o m p o s e d u p l a n t a n g e n t e n ¡jl e t d u p l a n p e r p e n d i c u l a i r e s u r l a 

g é n é r a t r i c e G ; M F e s t l e u r d r o i t e d ' i n t e r s e c t i o n , d e s o r t e q u e t o u t 

p l a n p a s s a n t p a r M F d o i t ê t r e c o n s i d é r é c o m m e t a n g e n t a u c ô n e 

d é g é n é r é ; l ' h o m o g r a p h i e a n n o n c é e e s t s i n g u l i è r e , l e p l a n c o r r e s -

p o n d a n t à M é t a n t i n d é t e r m i n é ; à u n p l a n quelconque p a s s a n t 

p a r M F c o r r e s p o n d t o u j o u r s l e p o i n t M ; p o u r l e p l a n t a n g e n t e n M 

à 2 l e p o i n t c o r r e s p o n d a n t ( p o i n t d e c o n t a c t d e T a v e c M F ) e s t 

i n d é t e r m i n é , p u i s q u e T s e r é d u i t a l o r s à d e u x p o i n t s s i t u é s s u r M F 

( F e t l e p o i n t à l ' i n f i n i s u r M F ) . 

L e s d r o i t e s A d é p e n d e n t d e d e u x p a r a m è t r e s ( c e u x q u i fixent M 

s u r 2 ) ; d o n c e l l e s e n g e n d r e n t u n e c o n g r u e n c e ; l ' u n e d e s s u r f a c e s 

f o c a l e s e s t é v i d e m m e n t 2 . 

J ' a p p l i q u e m a i n t e n a n t l a m é t h o d e c l a s s i q u e r e l a t i v e a u x c o n -

g r u e n c e s : u n e d r o i t e d e l a c o n g r u e n c e é t a n t d é f i n i e p a r d e s 

é q u a t i o n s p a r a m é t r i q u e s 

o ù z , / , g , h s o n t d e s f o n c t i o n s c o n n u e s d e d e u x p a r a -

m è t r e s c , o n c h e r c h e à d é t e r m i n e r u n e r e l a t i o n e n t r e w, v p o u r 

q u e l a d r o i t e ( i ) e n g e n d r e u n e d é v e l o p p a b l e ; c e l a s e t r a d u i t p a r 

e t l e p a r a m è t r e X e s t a l o r s d é t e r m i n é p a r l e s d e u x é q u a t i o n s c o m -

(i) X = x -f- X/, • Y = y - r X g, Z, = z -h X h. 

(2) 
dx dy clz 

df dg dh — o 

f g h. 

p a t i b l e s 

(3 ) 
dx -f- X df _ dy -f- X dg dz -h X dh 

g h 
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I c i o n p r e n d , a v e c l e s p a r a m è t r e s p , 9 p o u r l a d r o i t e M F , 

( ¿ £ = p c o s 9 , y = p sin 9, * = ¿ s i n ? cos?, 

( ,/* = p sin9, g = — p coso, /z = — A: cos 2 9. 

L e d é t e r m i n a n t ( 2 ) s e s i m p l i f i e a u s s i t ô t e n a j o u t a n t à l a p r e m i è r e 

l i g n e l e p r o d u i t d e l a d e r n i è r e p a r d9; dp e s t m i s e n f a c t e u r ( c e 

f a c t e u r d o n n e s u r l e c o n o i d e H l e s t r a j e c t o i r e s o r t h o g o n a l e s d e s 

g é n é r a t r i c e s , p = C o ù C e s t u n e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e ) ; d a n s l e 

d é t e r m i n a n t ainsi réduit, o n r e t r a n c h e d e l a d e u x i è m e l i g n e l e 

p r o d u i t d e l a n o u v e l l e p r e m i è r e l i g n e p a r p ¿¿9, e t i l r e s t e l ' é q u a -

t i o n t r è s s i m p l e 

( 5 ) dp cos 2 9 -h 2p sin2 9 d9 = 0 

q u i s ' i n t è g r e e n d i v i s a n t p a r p c o s 2 9 e t d o n n e 

( 6 ) - p = Gj cos 2 9, 

o ù C | e s t u n e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e : c e l a d é t e r m i n e a i n s i s u r 2 l e s 

c o u r b e s c o n j u g u é e s d e s c o u r b e s p = C . E n r e m p l a ç a n t d a n s ( 3 ) x , 

y , z, / , g, h p a r l e s v a l e u r s (4) a v e c p = C i c o s 2 c p , o n t r o u v e a u s - * 

s i t ô t 

. 2sin29,- ' 
( 7 ) A = , 

COS 2 9 

d e l a s o r t e l e s d r o i t e s A r e s t e n t t a n g e n t e s à u n e n o u v e l l e s u r f a c e 

d é f i n i e p a r l e s é q u a t i o n s p a r a m é t r i q u e s ( C i e t 9 é t a n t r e g a r d é s 

c o m m e p a r a m è t r e s c u r v i l i g n e s ) : 

!

X — Ci (cos9 cos29 -1- 2 sin9 sin2 9) — Ci cos9(3 — 2 cos2 9), 

Y = Ci (sin 9 COS29 — 2 cos 9 sin2 9 ) — Ci sin 9 (2 sin2 9 — 3), 

Z == A-(sin9 cos 9 — 2 s i n 2 0 ) = — 3 A: sin9 cos9. 

S u r c e t t e s u r f a c e l e s c o u r b e s C 4 = c o n s t . s o n t l e s e n v e l o p p e s d e s 

d r o i t e s M F ; l e s c o u r b e s c o n j u g u é e s s ' o b t i e n n e n t e n é c r i v a n t 

Ci cos 2 9 = G, 

o ù C e s t u n e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e ( c e l l e q u i a é t é e m p l o y é e p l u s 

h a u t ) . 

S i l ' o n a p p e l l e / l e p o i n t o ù M F t o u c h e o n a u n e r e l a t i o n 

s i m p l e e n t r e M , F , / ; i l s u f f i t d e c o n s i d é r e r l e u r s c o t e s : 

&sin9Coscp. —A:s in9cos9, * — 3&s inçcos9 ; 
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le point F est le milieu de M l e p l a n t a n g e n t e n M à 2 a é t é 

d é t e r m i n é p a r G e t M F ; l e p l a n t a n g e n t e n f à U e s t l e p l a n o s c u -

l a t e u r e n M à l a t r a j e c t o i r e o r t h o g o n a l e d e G q u i p a s s e e n M : o r 

p o u r A , c o n s i d é r é e c o m m e d r o i t e ( A ' ) , l e s p o i n t s I , e t I 2 s o n t F 

e t l e p o i n t à l ' i n f i n i , d e s o r t e q u e M et f sont conjugués harmo-
niques relativement à et I 2 ; d ' a p r è s l e s p r o p r i é t é s c o r r é -

l a t i v e s [ d ' a i l l e u r s ( A ) s e t r a n s f o r m e e n l u i - m ê m e p a r l e s t r a n s -

f o r m a t i o n s d u a l i s t i q u e s i n d i q u é e s d a n s l a s e c o n d e p a r t i e ] , les 

deux plans T . , , T 2 ( T 4 p e r p e n d i c u l a i r e à G e n M , c o n t e n a n t M F , 

p u i s T o t a n g e n t à 2 e n pi, c o n t e n a n t M F a u s s i ) sont conjugués 
harmoniques relativement aux plans tangents àliet U en M et /. 

I l r e s t e à i n d i q u e r l e d e g r é d e 2 ' . L e s é q u a t i o n s p a r a m é t r i q u e s ( 8 ) 

d o n n e n t 
! X — 3 — tans2 o 

Y = 3 tan g'2 9 + 1 ' 

Z = — 3 A: t a n g t P • 
i -h tang2 cp 

O n v o i t b i e n q u e 2 ' e s t u n c o n o ï d e ; u n p l a n h o r i z o n t a l d o n n e 

d e u x v a l e u r s d e tangcp d o n n a n t d e u x g é n é r a t r i c e s s y m é t r i q u e s p a r 

r a p p o r t a u x b i s s e c t e u r s d u d i è d r e x(0z)y ( c o m m e s u r 2 ) ; - u n 

p l a n c o n t e n a n t O ^ d o n n e t r o i s v a l e u r s d e t a n g c p ; i l r é s u l t e d e l à 

q u e O z e s t l i g n e d o u b l e d e l a s u r f a c e e t q u e 2 ' e s t u n c o n o ï d e d e 

d e g r é 5 ; l a l i g n e à l ' i n f i n i d u p l a n xOy e s t l i g n e t r i p l e d e 2 ' . 

Remarques géométriques. — A priori i l e s t é v i d e n t q u e s i M 

e s t u n p o i n t d e l a d r o i t e D , t o u t e d r o i t e i s s u e d e M e t s ' a p p u y a n t 

s u r D ' e s t l ' a x e c e n t r a l d ' u n c o m p l e x e s p é c i a l d o n t D e t D ' f o n t 

p a r t i e : l e l i e u d e c e s d r o i t e s e s t l e p l a n M ( D ' ) ; d e m ê m e s i p a r M 

on, m è n e u n e d r o i t e à p e r p e n d i c u l a i r e à D , c e t t e d r o i t e r é p o n d 

é v i d e m m e n t à l a q u e s t i o n p o u r D , c a r u n v e c t e u r q u e l c o n q u e 

p o r t é p a r ô e t u n c o u p l e q u e l c o n q u e d ' a x e <5 o n t s é p a r é m e n t u n 

m o m e n t n u l r e l a t i v e m e n t à D ; o r o n p e u t d i s p o s e r - d u r a p p o r t 

n u m é r i q u e d e s l o n g u e u r s r e p r é s e n t a n t l e v e c t e u r e t l ' a x e d u 

c o u p l e d e f a ç o n q u e l e s y s t è m e a i n s i o b t e n u a i t u n m o m e n t n u l 

r e l a t i v e m e n t à D ' : d o n c p o u r c h a q u e p o i n t d e D , i l y a u n l i e u d e 

d r o i t e s ( A ) r é d u i t à d e u x p l a n s . C o m m e l e p r o b l è m e r e s t e l e 

m ê m e s i n o u s r e m p l a ç o n s l e c o u p l e D , D ' p a r u n c o u p l e G , G ' d e 

d e u x g é n é r a t r i c e s d e 2 s y m é t r i q u e s r e l a t i v e m e n t à Ox ( o u O y ) , 
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n o u s v o y o n s a u s s i t ô t q u e 2 e s t l i e u d e s p o i n t s p o u r l e s q u e l s l e 

c ô n e C s e d é c o m p o s e . 

D ' a u t r e p a r t M é t a n t u n p o i n t q u e l c o n q u e d e l ' e s p a c e , l a d r o i t e 

i s s u e d e M e t s ' a p p u y a n t s u r D e t D ' e s t l ' a x e d ' u n c o m p l e x e s p é -

c i a l r é p o n d a n t à l a q u e s t i o n . C e t t e p r o p r i é t é d o n n e l e m o y e n 

d ' o b t e n i r s u c c e s s i v e m e n t l e s oo* g é n é r a t r i c e s d u c ô n e C , e n u t i l i -

s a n t s u c c e s s i v e m e n t t o u s l e s s y s t è m e s G , G ' : l e s p o i n t s a i n s i 

o b t e n u s s u r G e t G ' d é c r i v e n t , c o m m e o n l e v e r r a p l u s b a s , u n e 

b i q u a d r a t i q u e g a u c h e . 

1 1 f a u t r e m a r q u e r à c e p r o p o s q u e s i l ' o n r e m p l a c e u n c o u p l e D , 

D ' p a r u n a u t r e G , G ' o n n e c h a n g e p a s l e r é s u l t a t d u p r o b l è m e , 

m a i s s u r c h a q u e d r o i t e d u c o m p l e x e ( A ) l e p a r a m è t r e t i n t r o d u i t 

d a n s l a p r e m i è r e p a r t i e v a r i e . C e p a r a m è t r e c o r r e s p o n d à l ' i n v a -

r i a n t ^ ^ d u c o m p l e x e l i n é a i r e i n t r o d u i t : i l n e f a u t p a s 

o u b l i e r c e t t e r e m a r q u e , s i l ' o n v e u t é v i t e r d e s f a u t e s . 

D ' a u t r e p a r t l a s u r f a c e 2 e s t l e l i e u d e s a x e s c e n t r a u x d e s c o m -

p l e x e s l i n é a i r e s d u f a i s c e a u C + X C ' = o , o ù C e t C ' s o n t l e s c o m -

p l e x e s s p é c i a u x d é f i n i s p a r D e t D ' . 

N o u s a l l o n s i n d i q u e r u n e s e c o n d e c o n s t r u c t i o n g é o m é t r i q u e d u 

c ô n e C r e l a t i f a u p o i n t M ; p u i s q u e t o u t e d r o i t e q u i coupe à a n g l e 

d r o i t u n e g é n é r a t r i c e G d e 2 a p p a r t i e n t a u c o m p l e x e ( A ) , o n 

o b t i e n t C e n a b a i s s a n t d e M l a p e r p e n d i c u l a i r e s u r c h a q u e g é n é r a -

t r i c e d e l a figure p r é c é d e m m e n t f a i t e e n c o t é e m o n t r e q u e l e s 

p i e d s d e c e s p e r p e n d i c u l a i r e s s o n t s u r l e c y l i n d r e d e r é v o l u t i o n 

d ' a x e v e r t i c a l a y a n t p o u r s e c t i o n d r o i t e l e c e r c l e d é c r i t , d a n s l e 

p l a n d e p r o j e c t i o n s u r O m c o m m e d i a m è t r e , m é t a n t l a p r o j e c t i o n 

h o r i z o n t a l e d e M . O r u n c y l i n d r e d e l ' é v o l u t i o n v e r t i c a l quel-
conque c o u p e 2 s u i v a n t u n e b i q u a d r a t i q u e g a u c h e ( c o m p l é t é e p a r 

l e s d r o i t e s à l ' i n f i n i d e s p l a n s x ± iy = o ) ; s i l e c y l i n d r e c o n -

t i e n t O ^ , c e t t e b i q u a d r a t i q u e c o m p r e n d O ^ c o m p t a n t p o u r deux 
u n i t é s , e t i l r e s t e u n e e l l i p s e E ; c e t t e e l l i p s e E e s t l a b a s e d u 

c ô n e C . [ J e r a p p e l l e l a p r o p r i é t é c l a s s i q u e q u e l ' i n t e r s e c t i o n d e 2 

a v e c u n c y l i n d r e d e r é v o l u t i o n v e r t i c a l c o n t e n a n t O z r e s t e i n v a -

r i a b l e e n g r a n d e u r q u a n d l e c y l i n d r e t o u r n e a u t o u r d e O z . ] 

L ' i n t e r s e c t i o n d e C e t d e 2 s e c o m p o s e d o n c d e l ' e l l i p s e t r o u v é e 

p a r c e t t e s e c o n d e c o n s t r u c t i o n e t d ' u n e b i q u a d r a t i q u e g a u c h e 

d o n n é e a u c o n t r a i r e p a r l a p r e m i è r e c o n s t r u c t i o n . 



C E R T I F I C A T DE C A L C U L D I F F É R E N T I E L ET I N T É G R A L . 

ÉPREUVE THÉORIQUE — G. 12?. — I. Soit Véquation aux dérivées par-

tielles 

( E ) p * - q * = * f { z ) . 

i° Quelle que soit la fonction f ( z ) , ( E ) admet une intégrale com-

plété formée de surfaces développables. Quelle est la nature de ces 

développables ? . 

2° Calculer le rayon de courbure des projections sur le plan xOy 

des courbes caractéristiques G de ( E ) . En déduire un caractère géo-

métrique des courbes G. 
3° Trouver sur chaque surf ace intégrale S de ( E ) les conjuguées des 

courbes G situées sur S. 

4° Les courbes G peuvent-elles être lignes de courbure des sur-

faces S ? 
5° Déterminer f ( z ) de façon que ( E ) admette pour intégrales des 

surfaces de révolution, autour d'une parallèle à Ox située dans le 

plan xOy. Quelles sont ces surfaces de révolution ? 

6° Peut-on choisir f ( z ) de façon que {E) admette pour intégrales 

des surfaces hélicoïdes d'axes O x ? Et quelles sont ces surf aces (*)? 

G. 123. — I I . Déterminer la fonction U ( w ) de manière que les 

images dans le plan (u, v) des géodésiques des surfaces d'élément 

linéaire 
ds2 = U 2 ( w ) ( du9- -+- dv>- ) 

soient des circonférences. [On pourra exprimer, si Von veut, que le 

rayon de courbure de ces courbes images est constant. ] 

ÉPREUVE PRATIQUE.. — G. 124. — D é t e r m i n e r une fonction monogène 

analytique f ( z ) — P(à?, jO f ) l a variable complexe 

z = x H- iy telle que l'argument de f ( z ) ne dépende que du produit 

xy, et que Von ait f ( o ) = i ; / " ( o ) = i. 

N. B. — On pourra exprimer P et Q en fonction du module et de 

l'argument de f(z)\ on pourra également utiliser une transf ormation 

analytique JS' = <p(u) qui, appliquée à u = /(s), abrège les calculs. 

(Po i t i e rs , juin 1 9 2 7 . ) 

( ' ) Cette dernière question n'était pas posée aux candidats. 
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RÉCENTS PROGRÈS DE LA GÉOMÉTRIE ANALLAGMATIQUE ; 

PAR J. H A D A M A R D . 

^ {Suite et fin.) 

I I I . — LES SYMÉTÉIES DU SYSTÈME DE DEUX CERCLES. 

1 6 . L e s p r o p r i é t é s p r é c é d e n t e s d é c o u l e n t i m m é d i a t e m e n t d e l a 

n o t i o n d e p a r a t a x i e . M a i s , c o m m e n o u s l ' a v o n s d i t , d ' a u t r e s p l u s 

c a c h é e s e t p l u s i m p o r t a n t e s s e r a t t a c h e n t n a t u r e l l e m e n t à l a c o n s i -

d é r a t i o n d e s t r a n s p o s i t i o n s a d m i s e s p a r l e s c e r c l e s d o n n é s . 

I l e s t c l a i r , e n e f f e t , q u e chaque cercle perpendiculaire 
commun à deux cercles C M C 2 ( q u e l c o n q u e s j u s q u ' à n o u v e l 

o r d r e ) est Vaxe d'une transposition qui conserve ces deux 
cercles, t o u t e n e n r e n v e r s a n t l e s e n s . 

R é c i p r o q u e m e n t , s a u f s i l e s c e r c l e s d o n n é s s o n t c o s p h é r i q u e s 

o u e n i n v o l u t i o n , o n o b t i e n t a i n s i t o u t e s l e s r o t a t i o n s q u i l e s c o n -

s e r v e n t t o u s d e u x . 

D a n s l e c a s g é n é r a l , o n v o i t q u ' o n a a i n s i s o i t u n e , s o i t d e u x 

s y m é t r i e s c o m m u n e s à C i e t à C 2 . 

C e c i r e n d t o u t d ' a b o r d i n t u i t i v e s l e s c o n s é q u e n c e s r e l a t i v e s à l a 

v a r i a t i o n d e l ' a n g l e v t s o u s l e q u e l C 2 e s t c o u p é p a r u n e s p h è r e 

a r b i t r a i r e 2> m e n é e p a r C { . D e u x t e l l e s s p h è r e s s y m é t r i q u e s l ' u n e 

d e l ' a u t r e p a r r a p p o r t à u n c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n T 

d o n n a n t é v i d e m m e n t l a m ê m e v a l e u r d e u n e s p h è r e p a s s a n t 

p a r T d o n n e n é c e s s a i r e m e n t u n m a x i m u m o u u n m i n i m u m . 

I n v e r s e m e n t , d ' a p r è s l e n ° 9 , d e u x s p h è r e s p a s s a n t p a r C , e t 

c o u p a n t C 2 s o u s l e m ê m e a n g l e s o n t n é c e s s a i r e m e n t s y m é t r i q u e s 

l ' u n e d e l ' a u t r e p a r r a p p o r t à u n c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n . 

1 7 . S u p p o s o n s m a i n t e n a n t C , e t C 2 paratactiques. 
I l y a a l o r s u n e i n f i n i t é d e c e r c l e s p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s ; 

d ' u n e m a n i è r e p l u s p r é c i s e , o n p e u t s e d o n n e r a r b i t r a i r e m e n t l ' u n 

nn. de Mathémat., 6e série, t. II. (Décembre 1927.) 19 
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d e s p o i n t s a , a o ù u n t e l c e r c l e c o u p e C | ( l ' a u t r e é t a n t é v i d e m -

m e n t l ' o p p o s é d u p r e m i e r ) . 

D o n c i l y a u n e i n f i n i t é d e t r a n s p o s i t i o n s q u i c o n s e r v e n t c h a c u n 

d e s d e u x c e r c l e s G ? , C 2 ; e t , p l u s p r é c i s é m e n t , o n p e u t e n t r o u v e r 

u n e q u i é c h a n g e e n t r e e u x d e u x p o i n t s m , n a r b i t r a i r e m e n t 

d o n n é s s u r C , , o u e n c o r e , q u i é c h a n g e e n t r e e l l e s d e u x s p h è r e s 

S j , a r b i t r a i r e m e n t d o n n é e s p a s s a n t p a r C 4 . 

D o n c e n f i n deux sphères quelconques passant par C i cou-
pant C 2 sous le même angle ( c o m m e o n l e v o i t i m m é d i a t e m e n t 

e n é c h a n g e a n t c e s s p h è r e s l ' u n e a v e c l ' a u t r e p a r l a t r a n s p o s i t i o n 

d o n t n o u s v e n o n s d e p a r l e r ) . 

C ' e s t l e p r e m i e r r é s u l t a t f o n d a m e n t a l d e M M . v o n W e b e r , 

Y e s s i o t e t A n d r é B l o c h . 

1 8 . I n v e r s e m e n t , o n o b t i e n t , d e l a m a n i è r e l a p l u s g é n é r a l e , 

d e u x c e r c l e s p a r a t a c t i q u e s p a r l a c o n s t r u c t i o n s u i v a n t e : d e u x 

c e r c l e s c o s p h é r i q u e s e t s é c a n t s C , , (5 é t a n t c o u p é s p a r u n c e r c l e 

o r t h o g o n a l c o m m u n F , o n f a i t t o u r n e r ( n ° 6 ) C a u t o u r d é T d ' u n 

a n g l e é g a l à c e l u i s o u s l e q u e l s e c o u p e n t G e t C < . L a n o u v e l l e 

p o s i t i o n C 2 o c c u p é e p a r <3 a p r è s c e t t e r o t a t i o n e s t u n c e r c l e p a r a -

t a c t i q u e a v e c C i : c a r o n l e u r c o n n a î t d é j à d e u x c e r c l e s p e r p e n d i -

c u l a i r e s c o m m u n s , T e t l e l i e u TZ e n g e n d r é , d a n s s a r o t a t i o n a u t o u r 

d e T , p a r u n p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n d e C e t d e C ; e t , d e p l u s , l e s 

s p h è r e s ( G l ? ( 2 ) e t ( G * , m ) c o u p e n t C 2 s o u s l e m ê m e a n g l e , d ' o ù 

( n ° 9 ) l ' e x i s t e n c e d ' u n t r o i s i è m e c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n , 

a s s u r é m e n t d i s t i n c t d e s d e u x p r e m i e r s . 

1 9 . C , e t C 2 é t a n t s u p p o s é s p a r a t a c t i q u e s e t n o n c o n j u g u é s , 

s o i e n t r o r 2 d e u x d e l e u r s c e r c l e s p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s , 

n o n c o n j u g u é s e n t r e e u x . T { e t T 2 s o n t p a r a t a c t i q u e s , p u i s q u ' i l s 

a d m e t t e n t l e s c e r c l e s p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s C 4 , C 2 n o n c o n j u -

g u é s . I l s a d m e t t e n t d o n c , e u x a u s s i , u n e i n f i n i t é d e c e r c l e s p e r -

p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s C , t o u s p a r a t a c t i q u e s l e s u n s a u x a u t r e s . 

La nouvelle série de cercles ainsi obtenue est indépendante 
du choix de T{ et de T 2 p a r m i l e s d i v e r s e s p o s i t i o n s q u ' i l s p e u v e n t 

o c c u p e r . O n p e u t , e n e f f e t ( a v e c l a p r é c a u t i o n d e p r e n d r e o p p o s é s 

l ' u n d e l ' a u t r e l e s p o i n t s o ù l e c e r c l e v a r i a b l e (3 c o u p e à a n g l e 

d r o i t F i ) c o n s t r u i r e C p a r l a m é t h o d e d u n u m é r o p r é c é d e n t e n 
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p a r t a n t d e C { e t d e I \ , e t l ' o n v o i t a i n s i q u ' e l l e e s t i n d é p e n d a n t e 

d e r 2 . S e m b l a b l e m e n t , e l l e e s t i n d é p e n d a n t e d e T i . 

E n p a r t i c u l i e r , l e c o n j u g u é d e C , , d a n s l a s é r i e e n q u e s t i o n , e s t 

b i e n d é t e r m i n é . 

O n a a i n s i d e u x s é r i e s d e c e r c l e s e n r e l a t i o n s p a r f a i t e m e n t r é c i -

p r o q u e s l ' u n e a v e c l ' a u t r e , t o u t c e r c l e d e l ' u n e é t a n t p e r p e n d i c u -

l a i r e à t o u t c e r c l e d e l ' a u t r e . C h a c u n e d ' e l l e s s e r a c e q u e n o u s 

a p p e l l e r o n s ( p o u r u n e r a i s o n q u i a p p a r a î t r a d a n s l a s u i t e ) u n e 

série de Villareeau droite. 
L e s d e u x c e r c l e s d o n n é s , a i n s i q u e t o u s c e u x d e l a s é r i e d o n t i l s 

f o n t p a r t i e , s o n t c o n s e r v é s , m a i s a v e c i n v e r s i o n d u s e n s , p a r l ' u n e 

q u e l c o n q u e d e s t r a n s p o s i t i o n s T . S i m a i n t e n a n t o n c o m b i n e d e u x 

o u u n n o m b r e p a i r q u e l c o n q u e d e t e l l e s t r a n s p o s i t i o n s , l ' o p é -

r a t i o n - p r o d u i t c o n s e r v e r a c h a c u n d e s cycles C l 5 C 2 , C . S a n s 

a b o r d e r i m m é d i a t e m e n t l ' é t u d e d u g r o u p e c o n t i n u a i n s i e n g e n d r é , 

c o n t e n t o n s - n o u s p o u r l e m o m e n t d e n o t e r q u ' i l e s t t r a n s i t i f : i l 

e x i s t e m a n i f e s t e m e n t u n e d e s e s t r a n s f o r m a t i o n s q u i c h a n g e u n 

p o i n t q u e l c o n q u e d o n n é d e C< e n u n a u t r e p o i n t d o n n é q u e l -

c o n q u e d u m ê m e c e r c l e , e t , p a r c o n s é q u e n t a u s s i , i l e x i s t e d e u x 

t r a n s f o r m a t i o n s d e c e g r o u p e c h a n g e a n t u n q u e l c o n q u e d o n n é 

d e s c e r c l e s p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s e n u n a u t r e q u e l c o n q u e 

d o n n é d e c e s c e r c l e s . 

2 0 . A p r è s a v o i r p a r l é d e s o p é r a t i o n s q u i c o n s e r v e n t c h a c u n 

d e s c e r c l e s d o n n é s , o c c u p o n s - n o u s d e c e l l e s q u i l e s c h a n g e n t l ' u n 

d a n s l ' a u t r e . 

I l e x i s t e u n e i n f i n i t é d ' o p é r a t i o n s s i m p l e s q u i c h a n g e n t C 4 e n C 2 . 

I l e s t f a c i l e d ' e n d o n n e r u n e c o n s t r u c t i o n g é n é r a l e : l ' u n e q u e l -

c o n q u e d ' e n t r e e l l e s e s t l e p r o d u i t d e d e u x i n v e r s i o n s d o n t l a p r e -

m i è r e c h a n g e r a C i e n u n c e r c l e y c o s p h é r i q u e t a n t a v e c G , 

q u ' a v e c C 2 . I n v e r s e m e n t , d è s l o r s , e n se d o n n a n t l e c e r c l e c o s p h é -

r i q u e y , o n c o n s t r u i r a i m m é d i a t e m e n t l e s d e u x i n v e r s i o n s e n q u e s -

t i o n ; d ' u n e m a n i è r e p l u s p r é c i s e , s i l ' o n s ' e s t d o n n é l e s d e u x 

cycles C f , C 2 e t q u e l ' o n s e d o n n e a u s s i l e cycle y, l a c o n s t r u c -

t i o n s e r a p a r f a i t e m e n t d é t e r m i n é e . T o u t e f o i s , o n n e d o i t p a s o u b l i e r 

q u e c h a q u e o p é r a t i o n p e u t ê t r e o b t e n u e p a r u n e i n f i n i t é d e c h o i x 

d e c e s i n v e r s i o n s . 

I l r é s u l t e d e l à a i s é m e n t q u ' i l e x i s t e u n e o p é r a t i o n d e l ' e s p è c e 
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c o n s i d é r é e e t u n e s e u l e , q u i , c h a n g e a n t C i e n C 2 , c h a n g e u n p o i n t 

d o n n é as d e C s e n u n p o i n t d o n n é a 2 d e C 2 . 

2 1 . M a i s p a r m i l e s o p é r a t i o n s p r é c é d e n t e s , n o u s a v o n s e n c o r e 

à c o n s i d é r e r s p é c i a l e m e n t l e s transpositions, q u i , c h a n g e a n t G< 

e n C 2 , c h a n g e n t é g a l e m e n t C 2 e n C < . 

S o i t G l ' a x e d ' u n e t e l l e t r a n s p o s i t i o n , q u e n o u s a p p e l l e r o n s u n 

bisecteur d e s d e u x c e r c l e s ( o u , s ' i l y a l i e u , d e s d e u x c y c l e s ) 

d o n n é s . T o u t c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n à G e t à C , s e r a 

é g a l e m e n t p e r p e n d i c u l a i r e à C 2 e t , u n t e l c e r c l e é t a n t c o n n u , o n 

p o u r r a t r o u v e r , d e d e u x m a n i è r e s d i f f é r e n t e s ( d o n t l ' u n e a u m o i n s 

s e r a r é e l l e ) , s e s p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n a v e c G , e t , d è s l o r s , o b t e n i r G 

l u i - m ê m e d e d e u x o u d e q u a t r e m a n i è r e s d i f f é r e n t e s s u i v a n t q u e 

l ' o n s e s e r a d o n n é s e u l e m e n t l e s c e r c l e s o u , p l u s p r é c i s é m e n t , l e s 

c y c l e s q u e l ' o n s e p r o p o s e d ' é c h a n g e r l ' u n a v e c l ' a u t r e . 

S i l e s c e r c l e s d o n n é s n e s o n t p a s p a r a t a c t i q u e s , i l n ' y a q u e 

d e u x o u q u a t r e s o l u t i o n s , d é t e r m i n é e s c o m m e n o u s v e n o n s d e l e 

d i r e . M a i s d a n s l e c a s d e p a r a t a x i e d e s c e r c l e s d o n n é s , n o u s n e 

s a v o n s p a s a priori s i C , e t l e c e r c l e i n c o n n u G a u r o n t o u n o n 

e n t r e e u x c e t t e m ê m e r e l a t i o n . D a n s l e p r e m i e r c a s , t o u s l e s c e r c l e s 

p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s à C , e t à Ç 2 s e r o n t a u s s i p e r p e n d i -

c u l a i r e s à G , e t n e f o u r n i r o n t q u ' u n s e u l e t m ê m e s y s t è m e d e d e u x 

o u d e q u a t r e s o l u t i o n s ; i l n ' e n s e r a r i e n d a n s l e s e c o n d , e t l e 

n o m b r e d e s s o l u t i o n s s e r a i n f i n i . 

P o u r d é c i d e r e n t r e c e s d e u x h y p o t h è s e s , a p r è s a v o i r c o n s t r u i t 

l e s d e u x p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n /? , p' d ' u n c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e 

c o m m u n T a v e c G , r e m a r q u o n s q u e p a r l ' u n d e c e s p o i n t s e t , p a r 

c o n s é q u e n t , p a r l e s d e u x , p u i s q u ' i l s s o n t o p p o s é s , p a s s e u n c e r c l e 

d é t e r m i n é d e l a s é r i e d e V i l l a r c e a u d r o i t e ( C i , C 2 ) ; l a t r a n s p o s i -

t i o n c o r r e s p o n d a n t e c h a n g e n é c e s s a i r e m e n t C , e n u n c e r c l e d e l a 

m ê m e s é r i e c o u p a n t T a u x m ê m e s p o i n t s q u e C 2 , c ' e s t - à - d i r e ( n ° 1 8 ) 

e n C 2 l u i - m ê m e . P l u s p r é c i s é m e n t , c e s e r o n t l e s d e u x cycles C i , 

C-2 q u i s o n t a i n s i p e r m u t é s p u i s q u ' u n e t e l l e t r a n s p o s i t i o n c o n s e r v e 

t o u s l e s c e r c l e s d e l a s é r i e p e r p e n d i c u l a i r e . 

L e s d e u x s o l u t i o n s d u p r o b l è m e s o n t a i n s i o b t e n u e s p o u r d e u x 

c y c l e s p a r a t a c t i q u e s : o n v o i t q u ' e l l e s c o r r e s p o n d e n t à l a p r e m i è r e 

d e s d e u x h y p o t h è s e s p r é c é d e m m e n t e n v i s a g é e s . 

A u c o n t r a i r e , c ' e s t l a s e c o n d e q u i s e p r é s e n t e é v i d e m m e n t p o u r 
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d e u x c y c l e s a n t i t a c t i q u e s . D a n s c e c a s , e t d a n s c e c a s s e u l e m e n t ( 4 ) , 

o n a u n e i n f i n i t é d e b i s s e c t e u r s . 

D a n s c e c a s a u s s i , e t d a n s c e c a s s e u l e m e n t , o n a c e t t e c i r c o n -

s t a n c e r e m a r q u a b l e q u e toutes les opérations simples qui trans-
forment l'un des cycles dans Vautre sont des transpositions 
d ' a p r è s c e q u e n o u s a v o n s v u a u n u m é r o p r é c é d e n t . 

N o u s a p p e l l e r o n s e n c o r e faux bissecteurs d e d e u x c y c l e s p a r a -

t a c t i q u e s , l e s b i s s e c t e u r s d u p r e m i e r c y c l e e t d u s e c o n d r e n v e r s é . 

2 2 . L ' e x i s t e n c e d e s t r a n s p o s i t i o n s ( t o u t e s d e u x r é e l l e s , d ' a i l -

l e u r s , d a n s c e c a s ) , q u i c h a n g e n t l ' u n d a n s l ' a u t r e d e u x ' c y c l è s 

p a r a t a c l i q u e s , m o n t r e q u e l e s p i e d s d ' u n c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e 

c o m m u n v a r i a b l e d é c r i v e n t d e s d i v i s i o n s h o m o g r a p h i q u e s . L a m ê m e 

c o n c l u s i o n a p p l i q u é e à l a s é r i e p e r p e n d i c u l a i r e e x p r i m e q u e l e 

r a p p o r t a n h a r m o n i q u e d é t e r m i n é p a r l e s d e u x c e r c l e s d o n n é s s u r 

u n c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e s t c o n s t a n t , c o m m e l ' o n t n o t é 

l e s d e u x a u t e u r s p r é c i t é s . 

L e t h é o r è m e é n o n c é p a r l e s m ê m e s a u t e u r s , q u e tout cercle 
cosphèrique commun y coupe C, et C2 sous des angles égaux, 
r é s u l t e d e l ' e x i s t e n c e d e s f a u x b i s s e c t e u r s , d o n t i l e x i s t e t o u j o u r s 

u n p e r p e n d i c u l a i r e à y . 

I V . — FORME CANONIQUE DES OPÉRATIONS SPHÉRIQUES. 

O P É R A T I O N S P A R A T A C T I Q I E S . 

2 3 . C ' e s t M . G o u r s a t ( - ) q u i , l e p r e m i e r , a r e m a r q u é q u e l ' o p é -

r a t i o n s p h é r i q u e l a p l u s g é n é r a l e p o u v a i t ê t r e r e p r é s e n t é e p a r u n 

p r o d u i t d e d e u x o p é r a t i o n s s i m p l e s ( l ' u n e a u m o i n s é t a n t u n e 

r o t a t i o n p r o p r e m e n t d i t e ) a u t o u r d e d e u x c e r c l e s c o n j u g u é s e n t r e 

e u x . C e t t e c o n c l u s i o n a é t é r e t r o u v é e é g a l e m e n t p a r M M . v o n 

W e b e r e t A n d r é B l o c h . P o u r l ' é t a b l i r p a r v o i e p u r e m e n t g é o m é -

t r i q u e , a n a l l a g m a t i q u e e t r é e l l e , n o u s a l l o n s a v o i r b e s o i n d ' a u t r e s 

f o r m e s i n t e r m é d i a i r e s d o n n é e s à l ' o p é r a t i o n l a p l u s g é n é r a l e e n 

q u e s t i o n . 

Il est bien connu que toute opération sphérique w peut être, 

(M Nous laissons de côté les cas spéciaux du n° 7. 
(2) Annales scientifiques de VÉcole Normale supérieure, 1889. 
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d ' u n e i n f i n i t é d e m a n i è r e s , d é c o i n p o s é e e n q u a t r e i n v e r s i o n s . O n 
p e u t a i s é m e n t p r é s e n t e r l a d é m o n s t r a t i o n s o u s f o r m e a n a l l a g m a -
t i q u e e t m ê m e s ' a r r a n g e r p o u r q u e l e s d e u x p r e m i è r e s s p h è r e s 
d ' i n v e r s i o n s o i e n t s é c a n t e s e n t r e e l l e s , a i n s i q u e l e s d e u x d e r n i è r e s , 
d e m a n i è r e à a v o i r a f f a i r e a u p r o d u i t d e d e u x rotations p r o p r e -
m e n t d i t e s . 

N o t o n s t o u t d e s u i t e , e n v u e d e n ô t r e r é s u l t a t final, c e q u i a r r i v e 

d a n s l e c a s o ù l ' o n s a i t q u e l ' o p é r a t i o n s p h é r i q u e d o n n é e c o n s e r v e 

u n c y c l e d o n n é C . O n p e u t a l o r s a i s é m e n t d i r i g e r l e r a i s o n n e m e n t 

a u q u e l i l v i e n t d ' ê t r e f a i t a l l u s i o n d e m a n i è r e à d é c o m p o s e r e n 

u n e r o t a t i o n a u t o u r d e C e t U n e o p é r a t i o n s i m p l e c o n j u g u é e à C 

( p r o d u i t d e d e u x i n v e r s i o n s p a r r a p p o r t à d e s s p h è r e s o r t h o g o -

n a l e s à C ) ; m a i s c e t t e f o i s , l a s e c o n d e o p é r a t i o n s i m p l e p o u r r a n e 

p a s ê t r e u n e r o t a t i o n p r o p r e m e n t d i t e . L e f a i t q u e t o u t e r o t a t i o n 

a n a l l a g m a t i q u e c o n s e r v e s o n a x e e t c o n s e r v e a u s s i t o u t c y c l e c o n -

j u g u é t r o u v e a i n s i sa r é c i p r o q u e . 

2 4 . O n a , e n s e c o n d l i e u , l e t h é o r è m e s u i v a n t , t o u t a n a l o g u e 

a u r é s u l t a t b i e n c o n n u , r e l a t i f a u x d é p l a c e m e n t s o r d i n a i r e s : 

Une transformation sphérique peut se représenter d1 une 
infinité de manières par un produit de deux transpositions. 

E n p a r t a n t d e n o t r e p r e m i e r r é s u l t a t , c e l u i - c i s e d é m o n t r e s a n s 

d i f f i c u l t é p a r l a m ê m e m é t h o d e q u i a s e r v i à H a l p h e n d a n s l e c a s 

d e s d é p l a c e m e n t s o r d i n a i r e s . 

Remarque ( 1 ) . — L e r é s u l t a t a i n s i d é m o n t r é n ' a p a s l a m ê m e 

p o r t é e q u e d a n s c e t t e d e r n i è r e t h é o r i e , p a r c e q u ' i l n e p e r m e t p a s 

d ' o b t e n i r a i s é m e n t l e p r o d u i t d e d e u x o p é r a t i o n s q u e l c o n q u e s . 

I l n o u s s e r a t o u t e f o i s u t i l e d e n o t e r q u ' o n p e u t t r è s a i s é m e n t 

c o m b i n e r u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e r o t a t i o n s d ' a x e s t o u s c o n j u -

g u é s à u n m ê m e c e r c l e , g r â c e a u f a i t q u e d e u x q u e l c o n q u e s d e c e s 

a x e s s o n t t o u j o u r s c o s p h é r i q u e s e n t r e e u x . 

( ' ) La décomposition en quatre inversions ou deux rotations pouvant se faire 
d'une infinité de manières, il en est de même de la construction du texte. Il 
n'en résulte pas en toute évidence qu'il en soit de même pour le résultat, c'est-
à-dire pour la décomposition en deux transpositions; mais cela ressort au contraire 
immédiatement de notre résultat définitif (numéro suivant). 
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2 5 . D u t h é o r è m e q u i v i e n t d ' ê t r e d é m o n t r é , o n d é d u i t m a i n t e -

n a n t s a n s d i f f i c u l t é l e t h é o r è m e q u e n o u s a v o n s e n v u e : 

THÉORÈME: — Toute transformation sphérique est le produit 
( é v i d e m m e n t p e r m u t a b l e ) de deux. opérations simples conju-
guées entre elles. 

( L ' u n e a u m o i n s d e c e s o p é r a t i o n s e s t d ' a i l l e u r s u n e v é r i t a b l e 

r o t a t i o n . ) 

E n e f f e t , l ' o p é r a t i o n é t a n t , c o n f o r m é m e n t à c e q u e n o u s v e n o n s 

d e v o i r , d é c o m p o s é e e n d e u x t r a n s p o s i t i o n s A , , A 2 , c o n s t r u i s o n s 

l e s q u a t r e s p h è r e s S , , S 2 , S ' 2 q u i c o n d u i s e n t a u x d e u x 

c e r c l e s T , F p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s à A , e t à A 2 : l a p r e m i è r e 

t r a n s p o s i t i o n e s t l e p r o d u i t d e s d e u x i n v e r s i o n s S\ ; l a s e c o n d e , 

c e l u i d e s i n v e r s i o n s S 2 , S ^ . E n v e r t u d e s r e l a t i o n s d ' o r t h o g o n a l i t é 

q u i e x i s t e n t e n t r e l e s q u a t r e s p h è r e s et d e s p e r m u t a b i l i t é s q u ' e l l e s -

e n t r a î n e n t e n t r e l e s i n v e r s i o n s c o r r e s p o n d a n t e s , o n a r r i v e i m m é -

d i a t e m e n t à r e p r é s e n t e r l ' o p é r a t i o n p a r l e p r o d u i t d e d e u x o p é r a -

t i o n s s i m p l e s d ' a x e s r e s p e c t i f s T , F , u n e d ' e l l e s a u m o i n s é t a n t 

u n e v r a i e r o t a t i o n p u i s q u e l ' u n a u m o i n s d e s c e r c l e s T , F e s t r é e l . 

2 5 bis. M a i s o n v o i t a u s s i a p p a r a î t r e i m m é d i a t e m e n t l e r é s u l t a t 

r e m a r q u a b l e d e M M . v o n W e b e r e t A n d r é B l o c h : il se peut que 
la décomposition précédente soit possible d'une infinité de 
manières. 

C ' e s t c e q u i a r r i v e r a e n e f f e t d è s q u e l e s a x e s A 4 , A 2 d e s d e u x 

t r a n s p o s i t i o n s s e r o n t p a r a t a c t i q u e s e n t r e e u x : i l s u f f i r a d e p r e n d r e 

p o u r r l ' u n d e s c e r c l e s p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s , à c o n d i t i o n d e 

p r e n d r e p o u r F s o n c o n j u g u é . C ' e s t la transformation paratac-
tique d e M . A . B l o c h . D a n s c e c a s , l e s a n g l e s d e s d e u x r o t a t i o n s 

s o n t é g a u x e n t r e e u x : i l s . s o n t d o u b l e s d e l ' a n g l e d e p a r a t à x i e 

d e A , e t A 2 . C e c i n o u s r e n s e i g n e e n p a r t i c u l i e r s u r l e g r o u p e 

c o n t i n u e n v i s a g é a u n " 1 9 : i l e s t é v i d e m m e n t à u n p a r a m è t r e e t 

o b t e n u p a r l a v a r i a t i o n c o n t i r u i e d e l ' a n g l e c o m m u n d e s d e u x r o t a -

t i o n s q u e n o u s v e n o n s d ' o b t e n i r , l e s a x e s c o n j u g u é s r e s t a n t fixes. 

P o u r l ' a n g l e d e r o t a t i o n TT, c h a c u n d e s c e r c l e s p e r p e n d i c u l a i r e s 

c o m m u n s e s t c o n s e r v é , a v e c c h a n g e m e n t d e l ' u n q u e l c o n q u e d e 

s e s p o i n t s e n s o n o p p o s é . E n u n m o t , o n r e t o m b e a i n s i s u r Vin-

version négative fondamentale. 
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2 6 . I n v e r s e m e n t , l e p r o d u i t d e d e u x r o t a t i o n s é g a l e s a u t o u r d e 

d e u x c y c l e s T , F c o n j u g u é s e n t r e e u x e s t u n e t r a n s f o r m a t i o n 

p a r a t a c t i q u e , c o n f o r m é m e n t à l a d é f i n i t i o n p r é c é d e n t e . 

C h a q u e s é r i e d e V i l l a r c e a u d r o i t e c o n t e n a n t Y e t Y ' d o n n e , p o u r 

c e t t e t r a n s f o r m a t i o n , u n e i n f i n i t é d e d é c o m p o s i t i o n s c a n o n i q u e s . 

M a i s i l e x i s t e u n e i n f i n i t é d e s é r i e s d e V i l l a r c e a u d e c e t t e e s p è c e . 

T o u t c e r c l e A p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n à Y e t à Yr d é f i n i t u n e t e l l e 

s é r i e , f o r m é e d e c e r c l e s C p e r p e n d i c u l a i r e s à A . 

r e t T ' é t a n t d o n n é s , i l p a s s e u n c e r c l e A p a r u n p o i n t a r b i -

t r a i r e m d e l ' e s p a c e ( c e r c l e u n i q u e s i m n ' a p p a r t i e n t n i à T n i 

à F ' ) e t l a s é r i e d e V i l l a r c e a u q u i e n r é s u l t e c o n t i e n t é g a l e m e n t u n 

c e r c l e C q u i e s t i s s u d e m . 

D o n c , notre transformation, produit de deux rotations 
conjuguées et égales entre elles, admet une infinité DOUBLE de 
représentations sous la forme canonique de M. Goursat. 

Elle laisse invariant chaque cercle d'une congruence (C); 
il passe un cercle de (C) par un point quelconque de Vespace. 

C ' e s t l a congruence paratactique d e M . A . B l o c h . 

Deux cercles (C) quelconques sont paratactiques entre eux. 
Les cercles de la congruence sont conjugués deux à deux. 

Le produit de deux rotations égales quelconques autour de Y 
et de F peut .se remplacer par le produit analogue ( a v e c r o t a -

t i o n s d e m ê m e a n g l e ) autour de deux cercles conjugués pris 
arbitrairement dans la congruence. 

T e l e s t l e b e a u t h é o r è m e d é c o u v e r t p a r M M . v o n W e b e r e t 

A n d r é B l o c h , à l ' a i d e d e l a c o n s i d é r a t i o n d e s f o y e r s e t d e s g é n é r a -

t r i c e s i m a g i n a i r e s d e l a s p h è r e i m a g i n a i r e f o n d a m e n t a l e ( c e l l e q u i 

e s t o r t h o g o n a l e c o m m u n e à Y e t à Y f ) . 

2 7 . I l e s t a s s e z c u r i e u x d e r a t t a c h e r c e m ê m e r é s u l t a t à u n p r i n -

c i p e c l a s s i q u e d e l a t h é o r i e d e s s u b s t i t u t i o n s . O n s a i t q u e l a c o n -

d i t i o n n é c e s s a i r e e t s u f f i s a n t e p o u r q u e d e u x o p é r a t i o n s R e t T 

s o i e n t p e r m u t a b l e s e n t r e e l l e s e s t q u e R c o ï n c i d e a v e c s a t r a n s -

f o r m é e p a r T , d e s o r t e q u e , s ' i l e n e s t a i n s i , T c o ï n c i d e r a é g a l e -

m e n t a v e c s a t r a n s f o r m é e p a r R . 

P r e n o n s p o u r R n o t r e p r o d u i t d e d e u x r o t a t i o n s d u m ê m e 

a n g l e a a u t o u r d e T e t d e f , e t s o i t G u n d e l e u r s b i s s e c t e u r s . I l 

e s t c l a i r q u e l a t r a n s p o s i t i o n G l a i s s e i n v a r i a n t e n o t r e o p é r a -
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l i o n D o n c d ' a p r è s l e p r i n c i p e q u i v i e n t d ' ê t r e r a p p e l é , c e l l e - c i 

c o n s e r v e l a t r a n s p o s i t i o n G e t , p a r c o n s é q u e n t , G l u i m ê m e ( 4 ) . 

O n a a i n s i d é j à u n e s i m p l e i n f i n i t é d e c e r c l e s i n v a r i a n t s p a r 

l ' o p é r a t i o n Í 2 ; m a i s s i m a i n t e n a n t o n r e m a r q u e q u e , d ' a p r è s c e 

q u i v i e n t d ' ê t r e é t a b l i , c e t t e d e r n i è r e l a i s s e i n v a r i a n t e " t o u t e r o t a -

t i o n d ' a x e G , o n e n d é d u i r a e n c o r e , p a r u n e n o u v e l l e a p p l i c a t i o n 

d u m ê m e p r i n c i p e , q u e Q e s t i n v a r i a n t e p a r u n e t e l l e r o t a t i o n e t , 

p a r e x e m p l e , q u e , p o u r l ' e n g e n d r e r , o n p e u t r e m p l a c e r T e t r f 

p a r l e u r s n o u v e l l e s p o s i t i o n s a p r è s l a r o t a t i o n e n q u e s t i o n . 

L e s c e r c l e s d e n o t r e e o n g r u e n c e s o n t l e s s e u l s q u i s o i e n t i n v a -

r i a n t s p a r l ' o p é r a t i o n l o r s q u e s o n a n g l e r e s t e a r b i t r a i r e : s i , e n 

e f f e t , o n f a i t v a r i e r c e t a n g l e , l e t r a n s f o r m é d ' u n p o i n t d é t e r -

m i n é m d e l ' e s p a c e d é c r i t u n l i e u p a r f a i t e m e n t d é t e r m i n é , l e q u e l 

n e p e u t ê t r e a u t r e q u e l e c e r c l e C d e l a c o n g r u e n c e i s s u d e c e 

p o i n t . 

L e s c e r c l e s d e l a c o n g r u e n c e s o n t m ê m e l e s s e u l s q u i s o i e n t i n v a -

r i a n t s p a r l ' o p é r a t i o n i l p o u r u n e v a l e u r d é t e r m i n é e q u e l c o n q u e 

d e l ' a n g l e ot a u t r e q u e iz. 1 1 n e p e u t p a s s e r p a r u n m ê m e p o i n t d e 

l ' e s p a c e d e u x c e r c l e s d i f f é r e n t s i n v a r i a n t s p a r l ' o p é r a t i o n p o u r 

u n e v a l e u r d é t e r m i n é e d e s o n a n g l e , p o u r v u q u e c e t t e v a l e u r n e 

s o i t p a s u n m u l t i p l e d e 7r : c a r o n a p e r ç o i t i m m é d i a t e m e n t à c e s 

d e u x c e r c l e s t r o i s p o i n t s c o m m u n s . 

I l e n r é s u l t e q u e l e s d é c o m p o s i t i o n s , e n n o m b r e d o u b l e m e n t 

i n f i n i , d e n o t r e o p é r a t i o n e n d e u x r o t a t i o n s c o n j u g u é e s s o n t l e s 

s e u l e s q u i e x i s t e n t . 

2 8 . I l y a l i e u é g a l e m e n t d ' é t a b l i r q u e l a d é c o m p o s i t i o n e n d e u x 

r o t a t i o n s c o n j u g u é e s e s t u n i q u e t o u t e s l e s f o i s q u e l e s a n g l e s d e 

c e s d e u x r o t a t i o n s n e s o n t p a s é g a u x , c ' e s t - à - d i r e q u e l e p r o d u i t 

d e d e u x r o t a t i o n s c o n j u g u é e s à a n g l e s i n é g a u x e t n o n m u l t i p l e s 

d e 7i n e l a i s s e i n v a r i a n t a u c u n c e r c l e d e l ' e s p a c e a u t r e q u e l e s a x e s . 

C ' e s t à q u o i o n a r r i v e s a n s d i f f i c u l t é e n d i s t i n g u a n t l e s c a s d ' u n 

c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e à l ' u n d e s a x e s , d ' u n c e r c l e p a r a t a c t i q u e à 

l ' u n d e s a x e s , e t d ' u n c e r c l e n e p r é s e n t a n t a u c u n e d e c e s d e u x 

p r o p r i é t é s . 

( * ) L'hypothèse dans laquelle le sens sur G serait inversé par Û est écartée du 
moment que le fait a lieu pour toute valeur de l'angle a. 
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D a n s l e m ê m e o r d r e d ' i d é e s , d e u x c e r c l e s d i s t i n c t s d e l a c o n -

g r u e n c e n e s o n t j a m a i s c o s p h é r i q u e s e t , p a r c o n s é q u e n t , u n c e r c l e 

d e l a c o n g r u e n c e n ' a d a n s c e l l e - c i q u ' u n s e u l c o n j u g u é ( * ) . 

U n e c o n g r u e n c e p a r a t a c t i q u e e s t d é f i n i e p a r d e u x q u e l c o n q u e s 

d e s e s c y c l e s c o n j u g u é s ( o u , m ê m e p a r d e u x q u e l c o n q u e s d e c e s 

c y c l e s ) : i l e n r é s u l t e q u ' e l l e e s t t r a n s f o r m é e e n e l l e - m ê m e p a r u n e 

r o t a t i o n a r b i t r a i r e a u t o u r d ' u n d e s c e r c l e s q u i l a c o m p o s e n t . 

T o u t e s l e s c o n g r u e n c e s d e c e t t e e s p è c e s o n t d ' a i l l e u r s t r a n s f o r -

m a b l e s l e s u n e s d a n s l e s a u t r e s p a r o p é r a t i o n s s p h é r i q u e s . L a 

figure q u e n o u s v e n o n s d e d é f i n i r e s t a n a l l a g m a t i q u e m e n t u n i q u e . 

2 9 . 1 1 e s t e n c o r e i n t é r e s s a n t d e d é f i n i r c h a q u e c e r c l e d e l a c o n -

g r u e n c e p r é c é d e n t e , n o n p l u s c o m m e l i e u d ' u n p o i n t v a r i a b l e , 

m a i s a u c o n t r a i r e , p a r l ' e n s e m b l e d e s s p h è r e s q u i l e c o n t i e n n e n t . 

Uopération paratactique, lorsque son angle n'est.pas mul-
tiple de 7T, ne laisse invariante aucune sphère, réelle ou imagi-
naire pure, autre que la sphère imaginaire fondamentale, 
c o m m e o n l e v o i t i m m é d i a t e m e n t e n c o n s i d é r a n t l e s p o i n t s l i m i t e s 

d ' u n e t e l l e s p h è r e e t d e l a s p h è r e f o n d a m e n t a l e , e t n o t a n t q u e 

l ' o p é r a t i o n e n q u e s t i o n , l o r s q u ' e l l e n e s e r é d u i t p a s à l ' o p é r a t i o n 

i d e n t i q u e , n é l a i s s e a u c u n p o i n t r é e l ( 2 ) i n v a r i a n t . 

Toute sphère orthogonale à l'inversion négative fondamen-
taie contient un cercle de la congruence ( e t é v i d e m m e n t u n 

s e u l ) , c e r c l e q u e l ' o n d é t e r m i n e r a c o m m e i n t e r s e c t i o n d e l a s p h è r e 

d o n n é e a v e c u n e d e s e s t r a n s f o r m é e s . 

V . — PROPRIÉTÉS DE LA CYCLIDE DE DUPIN. PUISSANCE RÉDUITE. 

OPÉRATIONS PERMUTABLES AVEC L'OPÉRATION PARATACTIQUE. 

3 0 . L a cyclide de Dupin, a n a l l a g m a t i q u e m e n t é q u i v a l e n t e a u 

t o r e , p e u t ê t r e , c o m m e l u i , d é f i n i e p a r l a r é v o l u t i o n d ' u n c e r c l e 

a u t o u r d ' u n a u t r e c o s p h é r i q u e a v e c l u i . S i — s e u l c a s q u i i n t e r -

v i e n d r a d a n s c e q u i v a s u i v r e , e t q u i c o r r e s p o n d a u t o r e v é r i -

t a b l e — l e s d e u x c e r c l e s s o n t s a n s p o i n t c o m m u n , l a s u r f a c e p e u t 

(*) Ceci ressort d'ailleurs immédiatement de ce qu'un cercle conjugué au 
cercle donné et orthogonal à la sphère imaginaire fondamentale est parfaitement 
défini par cet ensemble de conditions (Note ajoutée lors de la trad.). 

( 2 ) On sait, au contraire, qu'elle conserve les foyers des différents cercles (C). 
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e n c o r e ê t r e d é f i n i e e n d i s a n t q u e t o u s s e s p o i n t s d é r i v e n t d e l ' u n 

d é t e r m i n é q u e l c o n q u e d ' e n t r e e u x p a r d e u x r o t a t i o n s a r b i t r a i r e s 

( p e r m u t a b l e s e n t r e e l l e s ) r e s p e c t i v e m e n t a u t o u r d e d e u x c e r c l e s 

fixes r , Tf c o n j u g u é s e n t r e e u x ( c e r c l e s p r i n c i p a u x o u a x e s d e l a 

s u r f a c e ) . 

L o r s q u e l e s d e u x a n g l e s d e r o t a t i o n v a r i e n t e n r e s t a n t é g a u x 

e n t r e e u x o u é g a u x e t d e s i g n e s c o n t r a i r e s , o u , p l u s g é n é r a l e m e n t , 

e n g a r d a n t u n e d i f f é r e n c e o u u n e s o m m e c o n s t a n t e , l e p o i n t 

m o b i l e d é c r i t s u r l a s u r f a c e , d ' a p r è s c e q u i p r é c è d e , u n c e r c l e . 

C'est le théorème d'Yvon Villarceau, d o n t l a d é m o n s t r a t i o n a i n s i 

o b t e n u e d é g a g e a i n s i l a c a u s e v é r i t a b l e e t p r o f o n d e . 

3 1 . R a p p e l o n s m a i n t e n a n t u n e n o t i o n r e m a r q u a b l e q u i a p p a r -

t i e n t e n p r o p r e à M . A n d r é B l o c h : c e l l e d e l a puissance réduite 
d ' u n p o i n t m p a r r a p p o r t à u n c e r c l e q u e l c o n q u e G d e l ' e s p a c e : o n 

a p p e l l e a i n s i l e p r o d u i t d e s d e u x d i s t a n c e s m a x i m a e t m i n i m a d u 

p o i n t m a u c e r c l e G , d i v i s é p a r l e d i a m è t r e d u c e r c l e . L e t h é o r è m e 

d é m o n t r é à c e t é g a r d p a r M . A . B l o c h e s t q u e , d a n s u n e i n v e r s i o n 

q u e l c o n q u e , la puissance réduite se retrouve, à un facteur près 
qui ne dépend que de Vinversion donnée et de la position du 
point m , à l ' e x c l u s i o n d e c e l l e d u c e r c l e . 

E n c o n s é q u e n c e , le rapport des puissances réduites d'un 
même point m par rapport à deux cercles , C2 est un inva-
riant anallagmatique. 

J e d o i s à u n e c o m m u n i c a t i o n p e r s o n n e l l e d e - M . A . B l o c h u n e 

f o r m e p a r f a i t e m e n t a n a l l a g m a t i q u e d e l a d é f i n i t i o n e t d u t h é o r è m e 

p r é c é d e n t : i l s u f f i t d e r e m p l a c e r l e p o i n t m p a r u n e t r è s p e t i t e 

s p h è r e q u e l c o n q u e J Ï L t r a c é e a u t o u r d e c e p o i n t e t d e c o n s i d é r e r 

l e r a p p o r t a n h a r m o n i q u e ( c o n s t a n t ) d é t e r m i n é p a r J ï t e t l e c e r c l e 

d o n n é G s u r u n c e r c l e q u e l c o n q u e T o r t h o g o n a l à l ' u n e e t p e r -

p e n d i c u l a i r e à l ' a u t r e . L a puissance réduite e s t l e q u o t i e n t d e c e 

r a p p o r t a n h a r m o n i q u e p a r l e d i a m è t r e d e l a p e t i t e s p h è r e , l o r s q u e 

l e r a y o n d e c e l l e - c i d e v i e n t i n f i n i m e n t p e t i t , e t , c o m m e o n l e v o i t , 

l e f a c t e u r p a r l e q u e l e l l e e s t m u l t i p l i é e d u f a i t d ' u n e i n v e r s i o n 

n ' e s t a u t r e q u e l ' i n v e r s e d e l a d i l a t a t i o n l i n é a i r e c o r r e s p o n d a n t 

a u p o i n t m ( 1 ). 

( ' ) Il y aurait lieu de démontrer également sous forme anallagmatique, la 
relation que nous avons donnée, à la suite d'une communication de M. A. Bloch 
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D u t h é o r è m e a i n s i é t a b l i , i l r e s s o r t q u e l e r a p p o r t d e s p u i s s a n c e s 

r é d u i t e s d ' u n p o i n t c y c l i d e d e D u p i n p a r r a p p o r t a u x d e u x c e r c l e s 

p r i n c i p a u x e s t c o n s t a n t . P o u r a f f i r m e r q u e le lieu des points tels 
que le rapport de leurs puissances réduites par rapport à deux 
cercle fixes T, Yr conjugués entre eux soit constant, est une 
cyclide de Dupin ( a u l i e u d e s e c o m p o s e r d e p l u s i e u r s c y c l i d e s ) , 

i l n ' y q u ' à p a r t i r d e l a f o r m u l e 

( i ) k = cotV, 4 

q u i e x p r i m e l e r a p p o r t k d e s p u i s s a n c e s r é d u i t e s e n f o n c t i o n d e 

l ' a n g l e d e p a r a t a x i e e n t r e l e c e r c l e Y e t l e c e r c l e d e l a c o n g r u e n c e 

( T , T ' ) q u i p a s s e e n m , e t q u e l ' o n é t a b l i t a i s é m e n t ( q u o i q u e j e 

n ' e n a i e p a s o b t e n u d e d é m o n s t r a t i o n s o u s f o r m e a n a l l a g m a t i q u e ) . 

k d e v a n t r e s t e r c o n s t a n t ^ i l d o i t e n ê t r e d e m ê m e d e V , d ' o ù l a 

c o n c l u s i o n d e m a n d é e . 

L ' e x t e n s i o n , d o n n é e é g a l e m e n t p a r M . B l o c h , d u m ê m e t h é o -

r è m e au c a s o ù l e s c e r c l e s f i x e s , a u l i e u d ' ê t r e c o n j u g u é s , s o n t 

s e u l e m e n t p a r a t a c t i q u e s , d é p e n d d e p r i n c i p e s a u x q u e l s n o u s a r r i -

v e r o n s u n p e u p l u s l o i n . 

3 2 . N o u s a v o n s p r é c é d e m m e n t n o t é q u e d e u x s p h è r e s o r t h o -

g o n a l e s p a s s a n t r e s p e c t i v e m e n t p a r d e u x c e r c l e s p a r a t a c t i q u e s 

d o n n é s C|, C 2 r e s t e n t o r t h o g o n a l e s l o r s q u ' o n l e s f a i t t o u r n e r d ' u n 

m ê m e a n g l e q u e l c o n q u e a u t o u r d e s d e u x c y c l e s C M C 2 . P l u s g é n é -

r a l e m e n t , d e u x s p h è r e s q u e l c o n q u e s p a s s a n t r e s p e c t i v e m e n t p a r 

e t C 2 s e c o u p e n t s o u s u n a n g l e q u i r e s t e c o n s t a n t l o r s q u ' o n l e s 

f a i t t o u r n e r r e s p e c t i v e m e n t , a u t o u r d e s d e u x c y c l e s e n q u e s t i o n , 

d ' u n m ê m e a n g l e a r b i t r a i r e oc. C e t t e p r o p o s i t i o n ( q u i s e d é d u i t 

d ' a i l l e u r s a i s é m e n t d e l a p r e m i è r e p a r l ' é t u d e d u t r i è d r e f o r m é e n 

u n p o i n t q u e l c o n q u e d e C< p a r l e s t a n g e n t e s à C i , à u n c e r c l e 

p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e t a u c e r c l e d ' i n t e r s e c t i o n y d e s s p h è r e s 

q u ' i l s ' a g i t d ' é t u d i e r ) a p p a r a î t i m m é d i a t e m e n t d ' a p r è s l e s p r i n -

c i p e s p o s é s d a n s l a s e c t i o n p r é c é d e n t e , l e s d i v e r s e s p o s i t i o n s d e l a 

(C. B. Ac. Se., toc. cit) entre la puissance réduite de m par rapport à G et la 
puissance réduite du même point par rapport à une sphère contenant ce cercle 
et qui, lorsque G se* réduit à une droite, devient la relation habituelle entre 
les distances d'un point à une droite et à un plan mené par cette droite. y 
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figure c o n s i d é r é e d é r i v a n t l e s u n e s d e s a u t r e s p a r l ' o p é r a t i o n 

p a r a t a c t i q u e q u i c o n s e r v e à l a f o i s C i e t C 2 . 

M . A n d r é B l o c h (loc. cit., p . 5 ^ ) l ' é n o n c e e n l a r a t t a c h a n t à 

u n e c y c l i d e d e D u p i n d o n t G , e t C 2 s o n t d e u x c e r c l e s d e V i l l a r -

c e a u d u m ê m e s y s t è m e , y é t a n t u n c e r c l e v a r i a b l e d u s y s t è m e 

o p p o s é . O n n e p e u t s ' e m p ê c h e r d e r e l e v e r a v e c l u i c e q u ' i l y a d e 

r e m a r q u a b l e d a n s l ' a n a l o g i e q u i e x i s t e e n t r e c e t h é o r è m e e t l a 

p r o p r i é t é c l a s s i q u e d e l ' a n g l e i n s c r i t , s u r t o u t l o r s q u ' o n y a d j o i n t 

l e f a i t q u e l ' a n g l e c o n s t a n t e n t r e l e s s p h è r e s ( y , C i ) e t ( y , C 2 ) e s t , 

c o m m e i l l ' é t a b l i t s a n s d i f f i c u l t é , l a m o i t i é d e l ' a n g l e d o n t i l f a u t 

f a i r e t o u r n e r C { a u t o u r d ' u n d e s a x e s d e l a s u r f a c e p o u r l ' a m e n e r 

s u r C 2 . 

3 3 . M a i s l e p r o b l è m e p o s é a u n u m é r o p r é c é d e n t et c e l u i d e 

M . A . B l o c h s o n t - i l s é q u i v a l e n t s ? L e l i e u d u c e r c l e y e s t - i l u n e 

c y c l i d e d e D u p i n ; e t , e n c o n s é q u e n c e , e s t - i l l é g i t i m e d e n o m m e r 

série de Villarceau l ' e n s e m b l e d e s p o s i t i o n s d e c e c e r c l e , c o m m e 

n o u s l ' a v o n s f a i t a u n ° 9 p o u r l ' e n s e m b l e d e s c e r c l e s p e r p e n d i c u -

l a i r e s c o m m u n s ? N o u s a l l o n s p o u v o i r r é p o n d r e p a r l ' a f f i r m a -

t i v e ( * ) . 

N o u s p a r t o n s d e d e u x c e r c l e s p a r a t a c t i q u e s C < , C 2 q u i d é f i -

n i s s e n t u n e c o n g r u e n c e p a r a t a c t i q u e , e t d ' u n c e r c l e p c o s p h é r i q u e 

c o m m u n y , a u q u e l n o u s f a i s o n s s u b i r l ' o p é r a t i o n p a r a t a c t i q u e 

c o r r e s p o n d a n t e . N o t o n s d ' a b o r d q u e , d a n s c e t t e o p é r a t i o n , t o u t 

p o i n t d e y d é c r i t u n c e r c l e C d e l a c o n g r u e n c e , d e s o r t e q u e l a 

s u r f a c e e n g e n d r é e e s t a u m o i n s d o u b l e m e n t c e r c l é e . 

D ' a u t r e p a r t , y e s t p e r p e n d i c u l a i r e à u n f a u x b i s s e c t e u r d é t e r -

m i n é I I 0 d e C i e t d e C 2 e t i n v a r i a n t p a r l a t r a n s p o s i t i o n c o r r e s -

p o n d a n t e . T o u t e a u t r e p o s i t i o n d e y d é r i v a n t d e l a p r e m i è r e p a r 

d e u x t r a n s p o s i t i o n s a u t o u r d e c e r c l e s p e r p e n d i c u l a i r e s c o m m u n s , 

i l e n r é s u l t e q u ' e l l e p e u t a u s s i e n ê t r e d é d u i t e p a r u n e t r a n s p o s i -

t i o n a u t o u r d ' u n f a u x b i s s e c t e u r v a r i a b l e H , e t i n v e r s e m e n t , t o u t e 

t r a n s p o s i t i o n a u t o u r d ' u n f a u x b i s s e c t e u r p e r m u t e e n t r e e u x l e s 

c e r c l e s y. 

( 1 ) On remarquera qu'on peut prendre pour C! et y deux cercles quelconques 

se coupant en deux points m, m, en prenant pour & l'une quelconque des trans-

formations paratactiques qui conservent ét ont m et m pour points opposés. 
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P r e n o n s m a i n t e n a n t u n s e n s s u r y. S o i e n t l a s p h è r e p a r 

l a q u e l l e i l f a u t i n v e r s e r p o u r p a s s e r d u c y c l e a i n s i d é f i n i a u 

c y c l e C i ; 2 2 , l a s p h è r e p a r r a p p o r t à l a q u e l l e i l f a u t i n v e r s e r p o u r 

p a s s e r d u m ê m e c y c l e à C 2 renversé, c ' e s t - à - d i r e a u c y c l e — C 2 a n t i -

t a c t i q u e à C r . L ' e n s e m b l e d e c e s d e u x i n v e r s i o n s é t a n t u n e r o t a -

t i o n q u i c h a n g e l ' u n d a n s l ' a u t r e l e s d e u x c y c l e s C , e t — C 2 , i l e n 

r é s u l t e ( n ° 1 1 ) q u e l e s d e u x s p h è r e s 2 i ? 2 2 s e c o u p e n t à a n g l e 

d r o i t e t s u i v a n t u n f a u x b i s s e c t e u r d e s c e r c l e s d o n n é s . D è s lo r s^ 

Vinversion change C2 en une des positions du cercle y. 
M a i s c e m ê m e r a i s o n n e m e n t p e u t ê t r e r e c o m m e n c é e n c o n s e r -

v a n t , p a r e x e m p l e , l e c e r c l e C , e t r e m p l a ç a n t C 2 p a r u n q u e l -

c o n q u e d e s c e r c l e s C , t r a j e c t o i r e s d e s d i v e r s p o i n t s d e y , o n v o i t 

q u e l a s é r i e d e s y e s t s y m é t r i q u e d e l a s é r i e d e s C p a r r a p p o r t 

à e t , d e m ê m e , p a r r a p p o r t à t o u t e s p h è r e t r a n s f o r m é e d e 2 t 

p a r n o t r e o p é r a t i o n il. 

D è s l o r s l e p r o d u i t d e s d e u x i n v e r s i o n s c o n s e r v e l a c o n -

g r u e n c e p r i m i t i v e , a u t r e m e n t d i t , e s t p e r m u t a b l e a v e c e l l e , c e q u i 

e x i g e q u e le cercle d'intersection de et de appartienne à 
cette congruence. 

D e m ê m e , toutes les positions successives de la sphère 
passent par un même cercle appartenant à la congruence (C)r 

qui est drailleurs le conjugué du premier, c a r i l r e s s o r t d e 

l ' e n s e m b l e d e c e q u i p r é c è d e q u e t o u t e p o s i t i o n d e e s t o r t h o -

g o n a l e à t o u t e p o s i t i o n d e 2 2 . 

L e s d e u x c e r c l e s c o n j u g u é s a i n s i o b t e n u s s o n t l e s d e u x a x e s d e 

l a c y c l i d e c h e r c h é e , e t l a d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e e s t a i n s i 

o b t e n u e . C h a c u n e d e s c o n g r u e n c e s C e t y p e u t ê t r e c o n s i d é r é e 

c o m m e d é f i n i e p a r l e s c e r c l e s c o n j u g u é s e n q u e s t i o n , m a i s a v e c 

d e s s e n s o p p o s é s s u r l ' u n d e u x . 

3 4 . L e p r o b l è m e q u i v i e n t d ' ê t r e r é s o l u c o n d u i t n a t u r e l l e m e n t 

à s e p o s e r l e s u i v a n t : 

PROBLÈME. — Trouver tous les cas dans lesquels deux opé-
rations sphériques sont permutables. 

S o i e n t w , iùr c e s d e u x o p é r a t i o n s . S u p p o s o n s d ' a b o r d q u e l ' u n e 

a u m o i n s d ' e n t r e e l l e s , s o i t co', n e s o i t p a s p a r a t a c t i q u e . A l o r s 

e l l e a u r a , s o i t u n a x e ( c a s d ' u n e o p é r a t i o n s i m p l e ) , s o i t d e u x 
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a x e s c o n j u g u é s , l e s a n g l e s d e r o t a t i o n a u t o u r d e c e s a x e s é t a n t 

i n é g a u x . D è s l o r s , c h a c u n d e c e s a x e s d e v r a ê t r e i n v a r i a n t p a r co : 

l e s c o n d i t i o n s p o u r q u ' i l e n s o i t a i n s i d é c o u l e n t é v i d e m m e n t , 

s o i t d e s r é s u l t a t s q u e n o u s v e n o n s d ' o b t e n i r , s o i t d e c e u x d u n ° 8 . 

V e n o n s m a i n t e n a n t a u c a s o ù l e s d e u x o p é r a t i o n s c o n s i d é r é e s 

s o n t p a r a t a c t i q u e s . C ' e s t l e c a s d e s d e u x o p é r a t i o n s c o r r e s p o n d a n t 

a u x c o n g r u e n c e s ( C ) , ( y ) d e s n u m é r o s p r é c é d e n t s , l e s q u e l l e s s o n t 

b i e n p e r m u t a b l e s e n t r e e l l e s . N o u s a l l o n s v o i r q u e l a r é c i p r o q u e 

e s t v r a i e , c ' e s t - à - d i r e q u e d e u x o p é r a t i o n s p a r a t a c t i q u e s p e r m u -

t a b l e s e n t r e e l l e s c o r r e s p o n d e n t à l a m ê m e c o n g r u e n c e [ d e 

s o r t e q u ' e l l e s d i f f è r e n t t o u t a u p l u s p a r l ' a n g l e ( ' ) ] o u o n t e n t r e 

e l l e s l e s r e l a t i o n s c o n s i d é r é e s a u n u m é r o p r é c é d e n t , c ' e s t - à - d i r e 

p e u v e n t s e d é d u i r e d ' u n c o u p l e c o m m u n d e c e r c l e s c o n j u g u é s . 

T o u t d ' a b o r d , e n e f f e t , l ' o p é r a t i o n co' d o i t l a i s s e r i n v a r i a n t e 

l ' i n v e r s i o n n é g a t i v e f o n d a m e n t a l e d e c*> e t , d è s l o r s ( n ° 2 9 ) , c e t t e 

i n v e r s i o n n é g a t i v e f o n d a m e n t a l e d o i t ê t r e l a m ê m e p o u r l e s d e u x 

o p é r a t i o n s . S o i e n t a l o r s C , y d e u x c e r c l e s r e s p e c t i v e m e n t i n v a -

r i a n t s p a r l e s d e u x o p é r a t i o n s e t a y a n t u n p o i n t c o m m u n a. I l y a 

n é c e s s a i r e m e n t u n s e c o n d p o i n t c o m m u n , l ' o p p o s é a d e a . S i 

d o n c l e s d e u x o p é r a t i o n s s o n t e s s e n t i e l l e m e n t d i f f é r e n t e s , e t s i , p a r 

c o n s é q u e n t , l e s d e u x c e r c l e s C e t y l e s o n t ( s a u f p e u t - ê t r e p o u r 

d e s p o s i t i o n s p a r t i c u l i è r e s d e a ) , l a c o n g r u e n c e c o r r e s p o n d a n t 

à co' c o n t i e n d r a l e c e r c l e y c o s p h é r i q u e à C e t t o u s s e s t r a n s f o r m é s 

p a r co l o r s q u ' o n f a i t v a r i e r l ' a n g l e d e c e l l e - c i . C ' e s t b i e n l a c o n c l u -

s i o n d e m a n d é e . 

U n e o p é r a t i o n s p h é r i q u e q u e l c o n q u e GO', e n g é n é r a l n o n p a r a -

t a c t i q u e , p e r m u t a b l e a v e c co, a n é c e s s a i r e m e n t s o n a x e o u s e s 

a x e s d a n s l a c o n g r u e n c e C . O n v o i t q u e c e t t e c o n c l u s i o n s u b s i s t e 

l o r s q u e G/ e s t p a r a t a c t i q u e , m o y e n n a n t u n c h o i x c o n v e n a b l e des-

a x e s e n q u e s t i o n . 

L ' o p é r a t i o n G/, s u p p o s é e p e r m u t a b l e à GJ, n e p e r d p a s c e c a r a c -

t è r e s i o n l a m u l t i p l i e p a r u n e o p é r a t i o n GO d ' a n g l e a r b i t r a i r e . 

M o y e n n a n t c e t t e m o d i f i c a t i o n , o n v o i t q u ' e l l e p e u t ê t r e r é d u i t e : 

D e d e u x m a n i è r e s , à u n e r o t a t i o n u n i q u e a u t o u r d ' u n d e s e s a x e s ; 

( * ) Le cas de l'opération d'angle ir, qui n'est autre que l'inversion négative 
fondamentale, doit être mis à part, et d'ailleurs est évidemment d'un examen 
facile. 
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D ' u n e m a n i è r e u n i q u e , à u n e o p é r a t i o n V a u t o u r d e c e s d e u x 

a x e s à l a f o i s . 

L e s o p é r a t i o n s s p h é r i q u e s co' p e r m u t a b l e s à u n e o p é r a t i o n p a r a -

t i q u e d o n n é e co f o r m e n t u n g r o u p e p o n c t u e l c o n t i n u à q u a t r e 

p a r a m è t r e s . C h a c u n e d ' e l l e s d o n n e u n e c e r t a i n e p e r m u t a t i o n e n t r e 

l e s c e r c l e s C e t l e groupe formé par ces permutations, iso-
morphe mériédrique du groupe des co', est, d ' a p r è s c e q u e n o u s 

c o n s t a t o n s , à trois paramètres (1). 
A i n s i l o r s q u e l ' o n c o n s i d è r e c h a c u n d e s c e r c l e s C c o m m e u n 

é l é m e n t u n i q u e , l a figure q u ' i l s f o r m e n t a d m e t u n g r o u p e à t r o i s 

p a r a m è t r e s d e t r a n s f o r m a t i o n s e n e l l e - m ê m e . L e s é l é m e n t s e n 

q u e s t i o n f o r m a n t u n e i n f i n i t é d o u b l e , o n r e c o n n a î t l à l a p r o p r i é t é 

f o n d a m e n t a l e c o m m u n e à l a g é o m é t r i e d u p l a n e t à c e l l e d e l a 

s p h è r e . 

L e d e r n i e r a n n e a u d e l a c h a î n e d e s d é d u c t i o n s p r é c é d e n t e s s e r a 

e n e f f e t l ' i d e n t i f i c a t i o n d e l a g é o m é t r i e d e s c o n g r u e n c e s C a v e c l a 

g é o m é t r i e s p h é r i q u e . 

Y I . — LA REPRÉSENTATION SPHÉRIQUE DE LA CONGRUENCE PARATACTIQUE. 

35. Le lieu des symétriques d'un point donné a de l'espace 
par rapport aux cercles d'une même série droite de Villarceau 
est un cercle. 

S o i e n t , e n e f f e t , C 0 , C d e u x c e r c l e s d e l a s é r i e , l ' u n p r i s u n e f o i s 

p o u r t o u t e s , l ' a u t r e v a r i a b l e ; a'0, a l e s s y m é t r i q u e s d e a p a r 

r a p p o r t à c e s d e u x c e r c l e s , a' d é r i v e d e a0 p a r d e u x t r a n s p o s i t i o n s 

s u c c e s s i v e s a u t o u r d e C 0 e t d e C , c ' e s t - à - d i r e p a r u n e t r a n s f o r m a -

t i o n p a r a t a c t i q u e a u t o u r d e d e u x c e r c l e s c o n j u g u é s y, yf d e l a s é r i e 

p e r p e n d i c u l a i r e , a v e c u n a n g l e 2 ot é g a l a u d o u b l e d e l ' a n g l e d e 

p a r a t a x i e d e C 0 e t d e G . D o n c , l o r s q u e a v a r i e , l e l i e u d e a e s t 

b i e n u n c e r c l e yx a p p a r t e n a n t à l a m ê m e c o n g r u e n c e p a r a t a c t i q u e 

q u e y e t y S u r c e c e r c l e yu d ' a i l l e u r s , af p e u t e n c o r e ê t r e 

c o n s i d é r é c o m m e d é d u i t d e a'Q p a r u n e r o t a t i o n u n i q u e d ' a n g l e 2 a 

( l ) Le groupe des opérations sphériques w" permutables avec le groupe w' se 
réduit à l'ensemble du groupe <*>' et d'une famille complémentaire formée des 
opérations u>" qui inversent w, les opérations w" étant d'ailleurs des transpositions. 
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a u t o u r d u c o n j u g u é y\ d e o u p a r u n e i n v e r s i o n p a r r a p p o r t à 

u n e s p h è r e m e n é e p a r y < e t f a i s a n t a v e c l a s p h è r e ( y * , a 0 ) l ' a n g l e a . 

E n c o n s é q u e n c e , le rapport anharmonique de quatre posi-
tions successives du point a est le même que celui que forment, 
dam un plan, quatre directions définies par les valeurs corres-
pondantes de a. 

E n f i n , les symétriques de a par rapport à deux cercles con-
jugués sont deux points opposés, e n v e r t u d u n ° 1 1 . 

36. Le lieu des symétriques d}un même point a par rap-
port aux cercles d'une même congruence paratactique est une 
sphère. 

O n p e u t t o u t d ' a b o r d d é d u i r e c e c i d e c e f a i t q u ' u n e t r a n s p o s i -

t i o n p a r r a p p o r t à u n c e r c l e C d e l a c o n g r u e n c e p e u t s e r e p r é -

s e n t e r p a r l e p r o d u i t d e d e u x i n v e r s i o n s l ' u n e p a r r a p p o r t à u n e 

s p h è r e 2 q u i p a s s e p a r a e t , p a r c o n s é q u e n t , a u s s i p a r s o n o p p o s é , 

l ' a u t r e p a r r a p p o r t à u n e s p h è r e 2 ' o r t h o g o n a l e à 2 . C e l l e - c i , d é r i -

v a n t d e l a p r e m i è r e p a r l ' o p é r a t i o n d ' a n g l e p a s s e p a r l e s d e u x 

p o i n t s 6 , b q u e l ' o n d é d u i t d e a p a r l e s d e u x o p é r a t i o n s 

d ' a n g l e 4 - ^ e t — ^ r e s p e c t i v e m e n t . 

L e l i e u c h e r c h é e s t d o n c l e l i e u d e s i n v e r s e s d u p o i n t a p a r 

r a p p o r t à t o u t e s l e s s p h è r e s q u i p a s s e n t p a r b et è , à s a v o i r l a 

s p h è r e S q u i p a s s e p a r a e t q u i a p p a r t i e n t a u f a i s c e a u d é t e r m i n é 

p a r l e s s p h è r e s - p o i n t s b, b. 

M a i s o n p e u t a u s s i r a t t a c h e r l e m ê m e r é s u l t a t à c e l u i q u i v i e n t 

d ' ê t r e o b t e n u a u n u m é r o p r é c é d e n t . S o i e n t C f l e c e r c l e d e l a c o n -

g r u e n c e q u i p a s s e e n a ; Ç , , s o n c o n j u g u é ; C , u n t r o i s i è m e c e r c l e 

a r b i t r a i r e d e l a c o n g r u e n c e d é t e r m i n a n t a v e c l e s p r e m i e r s u n e 

s é r i e d r o i t e d e V i l l a r c e a u . A c e t t e s é r i e c o r r e s p o n d ( n u m é r o 

p r é c é d e n t ) u n p r e m i e r c e r c l e a p p a r t e n a n t a u l i e u , e t q u i p a s s e 

p a r a a i n s i q u e p a r s o n o p p o s é a. C e c e r c l e e s t i n v a r i a n t p a r l a 

t r a n s p o s i t i o n C ( , c a r u n e t e l l e t r a n s p o s i t i o n c o n s e r v e l a s é r i e d e 

V i l l a r c e a u : i l e s t d o n c p e r p e n d i c u l a i r e à C 4 e n a e t e n a , d ' o ù 

r é s u l t e e n p a r t i c u l i e r q u ' i l e s t c o s p h é r i q u e a v e c C < . 

I l s u f f i r a d e f a i r e t o u r n e r a u t o u r d e C i l a s é r i e d r o i t e e t , a v e c 

e l l e , l e c e r c l e q u i v i e n t d ' ê t r e c o n s t r u i t , p o u r o b t e n i r t o u t e l a 

c o n g r u e n c e e t , p a r c o n s é q u e n t , t o u t l e l i e u c h e r c h é . O n v o i t d o n c 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. II. (Décembre 1927.) 19« 
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n o n s e u l e m e n t q u e c e l i e u e s t u n e s p h è r e , m a i s q u e c e t t e s p h è r e 

e s t c e l l e q u i p a s s e p a r a e t p a r G 7 , , r é s u l t a t q u e Y o n a u r a i t p u a u s s i 

o b t e n i r e n p a r t a n t d e n o t r e p r e m i è r e d é m o n s t r a t i o n . 

E n p a r t i c u l i e r , p o u r a p r i s à l ' i n f i n i , o n v o i t q u e le lieu des 
centres des cercles G est un plan, l e p l a n d u c e r c l e C 0 c o n j u g u é 

à l a d r o i t e ( u n i q u e ) q u e c o n t i e n t l a c o n g r u e n c e , c ' e s t - à - d i r e a y a n t 

c e t t e d r o i t e p o u r a x e . 

L e p o i n t c o n s t r u i t p a r M . A . B l o c h ( / o c . cit., p . 6 0 ) c o m m e 

r e p r é s e n t a t i f p l a n d u c e r c l e C n ' e s t a u t r e q u e l e c e n t r e d e c e 

c e r c l e . 

3 7 . L e s p o i n t s o p p o s é s d é r i v a n t l ' u n d e l ' a u t r e p a r u n e i n v e r -

s i o n n é g a t i v e d é t e r m i n é e , o n p e u t s o u m e t t r e l a s p h è r e S , l i e u d e s 

s y m é t r i q u e s d u p o i n t a , à u n e i n v e r s i o n o u à u n e o p é r a t i o n s p h é -

r i q u e <7 t e l l e q u e c e s p o i n t s o p p o s é s d e v i e n n e n t d e s p o i n t s d i a m é -

t r a l e m e n t o p p o s é s (* ) . S u r l a s p h è r e S 0 a i n s i o b t e n u e : 

i° Toutes les séries droites de ViUarceau appartenant à la 
congruence seront représentées par des grands cercles, p u i s q u e 

l e s c e r c l e s d ' u n e t e l l e s é r i e s o n t c o n j u g u é s d e u x à d e u x . 

20 La distance sphérique de deux points représentatifs est 
double de Vangle de parataxie des deux cercles C* auxquels ils 
correspondent. 

C e t t e d i s t a n c e s p h é r i q u e ô e s t , e n e f f e t , l i é e a u r a p p o r t a n h a r -

m o n i q u e h d e s d e u x p o i n t s e n q u e s t i o n e t d e l e u r s o p p o s é s p a r l a 

r e l a t i o n 

( 3 ) h = — tan g- -> 

e t n o u s s a v o n s , d ' a u t r e p a r t , q u e h n ' e s t a u t r e q u e l e r a p p o r t 

a n h a r m o n i q ù e d e s q u a t r e d i r e c t i o n s d é f i n i e s p a r l e s a z i m u t s o , Y , 

V , c ' e s t - à - d i r e à ( - ) — t a n g 2 V . 

— ^ Î. 

( 1 ) Cette condition sera remplie d'elle-même et, par conséquent, l'opération 
complémentaire inutile, si l'on a pris pour a l'un des pôles du cercle Ca sqr la 
sphère qui a ce cercle pour grand cercle. 

( 2 ) La considération des points opposés permet, comme on le voit, de trans-
porter dans le domaine réel l'expression de l'angle de parataxie par le rapport 
anharmoniqùe des quatre génératrices spheriques (André BLOCH, toc. cit. p. 59). 
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3 8 . U n e c o n s é q u e n c e d u r é s u l t a t a i n s i o b t e n u e s t t o u t d ' a b o r d 

que la figure sphérique ainsi obtenue finalement est la même, 
quel que soit le point a dont on a pris les symétriques successifs. 
S i , e n e f f e t , o n s ' e s t a r r a n g é p o u r d o n n e r à l a s p h è r e f i n a l e l e 

r a y o n i , l e s d e u x f i g u r e s c o r r e s p o n d a n t à d e u x p o s i t i o n s d i f f é -

r e n t e s d u p o i n t a n e p e u v e n t ê t r e q u ' é g a l e s o u s y m é t r i q u e s , 

p u i s q u e l e s d i s t a n c e s d e s p o i n t s h o m o l o g u e s s o n t é g a l e s c h a c u n e à 

c h a c u n e ; e t c ' e s t é v i d e m m e n t l e p r e m i e r c a s q u i e s t r é a l i s é p a r 

r a i s o n d e c o n t i n u i t é ( 1 ) . U n e représentation sphérique d e n o t r e 

c o n g r u e n c e e s t a i n s i p a r f a i t e m e n t d é f i n i e , r e p r é s e n t a t i o n d a n s 

l a q u e l l e n o u s s a v o n s d é j à q u e l e s s é r i e s d r o i t e s d e V i l l a r c e a u 

d o n n e n t d é s g r a n d s c e r c l e s e t q u e l a d i s t a n c e s p h é r i q u e d e d e u x 

p o i n t s r e p r é s e n t a t i f s e s t d o u b l e d e l ' a n g l e d e p a r a t a x i e c o r r e s -

p o n d a n t . 

U n e série oblique d e V i l l a r c e a u , e n g e n d r é e p a r l a r é v o l u t i o n 

d ' u n c e r c l e C d e l a c o n g r u e n c e a u t o u r d ' u n a u t r e c e r c l e C a p p a r -

t e n a n t é g a l e m e n t à c e l l e - c i , d o n n e u n p e t i t c e r c l e d e l a s p h è r e : 

c ' e s t c e q u ' o n v o i t i m m é d i a t e m e n t , m o y e n n a n t l a p o s s i b i l i t é q u e 

n o u s v e n o n s d e c o n s t a t e r d e p r e n d r e à n o t r e c o n v e n a n c e l e p o i n t a , 

e n c h o i s i s s a n t c e l u i - c i s u r l ' a x e d e r é v o l u t i o n ; e t r é c i p r o q u e -

m e n t , t o u t p e t i t c e r c l e d e l a s p h è r e e s t r e p r é s e n t a t i f d ' u n e s é r i e 

^ o b l i q u e . 

3 9 . L a m ê m e r e m a r q u e v a n o u s p e r m e t t r e d e c o m p l é t e r n o t r e 

r é s u l t a t d u n ° 3 7 e n t r o u v a n t c e q u i , d a n s n o t r e c o n g r u e n c e , 

c o r r e s p o n d à l ' a n g l e d e d e u x g r a n d s c e r c l e s d e l a s p h è r e . L e s 

d e u x g r a n d s c e r c l e s e n q u e s t i o n c o r r e s p o n d e n t à d e u x s é r i e s 

d r o i t e s a y a n t d e u x c e r c l e s c o n j u g u é s c o m m u n s C , C ' . I l e s t clail* 

q u e l ' u n e d e s d e u x s é r i e s p e u t ê t r e a m e n é e s u r l ' a u t r e p a r u n e 

r o t a t i o n d ' u n a n g l e c o n v e n a b l e a u t o u r d e C e t q u e c e t a n g l e p e u t 

ê t r e c o n s i d é r é c o m m e c e l u i q u e f o r m e n t , s u i v a n t C , l e s d e u x 

s é r i e s e n q u e s t i o n . ( L ' a n g l e s u i v a n t C ' s e r a i t , d ' a p r è s c e q u i 

p r é c è d e * , é g a l a u p r é c é d e n t e t d ' a i l l e u r s d e s e n s c o n t r a i r e , e n 

t e n a n t c o m p t e d e s s e n s p r i s s u r C e t C ' . ) O r , e n c h o i s i s s a n t 

( * ) Il serait intéressant de définir, étant donnés deux points a et b, l'opération 
sphérique qui permet de transformer l'un dans l'autre les symétriques de ces deux 
points par rapport à un même cercle arbitraire de la congruence. 



- 308 -

e n c o r e l e p o i n t a s u r C , n o u s v o y o n s i m m é d i a t e m e n t q u e c ' e s t 

c e t a n g l e , o u angle dièdre des deuob séries, q u i e s t é g a l à l ' a n g l e 

d e s d e u x g r a n d s c e r c l e s s u r l a s p h è r e . 

A c h a c u n e d e n o s d e u x s é r i e s c o r r e s p o n d u n e s é r i e p e r p e n d i c u -

l a i r e . S o i e n t , d a n s c h a c u n e d ë c e s d e u x d e r n i è r e s , T i , r a l e s d e u x 

c e r c l e s q u i p a r t e n t d ' u n p o i n t a d e C : l ' a n g l e T 2 ) s e r a l ' a n g l e 

p l a n d u d i è d r e q u i v i e n t d ' ê t r e d é f i n i , e t m e s u r e r a , p a r c o n s é q u e n t , 

l ' a n g l e d e s d e u x g r a n d s c e r c l e s . 

A v e c l e s n o t a t i o n s f o n d a m e n t a l e s p r é c é d e n t e s , n o u s a v o n s l e 

m o y e n d e t r a d u i r e e n p r o p r i é t é s d e l a c o n g r u e n c e p a r a t a c t i q u e 

t o u t e s l e s p r o p r i é t é s d e g é o m é t r i e s p h é r i q u e , a u s s i b i e n q u e l ' o n 

p e u t f a i r e é v e n t u e l l e m e n t l ' i n v e r s e . 

P a r e x e m p l e , à u n c o u p l e q u e l c o n q u e d e c e r c l e s A , B d e l a c o n -

g r u e n c e c o r r é s p o n d e n t d e u x b i s s e c t e u r s c o n j u g u é s G , G ' . C o n s i -

d é r o n s l a s é r i e d r o i t e q u i p a s s e p a r c e s d e u x b i s s e c t e u r s e t p a r u n 

t r o i s i è m e c e r c l e C d e l à c o n g r u e n c e ; e t , d e m ê m e , l e s s é r i e s d r o i t e s 

q u i p a s s e n t p a r B e t l e s b i s s e c t e u r s d e A , C , p a r A e t l e s b i s s e c -

t e u r s d e B , C . C e s t r o i s s é r i e s d r o i t e s o n t d e u x c e r c l e s c o n j u g u é s 

c o m m u n s . S i l ' o n m o d i f i e l ' u n d e s c o u p l e s d e b i s s e c t e u r s , l e 

p r e m i e r p a r e x e m p l e , e n r e m p l a ç a n t l ' u n d e s d e u x c e r c l e s A o u B , 

e t u n s e u l , p a r s o n c o n j u g u é , o n a s i x b i s s e c t e u r s q u i a p p a r t i e n n e n t 

à u n e m ê m e s é r i e d r o i t e ; e t c . 

D ' a u t r e p a r t , e t s u r t o u t , on peut maintenant transporter à la 
géométrie de la congruence paratactique les diverses formules 

de la trigonométrie sphérique. 
L e l i e u , é g a l e m e n t d é c o u v e r t p a r M . A . B l o c h , d e s p o i n t s d o n t 

l e r a p p o r t d e s p u i s s a n c e s r é d u i t e s p a r r a p p o r t à d e u x c e r c l e s p a r a -

t a c t i q u e s ( e t n o i j p l u s c o n j u g u é s ) d o n n é s s o i t é g a l à u n n o m b r e 

d o n n é k , s e d é d u i t i m m é d i a t e m e n t d e s m ê m e s c o n s i d é r a t i o n s . E n 

e f f e t , t o u t d ' a b o r d , l e r a p p o r t e n q u e s t i o n e s t c o n s t a n t l e l o n g d e 

t o u t c e r c l e d e l a c o n g r u e n c e . I l r é s u l t e d ' a u t r e p a r t , d e n o s d o n n é e s 

a c t u e l l e s , q u ' i l e s t é g a l à c e l u i d e s d i s t a n c e s r e c t i l i g n e s e n t r e l e 

p o i n t r e p r é s e n t a t i f d u c e r c l e e n q u e s t i o n e t c e u x d e s c e r c l e s d o n n é s . 

D o n c , l e l i e u c h e r c h é e s t r e p r é s e n t é s u r l a s p h è r e p a r u n c e r c l e , 

c ' e s t - à - d i r e q u ' i l e s t u n e c y c l i d e d e D u p i n . 

1 1 n o u s i n t é r e s s e r a d e c o n s t a t e r q u ' u n e d é m o n s t r a t i o n d i r e c t e , 

s a n s i n t e r v e n t i o n d e l a r e p r é s e n t a t i o n s p h é r i q u e , p e u t ê t r e f o u r n i e 

p o u r k = \. O n p e u t , e n e f f e t , i m m é d i a t e m e n t i n d i q u e r c o m m e 
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a p p a r t e n a n t a u l i e u , c ' e s t - à - d i r e a y a n t d e s p u i s s a n c e s r é d u i t e s 

é g a l e s p a r r a p p o r t a u x d e u x c e r c l e s Â e t B : 

i ° T o u s l e s p o i n t s d e s b i s s e c t e u r s G , G ' ; 

2° T o u s l e s p o i n t s d e l ' u n q u e l c o n q u e H d e s f a u x b i s s e c t e u r s . 

O r c e s d e r n i e r s d é c r i v e n t u n e c y c l i d e d e D u p i n é q u i l a t è r e , q u i 

e s t l e l i e u c h e r c h é ( l a d é m o n s t r a t i o n q u ' e l l e e s t l e s e u l l i e u r e s t a n t 

t o u t e f o i s à f o u r n i r ) . O n p e u t d é m o n t r e r q u e l a s é r i e d r o i t e t r a c é e 

s u r c e t t e c y c l i d e , e t d o n t f o n t p a r t i e G e t G ' , e s t f o r m é e d e s a x e s 

d e s r o t a t i o n s q u i c h a n g e n t A e n B . C a r s i , p a r u n p o i n t q u e l -

c o n q u e d u l i e u , o n m è n e l e c e r c l e q u i f a i t p a r t i e d e l a m ê m e c o n -

g r u e n c e p a r a t a c t i q u e q u e A e t B , c e c e r c l e f e r a , a v e c A e t B , d e s 

a n g l e s d e p a r a t a x i e é g a u x , d ' o ù r é s u l t e a i s é m e n t t o u j o u r s e n v e r t u 

d e l a c o n s t r u c t i o n d u n ° 1 8 q u ' i l s e r a l ' a x e d ' u n e r o t a t i o n p e r m e t -

t a n t d ' a m e n e r u n p o i n t d e A s u r u n p o i n t d e B e t , p a r c o n s é q u e n t , 

A s u r B . 

O n v o i t i m m é d i a t e m e n t , à l ' a i d e d e l a r e p r é s e n t a t i o n s p h é r i q u e , 

q u e d e u x s é r i e s d r o i t e s q u e l c o n q u e s a p p a r t e n a n t à l a c o n g r u e n c e 

o n t t o u j o u r s e n c o m m u n d e u x c e r c l e s c o n j u g u é s l ' u n d e l ' a u t r e . 

S i l ' o n d é m o n t r a i t c e r é s u l t a t d i r e c t e m e n t , o n a u r a i t , e n l e c o m b i -

n a n t a v e c c e l u i q u e n o u s v e n o n s d ' o b t e n i r , u n e c o n s t r u c t i o n 

d i r e c t e d e l a c y c l i d e d e D u p i n p a s s a n t p a r t r o i s c e r c l e s d o n n é s 

q u e l c o n q u e s d e l a c o n g r u e n c e . 

4 0 . U n e t e l l e c o n s t r u c t i o n p e r m e t t r a i t , c o m m e n o u s a l l o n s l e 

v o i r , d e r e t r o u v e r s o u s u n e a u t r e f o r m e l e s r é s u l t a t s p r é c é d e n t s , 

p a r u n e v o i e e x a c t e m e n t i n v e r s e d e c e l l e q u e n o u s a v o n s s u i v i e 

p r é c é d e m m e n t e t e n c o m m e n ç a n t p a r d é m o n t r e r l e s r e l a t i o n s 

t r i g o n o m é t r i q u e s . 

C o n s i d é r o n s l a figure — s o r t e d e p r i s m e — f o r m é e p a r t r o i s 

c e r c l e s d e l a c o u g r u e n c e e t l e s s é r i e s d r o i t e s q u i l e s j o i g n e n t d e u x 

à d e u x ( o u , e x a c t e m e n t , d e s p o r t i o n s d e c e s s é r i e s d r o i t e s , 

c h a c u n e d e s s é r i e s é t a n t d i v i s é e e n q u a t r e p a r t i e s p a r l e s c e r c l e s 

c o n s i d é r é s e t u n e s e u l e d e c e s p a r t i e s é t a n t r e t e n u e c h a q u e f o i s ) . 

S u r u n e t e l l e figure, n o u s p o u r r o n s n o u s p r o p o s e r d ' é t a b l i r d i r e c -

t e m e n t l e s r e l a t i o n s c l a s s i q u e s d e l a t r i g o n o m é t r i e s p h é r i q u e . 

L a d é m o n s t r a t i o n e s t p l u s s i m p l e e n s u p p o s a n t l e p r i s m e i s o s c è l e , 

c ' e s t - à - d i r e d e u x d e s a n g l e s d e p a r a t a x i e é g a u x e n t r e e u x : l ' i n t é r ê t 
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d e l a r e m a r q u e d u n u m é r o p r é c é d e n t e s t p r é c i s é m e n t q u e l e c a s 

g é n é r a l p e u t se r a m e n e r à c e l u i - l à p a r d é c o m p o s i t i o n ( a d d i t i v e o u 

s o u s t r a c t i v e ) d u p r i s m e q u e l c o n q u e e n p r i s m e s i s o s c è l e s . S o i e n t 

d o n c A , B , B 1 t r o i s c e r c l e s p a r a t a c t i q u e s l e s u n s a u x a u t r e s , B 1 s e 

d é d u i s a n t d e B p a r u n e r o t a t i o n d ' a n g l e 2oc a u t o u r d e A ( d e s o r t e 

q u e 20c e s t u n d e s a n g l e s d u p r i s m e ) . B e t B 4 é t a n t a i n s i d e u x 

c e r c l e s d e V i l l a r c e a u d ' u n e m ê m e c y c l i d e a y a n t A p o u r u n d e s e s 

a x e s , s o i t G u n c e r c l e d e V i l l a r c e a u d e l a s é r i e o p p o s é e , l e q u e l 

c o u p e B e n u n p o i n t b a i n s i q u ' e n s o n o p p o s é b, e t B * e n 6 f . C e s 

c e r c l e s e t c e s s p h è r e s é t a n t t o u s o r t h o g o n a u x à l a s p h è r e i m a g i -

n a i r e f o n d a m e n t a l e , o n p e u t d ' a i l l e u r s , s a n s d i m i n u e r l a g é n é r a l i t é , 

l e s r é d u i r e , s i l ' o n v e u t ( 1 ) , à d e s d r o i t e s e t à d e s p l a n s : i l s u f f i r a 

d e s o u m e t t r e t o u t e l a figure à u n e i n v e r s i o n d e p ô l e 6 . D r o i t e s e t 

p l a n s p o u r r o n t ê t r e r e p r é s e n t é s p a r l e u r s t r a c e s s u r u n e s p h è r e d e 

c e n t r e 6 . I l s u f f i r a d ' a p p l i q u e r l e s f o r m u l e s c l a s s i q u e s d e l a t r i g o -

n o m é t r i e s p h é r i q u e a u x d i v e r s e s d i r e c t i o n s a i n s i i s s u e s d e 6 . 

U n e p r e m i è r e r e l a t i o n d o n n a n t l ' a n g l e V d e p a r a t a x i e d e B , 

B 1 , s a v o i r » 
s inV = s ina sin w, 

d a n s l a q u e l l e l ' a n g l e w == ( B , G ) e s t d o u b l e d e l ' a n g l e d e p a r a t a x i e 

d e A , B , a d é j à é t é é c r i t e p a r M . A . B l o c h (toc* cit., p . 5 8 ) . E l l e 

d o i t ê t r e , à n o t r e p o i n t d e v u e , c o m p l é t é e p a r u n e a u t r e d o n n a n t 

l e « d i è d r e » B s u i v a n t B , c ' e s t - à - d i r e l ' a n g l e d ' u n c e r c l e b (3 p e r -

p e n d i c u l a i r e c o m m u n à B , B 1 a v e c u n c e r c l e b v p e r p e n d i c u l a i r e 

c o m m u n à B , A . O n t r o u v e a i s é m e n t 

. cosa sin (o sin 2 a 
sin B = r = r—Tf 

cosv sin 2 V 
f 

L e s d e u x r e l a t i o n s , p r é c é d e n t e s ( d o n t l a s e c o n d e a é g a l e m e n t 

l i e u p o u r l e d i è d r e e n B 1 ) d o n n e n t l ' e n s e m b l e d e s r e l a t i o n s e n t r e 

l e s s i x é l é m e n t s , « f a c e s » e t « d i è d r e s » , d u p r i s m e . O r c e s o n t 

l e s m ê m e s r e l a t i o n s q u i s u b s i s t e n t e n t r e l e s é l é m e n t s d ' u n t r i a n g l e 

i s o s c è l e a y a n t p o u r a n g l e a u s o m m e t 2 ot, p o u r a n g l e s à l a b a é e B 

p e n d a n t q u e l e s c ô t é s s o n t op, co, 2 V , c ' e s t - à - d i r e l e s d o u b l e s d e s 

d i è d r e s . 

( * ) Ceci n'a d'ailleurs d'autre avantage que de simplifier la figure. Il n'y a rien 
là qui empêche les raisonnements de rester anallagmatiques. 
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L ' i d e n t i t é e n t r e l e s d e u x T r i g o n o m é t r i e s s ' é t e n d , c o m m e n o u s 

l ' a v o n s d i t , d u p r i s m e e t d u t r i a n g l e i s o s c è l e s a u p r i s m e e t a u 

t r i a n g l e q u e l c o n q u e s . C e c i f a i t , o n p o u r r a e n d é d u i r e l a r e p r é s e n -

t a t i o n s p h é r i q u e d e l a c o n g r u e n c e e n d é f i n i s s a n t u n c e r c l e q u e l -

c o n q u e d e c e l l e - c i p a r s e s c o o r d o n n é e s p o l a i r e s r a p p o r t é e s à u n 

p r e m i e r c e r c l e fixe, e t l u i f a i s a n t c o r r e s p o n d r e l e p o i n t d e l a s p h è r e 

q u i a m ê m e s c o o r d o n n é e s , c o m p t e t e n u d e l a r e l a t i o n e n t r e d i s -

t a n c e s s p h é r i q u e s e t a n g l e s d e p a r a t a x i e . 

4 1 . C e t t e s e c o n d e m é t h o d e e s t d o n c é q u i v a l e n t e à l a p r e m i è r e , 

à c e c i p r è s q u ' e l l e n e d o n n e p a s u n e c o n s t r u c t i o n a u s s i c l a i r e e t 

a u s s i g é o m é t r i q u e m e n t d é f i n i e d e l a r e p r é s e n t a t i o n s p h é r i q u e . 

M a i s , p a r c o n t r e , e l l e c o n d u i t , e n o u t r e , à u n é l é m e n t n o u v e a u 

q u i m é r i t e p e u t - ê t r e d ' ê t r e r e m a r q u é , à s a v o i r c e l u i q u i c o r r e s -

p o n d à Vaire d u t r i a n g l e s p h é r i q u e . 

M . C a r t a n ( 4 ) a a t t i r é l ' a t t e n t i o n s u r l ' i n t é g r a l e c u r v i l i g n e 

j o t dx H- p dy + y dz 
c 

q u e l ' o n p e u t a t t a c h e r à u n p i n c e a u q u e l c o n q u e p r i s d a n s u n e c o n -

g r u e n c e d o n n é e , e t d a n s l a q u e l l e a , (3, y s o n t , e n u n p o i n t q u e l -

c o n q u e , l e s c o s i n u s d i r e c t e u r s d e l a d i r e c t i o n q u e l a c o n g r u e n c e 

f a i t c o r r e s p o n d r e à c e p o i n t , e t s u r l e f a i t q u e c e t t e i n t é g r a l e , — e n 

r e l a t i o n c o n n u e , d a n s l e c a s d e s c o n g r u e n c e s r e c t i l i g n e s , a v e c l ' e x i s -

t e n c e d e s u r f a c e s n o r m a l e s à l a c o n g r u e n c e , — p e u t , l o r s q u ' e l l e 

e s t p r i s e l e l o n g d ' u n c o n t o u r f e r m é , s e r e m p l a c e r p a r u n e i n t é -

g r a l e d o u b l e é t e n d u e a u p i n c e a u d e s l i g n e s d e l a c o n g r u e n c e i n t é -

r i e u r e s a u c o n t o u r . C o m m e i l l ' a r e m a r q u é é g a l e m e n t , l a p r o p r i é t é " 

f o n d a m e n t a l e d e c e t t e i n t é g r a l e p e u t s ' e x p r i m e r d e l a f a ç o n s u i -

v a n t e : « P a r t o n s d ' u n p o i n t d ' u n e d e s d r o i t e s q u i l i m i t e n t l e 

p i n c e a u e t c o n s i d é r o n s l a t r a j e c t o i r e o r t h o g o n a l e i s s u e d e a d e s 

d r o i t e s l i m i t e s : e n g é n é r a l e l l e n e r e v i e n d r a p a s a u p o i n t a , m a i s 

c o u p e r a d e n o u v e a u l a p r e m i è r e d r o i t e e n u n c e r t a i n p o i n t d i f f é -

r e n t d e a . » L e c o n t r a i r e a u r a é v i d e m m e n t l i e u s i l ' o n a a f f a i r e à 

u n e c o n g r u e n c e d e n o r m a l e s . C e c a r a c t è r e g é o m é t r i q u e , a i n s i 

é n o n c é p a r M . C a r t a n p o u r l e s c o n g r u e n c e s d e d r o i t e s , s ' é t e n d d e 

(*) Bull. Soc. math. F r . , t. X X I V , 1896, p. 160. 
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l u i - m ê m e a u x c o n g r u e n ç e s d e c o u r b e s : i l t r a d u i t , c o m m e o n l e v o i t , 

l e f a i t q u e l a c o n g r u e n c e n ' e s t p a s n o r m a l e à u n e f a m i l l e d e s u r -

f a c e s , p a r u n c e r t a i n « d é c a l a g e » e n t r e l e s p o i n t s d e d é p a r t e t 

d ' a r r i v é e d ' u n e t r a j e c t o i r e o r t h o g o n a l e f a i s a n t l e t o u r d ' u n e ' p e t i t e 

s u r f a c e t u b u l a i r c f o r m é e d e l i g n e s d e l a c o n g r u e n c e , e t c ' e s t c e 

d é c a l a g e q u i p e u t s ' e x p r i m e r p a r u n e i n t é g r a l e d o u b l e . 

C ' e s t p r é c i s é m e n t a i n s i q u e n o u s a l l o n s p r o c é d e r p o u r n o t r e 

c o n g r u e n c e a c t u e l l e , e n p a r t a n t d u p r i s m e t r i a n g u l a i r e c u r v i l i g n e 

c o n s i d é r é d a n s c e q u i p r é c è d e . P a r u n p o i n t a r b i t r a i r e a p r i s s u r 

l e p r e m i e r d e n o s t r o i s c e r c l e s , t r a ç o n s l e c e r c l e p e r p e n d i c u l a i r e 

c o m m u n à c e p r e m i e r c e r c l e e t a u s e c o n d , d e m a n i è r e à c o u p e r 

c e l u i - c i e n u n p o i n t & . ( • ; ) ; p a r c e l u i - c i , t r a ç o n s d e m ê m e l ' a r c 

d e bc p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n a u s e c o n d e t a u t r o i s i è m e c e r c l e 

d o n n é s , p u i s p a r c , l ' a r e d e c e r c l e caK p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n 

a u t r o i s i è m e c e r c l e d o n n é e t a u p r e m i e r . S i — c e q u i n e s e r a p a s 

l e c a s — n o t r e c o n g r u e n c e é t a i t n o r m a l e à u n e f a m i l l e d e s u r f a c e s , 

l e p o i n t at c o ï n c i d e r a i t a v e c a . S i n o n , i l y a l i e u d e c o n s i d é r e r l e 

d é c a l a g e e n t r e c e s d e u x p o i n t s : n o u s p o r t e r o n s n o t r e a t t e n t i o n s u r 

l e d é c a l a g e angulaire, c ' e s t - à - d i r e * s u r l ' a n g l e d e l ' o p é r a t i o n £2 

q u i p e r m e t d e p a s s e r d e a à a u t r e m e n t d i t s u r l ' a n g l e d o n t i l 

f a u t f a i r e t o u r n e r l ' u n d e c e s p o i n t s p o u r l ' a m e n e r s u r l ' a u t r e , 

a u t o u r d u c o n j u g u é d u c e r c l e q u i l e s p o r t e . 

U n te l a n g l e e s t i n d é p e n d a n t d e l a p o s i t i o n d u p o i n t a s u r l e p r e -

m i e r c e r c l e , a i n s i q u e d u c h o i x d e c e l u i - c i p a r m i l e s t r o i s q u i s o n t 

d o n n é s ; d e p l u s , s i u n p r i s m e d e l ' e s p è c e q u e n o u s c o n s i d é r o n s 

e s t f o r m é d e d e u x a u t r e s a d j a c e n t s e n t r e e u x , l ' a n g l e d e d é c a l a g e 

r e l a t i f a u p r i s m e s o m m e e s t l a s o m m e d e s a n g l e s c o r r e s p o n d a n t a u x 

p r i s m e s p a r t i e l s , c o n f o r m é m e n t à l a r e m a r q u e g é n é r a l e d e M . C a r t a n . 

U n te l a n g l e , é t a n t , d ' a u t r e p a r t , i n v a r i a n t p a r t o u t e t r a n s f o r m a -

t i o n q u i , s u r n o t r e r e p r é s e n t a t i o n s p h é r i q u e d e l a c o n g r u e n c e , - s e 

t r a d u i t p a r u n e r o t a t i o n , d o i t ê t r e p r o p o r t i o n n e l à l ' a i r e d u t r i a n g l e 

s p h é r i q u e d o n t l e s s o m m e t s s o n t l e s r e p r é s e n t a t i o n s d e s c e r c l e s 

d o n n é s . 

O n c o n s t a t e e n e f f e t ( e n r a i s o n n a n t t o u j o u r s p a r p r o j e c t i o n 

( * ) Le point b, de même que chacun des points c, av peut avoir deux positions 
opposées, de sorte que le décalage étudié n'est, jusqu'à nouvel ordre, défini qu'à TZ 
près. Le raisonnement du texte pourrait sans doute être utilement précisé sur ce 
point. 
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g n o m o n i q u e s u r l a s p h è r e d e c e n t r e b) q u 1 il est ( t o u j o u r s à n p r è s ) 

la moitié de cet aire. 

4 2 . P a r l ' u n e q u e l c o n q u e d e s d e u x v o i e s p r é c é d e n t e s , n o u s é t a -

b l i s s o n s l ' i d e n t i t é e n t r e l a G é o m é t r i e d e s figures e m p r u n t é e s à 

n o t r e c o n g r u e n c e e t l a G é o m é t r i e s p h é r i q u e . 

U n e s o r t e d e p r o j e c t i o n d e l ' e s p a c e s u r l a s p h è r e e s t a i n s i o p é r é e 

p a r l ' i n t e r m é d i a i r e d e s c e r c l e s C . C ' e s t u n f a i t i m p r é v u e t r e m a r -

q u a b l e q u e l ' e x i s t e n c e d ' u n e p a r e i l l e p r o j e c t i o n , s i p r o f o n d é m e n t 

d i f f é r e n t e d e s d e u x p r o j e c t i o n s c l a s s i q u e s , p r o j e c t i o n o r t h o g o n a l e 

s u r l e p l a n e t p r o j e c t i o n g n o m o n i q u e s u r l a s p h è r e , q u i p a r t a g e n t 

a v e c e l l e c e t t e p r o p r i é t é q u e l a c o n g r u e n c e d e s p r o j e t a n t e s a d m e t o o 3 

t r a n s f o r m a t i o n s e n e l l e - m ê m e . 

A n o t e r q u e , c o n t r a i r e m e n t a u x d e u x p r e m i è r e s , l a n o u v e l l e 

m é t h o d e d e p r o j e c t i o n d o n n e u n r é s u l t a t u n i q u e e t d é t e r m i n é p o u r 

c h a q u e p o i n t , à d i s t a n c e f i n i e o u à l ' i n f i n i , d e l ' e s p a c e . 

N o t r e r e p r é s e n t a t i o n s p h é r i q u e e s t d ' a i l l e u r s c e l l e m ê m e q u e l ' o n 

d o i t à M . A n d r é B l o c h , l e q u e l , d a n s l e M é m o i r e c i t é , é n o n c e , 

c o m m e n o u s l ' a v o n s f a i t c i - d e s s u s , d e s r e l a t i o n s d e c o r r e s p o n d a n c e 

e n t r e l e s p r o p r i é t é s d e l a c o n g r u e n c p a r a t a c t i q u e e t l e s t h é o r è m e s 

d e l a G é o m é t r i e c l a s s i q u e . M a i s , f a i t n o n m o i n s d i g n e d ' a t t e n t i o n 

q u e l e s p r é c é d e n t s , les correspondances ainsi établies ne sont 
pas les mêmes de part et d'autre. 

M . A . B l o c h n ' e n v i s a g e p a s l ' a n g l e d i è d r e i n t r o d u i t c i - d e s s u s 

e n t r e l e s s é r i e s d r o i t e s ( A B ) e t ( A C ) , m a i s b i e n , a é t a n t u n p o i n t 

q u e l c o n q u e d e A , l ' a n g l e s o u s l e q u e l se c o u p e n t l e s d e u x 

s p h è r e s ( a , B ) e t ( a , C ) , a n g l e d i f f é r e n t d u p r e m i e r , e t q u i p a r t a g e 

s e u l e m e n t a v e c l u i l a p r o p r i é t é d ' ê t r e i n d é p e n d a n t d e l a p o s i t i o n 

d u p o i n t a s u r A . C e t a n g l e n ' e s t d o n c p a s é g a l à u n a n g l e d u 

t r i a n g l e s p h é r i q u e r e p r é s e n t a t i f : m a i s ( A . BLOCH, loc. cit., p . 5 9 ) 

i l e s t é g a l à u n a n g l e du triangle rectiligne de mêmes sommets. 
E n p a r t i c u l i e r , c o m m e n o u s l ' a v o n s n o t é p r é c é d e m m e n t , l a 

c o n s i d é r a t i o n d e c e m ê m e a n g l e e n t r e d e u x s p h è r e s a f o u r n i à 

l ' a u t e u r d e s r é s u l t a t s a n a l o g u e s a u x p r o p r i é t é s d e l ' a n g l e i n s c r i t , 

c ' e s t - à - d i r e à d e s t h é o r è m e s d e G é o m é t r i e plane. 
C e t t e d o u b l e a n a l o g i e a v e c d e u x c h a p i t r e s d i f f é r e n t s d e l a G é o -

m é t r i e c l a s s i q u e n ' e s t p a s , p o u r q u i v e u t r é f l é c h i r , c e q u ' i l y a d e 

m o i n s r e m a r q u a b l e d a n s l a t h é o r i e a i n s i d é c o u v e r t e . 
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S U R L A G É O M É T R I E A N A L L A G M A T I Q U E 
( A d d i t i o n à l ' a r t i c l e p r é c é d e n t ) ; 

PAR J. I l à DAM AKD. 

A l a s u i t e d e l ' a r t i c l e q u i p r é c è d e ( a r t i c l e q u i s e r a d é s i g n é d a n s 

ç e q u i s u i t p a r l ' a b r é v i a t i o n A ) , M . C a r t a n m ' a c o m m u n i q u é 

p l u s i e u r s c o m p l é m e n t s r e m a r q u a b l e s . J ' i n d i q u e i c i l e p l u s s i m p l e 

d ' e n t r e e u x . 

P a r m i l e s d i v e r s e s c o n g r u e n c e s p a r a t a c t i q u e s q u i o n t m ê m e 

s p h è r e i m a g i n a i r e p r i n c i p a l e ( ' ) , d i s t i n g u o n s d e u x e s p è c e s ( 2 ) , 

s u i v a n t q u e l e s s e n s q u i s e c o r r e s p o n d e n t s u r d e u x c e r c l e s d e l a 

c o n g r u e n c e s o n t dextrorsum o u sinistrórsum, l ' u n p a r r a p p o r t à 

l ' a u t r e . D a n s c e s c o n d i t i o n s , deux congruences paratactiques 

( 1 ) Je substitue ici cette dénomination à celle de sphère « fondamentale », 
employée précédemment : le mot de sphère principale avait été employé par les 
auteurs, qui se sont occupés de cette question ou de la cyclide de Dupin, et il n'y 
a pas de raison de l'abandonner. * , 

( 2 ) Cette distinction se rattache k une autre relative aux génératrices de la 
sphère imaginaire principale et qui avait été antérieurement, entre M. Cartan et 
nous-même, l'objet d'un échange de vues. Au lieu que sur une sphère réelle,, 
deux génératrices imaginaires conjuguées sont toujours de système différents, sur 
une sphère, imaginaire pure, deux génératrices conjuguées sont du même sys-
tème, de sorte qu'il doit être évidemment possible de rattacher à des construc-
tions réelles la distinction entre les deux systèmes de génératrices : et c'est à 
quoi répond précisément, comme l'avait remarqué M. Cartan, la distinction 
indiquée dans le texte. 

Beaucoup d'autres interprétations seraient encore possibles dans le même but, 
si l'on ne s'astreignait pas à leur donner une forme anallagmatique. C'est ainsi 
que n'importe quel paraboloïde hyperbolique équilatère de paramètre a{ ayant 
son sommet en 0, coupe la sphère imaginaire de centre O et de rayon a\J— i 
suivant quatre génératrices appartenant respectivement aux deux systèmes. Or, 
sur le paraboloïde, les deux systèmes se distinguent l'un de l'autre,dans le domaine 
réel, par le sens dans lequel tournent les génératrices de l'un d'eux autour d'une 
génératrice déterminée quelconque de l'autre. 
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de même sphère ^principale et de même espèce se coupent sous 
un angle constant en tout point de l'espace: 

M . G a r t a n r a t t a c h e c e t h é o r è m e a u x i n t e r p r é t a t i o n s i m a g i -

n a i r e s q u e l ' o n p e u t d o n n e r d e s f i g u r e s a n a l l a g m a t i q u e s r é e l l e s q u e 

n o u s c o n s i d é r o n s . P r o p o s o n s - n o u s , c o n f o r m é m e n t a u p r o g r a m m e 

q u e n o u s n o u s é t i o n s t r a c é p r é c é d e m m e n t , d ' e n d o n n e r u n e 

d é m o n s t r a t i o n d i r e c t e , e t , t o u t d ' a b o r d , d é t a b l i r l e s u i v a n t d o n t 

i l d é c o u l e i m m é d i a t e m e n t : 

Deux opérations paratacliques de même sphère principale et 
d'espèces différentes sont toujours permutables. 

O n p e u t c o n s i d é r e r c e d e r n i e r f a i t c o m m e d é m o n t r é p a r c e l u i 

q u e n o u s a v o n s é t a b l i d a n s n o t r e p r é c é d e n t a r t i c l e ( A , 3 4 ) , r e l a -

t i v e m e n t a u x d i v e r s e s p o s i t i o n s q u e p r e n d u n c e r c l e C l o r s q u ' o n l u i 

a p p l i q u e l e g r o u p e d ' o p é r a t i o n s p a r a t a c t i q u e s d é f i n i p a r u n e c o n -

g r u e n c e d o n t u n c e r c l e C c o u p e C ' e n d e u x p o i n t s o p p o s é s . N o u s 

a v o n s c o n s t a t é e n e f f e t q u e c e s p o s i t i o n s s u c c e s s i v e s f o n t p a r t i e 

d ' u n e s e c o n d e c o n g r u e n c e p a r a t a c t i q u e , p e r m u t a b l e a v e c l a p r e -

m i è r e e t ( c e q u i r e v i e n t d ' a i l l e u r s a u m ê m e ) a y a n t a v e c e l l e d e u x 

c e r c l e s c o n j u g u é s c o m m u n s . 

O r , d e u x c o n g r u e n c e s p a r a t a c t i q u e s d ' e s p è c e s d i f f é r e n t e s e t d e 

m ê m e s p h è r e p r i n c i p a l e , p e u v e n t t o u j o u r s ê t r e c o n s i d é r é e s c o m m e 

d é f i n i e s d e c e t t e f a ç o n : c a r u n e c o n g r u e n c e p a r a t a c t i q u e e s t 

d é f i n i e p a r s a s p h è r e [ p r i n c i p a l e , s o n e s p è c e e t u n d e s e s c e r c l e s . 

D a n s c e s c o n d i t i o n s , l a p r o p o s i t i o n d e v i e n t é v i d e n t e . 

A u r e s t e , o n p e u t ( e t c e t t e m é t h o d e p o u r r a i t , a u f o n d , r e m -

p l a c e r c e l l e d e n o t r e n ° 3 4 p r é c é d e n t ) d é t e r m i n e r d i r e c t e m e n t l e s 

d e u x c e r c l e s c o n j u g u é s c o m m u n s a u x d e u x c o n g r u e n c e s . P a r l e s 

d e u x p o i n t s o p p o s é s a , a , c o m m u n s à G e t à C ' , n o u s p o u v o n s e n 

e f f e t f a i r e p a s s e r u n c e r c l e T e t u n s e u l q u i s o i t p e r p e n d i c u l a i r e à 

t o u s d e u x . C e c i f a i t , u n e s é r i e d e c e r c l e s p a r a t a c t i q u e s à C e t , d e 

m ê m e , u n e s é r i e d e c e r c l e s p a r a t a c t i q u e s à C ' , p o u r r o n t s ' o b t e n i r 

p a r l a c o n s t r u c t i o n d u n ° 1 8 ( a r t i c l e p r é c é d e n t ) , l a q u e l l e f a i t 

i n t e r v e n i r u n a n g l e a r b i t r a i r e 0 , c e l u i d o n t t o u r n e a u t o u r d e T u n e 

s p h è r e v a r i a b l e p a s s a n t p r i m i t i v e m e n t p a r C o u p a r C ' . L ' a n g l e 9 

e s t d ' a i l l e u r s d é t e r m i n é l o r s q u ' o n s e d o n n e l ' u n d e s p o i n t s 

o p p o s é s m , m o ù l e c e r c l e v a r i a b l e c o u p e T ( i l e s t l i é a u r a p p o r t 
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a n h a r m o n i q u e aamm p a r l a r e l a t i o n m e n t i o n n é ^ a u n ° 5 d e n o t r e 

p r é c é d e n t a r t i c l e ) . C e l a p o s é , s i l e s d e u x c o n g r u e n c e s a u x q u e l l e s 

a p p a r t i e n n e n t r e s p e c t i v e m e n t C e t C ' s o n t d ' e s p è c e s d i f f é r e n t e s , 

l a r o t a t i o n d e l a s p h è r e v a r i a b l e s ' e f f e c t u e r a , p o u r u n m ê m e d é p l a -

c e m e n t d e s p o i n t s m , m , e n s e n s c o n t r a i r e s , e t l ' o n p o u r r a , p a r 

c o n s é q u e n t ( d e d e u x m a n i è r e s d i f f é r e n t e s ) , d i s p o s e r d e l ' a n g l e 9 d e 

m a n i è r e q u e l a c o n s t r u c t i o n à l a q u e l l e n o u s v e n o n s d e f a i r e a l l u -

s i o n d o n n e l e m ê m e c e r c l e d e p a r t e t d ' a u t r e . 

A l ' a i d e d u r é s u l t a t q u e n o u s v e n o n s d ' o b t e n i r , c e l u i d e M . C a r -

t a n s ' o b t i e n t s a n s d i f f i c u l t é . S o i e n t , d a n s l ' e s p a c e o ù l ' o n c o n s i -

d è r e d e u x c o n g r u e n c e s p a r a t a c t i q u e s ( C ) , ( C ) d e m ê m e s p h è r e 

p r i n c i p a l e e t d e m ê m e e s p è c e , d e u x p o i n t s q u e l c o n q u e s a , è , n o n 

o p p o s é s e n t r e e u x , e-t p a r c h a c u n d e s q u e l s n o u s f e r o n s p a s s e r d e s 

e e r c l e s q u i a p p a r t i e n n e n t r e s p e c t i v e m e n t a u x d e u x c o n g r u e n c e s . 

P a r a et b, d ' a u t r e p a r t , i l p a s s e r a u n c e r c l e o r t h o g o n a l à l a s p h è r e 

p r i n c i p a l e e t q u i p o u r r a s e r v i r à d é f i n i r u n e c o n g r u e n c e p a r a t a c -

t i q u e d ' e s p è c e o p p o s é e à l a p r e m i è r e . P u i s q u e , d a n s c e s c o n d i t i o n s , 

i l y a p e r m u t a b i l i t é , l ' o p é r a t i o n p a r a t a c t i q u e r é s u l t a n t d e c e t t e 

c o n s t r u c t i o n , e t q u i p e r m e t d e p a s s e r d u p o i n t a a u p o i n t é , t r a n s -

f o r m e l a figure t r a c é e e n a e n l a figure c o r r e s p o n d a n t e r e l a t i v e à b. 

c. Q. F . D. 

L e r é s u l t a t p r é c é d e n t f o u r n i t l a s o l u t i o n d ' u n e q u e s t i o n q u e 

n o u s a v i o n s l a i s s é e o u v e r t e ( A , n ° 3 9 , n o t e ) . A c e t e f f e t , o n e n 

d é d u i r a d ' a b o r d l a r e m a r q u e s u i v a n t e : 

S o i e n t ( ( 3 ) , ( C ) d e u x c o n g r u e n c e s p a r a t a c t i q u e s d e m ê m e 

s p h è r e p r i n c i p a l e e t d e m ê m e e s p è c e . A u t o u r d ' u n c e r c l e C q u e l -

c o n q u e d e l a p r e m i è r e , f a i s o n s t o u r n e r l a s e c o n d e d ' u n c e r t a i n 

a n g l e 0, d e m a n i è r e à o b t e n i r u n e t r o i s i è m e c o n g r u e n c e a n a l o g u e 

à l a p r e m i è r e . La congruence (<3 ; /) ainsi obtenue est indépen-
dante du choix du cercle C dans la première congruence. 

P r e n o n s , e n e f f e t , d e u x p o s i t i o n s s u c c e s s i v e s q u e l c o n q u e s 

( C 4 , C 2 ) d e c e c e r c l e d a n s l a c o n g r u e n c e à l a q u e l l e i l a p p a r t i e n t e t , 

s u r C { e t C 2 r e s p e c t i v e m e n t , d e u x p o i n t s a t J p a r l e s q u e l s n o u s 

f e r o n s p a s s e r l e s c e r c l e s C ' i ? C 2 q u i a p p a r t i e n n e n t à ( C ) e t q u i 

c o u p e n t l e s p r e m i e r s , d ' a p r è s c e q u i v i e n t d ' ê t r e d é m o n t r é , s o u s 

u n m ê m e a n g l e a . S i m a i n t e n a n t n o u s f a i s o n s t o u r n e r d e l ' a n g l e 0 , 

C' , a u t o u r d e C< e t C' 2 a u t o u r d e C 2 , n o u s o b t e n o n s d e u x c e r c l e s C'^ 
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et C"2 t e l s q u e l e s t r i è d r e s a i n s i f o r m é s e n « j et e n a 2 , p a r l e s t a n -

g e n t e s a u x d i f f é r e n t s c e r c l e s q u i p a r t e n t s o i t d e l ' u n , s o i t d e l ' a u t r e 

d e c e s p o i n t s , s o i e n t é g a u x . A p p l i q u a n t e n f i n à n o u v e a u l e r é s u l t a t 

d e M . C a r t a n a u x d e u x c o n g r u e n c e s d o n n é e s e t à c e l l e ( d e m ê m e 

s p h è r e p r i n c i p a l e e t d e m ê m e e s p è c e ) q u i e s t d é f i n i e p a r l e 

c e r c l e C ' ¡ , o n v o i t q u e c e t t e d e r n i è r e c o n t i e n t n é c e s s a i r e m e n t C"2 : 

c e q u i e s t l e f a i t à d é m o n t r e r . 

O n v o i t d o n c q u e l e f a i t d e faire tourner (Tun angle 0 ( e n u n 

s e n s d o n n é ) une congruence paratactique autour d1 une autre 
( d e m ê m e s p h è r e p r i n c i p a l e e t d e m ê m e e s p è c e ) a u n s e n s b i e n 

d é t e r m i n é ( 1 ) . 

C e l a p o s é , s o i e n t p r i s d e u x p o i n t s d é t e r m i n é s q u e l c o n q u e s a , 

b d e l ' e s p a c e e t p r e n o n s l e s s y m é t r i q u e a\ b', d e c h a c u n d ' e u x 

p a r r a p p o r t a u x d i f f é r e n t s c e r c l e s d ' u n e c o n g r u e n c e p a r a t a c -

t i q u e ( < 3 ) d o n n é e . I l s ' a g i t d e t r o u v e r l ' o p é r a t i o n q u i t r a n s -

f o r m e l ' u n e d a n s l ' a u t r e l e s d e u x figures ( s p h é r i q u e s ) d é c r i t e s 

l ' u n e p a r à , l ' a u t r e p a r b'. 

P o u r c e l a , n o u s n ' a v o n s q u ' à o b s e r v e r q u ' i l e x i s t e u n e o p é r a t i o n 

p a r a t a c t i q u e b i e n d é t e r m i n é e ( e n l a i s s a n t d e c ô t é l e c a s o ù a e t b 

s o n t o p p o s é s , d a n s l e q u e l l a r é p o n s e à l a q u e s t i o n p o s é e e s t i m m é -

d i a t e ) , d e m ê m e s p h è r e p r i n c i p a l e e t d e m ê m e e s p è c e q u e ( < 5 ) , 

q u i c h a n g e a e n b. L ' o p é r a t i o n d e m a n d é e s ' o b t i e n t e n f a i s a n t 

t o u r n e r l a p r é c é d e n r e d e n a u t o u r d e ( < 3 ) . 

M a i s i l s e m b l e q u e c h a q u e p r o p r i é t é d e l a figure v r a i m e n t m e r -

v e i l l e u s e , d é c o u v e r t e p a r E . v o n W e b e r e t M . A . B l o c h , o u v r e 

l a v o i e à d ' a u t r e s r é s u l t a t s p l u s c u r i e u x e n c o r e . L a s o l u t i o n q u e 

n o u s v e n o n s d ' o b t e n i r a p p e l l e u n e g é n é r a l i s a t i o n é v i d e n t e . E l l e 

s ' é t e n d d ' e l l e - m ê m e a u c a s o ù l e s p o i n t s a\ b\ a u l i e u d ' ê t r e l e s 

s y m é t r i q u e s de a, b p a r r a p p o r t à u n c e r c l e v a r i a b l e C d e l a c o n -

g r u e n c e ( G ) , s e d é d u i s e n t d e s p r e m i e r s p a r u n e r o t a t i o n d ' u n 

a n g l e d o n n é quelconque 9 a u t o u r d u c e r c l e C . L e p o i n t b\ d a n s 

(1 ) Pour 6 = ic, la démonstration peut se donner sous une autre forme. Prenons 
d'abord la symétrique (Ci ) ) de la congruence ( C ) par rapporté un premier 
cercle C0 de ( O - La symétrique par rapport à un autre cercle analogue arbi-
traire G se déduira de la première par une double symétrie relative à C0 et à C, 
c'est-à-dire (A, n° 26) par une transformation paratactique, laquelle est d'espèce 
opposée à celle que définit ( ( * ) et, par conséquent, d'après ce que nous venons 
de voir, permutable avec elle. 
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c e s n o u v e l l e s c o n d i t i o n s , s e d é d u i t e n c o r e d e a ! p a r u n e o p é r a t i o n 

s p h é r i q u e q u e l ' o n p e u t a s s i g n e r , t r a n s f o r m é e p a r l a r o t a t i o n d o n t 

i l s ' a g i t d e c e l l e q u i c h a n g e a eu. b. 

O n e s t c o n d u i t n a t u r e l l e m e n t à s e d e m a n d e r q u e l s s o n t l e s l i e u x 

a i n s i d é c r i t s p a r l e s p o i n t s a ' , S'. Ce sont encore des sphères. L a 

p r e m i è r e d é m o n s t r a t i o n d o n n é e à c e t é g a r d p o u r l e c a s d e 0 = iz 

( A , n ° 3 6 ) r e s t e e n e f f e t v a l a b l e p o u r l e c a s a c t u e l , a e t a é t a n t l e s 

ô 

t r a n s f o r m é s d e a e t d e s o n o p p o s é p a r l ' o p é r a t i o n d ' a n g l e l e 

p o i n t a s e r a l ' i n v e r s e d e a p a r r a p p o r t à u n e s p h è r e v a r i a b l e 

p a s s a n t p a r a e t a e t d é c r i r a , p a r c o n s é q u e n t , l a s p h è r e q u i p a s s e 

p a r a e t p a r r a p p o r t à l a q u e l l e a e t a s o n t i n v e r s e s l ' u n d e l ' a u t r e . 

I l r e s t e r a i t à c o m p a r e r e n t r e e l l e s l e s d i v e r s e s f i g u r e s a i n s i 

o b t e n u e s l o r s q u e B v a r i e . 

O n r e m a r q u e r a q u e s i , a p r è s a v o i r c o n s t r u i t a ' p a r r o t a t i o n d e a 

a u t o u r d e C , o n f a i t t o u r n e r à s o n t o u r c e p o i n t a ! d u m ê m e a n g l e 0 

a u t o u r d u c o n j u g u é d e C , o n o b t i e n t u n p o i n t a i i n d é p e n d a n t 

d u c h o i x d e G d a n s l a c o n g r u e n c e , à s a v o i r l e t r a n s f o r m é d e a 

p a r l ' o p é r a t i o n d ' a n g l e ô . L e l i e u d u p o i n t a n e c h a n g e d o n c p a s 

s i l ' o n r e m p l a c e a p a r aK e n r e n v e r s a n t e n m ê m e t e m p s l e s e n s d e 

l ' a n g l e d e r o t a t i o n . C ' e s t u n e s p h è r é q u i p e u t , d ' a p r è s c e l a , ê t r e d é f i n i e 

c o m m e p a s s a n t p a r l e s p o i n t s a , e t o r t h o g o n a l e e n c e s p o i n t s a u 

c e r c l e d e l a c o n g r u e n c e q u i l e s c o n t i e n t . L e s p o i n t s a , a p e u v e n t 

ê t r e c o n s i d é r é s c o m m e l e s « m i l i e u x » , e n u n s e n s g é n é r a l i s é , d e s 

d e u x a r c s d é t e r m i n é s s u r c e c e r c l e p a r a e t aK ( i l s e n s e r a i e n t l<es 

m i l i e u x a u s e n s o r d i n a i r e d u m o t , s i l e c o n j u g u é d u c e r c l e e n q u e s -

t i o n é t a i t u n e d r o i t e ) . 

I l é t a i t é v i d e n t a priori q u e l ' o p é r a t i o n q u i c h a n g e a' e n b' d a n s 

l ' u n o u l ' a u t r e d e s c a s q u e n o u s v e n o n s d ' é t u d i e r , d e v a i t ê t r e p a r a -

t a c t i q u e . L a s p h è r e p r i n c i p a l e d e l a c o n g r u e n c e d o n n é e p e r m e t , e n 

e f f e t , d e d é f i n i r u n e g é o m é t r i e r i e m a n n i e n n e d a n s l a q u e l l e l e s 

d i v e r s e s t r a n s f o r m a t i o n s s p h é r i q u e s i n t e r v e n a n t d a n s n o s r a i s o n -

n e m e n t s r e p r é s e n t e n t l e s d é p l a c e m e n t s ; e t l ' o p é r a t i o n c h e r c h é e 

d o i t é v i d e m m e n t p r é s e n t e r c e t t e p r o p r i é t é q u e l a d i s t a n c e r i e -

m a n n i e n n e d ' u n p o i n t à s o n t r a n s f o r m é e s t c o n s t a n t e . O r c è t t e 

p r o p r i é t é a p p a r t i e n t a u x t r a n s f o r m a t i o n s p a r a t a c t i q u e s e t à c e l l e s -

l à s e u l e m e n t ( c o m m e o n l e v o i t e n p r e n a n t l e p o i n t à t r a n s f o r m e r 
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s u c c e s s i v e m e n t s u r c h a c u n d e s a x e s c o n j u g u é s d e l a t r a n s f o r m a -

t i o n ( i ) . 

C e c i , c o m b i n é e n c o r e a v e c l e r é s u l t a t d e M . C a r t a n , p e r m e t 

d ' é t a b l i r l e f a i t ( é v i d e n t l o r s q u ' o n f a i t i n t e r v e n i r l e s g é n é r a t r i c e s 

d e l a s p h è r e p r i n c i p a l e ) q u e les transformations paractatiques de 
même sphère principale et de même espèce forment un groupe. 

A p p l i q u o n s , e n e f f e t , à u n p o i n t q u e l c o n q u e a u n e p r e m i è r e t r a n s -

f o r m a t i o n p a r a t a c t i q u e q u i l e c h a n g e e n a ' , p u i s à c e l u i - c i u n e 

s e c o n d e t r a n s f o r m a t i o n q u i l e c h a n g e e n « " . L e s d i s t a n c e s r i e m a n -

n i e n n e s aa!, a'a!' s o n t c o n s t a n t e s , e t i l e n e s t d e m ê m e d e l ' a n g l e 

e n a , d ' a p r è s l a p r o p o s i t i o n d e M . C a r t a n . O r l e t r i a n g l e a d a" 

o b é i t a u x l o i s d e l a g é o m é t r i e r i e m a n n i e n n e , q u i s o n t c e l l e s d e 

l a g é o m é t r i e s p h é r i q u e . 

D o n c l a d i s t a n c e r i e m a n n i e n n e c i à ' e s t a u s s i c o n s t a n t e e t l a 

t r a n s f o r m a t i o n c o r r e s p o n d a n t e e s t n é c e s s a i r e m e n t p a r a t a c t i q u e 

( e t d e m ê m e e s p è c e q u e l e s p r e m i è r e s , e n v e r t u d e l a c o n t i n u i t é ) . 

I l p o u r r a i t d ' a i l l e u r s ê t r e i n t é r e s s a n t d ' é t u d i e r d e p l u s p r è s l a 

c o m p o s i t i o n d e s t r a n s f o r m a t i o n s p a r a t a c t i q u e s d e m ê m e e s p è c e ; e t 

c e c i i n t r o d u i r a i t s a n s d o u t e l e s p r o p r i é t é s d e s c e r c l e s c o n j u g u é s 

t e l l e s q u e n o u s l e s a v o n s c o n s i d é r é e s d a n s t o u t c e q u i p r é c è d e , p r o -

p r i é t é s q u i m é r i t e n t , e l l e s a u s s i , d e r e t e n i r l ' a t t e n t i o n q u o i q u ' e l l e s 

s o i e n t c o n n u e s à t i t r é d e r é s u l t a t s d e g é o m é t r i e n o n e u c l i d i e n n e . 

C é t a n t u n c e r c l e q u e l c o n q u e o r t h o g o n a l à l a s p h è r e p r i n c i -

p a l e s o n c o n j u g u é e s t , n o u s l ' a v o n s v u , d é t e r m i n é e n t i è r e m e n t 

p a r l e f a i t q u ' i l e s t : i ° a x i a l a u p r e m i e r ; o r t h o g o n a l , l u i a u s s i , 

à l a s p h è r e p r i n c i p a l e . S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u ' o n n e d o n n e p a s 

l e , c e r c l e C , m a i s q u ' o n e n c o n n a i s s e s e u l e m e n t l e p . o i n t a o u , c e 

q u i r e v i e n t a u m ê m e , d e u x p o i n t s o p p o s é s , a, a. L e c o n j u g u é C ' 

s e r a s u r u n e s p h è r e c o n n u e à s a v o i r c e l l e q u i e s t o r t h o g o n a l e à 2 

e t p a r r a p p o r t à l a q u e l l e a e t a s o n t i n v e r s e s l ' u n d e l ' a u t r e . 

(* ) Si un seul de ces axes était réel, il aurait sur lui deux points invariants, 
de sorte que la propriété ne pourrait avoir lieu. Dans une transformation quel-
conque à axes réels mais à angles différents cp et la dislance riemannienne o 
d'un point a à son transformé est donné par 

cosS = COS2T cosep •+- sin2X cos^, 

en désignant par t l'angle qui a pour tangente le rapport À des puissances 
réduite (A , 32) du point a aux deux axes. 
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L a d u a l i t é a i n s i o b t e n u e , c o r r e s p o n d a n t à l a t r a n s f o r m a t i o n p a r 

p o l a i r e s r é c i p r o q u e s , p o s s è d e u n e p r o p r i é t é r e m a r q u a b l e q u e n e 

p o s s è d e p a s c e t t e d e r n i è r e à s a v o i r q u e d e u x d r o i t e s r i e m a n -

n i e n n e s C 4 , C 2 ( c ' e s t - à - d i r e d e u x c e r c l e s o r t h o g o n a u x à 2 ) c o s p h e -

r i q u e s e n t r e e l l e s , s e c o u p e n t s o u s l e m ê m e a n g l e q u e l e u r s t r a n s -

f o r m é e s . A t r o i s c e r c l e s p a s s a n t p a r u n m ê m e p o i n t ( e t p a r s o n 

o p p o s é ) e t y f o r m a n t u n t r i è d r e , c o r r e s p o n d e n t t r o i s c e r c l e s f o r -

m a n t , s u r u n e m ê m e s p h è r e , u n t r i a n g l e s p h é r i q u e , d o n t l e s é l é -

m e n t s s o n t c e u x d u t r i è d r e s u p p l é m e n t a i r e d u p r e m i e r . 

SUR IIS THÉORÈME DE STEINER ; 

PAR J. M A R C H A N D , 

Docteur ès sciences, professeur au Gymnase cantonal (Lausanne). 

1 . D a n s l e t o m e X V I I I d e s Annales de Gergonne S t e i n e r a 

é n o n c é , s a n s e n d o n n e r l e s d é m o n s t r a t i o n s , l e s p l u s i n t é r e s s a n t s 

d e s t h é o r è m e s c o n n u s d e l a g é o m é t r i e d u q u a d r i l a t è r e c o m p l e t . 

C e r t a i n s d ' e n t r e e u x m é r i t e n t c e r t a i n e m e n t e n c o r e d ' a t t i r e r n o t r e 

a t t e n t i o n . I l s o n t é t é d é m o n t r é s p a r M e n t i o n ( * ) e t p a r 

M . O p p e r m a n n ( 2 ) , m a i s c e s a u t e u r s , n e m e t t a n t e n œ u v r e q u e 

d e s p r o p o s i t i o n s d e g é o m é t r i e é l é m e n t a i r e , a n a l y s e n t d e s figures s i 

c o m p l i q u é e s q u e l e u r s d é m o n s t r a t i o n s n ' é c l a i r e n t g u è r e . E n o u t r e , 

s ' i l s e r a i t v a i n d e v o u l o i r r e t r o u v e r l a p e n s é e d e l ' i l l u s t r e g é o m è t r e 

q u e f u t S t e i n e r , i l p e u t ê t r e i n t é r e s s a n t d ' a r r i v e r à s e s é n o n c é s p a r 

u n c h e m i n q u ' i l e û t p u s u i v r e n a t u r e l l e m e n t , e t p a r d e s m é t h o d e s 

qui lui étaient habituelles. 
C ' e s t a i n s i q u e , d é j à , q u e l q u e s - u n e s d e s p r o p o s i t i o n s d e S t e i n e r 

o n t é t é d é m o n t r é e s p a r d e f o r t é l é g a n t e s c o n s i d é r a t i o n s d e g é o m é -

t r i e p r o j e c t i v e . M a i s l e s d e r n i è r e s d ' e n t r e e l l e s n ' a v a i e n t p u ê t r e 

t r a i t é e s d e l a m ê m e f a ç o n , b i e n q u ' o n n e d o u t â t p a s q u e c e l a f û t 

p o s s i b l e . \ 

0 ) Nouvelles Annales, 2* série, t. I, 1862. 
(2) Premiers éléments d'une théorie du quadrilatère complet. 
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J e m ' e n v a i s d o n c e x p o s e r u n e s o l u t i o n d e c e g e n r e e t v o i c i l e s 

t h é o r è m e s d o n t i l s ' a g i t : 

« Dans chacun des quatre triangles formés par les côtés d'un 
quadrilatère complet, il y a un cercle inscrit et trois cercles 
exinscrits ; ce qui fait entout seize cercles, dont les centres sont 
quatre par quatre sur une circonférence de manière à donner 
naissance à huit nouveaux cercles. Ces huit cercles se partagent 
en deux groupes de quatre, tels que chacun des cercles de l'un 
des groupes coupe orthogonalement tous les cercles de Vautre. 
On en conclut que les centres des cercles des deux groupes sont 
sur deux droites perpendiculaires l'une à Vautre. 

» Enfin, ces deux dernières droites se coupent au point de 
rencontre des cercles circonscrits aux quatre triangles. » 

2 . S o i e n t À , B , C , A ' , B ' , C / l e s s o m m e t s d ' u n q u a d r i l a t è r e 

c o m p l e t e t A A ' , B B ' e t G C ' s e s d i a g o n a l e s . 

L e s c o n f o c a l e s d e s c o n i q u e s i n s c r i t e s d a n s c e q u a d r i l a t è r e f o r m e n t 

u n r é s e a u t a n g e n t i e l d o n t l e s c o n i q u e s d é g é n é r é e s e n u n e p a i r e 

d e p o i n t s s o n t c o n s t i t u é e s p a r l e s p a i r e s d e f o y e r s a s s o c i é s d e s 

c o n i q u e s i n s c r i t e s . O n p e u t f a c i l e m e n t d o n n e r q u e l q u e s - u n e s d e 

c e s c o n i q u e s d é g é n é r é e s ; p a r e x e m p l e d e u x s o m m e t s o p p o s é s d u 

q u a d r i l a t è r e e n f o r m e n t u n e , d e m ê m e q u e l a p a i r e I J d e s p o i n t s 

c y c l i q u e s o u e n c o r e q u e l e f o y e r O e t l e p o i n t à l ' i n f i n i O ' d e l a 

p a r a b o l e i n s c r i t e . 

L e s h y p e r b o l e s é q u i l a t è r e s h a r m o n i q u e m e n t c i r c o n s c r i t e s a u x 

c o n i q u e s i n s c r i t e s s o n t s o u m i s e s à t r o i s c o n d i t i o n s l i n é a i r e s 

i n d é p e n d a n t e s , e t f o r m e n t p a r c o n s é q u e n t u n r é s e a u p o n c t u e l . L e s 

c o n i q u e s d e c e r é s e a u , d é g é n é r é e s e n d e u x d r o i t e s , s o n t e n c o r e d e s 

h y p e r b o l e s é q u i l a t è r e s , d o n c d e s p a i r e s d e d r o i t e s r e c t a n g u l a i r e s ; 

c e s o n t l e s p a i r e s d e d r o i t e s c o n j u g u é e s a u x c o n i q u e s i n s c r i t e s e t à 

l a p a i r e d e s p o i n t s c y c l i q u e s . T e l l e s s o n t , p a r e x e m p l e , l a p a i r e d e s 

b i s s e c t r i c e s i s s u e s d e c h a c u n d e s s o m m e t s d u q u a d r i l a t è r e , l a d r o i t e 

d e l ' i n f i n i e t l e l i e u O ' n d e s c e n t r e s d e s c o n i q u e s i n s c r i t e s , e n f i n 

u n e p a i r e d e d r o i t e s i s s u e s d e c h a c u n d e s p o i n t s c y c l i q u e s e t 

c o n j u g u é e s a u x c o n i q u e s i n s c r i t e s . 

D ' a u t r e p a r t , i l r é s u l t e d ' u n t h é o r è m e d û à H e r m i t e q u ' u n e 

c u b i q u e e s t c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e p a r l e r é s e a u d e s e s c o n i q u e s 
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p o l a i r e s . I l e x i s t e d o n c u n e c u b i q u e S d o n t l e r é s e a u d ' h y p e r b o l e s 

é q u i l a t è r e s p r é c é d e n t e s t l e r é s e a u d e s c o n i q u e s p o l a i r e s . C ' e s t 

d ' a i l l e u r s u n e s t e l l o ï d e c u b i q u e e t n o u s l a n o m m e r o n s stelloïde 
conjuguée du quadrilatère. S a h e s s i e n n e H e s t l e l i e u d e s f o y e r s 

d e s c o n i q u e s i n s c r i t e s e t s a c a y l e y e n n e T e s t l ' e n v e l o p p e d e s a x e s 

d e s c o n i q u e s i n s c r i t e s , o u , c e q u i r e v i e n t a u m ê m e , l ' e n v e l o p p e d e s 

p a i r e s d e d r o i t e s r e c t a n g u l a i r e s c o n j u g u é e s a u x c o n i q u e s 

i n s c r i t e s ( 1 ) . 

3 . M a i s o n s a i t q u ' u n e c o u r b e d o n n é e d e t r o i s i è m e c l a s s e e s t l a 

c a y l e y e n n e d e t r o i s c u b i q u e s . T , q u i e s t d o n c l a c a y l e y e n n e d e l a 

s t e l l o ï d e S , e s t e n c o r e c e l l e d e d e u x a u t r e s c u b i q u e s C ( e t C 2 , 

E s s a y o n s d e d é t e r m i n e r l e s r é s e a u x d e s c o n i q u e s p o l a i r e s d e C i 

e t d e C 2 . 

D e c h a c u n d e s p o i n t s c y c l i q u e s 1 e t J , o n p e u t m e n e r à T d e u x 

Fig. i . 

t a n g e n t e s d i f f é r e n t e s d e l a d r o i t e d e l ' i n f i n i . C e s o n t d e u x p a i r e s d e 

c ô t é s o p p o s é s d ' u n q u a d r a n g l e c o m p l e t X X ' Y Y ' ( j i g . i ) . E t p a r c e 

( l ) La stelloïde conjuguée et les deux réseaux de coniques dont nous venons de 
parler conduisent à de nombreuses propriétés métriques du quadrilatère, en 
particulier à celles qui ressortent de la considération de ses bissectrices. 
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q u e l e t J s o n t d e u x p o i n t s c o n j u g u é s d e l a h e s s i e n n e H , l e s p o i n t s 

d e c o n t a c t d e c e s q u a t r e t a n g e n t e s s o n t s u r u n e n o u v e l l e t a n g e n t e d e 

l a c a y l e y e n n e ; c e l l e , p r é c i s é m e n t , q u i e s t l a c o n j u g u é e d e l a 

t a n g e n t e l J , d o n c l a d r o i t e 0 1 n. P o u r l a m ê m e r a i s o n , l e s c ô t é s 

o p p o s é s X X ' e t Y Y ' d u q u a d r a n g l e X X ' Y Y ' , q u i s o n t a u s s i d e u x 

t a n g e n t e s d e T , s e c o u p e n t a u p o i n t O , c o n j u g u é d u t r o i s i è m e 

p o i n t à l ' i n f i n i O ' d e l a h e s s i e n n e H . O e s t d o n c l e f o y e r d e l a 

p a r a b o l e i n s c r i t e d a n s l e q u a d r i l a t è r e d o n n é A B C A ' B ' O . 

E n a s s o c i a n t m a i n t e n a n t à l ' u n e d e s t a n g e n t e s I X , I X ' , J X , J X ' 

s u c c e s s i v e m e n t c h a c u n e d e s t r o i s a u t r e s , n o u s f o r m e r o n s s u c c e s -

s i v e m e n t u n e c o n i q u e p o l a i r e d e l a s t e l l o ï d e S , p u i s u n e c o n i q u e 

p o l a i r e d e l a c u b i q u e C , e t e n f i n u n e c o n i q u e p o l a i r e d e C 2 . C e 

s o n t l e s d e u x t a n g e n t e s X I e t X ' I q u i c o n s t i t u e n t u n e c o n i q u e 

p o l a i r e d e l a s t e l l o ï d e . I m a g i n o n s q u e X I e t X ' J f o r m e n t u n e 

c o n i q u e p o l a i r e d e l a c u b i q u e C . , . A u x t r o i s t a n g e n t e s X I , X J ç t 

X X ' d e l a c a y l e y e n n e T d e C , s e r o n t c o n j u g u é e s t r o i s a u t r e s 

t a n g e n t e s f o r m a n t u n t r i a n g l e d o n t l e s s o m m e t s s o n t s u r l e s d r o i t e s 

X I , X J e t X X ' . C e s o n t r e s p e c t i v e m e n t X ' J , X I e t I J . E t l e s t r o i s 

p a i r e s d e d r o i t e s a i n s i o b t e n u e s s o n t l e s p a i r e s d e c ô t é s o p p o s é s 

d ' u n q u a d r a n g l e c o m p l e t Y Y ' I J . T o u t e s l e s c o n i q u e s c i r c o n s c r i t e s 

à c e q u a d r a n g l e s o n t d e s c o n i q u e s p o l a i r e s d e C 4 . 

D a n s l e r é s e a u d e s c o n i q u e s p o l a i r e s d e C i i l y a d o n c u n 

f a i s c e a u d e c e r c l e s d o n t Y e t Y ' s o n t l e s p o i n t s f o n d a m e n t a u x . 

O n v e r r a i t d e l a m ê m e f a ç o n q u e l e r é s e a u d e s c o n i q u e s p o l a i r e s 

d e C 2 c o n t i e n t a u s s i u n f a i s c e a u d e c e r c l e s d o n t l e s p o i n t s 

f o n d a m e n t a u x s o n t l e s a s s o c i é s X e t X / d e s p o i n t s Y e t Y ' (* ) . 

C e s d e u x f a i s c e a u x d e c e r c l e s s o n t d o n c d e u x f a i s c e a u x 

o r t h o g o n a u x ; l e s l i e u x d e l e u r s c e n t r e s s o n t l e s d r o i t e s 

r e c t a n g u l a i r e s X X ' e t Y Y ' . N o u s a l l o n s v o i r q u e c e s f a i s c e a u x s o n t 

p r é c i s é m e n t c e u x d e s c e r c l e s d e S t e i n e r . 

A . C o m m e n o u s l ' a v o n s f a i t p o u r l e s t a n g e n t e s à T , i s s u e s d e I e t 

d e J , r e m a r q u o n s q u e l e s b i s s e c t r i c e s d e s a n g l e s e n d e u x s o m m e t s 

o p p o s é s d u q u a d r i l a t è r e , A e t A ' p a r e x e m p l e ( f i g . 2 ) , t o u c h e n t 

l a c a y l e y e n n e T e n d e s p o i n t s s i t u é s s u r u n e n o u v e l l e t a n g e n t e d e T . 

(*) Points associés au sens de Darboux ( Principes de géométrie analytiques, 

p. 149). 



E n a s s o c i a n t l e s d e u x b i s s e c t r i c e s i s s u e s d ' u n m ê m e s o m m e t , o n 

f o r m e u n e c o n i q u e p o l a i r e d e l a s t e l l o i d e S . 

E n a s s o c i a n t d e u x b i s s e c t r i c e s i s s u e s d e d e u x s o m m e t s 

Fig. 2 
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- A 

o p p o s é s , A e t A ' , o n f o r m e o u u n e c o n i q u e p o l a i r e d e C , o u u n e 

c o n i q u e p o l a i r e d e C 2 . I m a g i n o n s d o n c q u e l e s b i s s e c t r i c e s A P 

e t A ' Q f o r m e n t u n é c o n i q u e p o l a i r e d e l a c u b i q u e C t . I l s e r a a i s é 

d e v o i r , p a r u n e d é m o n s t r a t i o n a n a l o g u e à c e l l e d u n ° 3 , q u e 

t o u t e s l e s c o n i q u e s c i r c o n s c r i t e s a u q u a d r a n g l e M N P Q s o n t 

a u s s i d e s c o n i q u e s p o l a i r e s d e G , . E t c o m m e d e u x f a i s c e a u x d e 

c o n i q u e s p o l a i r e s d ' u n e m ê m e c u b i q u e o n t t o u j o u r s u n e c o n i q u e 

c o m m u n e , l e s s o m m e t s M , N , P e t Q s o n t s u r u n c e r c l e d e l ' u n 

d e s f a i s c e a u x d u n ° 3 . 

O n p o u r r a i t m a i n t e n a n t f a i r e v o i r f a c i l e m e n t l e s h u i t c e r c l e s d e 

S t e i n e r . I l s u f f i r a i t d e d e s s i n e r u n e f i g u r e c o m p l è t e . R e m a r q u o n s 

s e u l e m e n t q u e s i , e n a s s o c i a n t l e s b i s s e c t r i c e s A P el A 7 Q , o n 

o b t i e n t u n c e r c l e d e l ' u n d e s f a i s c e a u x , o n d é t e r m i n e r a u n c e r c l e 

d e l ' a u t r e f a i s c e a u , e n a s s o c i a n t l e s b i s s e c t r i c e s A P e t A ' R . 

E n s u i t e o n s e r a c o n d u i t à d e u x a u t r e s c e r c l e s e n a s s o c i a n t l e s 

b i s s e c t r i c e s A S e t A ' Q , p u i s A S et A ' R . 

E n f i n , i l s e r a i t f a c i l e d e t r o u v e r e n c o r e d e n o m b r e u x c e r c l e s 

a p p a r t e n a n t a u x f a i s c e a u x d e S t e i n e r e t d i f f é r e n t s d e c e u x q u ' i l a 

c i t é s ; t e l , p a r e x e m p l e , c e l u i q u i p a s s e p a r l e s p o i n t s A , A ' , R e t S , 

d ' a u t r e s , a n a l o g u e s à c e l u i - l à , o u d ' a u t r e s e n c o r e q u e l ' o n c o n s -
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t r u i r a i t a i s é m e n t e n f i g u r a n t t o u t d ' a b o r d l e s c ô t é s e t l e s h a u t e u r s 

d u t r i a n g l e d i a g o n a l d u q u a d r i l a t è r e c o m p l e t ( u n e d i a g o n a l e e t l a 

h a u t e u r c o r r e s p o n d a n t e d u t r i a n g l e d i a g o n a l f o r m e n t u n e c o n i q u e 

p o l a i r e d e l a s t e l l o ï d e c o n j u g u é e ) . 

A i n s i se t r o u v e n t d o n c d é m o n t r é s e t c o m p l é t é s l e s é n o n c é s d e 

S t e i n e r . L a m é t h o d e e m p l o y é e e s t f o r t s i m p l e . I l s u f f i t d e 

d é t o u r n e r s o n a t t e n t i o n d e l a s t e l l o ï d e c o n j u g u é e d u q u a d r i l a t è r e 

— q u i s e p r é s e n t e d ' e l l e - m ê m e à l ' e s p r i t , e t q u i j o u e u n r ô l e 

i m p o r t a n t d a n s l a d é m o n s t r a t i o n d ' a u t r e s p r o p r i é t é s m é t r i q u e s d u 

q u a d r i l a t è r e — et d e l a r e p o r t e r s u r l e s d e u x a u t r e s c u b i q u e s q u i 

o n t l a m ê m e c a y l e y e n n e q u e c e t t e s t e l l o ï d e . 
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q u e l q u e s - u n s d e s r é s u l t a t s d o n n é s p a r M . L e m a i r e , d a n s s o n i n t é -

r e s s a n t a r t i c l e Sur Végalité et la Similitude des figures dans 
l'espace (Nouvelles Annales, o c t o b r e 1 9 2 6 ) . 
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L a c o n s t r u c t i o n i n d i q u é e p a r l e c a s p a r t i c u l i e r o ù l e c e n t r e d e 

c o u r b u r e C ( f i g . 2 ) e s t à l ' i n f i n i p e u t ê t r e a v a n t a g e u s e m e n t r e m -

p l a c é e p a r c e l l e q u i r é s u l t e d e l à s i m p l e r e m a r q u e q u e , d a n s c e c a s , 

di A q 

\ • dr A p 

I l n ' e s t p a s i n d i f f é r e n t n o n p l u s d e r a p p e l e r q u e l e s c o n s t r u c -

t i o n , b e t c d o n n é e s , à t i t r e d ' a p p l i c a t i o n , p a r l ' a u t e u r p o u r l e 

c e n t r e d e c o u r b u r e d e s p o d a i r e s e t c e l u i d e s c o n i q u e s , f i g u r e n t 

d é j à d a n s m o n Cours de géométrie de l'Ecole Polytechnique 
( t . I , p . i 4 3 e t i 3 2 ) . L a s e c o n d e a v a i t d ' a i l l e u r s é t é d o n n é e d è s 

1 7 0 8 p a r K e i l l (Phïl . Trans., t . X X V I . p . 1 7 7 ) . 
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