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GERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL,

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Les azxes Oxyz étant rectangulaires, on pro-
Jette chaque point M de U'espace en m sur le plan zOy, en psur Oz
et l'on considére la droite pm.

Trouver les surfaces S telles que le plan tangent en un point quel—

conque M de cette surface soit paralléle a la droite mu correspon-
dante. Equation E de ces surfaces.

2. Former les équations des caractéristiques sans tenir compte de ce
fait que U’équation E obtenue est linéaire; intégrer complétement le
systéme différentiel obtenu.

Montrer qu'il existe des surfaces développables a deux parametres
solutions de E, et les determiner

3. Déterminer directement la méridienne des sulfaces de révolution,
solutions de E (utiliser la propriété géométrique de définition, no 1).

4. Soit une surface S quelconque solution de E; on la fait tourner
autour de Oz; montrer gqu'elle reste solution : que peut-on dire de la
surface = enveloppe de S dans ce mouvement ?

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — L’équation E est
(1) ) P+ qy + 2z =0,

admettant pour intégrale générale

(2) ) zx=f<'§)-

Les ! hyperboles équilatéres d’équation
(3) sz =G,

dans le plan 30, se transforment par une rotation autour de Oz en oot
hyperboles, parmi lesquelles on préléve, suivant une loi arbitraire, une
famille ! pour former la surface intégrale générale.

On obtient, en particulier, les surfaces de révolution

(4) ' s+ yi=C,
et les surfaces (cylindres hyperboliques)

(5) 2 (az + by)=r,
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qui sont les surfaces développables demandées par 1'énoncé. D'ailleurs, si
Pon exprime que les surfaces (2) sont développableson trouve la condition

- fj”— 2f’2 =0,
d’ou les cylindres (5).
Le systéme complet des équations des caracterlsthues

dr _dy _ds _ dp _ _dy

2=y TR T Tag
donne la combinaison intégrable

L _ const.,
q

qui conduit manifestement a une développable. :

Toute surface intégrale reste évidemment surface lntegrale par une
rotation autour de Oz. Cest un résultat classique qu’'une enveloppe d’in-
tégrales est elle-méme mtegrale L’enveloppe obtenue i 1c1 est manifestement
de révolution.

EpREUVE PRATIQUE. — 1. Intégrer
22y +y?) +xy+1=0.
Remarquer que Uéquation admet des intégrales de la for;me -‘%
(A const.), ou poser

z
Y=73

Exprzmer Vintégrale reelle par formules deba//assees de tout
symbole imaginaire.

II. Chercher les asymptotiques de la surface
“x=3u+3v, y=3ur+3¢2 z=2ud+ 203,
L'asymptotique u = ¢ est une hélice. La surface est réglée. Montrer

que la surface est le lieu des milieux des sécantes doubles d’une
asymptotique gauche guelconque.

INDICATIONS SUR LA soLuTioN. — I. L’équation donnée admet évidem-
ment —- pour intégrales particuliéres. Les procédés réguliers, indiqués

par l'énoncé, conduisent aisément au résultat, surtout le second, consis-
tant & poser - : -

) - 4

y=

n
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Un autre procédé simple consiste a prendre pour inconnue

Y =y,
de sorte que
Y=

est solution de P’égquation de Riccati en Y. On trouve
zY +Yi4+1=o0,
qui s'intégre aussitot en séparant les variables.

II. La surface proposée est la surface bien connue du troisiéme degré de
Cayley, qui est surface de translation de o' modes différents. L’équation
des asymptotiques est

du ==+dy.

Les génératrices rectilignes sont lés asymptotiques

u -+ ¢ =const.
(Lille, novembre 1925.)

. . + .
C.35. — EPREUVE THEORIQUE. — 1° Trouver les trajectoires orthogonales
des courbes u = const. et v = const. tracées sur la surface (S) repré-
sentée par

x=vcosu—asinu, y=9sinu-+acosu, z=au,

a est une constante positive.
2° Asymptotiques de (S).
3° Montrer que les .yurfaces_

(H) 422+ hyt= (2 + )2+ f a2,

ou c est une constante arbitraire, coupent (S) suivant une famtlle
d'asymptotiques. :

4° Trouver les surfaces (£) qui coupent orthogonalement les sur-
Saces (H).

5° Indiquer la forme des sections de (2) par le plan y = o.

6° Montrer qu’il existe entre les rayons de courbure principaux
en un point M de (8) une relation qui ne dépend pas des coordonnées
de M.

EpPREUVE PRATIQUE. — 1. Calculer les rayons de courbure et de tor-
sion, de la courbe gauche définie par les équations

y_:achg, z=hash§,

a et h désignant des constantes.
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1. Calculer par la méthode des résidus Uintégrale

t® Limx
f —e—d:f- (z’=\/——1,m>o)

. (L a2)p

prise le long de Uaxe des quantités réelles.
En déduire la valeur de Uintégrale

L
f cos mz dx
o (1+2?)3

11, Décomposer en éléments simples la fonction elliptique

1
SO = s —pw’

pu étant la fonction elliptique de Weierstrass construite avec les
périodes 20 et 2w'.
. - (Lyon, novembre 1925.)

EPREUVE THEORIQUE. — I. On donne en coordonnées rectangulaires
une surface réglée (S) engendrée par la droite (D) qui a pour équa-
tions

z=uz+ U, y=(au—+0b)z+ Uy,

a et b étant des constantes, U et Uy des Sfonctions du paramétre u.
1° Sur la projection orthogonale (A) de (D) sur le plan 20z on
prend le point A-de coordonnées

m=uf(u)+U, y=o, v z=f(u).

. Déterminer la fonction f(u) de facon que le point A décrive une tra-
Jectoire orthogonale de (A);

2° Déterminer les fonctions U et Uy de fagon que les lignes asympto-
tigues non rectilignes de (S) se projettent orthogonalement sur le
plan 20z suivant les trajectoires orthogonales de (A). Quelle est alors
la nature de la surface (8)? Que sont alors les trajectoires orthogo- -
nales de (A)? : . : :

II. Calculer l'intégrale

e*(2—23z)

—(—z——-_])—’— L(Zz—l) dsz

prise le long d’une circonférence (C) ayant pour centre l'origine, un

rayon égal a \/> et & partir du point z = /2 la détermination initiale
de L (22— 1) étant zéro.
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INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — . 1° f(u) doit vérifier 'équation

U/
=o0
u—+1 ’

J'(u)+

S(w) +

u2+1

facile a intégrer explicitement.

2° Identifiant avec la précédente I'équation qui donne z en fonction de u
pour les asymptotiques on obtient

s
U'=o, U’l —al'= l.l,_g:i_-_; ()\COHSL),

équations qui donnent U et Uy; par changement convenable d’origine on
voit que S est un conoide dont l'axe est perpendiculaire @ 20z. De la
résulte que les A sont concourantes et que les projections des lignes
asymptotiques sont des cercles concentriques.

II. Une intégration par parties conduit & une nouvelle intégrale sans

logarithme calculable par application réguliére dn théoréme classique des
résidus.

. )
EPREUVE PRATIQUE. — On donne, en coordonnées rectangulaires, un

‘point S de coordonnéesx = 0, y = 0, 2 = a et une parabole ayant pour
équations
yi—2ax=o, 3 =o0.

On considére le cone (C) qui a pour sommet S et pour directrice la
parabole et d’'autre part la sphére (£) ayant pour équation

22+ y’+ 3*—az =o.

On demande de calculer : 1° Uaire de la surface du cone intérieure
a la sphére; 2° Uaire de la surface de la sphére intérieure au céne.

Nota. — Pour la premiére partie on pourra exprimer les coordonnées
d’un point du cone a U'aide des deux parameétres u, v définis par

Pour la deuxiéme partie, st P est un point de la sphére, la droite SP
rencontre le plan x Oy en un point de coordonnées &, 1,0 et U'on e.z'pn-
mera les coordonnées de P en fonction de §, m

INDICATIONS SUR LA sOLUTION. — Le calcul des deux intégrales doubles par
les procédés classiques ordinaires ne présente aucune difficulté et donne
comme résultats

3na? \/2 naty/a
16 i

(Bordeaux, juin 1925.)
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 EPREUVE THEORIQUE. — I. On donne les équations paramétriques sui-
vantes d’une surface (S)

Zx =ucosv, y =usinp, z=flu, v).>

1° Déterminer la fonction f(u, ¢) de facon que les.courbes u = const,
et v = const. forment deux systémes conjugués de la surface (S).

2° Déterminer la fonction f(u, v) de telle sorte que le point P de
rencontre avec Oz du plan tangent & la surface en un point u = u,,
v = v, reste le méme si v, varie, u, restant fize.

Expliquer géométriquement pourquot dans ces deux cas on trouve la
méme expression pour f(u, ).

3° Déterminer f(u, v) de facon que les courbes u = const. soient
toutes des courbes planes conjuguées des courbes v = const. Quelle est
alors léquation cartésienne de la surface (S)? Quelle définition géo-
métrigue peut-on en déduire pour cette surface en supposant les axes
rectangulaires ? o

II. On considére la différenticlle totale & trois variables indépen-
dantes .
(yz —y3) dw + (x4 z2) dy + ¢(2, y) dz,

‘déterminer la fonction ¢(x, y) des deux variables z et y de facon que
la différentielle totale précédente soit complétement intégrable.

La fonction ¢(z, y) étant ainsi choisie, intégrer U'équation obtenue
en égalant & zero la différentielle totale.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. Les deux premiéres parties conduisent
a la méme équation

9 02
jg‘dugvuzo’ f=uV+U,

la coincidence des deux résultats est une conséquence immédiate du théo-
réme classique de M. Keenigs sur Ies lignes conjuguées.

Pour la troisiéme partie, f doit étre de la forme précédente, V étant une
fonction linéaire de sine et cosp. La surface est de la forme générale

@4 y2=F(P) (P fonction linéaire de z, y, z)
et elle est engendrée par l'ellipse variable
x4+ p2=F(}), P=21,
dont la loi de variation est évidente.

II. Par un groupement évident de termes on peut, en posant u = xy,

¢ = =, éerire la différentielle totale considérée sous la forme

gl

sdu—+ utde + ¢ (u, v)dsz,
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la condition classique d’intégrabilité donne, puisque  estindépendant de 3,
¢=Cut—u;
I'équation aux différentielles totales a intégrer s'écrit alors

_ udz—zdu

" +dv+Cdz=o0.

et son intégration est immédiate, elle donne

~ 2 Y =0
Xy X

EpREUVE PRATIQUE. — Calculer (en utilisant la théorie des intégrales
d’une variable complexe) Uintégrale réelle

1 dx .
/0‘ (x-—l—l)(/x%l— x )

(Bordeaux, novembre 1925.)

'

EPREUVE THEORIQUE. — En un point M d'une surface rapportée a
trois axes rectangulazres Oxzyz, on considére le plan tangent et la
normale.

Le plan tangent coupe Oz en T. Lepomt M se projette en H sur O z.

La plus courte distance de Oz et de la normale est AB (A sur Oz,
B sur la normale). On construit BC paralléle & Oz et égal a'AB et,
~sur la normale, on prend D tel que CD soit paralléle au plan Ozy.
Etudier les surfaces telles que

o ,  TH = (TD),

¢ étant une fonction arbitrairement donnée.

1° Ecrire U'équation aux dérivées partielles (1) en coordonnées rec-
tangulaires puis en coordonnées semi polaires.

2° En trouver, dans les deux systémes de coordonnées, une intégrale
compléte. Intersections par. des plans paralléles & Ozy des surfaces
représentées par cette intégrale compléte.

3° Toujours dans les deux systémes de coordonnees former Uéqua-
tion aux dérivées particlles du second ordre des surfaces (1). :

§° Déterminer complétement les surfaces telles que TH = CD.
SoLuTioN. — 1° On a trés aisément

(2) TH=ps+gqy, CD=gz—py,

et lequauon (1) est, par suite,

(3) pT gy = ?(qx—-py)
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Les segments (2) sont susceptibles de signes mais ceci-n’influe pas sur la
structure générale de I’équation (3) tant que la fonction ¢ n’est pas déter-
minée. En coordonnées semi-polaires, (3) prend la forme

6 o ra=e (%)

2° Il est. évidemment indiqué de commencer l'intégration sur (4). En
posant ‘
03 ‘
=% ona r;;:cp(a),
d’ou
s=ab+q¢(a)logr—+ec.

Ceci est une intégrale compléte. Elle représente des hélicoides dont !'in-
tersection par des plans de cote z constante dans des spirales loga-
rithmiques.

3° L’équation (3) constitue une intégrale intermédiaire pour I'équation
"de Monge-Ampére

(@2 y*)(rt —s?)+ (px — gy )(t —r)—2(py +q@)s—p*—q?=o.
De méme (4) pour
?z \2_ dz %_{_ 02z
"\ora8) T a0t \or " "ot
4° Ici il faut considérer la double équation
a3 0z
— =t =
"or T 9w
dont I'intégrale générale est
z = f(8xlogr).
EPREUVE PRATIQUE. — Le probléme de Uépreuve théorique conduit &
la considération des hélicoides

z=ab + blogr+c,

ol a, b, ¢ sont trois constantes et r, 0, z des coordonnées semi- polau es.
- On demande les lignes asymptonques de ces hélicoides.

SorurioN. — La surface
x =rcosh, y =rsinb, z2=23(r,0)
a ses lignes asymptotiques définies par 'équation différentielle

r{zz—zdﬂ—i—' _dlz
or? *\"ara8 — a8

>drd0+r<dz+r0z

J62 ﬂ) d¥r=o.
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Bien que ce ne soit pas indispensable pour le. cas présent, c’est un excel-
lent exercice que de former cette équation qui s'applique évidemment a
une surface quelconque donnée en coordonnées semi-polaires. Pour les
hélicoides indiqués elle se réduit a

br2db 2— 2ar drdb —bdr2 = o.

Les variables sont immédiatement séparées et I'on a deux familles de
spirales logarithmiques pour projection des asymptotiques sur le plan z = o.

(Toulouse, novembre 1925.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1. On donne l’équation aux dérivées partielles
x(cz—by)p+y(ax—csz)qg =3z(by —uaz).
Déterminer :

1° L’intégrale générale;
2° L’intégrale gui passe par la droite

axr =by = cs;
3° Le plan tangent a cette derniére surface au point

_k _k _k
.Z'—-;’ }’—‘b-: T = —-

1. Trouver les trajectoires orthogonales des cercles
& = a + rcosh, ¥ =2b+ rsinf;

o a, b, r sont fonctions du paramétre u, en déterminant 8 en fonc-
tion de u. '

Application, — Zrouver les trajectoires orthogonales des cercles nor-
maux & Uaxe Oz et & la parabole y = 22 en un de leurs points d’in-
tersection. _—

M étant ce point commun, on aura intérét & employer comme para-
métre u l'angle de la tangente en M a la parabole avec O z.

EpPREUVE PRATIQUE. — ITI. On donne Péquation

(z+1)y'—a2y'—(x—1)y =2ze %,

Lintégrer sachant que U'équation sans second membre admet une
intégrale de la forme e’x. ’



— 188 —
INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. Le systéme associé donne les inté-
grales premiéres i _
ax+by +cz=a, xys=B;’
d’ou 'intégrale générale
ax+by+cz=9(xyz)
et l'intégrale particuliére
(ax + by + ¢z)¥= 27abcxys.
C'est un cone, qui admet az = by = ¢z comme génératrice double.”
II. La relation d’orthogonalité
sinf dz — cosb dy = o,

dasin — db cost — rdi = o

0
donne, en posant tang; =y,

.20 ,1— 92 2r dv_o
1+ 02 T2 1+ du
c’est une équation de Riccati.
Dans le cas particulier et avec la notation indiquée,
oz ' . x tangu .
a==, b=o, 22 = tangu, r= = =
2 2C0oSU 4 cos?u

et I'équation devient
0 —tangu = =o
: &% Tu ’

III. L’équationvsans second membre admet I'intégrale -

Yy =er¥,

La substitution y = zet#-donne
(& +1)3"+ 223 = 2 we27,

d’ou l'intégrale générale demandée

y=e*(x+1)+ Ce“x<x’+ 3z + g)

(Besancon, juin 1925.)
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* EPREUVE THEORIQUE. — I. L’égquation

@y YW (@ — h

ne change pas quand on pose.
z = xl + k, y=-ekzy, (k const.).

Si on connait une solution F(z), on peut d’apres ce qui precede
en écrire une autre.

Obtient-on Uintégrale générale en ajoutant ces solutions respective-
ment multipliées par des constantes ?
Quelle est l’intégrale générale ?

0. Intégrer l'équation aux dérivées partielles
"Z+ap— By qi— X3Pg = 0.

Ftudier la surface iritégrale singuliére.

EPREUVE PRATIQUE. — III. On donne la surface S,
o 2
z=ul+vy, ¥y =ud+ up, z=u’f+§u2v.

1° Déterminer le plan tangent.

2° Quelle relation existe entre le plan tangent au point M et le plan
osculateur au méme point M de la courbe v =0?

3o Déterminer les lignes asymptotiques de S.

4° Construire les pr ojections sur xzOy des lignes asymptotiques
passqngparx_ 2, ry= %, 5=

BMESN
.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. Par la substitution donnée, '’équation
donnée ne change pas. Ainsi & la solution y = F(«) correspond

y=eteF(zx —k). -

Ces deux intégrales ne sont pas indépendantes si

F(x) ek F(x — k) —

F'(z) ereF'(x — k)+ kek*F(zx—k) |
’ ) r E ;}:2 x
F(x_k)———(m-—-]f)=F(x)——$=C, F(‘x)=ez*64'

F(z—k) F(z)
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Des fonctions de cette forme satisfont a I'équation donnée

) (G2+1—h=0);
d’ou l'intégrale générale :
x? x? -
= +Vh—12x = —yh=1
! —+ 0262 .’S.

y=Ce?
II. Le systéme associé donne la combinaison
dz 49 _, ge=a
z q 9r =%

d’ou Vintégrale compléte ;
_ay+blaxz—1)

et lintégrale éinguliére

HL 1° 2023w+ 0)(X —2) )
- —4uut+o)(Y—y)+3(u+v)(Z—z)=o0.
2° 6ut(X —z)—8ud(Y —y)+3ut(X—2)=o,
identique au plan tangent pour ¢ =o.
3° (5u?y + ¢2) dut— 2uddudy = o,

u
C—vu

@ =

~ 4° Ce sont la génératrice ct la ligne asymptotique passant par

3

Uu=I, P = -
2

(Besangon, octobre 1925.)



