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CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Alger.

Epreove EcmiTE. — l. Question de cours. Mazimum et
minimum d’une fonction de deux variables indépendantes.
Etude détaillée du cas douteuz.

Application : Distance d’un point & une sur face.

II. Probléme : 1° Intégrer l’équation aux dérivées par-
tielles
9’y +pr—y =o0;

20 Equations des courbes caractéristiques (Relations
entre x, y, 3);
3° Déterminer la surface intégrale passant par la
courbe :
y=xr+1.

z=x*—1;
4° Cette surface a pour équation

22—
Z=y ———-
gpeT
Equations des lignes asymptotiques de cette surface;
5° Former l'équation donnant la direction des lignes
-de courbure (on n’intégrera pas).
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INDICATIONS S8UR LA S8OLUTION. — 1° On a & intégrer le sys-
téme
dv _dy = dz _ —dp —dg

x 29y 2y—px P -1’

on a les intégrales immédiates

(1) PZ = PoZy,

(2) y(g*—1) =yo(qi—1),
2091 __ Qo1

(3) z q+1~z°qo+1

En substituant y et px = pox, dans les troisiéme et cin-
quiéme rapports, il vient

dz qr+1

L -1 a0

Pk (=T
d'ou

— q 9o
(4) z—za——Poxo[l_—q,'—‘l—-_—q—aﬁ]'

2° En éliminant p, ¢ entre (1), (2), (3),(4), on a les équa-
tions des courbes caractéristiques.
En posant pour abréger

A= T
r? qo+1
on obtient N -
N 7
Z—Zo-':}’oxol_T - 1——093]’

Ay = yo(gi—1).

3° Pour déterminer la surface qui passe par la courbe, on
pose

Po €t g, seront déterminés par

(g3 —1) Yo+ PoTo= 0,
po+nqou——2u.—=o. ;
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Une solution évidente est :

go=1, =0;
d’o Po ’
P =0, q=1I.

On a une premiére surface
y—z=2.

La solution intéressante est

o ut—1 _ fu
=m0 Po= W
On en déduit
I
A:—z-:;

d’ou

4° L’équation des lignes asymptotiques est

g 1— 32
2z dy dz + y dx T =
dz = o, x = const.
et
dy 1— 322 .
y  ex(xt+1)
d’ou -
zry = c'(1+ 2?)%.
5° Lignes de courbure :
dz + pdz _ @+ gdz
: dp dg
ou

[(x+p2)s — pgrldz+ [t(1 + p?) — r(1+ q?) ]| dz dy
+ [ pgt —s(1+ q?)]dyr=o.
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Pour le cas actuel,

__4zy _xt—1
P= 1= 525y’
. 1— 322 4 ‘
re= 4y — § = ———— =0
1) (z2+ 1)’ (w212’
On trouve

[(x24 1)+ 4y2(1 + 32t)] do?
—hay(1=3x) a2 +1)dr dy — 422 (1 + 22)2dy?=o.

KPREUVE PRATIQUE. — |. On donne les paraboloides

9

A S
3 7 £=

)
222

“3” -+ 3)f2+ 25— 4§ = o.

o

1° Volume compris entre ces deuxr surfaces et les
plans Oz, yOz.

2° Centre de gravité de ce volume.

11: On considére U'intégrale

dz .
f(z -+ 2)\5/33(1 — z)?

1° Calculer cette intégrale le long d’un cercle de centre
origine, de rayon supérieur a 2.

2° Le long d’une couronne circulaire de centre O (un
cercle de rayon supérieur a 2, le petit cercle de rayon
compris entre 1 et 2).

3° Calculer Uintégrale réelle

! dx
Sy (@) Ve =)
INpICATIONS SUR LA soLuTioN. — I. Les deux paraboloides

se coupent suivant une courbe qui se projette sur 2O y sui-
vant Pellipse .

224 4y = 4.
On a

2(81—433) =4 — 2% — 4y2
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Si I'on pose
xr = 2r cosf,

y = rsinf,
on aura
0<0<71:1 oL r<i,
J;g,:gr,
V=ff(z""2)dxd}’=ff4r(l—r’)drd0,
v=1, *
2
VE:ff(zl—ZQ)zdxdy: /‘f4"(l—"2)2l‘cosedrd0
- .
’ ! N 16
= cos9 db 872 (1—r2)ydr = —;
Jo Jo 15
d’ou
32
¢= Hr

V""ff4r(l~r’)r51n0drd0_—,
1511:
V*—f [f‘dmd}’dz—/fz‘ 2 a4z dy;

or
4r2 .
2} —32=(1—r?) A—Tcosﬁ—zr?sm?ﬁ ’
57— 33 5r2 r2cos26
! —(1—12)<2——6—+—6—>’

V= /“/‘fzr(l—ri)[z—-z? r’cgs20] dr db,

c’est-a-dire simplement

VC:ff2r(l——r2)<2—-5%2)drdﬁ

2 1 2
:f dﬂu( 27‘([—7‘2)(2——5—6"—)({7‘:-725)(%%;

d’ou
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II. 1° En prenant pour coupure la demi-droite o 1+ oo,
posant pour un point quelconque M,

3 = reiy, 3 —1=r'e?d
avec

ol o<Lg¢<<e2m,

je précise les radicaux de la fagon suivante :

De sorte que pour un point compris entreo et 1 (¢ =0,0' =,
le radical soit réel.

Chacune des déterminations de radical est monodrome
quand on tourne a la fois autour des deux branchements o,1.
A P'extérieur du cercle de rayon supérieura 2, il n'y a pas de
point critique. L’intégrale a la méme valeur quel que soit le

rayon du centre. Comme 3f(z) — o0 quand | 5| augmente indé-

finiment,
f = 0.
C

2° Entre les deux cercles C(r>2), c(i1<r<a2), il
n’y a que le pole simple z = — 2.

Donc
. =+ =amiR,
fc\ L,

R étant le résidu relatif a ce pole,
1
R=1lim(z+2 (3)= —/—————-
(e () = g
Pour ce point 3 =—2,0na

r=a2, r'=3,

p=m ¢=m

En appliquant les formules déterminant le radical on a
donc
2 3n
57

3
535>

5;/z.’(l—z)’: 2
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3 _2 _3,

. —ia 5, 5T
f =—2xi2 %3 %¢ > .
l‘\

3° Intégrons le long du contour formé de ¢ et d'une cou-
pure le long de l'axg réel positif, — contour & lintérieur
duquel il n’y a pas de point critique. Les intégrales sui-
vant les petites circonférences entourant les points o et 1
tendent vers zéro. Il reste seulement

1

r . 1 0
f +f -l—f -+ +‘/ =0,
0 (bord sup.) 1 (bord sup.) r(bordinf.) 1 (bord inf.) c \5
or
r 1
f + f —o.
1 r

D’autre part, en un point de o,1, bord supérieur,

P =0,
9 =m,
et sur le bord inférieur . |
¢ =2m,
P =m.
En deux points vis-a-vis le radical se retrouve multiplié
par ;:zm.
Donc

* ' 32‘1!
[ e xemim
1 (inf.) 0 sup.)

d’ou I'égalité finale

1 ___M 323,

f (l——e f =omia 535e8
o'tsup.) .

ou

1 dx 1
f (z+2) Ve (—ar wn L

sin ?

, (Alger, juin 1924.)



