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SUR LES POLYNOMES HYPERGÉOMÉTRIQ11ES;

PAR A. ANGELESCO,

Professeur à l'Université de Cluj (Roumanie).

Les polynômes h ( M sont les polynômes déduits de
la fonction de Gauss

en donnant à a des valeurs entières et négatives. Une
suite de polynômes h sera donc une suite de poly-
nômes Fn de la forme

AI = o, 1,2, . . . et où p,/ et yn désignent des fonctions
de AI.

Nous ne savons pas su en dehors des polynômes
F ( — / i , ^- |-7i , y, x) de Jacobi (2) on a déjà étudié
d'autres suites de polynômes h. Dans le présent tra-
vail, nous nous proposons d'étudier trois autres suites
remarquables de polynômes h.

(*) Nous désignerons par la lettre h le mot hypergéométrique,
(2) Voir, pour la bibliographie complète des travaux sur les poly-

nômes de Jacobi, l'article Généralisations diverses des fondions
sphériques, par iMM. P. APPELL et A. LAMBERT, de VEncyclopedie
des Sciences mathématiques, édition française, t. II, vol. \ '
fasc. 2.
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1. Considérons le développement de l'expression
(i H- oc)*(i-f- VLX)V' suivant les puissances" de a, ). et f*
étant deux paramètres réels, et posons

(2) ( i - r OL)^(\-\-9X)V- = S a ^ P ^ O , Xt H1)-

On voit immédiatement que

(3) P , ( g , ) , K t ) =
X ( X - « ) a n j 0

— Q . . . a —w
7 r-ï

ou bien, à l'aide de la fonction (1^,

( 4 ) P„(ar, X, ;ji)

X(X — i ) . . . ( X — - n - h i ; .
~ \ L F ( — n, — fx, À — /i -r- 1, v).

Les polynômes Ptl (4) sont donc des polynômes h.
D'après une formule de Jacobi, que nous retrouverons
dans la suite, on a aussi

De la formule (4) il résulte que le polynôme Pw

satisfait à l'équation différentielle de Gauss

(6) x(\ — oc) y"'-+- [X-Hi — Ai4-(/i-f-fx — O^]^'— nKT = = o-

2. Du développement (2) on peut facilement déduire

(*) Nous désignerons, le plus souvent, le polynôme Pra (x, \,
par PM.
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un grand nombre de relations. Voici quelques-unes :

- ^ P„__„

(10)

II

X(X — i ) . . . (X — n - f - i )

( u ) Pn(x, 1-r-l. li-^-m)=^àï
>

n ,(a?, X, fx)P,(:r, /, m).

Remarquons, en passant, que de chacune des rela-
tions (8), (9) et ( 10), on peut déduire des expressions
du polynôme Vn sous forme de déterminants.

3. Pour mettre le polynôme P„ sous forme d'inté-
grale, partons de l'égalité

( i a )

o et | a | < 1, égalité qui se vérifie en changeant r

e n y, . On déduit de là
1 4

X < o, (A < o, | eux | < 1 et I a | < 1, le domaine d'inté-
gration étant r^o, s^o. Faisons, dans cette intégrale
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double, le changement

r=u(i — v) et s = uv.

Le nouveau domaine sera

et D < " - ' >
D(u, v)

de sorte que l'égalité précédente ( i 3 ) deviendra

(i+a^i + a ^ a • f f e-«u-M î
1 v.— À J 1 1 — P-; Jo

X / e-awli-p + p^d—r)-),-ip-!J.

• oo

En remplaçant le premier membre par son dévelop-
pement^) et dans le second membre e~au^- v+vx) par
son développement, on obtient

('4) l ' « = ( - ^

r1

/
X / ( vx -+- 1 — P ) " ( 1 —- ç)-^~

formule qui se vérifie sans difficulté.
En multipliant les deux membres de (i4) P a r a'2 e*

en ajoutant ensuite les égalités obtenues en faisant
n — o, 1,2, . . . , on arrive à la formule

(1 5 ) (i + aj^i + aa;)^

rl •

où l'on suppose | a | <C 1, | a J71 <^ 1 et où Ton a posé

Faisons quelques applications des formules ( i 4 )
e t ( i 5 ) .



a. Si dans la formule (i4) nous remplaçons x par
(ux-\-i— M), en remarquant que

on est conduit à l'égalité x

Vn{UX~\-l U, X , JJl)

(/i — i)!

6. De la représentation par intégrale (i4) on peut
déduire, sous forme d'intégrale définie, un grand
nombre de fonctions génératricespourlespoljnomesP^.
Par exemple

2 ni

où | a | < i et | OLX |

A

égalité valable quels que soient a et x.

c. En multipliant les deux membres de ( i5) par
( !_j_a)* et en développant sous le signe d'intégration
l'expression

* ( a ? H - i — P ) ] X + » *

par la formule (2), on arrive à l'égalité



qui généralise la formule (i4)> qu'on retrouve en fai-
sant k = o.

d. Changeons dans l'égalité (i5) a en —a et puis
multiplions ses deux membres par a a( i — a)6 . En inté-
grant ensuite de o à i, par rapport à a, et en tenant
compte de l'égalité

ƒ ual(i — w/'-Ui- xu) cdu=~— ~F(c,a,a~+-b,x),
,'0 V(a -+- b)

qui se vérifie immédiatement, on arrive à la relation

F({x, a, a -h b -h A, T)

= ——;—- -7 - / F ( X -+- JA, tf, a -*~ b , v x -*<-\ — P )

X ( r — v)->-* v-\h-i di\

où l'on suppose), < o , a <̂  o, X -f- a >> — 1, b^> — X,
a > o.

<?. Transformons J'égalité (i5) de manière à pouvoir
déduire une autre représentation par intégrale des
polynômes Pw. Remarquons d'abord que l'on a

1 4 - QL(VX -+- 1 — v) — ( 1 - + - a a ? ) p - i - ( 1 — C ) ( I + Î ) ,

de sorte que l'égalité ( i 5 ) peut s'écrire

r* f

" " . ' 0

égalité qui est valable, en supposant a et b réels, pour
o < a < 2 et o < i < 2. En remplaçant dans cette

égalité a par 1 -f-1, et b par h t7 nous obtiendrons
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égalité qui est valable, en particulier, pour o < t < i
et # > i . Écrivons, sous le signe d'intégration, à la
place de

[ t œ - h v - h (i — v)xJ^-H1-

l'expression équivalente
f tr \ ï^V-

|_ P - f - ( l — »)X\

où le second facteur sera remplacé par son développe-

ment suivant les puissances de ; > Quantité
r P H- ( 1 — v ) X *

qui reste, en valeur absolue, inférieure à Tunité pour c
compris dans l'intervalle (o, i) si x^>\ et tx <^ \.
Nous sommes ainsi conduit à une autre représentation
par intégrale

Cette égalité, que nous avons obtenue dans l'hypo-
thèse x ^> i, est valable pour toute valeur positive de x.

4. Si dans le développement (a) nous faisons les
changements

y -

on obtient le développement

07) [i^^(r^^^^)riin-?(r--v/r2-OI''
où

(i8) U»= {y -+- V ' j^ZÏ)»pB C^Z l^ l z : . ! , X,

En faisant dans la formule (i/j) le changement de

variable v = u~lrl et en tenant compte de (18), on voit
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que

du.

Cette formule nous permet de séparer, dans Uny la
partie rationnelle et la partie irrationnelle.

En supposant X = p. le premier membre de (17)
devient ( 1 -f- 2 [3 y -f- (32 )>>, de sorte que les fonctions Un

se réduisent aux polynômes de Gegenbauer.
Passons à une autre suite de polynômes h.

5. Dans le développement (2) changeons a en ax
et x en 1 •; nous obtenons ainsi le développement

(19) ( [ -t- a j ) ' li + a(x - i ) p = 2a«Q„(.r, X, fjt),

OÙ

(20) Q«(.r, x, fjL)=^p

Des relations obtenues pour les polynômes Vn on
peut, à l'aide de la formule (20), déduire des relations
en Q„. En particulier de (8) et de d4) on déduit, en
écrivant Qn pour Qrt(jr\ X, pi),

(il) (n -h ' 2 )0^^2^- f(/i H- 1 — fA)(ar— 1) -I- ( / i-hi — X)a-]Qn+,

-+-a:(.r — i ) ( n —X —

De cette dernière relation il résulte que

dx

ce qui nous montre que les polynômes Qw. forment une
suite de M. Appell. Donc, à Faide de la formule de
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récurrence (21), on trouve Féquation différentielle
( 11 ) x(i — x)y"-h [fi. — Ai-f-1 — (X -f- (A — 2/14-?.)x]y'

+ n ( À + |JL — /i-l-i ) j ' = o

à laquelle satisfait le polynôme Q„. Cette équation
étant une équation de Gauss, le polynôme Qn sera un
polynôme h et l'on voit que

X F ( — /*, X -H ja -h 1 — n , {Jt -h 1 — / i , # ) .

6. Mettons, sans utiliser la formule de Jacobi, le
polynôme Qn sous une forme analoçue à (5). Partons
pour cela du développement suivant les puissances
de a, de l'expression (1 — x — a)x(x-f-a)^ par la for-
mule de Taylor, donc du développement

(24) ar^ii — a7)M n — \ 1+ -

En remarquant que

et en changeant dans le développement (^4) a en
OLX(X — 1) nous déduisons que

En comparant les formules (23) et (26) on a la for-
mule de Jacobi

F ( — n , X -h p. -+-1 — n, (Jt -+-1 — n, or)

L — l ) . . .( «J. rtH-Ijote

formule que nous avons utilisée précédemment.
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7. Les polynômes Qrt se relient d'une autre manière

simple aux polynômes Pn. En effet, changeons dans la
formule (a3) À et JJI respectivement en n — X — u. — i
et X; nous voyons alors, en tenant compte de (4), que

Prt(a?, X, [*)*=(—i)"Q«ia?, 7i—•} —fx — i, X).

Par suite, les deux relations

P « ( a ? , X, u ) = ( — x)"Yn ( i — - , /* X — ,u — i , X ) ,

Qn ( x , X , JJL ) = ( x ) n Q „ [ i — ~, n — X - u — i , X J .

Les polynôme^ i'n et Qrt satisfont donc à une même
équation fonctionnelle.

8. Nous avons vu que les polynômes Qn forment
une suite de M. Appell. Du développement (16) on
déduit

e*x I dv

-h | i .)( X H- JJL I ) . . . ( X ~h \X—

La fonction génératrice, au sens de M. Appell, est

A / é f - ^ d —^;~X ip u î ^ p ?

donc la fonction de Kumraer

f* —

9. Les seuls polynômes /2, formant une suite de
M. Appell, sont les polynômes Qw. En effet, les poly-
nômes V*, étant des polynômes A, ils doivent satisfaire
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à Féquation différentielle

(28) x{\ - x) y"-h [ Y « - (P„- n -h !)*]ƒ'-h n$ny = o,

J3* et y„ étant des fonctions de n. Ces polynômes for-
mant une suite de M. Appell, Vw_, est égal, à un fac-
teur constant près, à V^. En dérivant l'équation (28)
par rapport à #, on voit que l'on doit avoir

P«=iV-i— 1 et Y/i=Y«-t—'•
Donc

%—$o—n ei V / 1 =:Y0—n.

De sorte que, en prenant p ( )= A -f- \x-\- 1 ety0 — JJL —|— 1, §
l'équation (28) devient identique à l'équation diffé-
rentielle (22) des Qn.

Nous allons considérer une dernière .suite de poly-
nômes h.

10. Nous déduirons cette nouvelle suite du dévelop-
pement (2) en changeant x en (1 — x). Posons

d- i -a )Hi + a ( i - x)\V<==Z*»nn(a;y ) , jx),
d o n c

R„(a7, X, JJ.) = Pn(\ — x, X, JJL).

De l'équation (6) on déduit l'équation différentielle

x( 1 — &)y"— fx H- fx — (11 H- a — i)&]y'— npy — °

à laquelle satisfait le polynôme R»(#, X, JA). Donc

n , . . (X -+- fx) (X -4- fi - f ) . . . (À -4- ix - Al H- I )
nn{&, A, {i.) = ^-j

X F ( — n, — {x, — X — (x, a?) .

En appliquant la formule (26) de Jacobi, nous
voyons que



Nous voyons, comme précédemment, que

Put*?, X, fi) = (—i)"R»(a?, — |JL —X-H/ i — i , p.),

Rn(a?,X, jx) = (—i )»R„( i —.r, — JJL — X -+- n — i, fx),

P»(tf, X, t i ) = (—i )«P„ ( i —a?, —jx — X - t - n — i , jx).

Indiquons, enfin, la formule

)« r (n —X —fx)
x, jx) =

C f (

qui nous montre que

n\ r(—X)T(— |
i

X ƒ ( l - «

lim
( X H - JX) ( A - h tx — i ) . . . ( X -+- (x — n - h i )

L'intégrale du second membre a pour expression la
fonction (27). Les polynômes Rrt se réduisent donc,
dans un cas limite, aux fonctions de Kummer.

Nous allons considérer à présent d'autres suites de
polynômes, qui ne sont plus des polynômes h, mais
qui se relient d'une manière très simple aux poly-
nômes Pn, Qn et Rrt.

11. Changeons, dans le développement (2), ^ e n -

et faisons ensuite croître JJL indéfiniment. Nous sommes
conduit au développement

(•29) (i H-a)* <?»•*= 2a»A„O, X),

OÙ

„ ( * , X ) = l i m Vn(-, X,
|X = « \ ^



donc, d'après la formule (3),

X(X — ^ ' i —
A»(ar, X ) =

n\

X ( A — i ) . . . ( X — n -h 2 ) x xtl

H (n — i ) ! 7 ~f""*"4~ ÂTT

De la relation (5) il résulte que

( jO ) A ji \ X, V ) — : 5T % 6 Ï I

et de l'équation (6) on obtient l'équalion différentielle

xy" +(À + i — n -\- x )y' — ny = o

à laquelle satisfait le polynôme A,,.
De la formule (i4) on peut déduire la représenta-

tion par intégrale du polynôme Kn. Il est plus simple
de partir de l'égalité (12), qui peut s'écrire, après avoir
multiplié ses deux membres par ear,

1 /* °
" = r— / e~w ea ( x~a ) u^-1 du,

de sorte que, en développant les deux membres d'après
les puissances de a, on obtient la formule

O , X ) - ' f
ni 1 {— A) j 0

I a K i, formule que l'on peut vérifier facilement et
sur laquelle on voit que les polynômes Aw(#, X)
forment une suite de M. Appell.

12. Si dans le développement (2) nous changeons a
en ^ et x en \x et nous faisons ensuite croître A indé-
finiment, nous avons le développement

(32)
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OÙ

Donc, d 'après ( 3 ) ,

A?! (n — i)! i (n — 2 ) ! 2!

De la formule (5 ) écrite sous la forme

on déduit

(33) Bw dxn

En faisant JJI = O, dans cette formule, on retrouve
une formule d'Halphen

De l'équation (5) on abtient l'équation difiFérentielle

à laquelle satisfait le polynôme Bw.
Entre les polynômes précédents An et les poly-

nômes Bn il y a la relation simple

de sorte que de la formule (3i) on déduit

(34) Bn(x, X) T F f



d'où il résulte l'égalité limite

lim n\Bn ( - , X ) = r^-r— / e-^^^u^-^du;
n=oo \W / H— X) . / o

donc, en tenant compte de (12),

lim n\Bn(-, {) =3(n-a?)V

pour | a? | «< 1 •

13. Écrivons le développement (2) sous la forme

et faisons ensuite croître pi indéfiniment. Nous sommes
conduit au développement

Les polynômes G«(a:, y) sont les polynômes de
KLummer ( ' ) et se relient au polynôme P„ par l'égalité
limite

Cn(x, Y ) = l im Pn (1-4- - , 7 — fi, f i ) .

De la formule (5) on déduit la relation connue

<r 1-HY pX Alt

C ( ) ( ) - I ( -r - ien*,

(!) Voir la Monographie des polynômes de Kummer, par
M. P. HUMBERT, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques,
décembre 1922.



laquejle comparée à (3o) nous montre que

Donc, en tenant compte de (3i),

( 3 5 > n » f 3 - ' T ) = w ! r ( T l W H - , )

formule qui est peut-être nouvelle.
Nous allons considérer une dernière suite de polj

nomes que nous déduirons du développement (19).

14. Ecrivons le développement (19) sous la forme

et faisons croître pi indéfiniment. Nous sommes conduit
au développement

l + « ' rr: £ a" D w < X, X),

où
D „ O , X) = l im —- Q7i(fji.r, A — (JL, tu).

De même que nous avons déduit la formule (33)
de (5), on déduit de (25) la formule

De l'équation différentielle (22) on obtient l'équa-
tion

[i + ( i « — X — 2)07]^ '4- /?(/i — X — 1 ) ^ — 0

à laquelle satisfait le polynôme Du(x, ~k).
Les polynômes D„ se rattachent aux polynômes Cn
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et Bn par les relations simples

D«(a?, X) = ( - i )«B„O, 7i — X— i).

A l'aide de ces relations on déduit, soit de (34), soit
de (35) la représentation par intégrale

D , , ( x , X ) = ƒ c-wax-"(i — ux)n du.
n. l ( À — /? -T- i ) ,yo

15 Four terminer, remarquons que des suites de
poljnomes considérées, on peut déduire encore d'autres
suites. Partons, par exemple, du développement (2).
On a

En divisant les deux membres de cette égalité par
et en faisant ensuite tendre a vers zéro, nous aurons

(1 -f- a)>'Lnj»(i -hOLx) = S a « E „ ( r , X),
OÙ

X(X — 1 >.. .(X — / * - * - ! ) !
En(x, X) = litn - Pn —

Au polynôme P„ se rattachent encore les poljnomes
qui proviennent du développement des expressions

(1 -f- a ^ j ^ L o ^ i 1 +- a ) , L-)g[ 1 -+- a ) ( i -f- a r ) ] .

A tous les autres poljnomes considérés se rattachent,
de la même manière, d'autres suites de polynômes.
Leur étude ne nous paraît pas présenter un intérêt
particulier.

Sur le développement des /onctions en séries des
poljnomes considérés, de même que sur l'extension, au
cas de plusieurs variables, de ces poljnomes, nous nous
proposons de revenir.

Ann. de Mathemat.. 3e série, t. III. (Février 19^.; «4


