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SUR LES POLYNOMES HYPERGEOMETRIQUES ;

Par A. ANGELESCO,

Professeur & ’Université de Cluj ( Roumanie).

Les polynomes h (') sont les polynomes déduits de
la fonction de Gauss
2.8 :x(x+1)B(B+1)I_)+

(1) P(a,{i,y,x):lﬂ—l—'—.—{x—k WYICES))

en donnant & o des valeurs entiéres et négatives. Une
suite de polynomes A sera donc une suite de poly-
nomes F, de la forme

F,= F(‘— n, ?m Yrs x)

n=o, 1,2, ...etouf, ety, désignent des fonctions
de n.

Nous ne savons pas si.en dehors des polynomes
F(—n, B+n, v, x) de Jacobr (?) on a déja étudié
d’autres suites de polynomes k. Dans le présent tra-
vail, nous nous proposons d’¢tudier trois autres suites
remarquables de polynomes 4.

(1) Nous désignerons par la lettre & le mot hypergéomeétrique,

(?) Voir, pour la bibliographie compléte des travaux sur les poly-
nomes de Jacobi, I'article Géneéralisations diverses des fonctions
sphériques, par MM. P. AppeLL ct A. LAMBERT, de PEncyclopedie
des Sciences mathématiques, édition francaise, t. II, vol. V’
fasc. 2.
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1. Considérons le développement de l'expression
(1 + o) (14 ax)* suivant les puissances de a, X et
étant deux paramétres réels, et posons

(2) (1—ap(1+ox)t=SarP,(z, X, p).
On voil immédiatement que

Mi—1)...(A—n—+1)

n!

(3) Pn(xy )7 !"') =

e AMA—1)...(dA—n+12
_l_ (n-—l)! ).’l:'-i-...

" p.(y—l)...(p——n—4—x)x”
n! ’

4

ou bien, a l'aide de la fonction (1).

(4) P'L<x> )‘1 ZJ’)
M —n) .. (A—n+1)

1 F(—n,—p,A—n-1, r).

Les polynomes P, (') sont donc des polynomes h.
D’aprés une formule de Jacobi, que nous retrouverons
dans la suite, on a aussi

n R .
\3) P,= ;:_' Zn—v‘A(l — zv))d—LL—H ‘%—”[J)"(l —z ) }—y-—l].

De la formule (4) il résulte que le polynome P,
satisfait 4 I'équation différentielle de Gauss

(6) Z‘(l—-x)]';+[)\+l—-n-l—(n—l—-p.—l)x]‘y'——ny.yzo.

2. Du développement (2)on peut facilement déduire

(!) Nous désignerons, le plus souvent, le polynome P, (z, ), 1)
par P,.
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un grand nombre de relations. Voici quelques-unes :

dp dP
(7) d;+‘=}Ll)n~—2‘7£=Hi)n(1', Ay P-"'l))

(8) (n=2)Pppa+[n+1— A+ (n+1—p)z]Ppyy
+z(n—h—p)P,=o,

p-(;.l—-l)..’;('p.——-nj—_l)xn

(9)

imn 2O A X
._._.2(_”1 (A+1)e. (A4+i—1)

i!

Pr,
=1 ¢
AMA—1)...(A—n +1)
B n!
:2(—- 1)’}1(*“‘— [)“.}(P‘—.—l.—')xl[’

13

(10)

n—ty
=0
i=n

(11) Po(z, A 1. p+m) :Z P, (2, x, p)P(x, I, m).

=0
Remarquons, en passant, que de chacune des rela-

tions (8), (9) et (10), on peut déduire des expressions
du polynome P, sous forme de déterminants.

3. Pour mettre le polynome P, sous forme d’inté-
grale, partons de I'égalité

1 @®
12) I+ = —— f e—1\1+a) p=h—1 dr,
( ( ) .,

A< oet|a|<<1, égalité qui se vérifie en changeant r

en ——. On déduit de 1a
1+a

(13) (+aP(1+az)¥
1

— —T—5—0(r+5) A1 g-—1 gr d:'
(=) T (—p) S

A<o,p<o,|laz|<1 et|a]<1,le domaine d’inté-
gration étant r2o, s>o. Faisons, dans cette intégrale
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double, le changement
r=u(1—v) et s = uv.
Le nouveau domaine sera

1 et = u,

D(r, s)
|5

de sorte que I'égalité précédente (13) deviendra
I £l
(+aP+arem [ e~ u—h-t—1 du
) PETEOTED
1
X [ e-au(ﬁ—w»vx'(]_(v)—).—l‘)<}1—~l dy.
<o
En remplagant le premier membre par son dévelop-

pement (2) et dans le second membre e-ox(t-v+r par
son développement, on obtient

(—1)» Dln—A—p)
4 >, =
(14) Py AT T =T = )

1
Xf (0 4+ 1— )" (1=~ p)"M=1p—4=1 dp
)

formule qui se vérifie sans difficulté.

En multipliant les deux membres de (14) par a” et
en ajoutant ensuite les égalités obtenues en faisant
n—=o,I, 2, ...,onarrive a la formule

(15) (+a) (a4 azx)*
i .
=A [ [1+a(cz 41— 0)P+i(1— p)r=1p—U=1 do,
Jo

ou I'on suppose | x| <1, | 2| <1 et ou on a posé

F(—A—p)

A= —— -8B |
L(—-2)T(—p)

Faisons quelques applications des formules (14)

et (15).
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a. Si dans la formule (14) nous remplagons z par

(ux‘—-{— 1— u), en remarquant que

v(uz +1—u)+1—¢ =u(Px +1—0) +1— u,

on est conduit a P'égalité .

Po(uz +1—u, X, )
i=n
(A+p—0)(A+p—i—1).(A+p—n
(n—1u)!

) ui(1—u)"—iP;.

i=o

,b. .De la representauo’r‘l par intégrale .(14) on peut
déduire, sous forme d’intégrale définie, un grand
nombre de fonctions génératrices pourles polynomesP,.
Par exemple

Y= o) =to=b~1 dp

[—o(vx +1—v)

A
0
n!
— n
()\—-i—}L)()\—{—{J.—-—l)...(7\—+—p.-—n+l)u

P,,

oula| <1 et |ax|<r;

1
(16) A / ex(vx+1—0) (1 — ¢ )=d=1 p=8—1 dp
o

ant Pn

=Z()\—|—y.)()\—&—-gx—l)...(7\+p.——n+l)’

égalité valable quels que soient 2 et .

c. En multipliant les deux membres de (15) par
(14 a)k et en développant sous le signe d'intégration
Pexpression

(+ )1+ a(vx +1— ‘,)]).ﬂL

par la formule (2), on arrive a I'é¢galité

1
Pp(z, N+ &, lJ.):Af P,l(vz+x——v,k,)\+}1)(l—v)—*—‘v—l‘do
0
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qui généralise la formule (14), qu’on retrouve en fai-

sant &k — o.

d. Changeons dans I'égalité (15) « en — « et puis
multiplions ses deux membres par a4 (1 — a)®. En inté-
grant ensuite de o a 1, par rapport a o, et en tenant
compte de I’égalité

1 . .
[ ur (1 —u)-1(1- zu) ‘(Iu:l(a)[(b)

NA I‘(a—_f_b)F(c,a,a—q—b,ar;),

qui se vérifie immédiatement, on arrive a la relation

F(u, a, a+ b+ 4, x)
_AT(a-+b)
T T(a)T(b) |

1
[ F(A+p, a,a +bvx+1—0)
[

X (1— 9 )==tp—#=1 dp,

oulonsuppose A <o, u<l o, A++u>—1, b>—),
a ™ o.

e. Transformons P’égalité (15) de maniére & pouvoir
déduire une autre représentation par intégrale des
polynomes P,. Remarquons d’abord que 'on a

1+a(vz+1—0) - +az)e+ (1—0) (1 + a2},

de sorte que I'égalité (15) peut s’écrire

1 1]
arbl = A [ [b0 4 (1—p)aP+b(1— o)1 p=t—i do,
©0

égalité qui est valable, en supposant a et b réels, pour
o< a<<2 et o< b< 2. En remplacant dans cette

égalité a par 1+t et b par-; —+ ¢, nous obtiendrons
(14t (14 tz)™

1
=Ax-} [ [tz + 0+ (1 — o)z (1 — p)M=tp~b—t gy,
Jo
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égalité qui est valable, en particulier, pour o << ¢t <1
et z >1. Ecrivons, sous le signe d’intégration, a la

place de

[tz 4o+ (1—orx]+re

Pexpression équivalente

[0+ (1—p)2]r+ut [l+ tr }MH

00—z

ou le second facteur sera remplacé par son développe-

ment suivant les puissances de =, quantité
e+ (11— iz

qui reste, en valeur absolue, inférieure a 'unité pour ¢

compris dans l'intervalle (o, 1) s1 x> et tx < 1.

Nous sommes ainsi conduit & une autre représentation

par intégrale

p, =" P(n—h--p)
" al D(—NT(—w)

!
_,u-)/ |«'—,—(l—t')wl}‘*V“‘"V'!""’dv.
o

Cette égalité, que nous avons obtenue dans I’hypo-
thése z > 1, est valable pour toute valeur poditive de a.

4. Si dans le développement (2) nous faisons les
changements

a=B(y+yVrt—1),

on obtient le développement

(17) L+ 8+ V=Dl + 8y - V=) = £Ba U,
ou

. —Jyri—1 .
(18) Un= (}’ -+ v‘_}"‘!— 1 )" Pn (J;—‘ﬂ_‘_“:‘l., /\, ‘U.> .
¥ = ‘/},2__,

En faisant dans la formule (14) le changement de

u-+1i

variable ¢ = et en tenant compte de (18), on voit
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que
Uo— (— 1) 22++H T (p— A — w)
"7 n! T'(— M) T(—p)

+1
X [ (y—uy/yrT—=D)"(1— w)r= (1 + u)b= du.
v —1

Cette formule nous permet de séparer, dans Uy, la
partie rationnelle et la partic irrationnelle.

En supposant A=y le premier membre de (17)
devient (1428 y + 32), de sorte que les fonctions Uy,
se réduisent aux polynomes de Gegenbauer.

Passons & une autre suite de polynomes A.

5. Dans le développement (2) changeons « en ax

1 . . »
et z en 1— -; nous obtenons ainsi le développement

(19)  tt=ax) [i+a(z —0]F= 2anQu(z, A, p),
ou

(20) Qn(r, A, [J.):.?:"P,l<!-—-:irr X, ;.L).

Des relations obtenues pour les polynomes P, on
peut, i l'aide de la formule ( 20), déduire des relations
en Q,. En particulier de (8) et de (14) on déduit, en
écrivant Q, pour Q,(x, %, p),

(200 (n+2)Qpee+[(n+1—p) (@ — 1) +(n+1—N)2)Qnty
+z(r—1)(n—hi—p)Q,=o,

(—10)2 T'(n—n—y) ! et .
=T T ) (@i,
N N [y 0

De cette derniére relation il résulte que

d
%ﬂ =(A+p—n)Qp,

ce qui nous montre que les polynomes Q, forment une
suite de M. Appell. Donc, a P'aide de la formule de
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récurrence (21), on trouve 'équation diftérentielle

(22) z(—2)y'+[p—n+1—(A+pu—2n-+2)zly
+n(A+p—n+1)y=o

a laquelle satisfait le polynome Q,. Cette équation
étant une équation de Gauss, le polynome Q, sera un
polynome / et I'on voit que

1): Ap—n i)
n!

(23) Qu=(—iyn =

X F(—n, h+p+1—n, p+1—n, z)

6. Mettons, sans utiliser la formule de Jacobi, le
polynome Q,, sous une forme analogue a (5). Partons
pour cela du développement suivant les puissances
de a, de I'expression (1 — z — a)}(z -+ a)¥, par la for-
mule de Taylor, donc du développement

A 2
(24) x¥+a—az) [I—{»——L] [I—I—E]

x—1 z.

== =2 — 2 o)t _

En remarquant que

[l = —apte o] = hfi— )]

1/1

et en changeant dans le développement (24) o en
ax(z — 1) nous déduisons que

— 3\ . dr
( n") x"’p'\l““x)"_'\(—[,—wu[xp'(l_x))‘]'

(25) Qu=

En comparant les formules (23) et (25) on ala for-

mule de Jacobi
F(—=n,h+p+1—n, p+1—n,x)
z"l'l"(l—-x)”—x dr

— —_ )
T ow(pe—r).. (u—n—(»l)dx"[xp([ =),

formule que nous avons utilisée précédemment.
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7. Les polynomes Q, se relient d’une autre maniére
simple aux polynomes P,. En effet, changeons dans la
formule (23) A et p respectivement en n — A — p —1
et ; nous voyons alors, en tenant compte de (4), que

Po(z, \, p) = (— 1) Qu(@, n—7 — mw—1, A\).
Par suite, les deux relations
P,(z, )\,lu.):(w.z')"P,,<l—i-‘,u 7.~§A-—1,)\),

ale, N, p)=( x)Q, (1— Lo - w—1, AJ.
M ; :

Les polynomes P, et Q. satisfont donc a une méme
équation fonctionnelle.

8. Nous avons vu que les polynomes Q, forment
une suite de M. Appell. Du développement (16) on
déduit

Ae‘”[ e—xv(1— p)=h-1yp—b=1 dp
0

_2 quﬂ(‘z‘v )‘, l-”)

A p) (A p—D. (- p—n41

La fonction génératrice, au sens de M. Appell, est
1
A[ e-av(1—v)-A 1p Y 1dp
vy

donc la fonction de Kummer

- (=~ pp—0n...(p—n-+1) n
(27) 2 n! ()\+{~1)()\—4—}J.——l)...(}\—k-p.——n—-}-'l)a'

9. Les seuls polynomes h, formant une suite de
M. Appell, sont les polynomes Q. En effet, les poly-
nomes V,, étant des polynomes #, ils doivent satisfaire
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a I’équation différentielle '
(28) xz(1—x) 'y"+ [1r—(Br—n+1)2]y' + nBry = o,

B et v, étant des foncuions de n. Ces polynomes for-
mant une suite de M. Appell, V,,_, est égal, a un fac-
teur constant prés, a V). En dérivant équation (28)
par rapport a z, on voit que I'on doit avoir

pn= Bn—-l—l et Yn=Yp—q—1I.

Donc
Bn=B0o—n el Yn= Yo— .

Desorteque, enprenant$, = A+ - tety, =p+1,
Péquation (28) devient identique a ’équation difté-
rentielle (22) des Q,.

Nous allons considérer une derniére suite de poly-
nomes A.

10. Nous déduirons cette nouvelle suite du dévelop-
pement (2) en changeant x en (1 — z). Posons

U+ 1+a(1—2z)|¢=SarR, (2, 7, p),
donc )
Ro (=, A, w) = Pu(v-- x, )‘1 @)-

De Péquation (6) on déduit 'équation différentielle
z(1—2)y' —[A+p—(n+p—1)z]y'—npy=o
a laquelle satisfait le polynome R, (z, X, ). Donc

A+wAr4+p—0).. .. (A+p—n-+1)

Ra(z, A, n) = nl

XF(—n, —p, —A—p,x)

En appliquant la formule (26) de Jacobi, nous
voyons que

—)n dan R
Rn=( n!) :vxﬂ"‘*‘(l——-x)"—)"—i—m—;ll‘" A1 (1 — z)N].
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Nous voyons, comme précédemment, que

P'L(z’ X, l"') =(—1)" Rn(z, — [""_)\'*' n—i, p@),
Ro(z, N, p)=(—D"R(1—x, —p—A+n—1, ),
Pa(z, N, p))=(—0)"P(1— 2, —p—A+n—1, ).

Indiquons, enfin, la formule

(—nn T(n—x—w)
nl =0T (—p)

1

x.[ (1= vax)r(1— o) A—to—p—1 do

Ra(z, k, p) =

qui nous montre que

! z
lim n!R, (n’ X, p.>
n=e (N @) (h+pm—1).. ( A+ p—n-+r1)

1
= Af e=vx (1 — ¢ )= o=t~ dp.
0

L’intégrale du second membre a pour expression la
fonction (27). Les polynomes R, se réduisent donc,
dans un cas limite, aux fonctions de Kummer.
Nous allons considérer a présent d’autres suites de
polynomes, qui ne sont plus des polynomes %, mais
qui se relient d’'une maniére trés simple aux poly-

nomes P, Q, et R,.

11. Changeons, dans le développement (2), x eng

et faisons ensuite croitre p. indéfiniment. Nous sommes

conduit au développement

(29) (142 exr=SarA,(x, L),

ou

An(z, %) = lim P, <f, ), ;L),
pze “\p
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donc, d’aprés la formule (3),

MA—1).. . (X —n—+1)

An(w, )\)= Py

N MA—1)..(A—n+2) ‘3:_+”' xn
(n—1)! 1 n!

De la relation (5) il résulte que

dnzhex
s

1
(30) Ap(x,y)= = pn—he—a o

et de I’équation (6) on obtient 'équation différentielle
zy' +(h+1—n—+x)y'—ny=o0

a laquelle satisfait le polynome A,,.

De la formule (14) on peut déduire la représenta-
tion par intégrale du polynome A,. Il est plus simple
de partir de 'égalité (12), qui peul s’écrire, aprés avoir
maltiplié ses deux membres par e*7,

(1+ a) err = F(T—L—)\—; fw ew e(x—w y—~1 dly,
0

de sorte que, en développant les deux membres d’aprés
les puissances de «, on obtient la formule

(31)  An(z, X)) = m%;—)‘—)fwe—”u—)~‘l(x——u)”du,
: 0

|«| <1, formule que Pon peut vérifier facilement et
sur laquelle on voit que les polynomes A,(z, A)
forment une suite de M. Appell.

12. Si dans le développement (2) nous changeons a

a . . a - v ,
en et x en Az et nous faisons ensuite croitre ) indé-
finiment, nous avons le développement

(32) e*(1+ az)t= SanB,(z, u),
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ou

. P, l v)‘,
B(z, p)= :l_m .___(_%;_.*i.).

Donc, d’apreés (3),

Bz op(p—n 2
I

1
Bn(x’P)=m+(n—l)! (n—2)! 2V 77

xll
+;1(p——1)...(p.~—n+l)m-
De la formule (35) écrite sous la forme

— ) A+t
Pn —_ (__ _]_)_ i+t <l — l)
n! x

dan 1\ 7 A—p—1
= | gnp (g — L
X Izt (1 z) ]

1

. 1
. — ) — .‘dnzll—‘l.—iel
(33)  Bu(a, p)=" nz) ertte T

on déduit

En faisant p =0, dans cette formule, on retrouve
une formule d’'Halphen

De Péquation (5) on obtient Péquation différentielle
2y —[1+(n+p—n)z]y'+npy=o
a laquelle satisfait le polynome B,.

Entre les polynomes précédents A, et les poly-
nomes B, 1l y a la relation simple

Ba(z, \) = z7A, (i, x),
de sorte que de la formule (31) on déduit

(34) Ba(x, X)) = n—‘—F(i_—_—-ﬁfme—" u 11— zu)r du;
° °
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d’ou il résulte égalité limite

lim n!B, <§, )\) = _'_) [me—u\l+1)u—)~—ldu;

n=ow F(- ) 0
donc, en tenant compte de (12),

lim n!B, (5, x) = (14 z)

n=—oao

pour |z | <C1.

13. Ecrivons le développement (2) sous la forme

ax 4 x
(1—+a)Y [H— m] =ZaP, <1+ ;y Y— i, p)
et faisons ensuite croitre x indéfiniment. Nous sommes
conduit au développement

oxaxr
(14 2)Yel+a& = SqnCy(z, 1)

Les polynomes C,(z,y) sont les polynomes de
Kummer (') et se relient au polynome P, par I'égalité
limite

N . xr
Cnlz, y)= !xm P, <l+ 2’ Y— p.).

=

De laformule (5) on déduit la relation connue

a21+Yex dn
Ca(, )= (=00 g (@rm17te™),

(*) Voir la Monographie des polynomes de Kummer, par
M. P. HumBkrT, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques,
décembre 1g22.



(176 )

laquelle comparée a (30) nous montre que

Crlz, v)=(—1)"A,(—a, n —y—1).

Donc, en tenant compte de (31),

1

(35) Culz, y)= ATy —n+1).

[ et uY=n(r + u)n du,
0
formule qui est peut-étre nouvelle.

Nous allons considérer une derniére suite de poly-
nomes ¢ue nous déduirons du développement (19).

14. Ecrivons le développement (19) sous la forme

i 1 n
(l -+ 2.r)h l” H(l-jl)&‘)] :2 (\g) Q«I(XJ"T7 )‘—Hv ®),

et faisons croitre p indéfiniment. Nous sommes conduit

au développement
—_
(1—ax)el+di = XanD,(z, A),
ol

Lo N
D,(x, X)= J;}:ﬂ o Qun{pw, 1 — py ).

De méme que nous avons déduit la formule (33)
de (5), on déduit de (25) la formule

1
e X .pin-t gn ( l)

—\zte’
n! dzxn

D,,(Q‘, A) =
De l’équation différentielle (22) on obtient 'équa-
tion
2y’ —[1+(2n—h—2)z]y'+n(n—A—1)y =0

a laquelle satisfait le polynome D, (z, 1).
Les polynomes D, se rattachent aux polynomes C,
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et B, par les relations simples

D (2, A) = 22Cy, (— L q).
Dup(z, ) =(—1)"Ba(x, n—A—1).

A Taide de ces relations on déduit, soit de (34), soit
de (35) la représentation par intégrale

(— 17
e~ —n (1 — uz )" du.

Du(-T, )\) =

n!(A—n—1), o

15 Pour terminer, rémarquons que des suites de
polynomes considérées, on peut déduire encore d’autres
suites. Partons, par exemple, du développement (2).

On a

(14 a) (1 —ax)b—1] = San [P,,-—

MA—1) . X—n+1)
n! ]

En divisant les deux membres de cette égalité par -
et en faisant ensuite lendre u vers zéro, nous aurons

(142 Log(1 +ax) = S22 E, (£, X),

[P )\()\—ll...()\——n—l—l)]
- .

ou

A Lo
Ep(x, X)=lim “ .

p=u
Au polynome P, se rattachent encore les polynomes
qui proviennent du développement des expressions

(1 +az)* Logit +a), Logl 1+ 2)(1+ a7)].

A tous les autres polynomes considérés se rattachent,
de la méme maniére, d’'autres suites de polynomes.
Leur étude ne nous parail pas présenter un intérét
particulier.

Sur le développement des fonctions en séries des
polynomes considérés, de méme que sur P'extension. au
cas de plusieurs variables, de ces polynomes, nous nous
proposons de revenir.
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