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LA SEMI-CONTINUITÉ EN GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE ; 

PAR MAURICE F R É C H E T , 

] . R E M A R Q U E S SUR LA DÉFINITION DE L ' A I R E D ' U N E SUR-

FACE COURBE. — La définition de l'aire d'une surface 
courbe S a donné4ien à de nombreux et importants 
travaux, depuis que l'objection bien connue présentée 
par Peano et Schwarz a entraîné l'abandon de la défi-
nition de l'aire de S comme limite de l'aire des surfaces 
polyédrales inscrites dans S et convergeant vers S, 
sans autre condition. 

Sans entrer dans le détail de ces travaux, il nous 
suffira de constater qu'ils ont pour but d'attribuer à 
toute surface courbe S ou au moins à celles qui appar-
tiennent à une catégorie aussi générale que possible un 
nombre qui sera appelé l'aire de la surface, et qui 
jouira des propriétés que la notion intuitive d'aire 
permet d'en attendre. Dans le champ Q des surfaces S 
(qu'on pourra appeler quarrables) auquel l'une de ces 
définitions permet d'attribuer une aire A, on aura 
défini une « fonction de surface » A(S) . C'est un 
exemple élémentaire de ces fonctions dénommées 
« fonctionnelles » par M. Hadamard pour rappeler que 

Ann. de Mathémat., 5e série, t. III. (Octobre 1924.) 1 
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leur argument S n'est pas nécessairemepit une variable 
numérique, mais un élément de nature quelconque. 

Une condition qui s'impose naturellement à toute 
définition de l'aire d'une surface courbe, c'est que cette 
définition coïncide, dans le cas où S est une surface 
polyédrale, — c'est-à-dire une surface constituée par 
un nombre fini de polygones plans contigus — avec la 
définition classique fournie par la géométrie élémen-
taire. En particulierle champ Q constitué parl'ensemble 
des surfaces quarrables devra nécessairement contenir 
le champ iz des surfaces polyédrales. On peut alors 
formuler le problème consistant à définir Taire d'une 
surface courbe de la façon suivante. 

Une certaine fonction de surface A(P ) est définie 
par les méthodes de la géométrie élémentaire sur le 
champ TZ constitué par l'ensemble des surfaces 
polyédrales P. Il s'agit de définir un champ Q plus 
étendu que TZ — aussi étendu que possible — et sur 
lequel on prolongera la fonction A(P) en construisant 
une fonction B(S) définie pour toute surface S du 
champ Q et égale à A (S) sur le champ initial TT. 

Des problèmes de ce genre se présentent fréquem-
ment en géométrie élémentaire. Par exemple lorsque 
ayant défini la mesure des angles commensurables 
avec l'unité d'angle on passe à la mesure des angles 
incommensurables avec l'unité d'angle. Mais cet 
exemple nous montre que pour déterminer la solution 
on impose d'avance une condition au prolongement : 
celle de fournir une fonction continue sur le champ 
prolongé. 

Il est bien évident que cette condition ne peut être 
imposée sur le champ prolongé que si elle est déjà 
vérifiée sur le champ initial. 

Par conséquent si l'on veut appliquer cette méthode 
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ou une méthode basée sur la même idée ( ' ) , il faudra 
d'abord étudier quelles sont les propriétés de la fonction 
donnée au point de vue de la continuité sur le champ 
initial. C'est ce que nous voudrions faire ici dans le 
cas où ce champ est celui des surfaces polyédrales et 
où la fonction est l'aire telle qu'elle est définie en 
géométrie élémentaire. Le résultat obtenu peut être 
eonsidéré comme contenu implicitement dans les tra-
vaux sur l'aire d'une surface courbe et le mode de dé-
monstration est une application à ce cas simple de la 
méthode développée par M. Baire dans ses Leçons sur 
les théories générales de VAnalyse, p. 210. Mais je 
ne crois pas que le résultat ni sa démonstration aient été 
publiés indépendamment de la théorie des surfaces 
courbes. Il m'a paru qu'ils pourraient intéresser les 
lecteurs de ces Annales comme un exemple de l'utilité 
que peuvent présenter pour la géométrie élémentaire 
certaines notions modernes comme la semi-continuité 
introduites à l'occasion de fonctions compliquées et 
peu courantes. C'est aussi une nouvelle preuve du fait 
généralement peu connu que les notions qui peuvent 
paraître les plus subtiles et les plus artificielles dans la 
théorie des ensembles linéaires et la théorie des fonc-
tions d'une variable se trouvent au contraire indispen-
sables et d'une utilisation courante pour les fonction-
nelles les plus simples et les plus anciennement 
connues. C'est ainsi que dans son Traité sur le Calcul 
des A ariations, M. Tonnelli a constamment recours à 
la semi-continuité des fonctionnelles qu'il étudie. 

I I . P R O P R I É T É S DE L'AIRE D'UJNE SURFACE P O L Y É D R A L E 

( ! ) Cette méthode est appliquée dans un Mémoire qui sera 
publié prochainement dans Fundamenta Mathematicœ. 
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CONSIDÉRÉE COMME FONCTION DE SURFACE. — E N V I S A G E O N S 

donc l'aire A ( P ) d'une surface polyédrale comme une 
fonction de surface dans le seul champ TZ des surfaces 
poljédrales. Comme je l'ai indiqué plus haut, pour 
appliquer la méthode de prolongement ordinaire il 
faudrait s'assurer que, dans ce champ, A ( P ) est une 
fonction continue de P, c'est-à-dire que si les surfaces 
poljédrales P4, P2 , . . . , . . . tendent vers une sur-
face poljédrale P, l'aire A(P„) tend vers l'aire A ( P ) . 

Or il îi'en est rien, comme on s'en assure faci-
lement. Considérons d'abord le cas où P est réduit à 
un triangle T = ABC et découpons celui-ci en n2 

petits triangles homothétiques à ABC. Puis considé-
rons ces triangles comme bases d'autant de pyramides 
semblables à une pyramide OwABC ayant pour 
base ABC* t appelons T„ l'ensemble des surfaces laté-
rales de ces petites pyramides. Si, par exemple, 0 „ se 
déplace sur une perpendiculaire au plan du triangle 
passant par l 'intérieur du triangle et si la distance hn 

de O,t au plan ABC est infiniment petite par rapport 
à /i, la hauteur ~ des petites pyramides qui cons-
tituent Tw tendra vers zéro avec donc la surface 
convergera vers T. D'autre part l'aire A(TW) sera égale 
à Faire latérale de la pyramide 0,*ABC. Or en pre-
nant hn = H, ou \/n, on voit que l'on pourra faire 
tendre cette aire latérale vers n'importe quel nombre 
égal ou supérieur à l'aire A ( T ) du triangle ABC ou 
même vers l'infini. 

Si maintenant on considère une surface polyédrale P 
et si on la décompose en triangles auxquels on applique 
la méthode précédente, on voit quêtant donnée une 
surface polyédrale P, on peut construire une suite 
de surfaces polyédrales P n qui converge vers P de 
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telle manière que Vaire A ( P n ) converge, comme on 
le voudra, soit vers A (P ) , soit vers un nombre arbi-
trairement choisi supérieur à A (P ) , soit même vers 
V infini. 

Il est même possible, comme cela sera montré 
ailleurs (1), de modifier la construction de Schwarz de 
fkçon à pouvoir imposer aux surfaces Pw la condition 
d'être formées de triangles inscrits ( 2 ) dans la surface 
poljédrale P ( 3 ) . 

Ainsi Vaire d'une surface polyédrale est, dans le 
champ, pourtant bien simple, constituée par toutes 
les surfaces polyédrales, une fonctionnelle discon-
tinue. Les méthodes intuitives de prolongement usitées 
en géométrie élémentaire ne peuvent donc s'appliquer 
même au cas simple où la fonction à prolonger est l'aire 
d'une surface poljédrale. 

Cependant on pressent que cette fonction ne peut 
être d'une discontinuité irrémédiable et totale. 

C'est grâce à la notion de « semi-continuité » intro-
duite par M. Baire dans la théorie des fonctions de 
variables réelles que nous pourrons caractériser le 
genre de continuité partielle de l'aire dans le champ TT 
des surfaces poljédrales. 

Une fonction A(P) définie dans un champ TZ 
d? éléments P est dite semi-continue inférieurement 
en P0 sur le champ u, si. P0 étant un élément du 
champ TU, A ( P 0 ) est égal au « minimum » de A ( P ) 
en P0 sur TZ. Le mot « minimum » est ici pris dans un sens 
généralisé. Le minimum de A ( P ) en P0 sur TC est ici la 
plus petite des limites vers lesquelles peut tendre A(PW) 

( * ) F R É C H K T , Annales de la Société Mathématique polonaise, 
t. II, 1924. 

( 2 ) C'est-à-dire dont les sommets sont sur P. 
( 3 ) Dans l'exemple de Schwarz la surface limite est un cylindre. 
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lorsque P n est un élément qui reste sur le champ TC 
en tendant vers P0 tout en restant distinct de P0 . 
Désignons ce minimum par A7 r(P0). Si A ( P ) est 
semi-continue inférieurement en P0 , on doit avoir 
A(P 0 ) = A„(P 0 ) . 

Nous allons montrer que Faire est une telle fonction 
sur tout le champ TZ des surfaces polyédrales, c'est-à-
dire quel que soit P0 sur T:. 

D'après ce que nous avons vu plus haut, quelle que 
soit la surface polyédrale P0, et quel que soit le nombre 
B~ A ( P 0 ) , on peut construire une suite de surfaces de 
polyédrales P'2, . . . distinctes de P0 et convergeant 
vers P0 de sorte que A(P'W) coriverge vers B. Par 
suite 
( i ) A w ( P 0 ) â A (P0) . 

Il reste à montrer que A7 t(P0) n'est pas inférieur 
à A(P 0 ) . 

Utilisons ici le raisonnement de M. Baire simplifié 
en l'adaptant au cas des surfaces polyédrales. 

Soit Pj P2 . . . Vn . . . une suite de surfaces polyédrales 
qui converge vers une surface polyédrale P0 . Que 
ces surfaces soient polyédrales ou non, on entend 
par là qu'on peut établir entre Fo et une correspon-
dance ponctuelle Hw (1 ) telle que le maximum S« de la 
distance de deux points M, correspondants tend 
vers zéro avec Une face F de P0 est une région poly-
gonale qui correspond, par H«, à une certaine por-
tion Fw de Pw. Soit mn la projection du point Mw de 
sur le plan de F . On a M m o n . Lorsque M par-
court le contour de F, mn reste à l'intérieur de la suite 
de rectangles de largeur 20« ayant chacun pour axe de 

( ' ) On suppose bien entendu cette correspondance biunivoque 
et bicontinue. 
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symétrie un des côtés du contour F prolongé dans les 
deux sens d'une longueur Soit vn l'aire de la 
région gn commune à F et à la suite de ces rectangles. 
Lorsque M parcourt l 'intérieur de F, le point mn par-
court une région qui comprend au moins la région fn 

obtenue en enlevant gn de F. Cette région est limitée 
par un ou plusieurs polygones et son aire est A ( F ) — 07,. 
Donc F„ comprend au moins une région F^ de P/t 

limitée par un ou plusieurs polygones et qui se pro-
jette sur le plan de F suivant / n . On a 

A ( F i ) > A ( / „ ) = A ( F ) - Œ n . 

En faisant la somme de$ relations analogues relatives 
aux différentes faces F de P0 , on aura 

( 2 ) A ( P „ ) ^ S A ( F , „ ) ^ S A ( / / I ) = A ( P 0 ) —S<r„. 

Lorsque n croît indéfiniment, on tend vers zéro ; 
donc chacune des aires tend vers zéro et, comme 
leur nombre est fixe, Sov* tend vers zéro. L'inégalité 

( 3 ) A ( P 0 ) - A(PN)<2VN 

montre que si A(PW) tend vers une limite, cette limite 
est au moins égale à A(P 0 ) ; on a donc 

( 4 ) A 7 C ( P 0 ) è A ( P 0 ) . 

On déduit finalement de (1) et de (4) 

A ^ ( P 0 ) = A ( P 0 ) . 

Ainsi nous avons démontré que si l'on considère 
comme une fonction de surface l'aire A ( P ) d'une sur-
face polyédrale P, la géométrie élémentaire nous 
fournit Vexemple d'une fonction très simple et très 
importante qui dans le champ très simple, 7c, constitué 
par Vensemble des surfaces polyédrales : i° nJest 
pas continue, 20 est semi-continue inférieurement. 
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Remarques. — i0 II y a lieu d'observer, — si l'on nous 

permet de sortir ici du domaine strict de la géométrie 
élémentaire — que la semi-continuité inférieure 
de A(P ) est en un certain sens uniforme dans le 
champ 7i, au voisinage de P0 . 

En effet désignons par (P0 , Pu) et appelons distance 
des surfaces polyédrales (P0 , P„) la borne inférieure 
du maximum de la distance de deux points corres-
pondants de P0 et de P n i quand la correspondance H,z 
varie (1 ). D'autre part, soit L0 la somme des longueurs 
des arêtes de P0 , celles qui appartiennent à deux faces 
étant comptées deux fois. On aura 

r 0 étant le nombre des arêtes de P0 , comptée chacune 
autant de fois qu'il y aboutit de faces de P 0 . D'où 

A ( P 0 ) — A ( P „ ) 1 ( L 0 - + - 2/'0 o „ ) o n , 
d'où 
(5) A ( P0 ) — A ( ) S [ L0 -+- 2 r0 ( P, P»)](P, P„). 

Par suite on peut déterminer un nombre tel que sous 
la seule condition (P0 , P) <C Y), on ait pour une surface 
polyédrale fixe P0 et une surface polyédrale variable P : 

A ( P 0 ) - A ( P ) < £ pour ( P 0 , P ) < 7 ) . 

Il suffit de prendre 
2 ( L 0 4 - R 0 T , ) R , < S . 

L'inégalité (5) n'est pas la plus stricte qu'on pourrait 
écrire connaissa-nt P0 et seulement (P0 , Pw). Il serait 
intéressant de la préciser. 

2° Dans ce qui précède, la définition de la limite 

(*) C'est la même définition que nous avons adoptée dans le cas 
plus général de deux surfaces continues quelconques dans un 
travail paru dans les Annales de la Soc. Math, polonaise, t. II, 
sous le titre Sur la distance de deuxjurfaces. 
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d'une suite de surfaces que nous avons adoptée corres-
pond à ce qu'en Calcul des Variations on appelle voisi-
nage d'ordre zéro. 

On sait qu'on peut considérer l'aire d'une surface 
courbe comme continue si l'on substitue à la définition 
de la limite adoptée plus haut celle qui correspond au 
voisinage d'ordre i , c'est-à-dire celle où la correspon-
dance entre deux surfaces voisines est telle que non 
seulement les points correspondants mais aussi leurs 
plans tangents soient voisins. 

Mais il est manifeste que si l'on voulait introduire 
cette condition dans l'étude de l'aire des seules surfaces 
polyédrales on ne se débarrasserait de la discontinuité 
de l'aire qu'en introduisant la discontinuité des plans 
tangents: 

[L1?] 
SUR LES CERCLES FOCAUX; 

PAR R E N É G A R N I E R . 

M. H. Lebesgue a montré récemment (<) comment 
on peut étudier simultanément les deux séries de 
cercles bitangents à une conique à centre (2) . Nous 
allons établir que ces deux séries sont les seules; 
nous nous appuierons uniquement sur la définition 
des coniques par un foyer F et une directrice (A), 
en n'invoquant aucune autre notion que celles du 
programme de, la classe de Mathématiques. 

1. En partant de cette définition, cherchons le lieu 

(*) Nouv. Ann5e série, t. I, 1923, p. 34o. 
( 2 ) M. Lebesgue a étudié par un procédé analogue les cercles 

focaux de la parabole. Les considérations suivantes montrent éga-
lement que ces cercles forment une série unique 
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des milieux des cordes d'une conique (C) , pa-
rallèles à une direction donnée. 

Soit P l'intersection d'une droite (D) avec (A) et 

qui appartiennent à (D) se trouvent sur le cercle lieu 
des points M tels que 

MF 

(<?, excentricité de la conique). Le centre Q de ce 
cercle se projette sur l'axe focal en un point I qui est 
le centre du cercle lieu des points tels que le rapport 
de leurs distances à F et à H soit esina. On a donc 

IF e 2 s i n 2 a 
FÏÏ ~ i — e*s in*a ; 

ainsi, le point I ne change pas lorsque (D) se déplace 
parallèlement à elle-même. 

Cela étant, le milieu du segment découpé s u r ( D ) 
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par (C) coïncide avec la projection N de Q sur (D) . 11 
s'agit de trouver le lieu de N. Or, menons par F une 
parallèle à (D) coupant en K et K' les droites IQ et (A), 
et menons encore par F une perpendiculaire à (D ) cou-
pant en L' et Lies droites IQ et (A). Je dis que le lieu 
cherché est la droite KL. 

En effet, appelons N' l'intersection de KL avec (D) , 
et N" l'intersection de KL avec la perpendiculaire 
à (D) menée p a r Q ; notre assertion sera justifiée si 
nous montrons que N' et N" coïncident en un point N. 

Or on a 
L'Q _ LP _ LN' 

LK ~~ 17K ~~ LK7 ~ LK ' C* Q; F ' D* 

Désignons alors par ¡5 l'angle de (D) avec son dia-
mètre ; il viendra : 

t ^ g _ ^ — ^ ^ s i n a _ i — e 2 s i n 2 a 
KF ~~ cosa IF ~ e 2 s i n a c o s a 

Excluons le cas où (C) est un cercle; l'angle [3 ne 
pourra être droit que lorsque (D) est parallèle ou 
perpendiculaire à l'axe focal. 

2. Ceci posé, observons que tout diamètre (8) d'une 
conique (C) passe par le point de concours S des tan-
gentes a (C) menées aux deux extrémités M, M' d'une 
corde de direction conjuguée à (8) : car si MÎM', est 
une corde parallèle à MM'et infiniment voisine de MM', 
les droites MMX et M'Mj se coupent sur le diamètre. 
Dès lors, s'il existe un cercle bitangent à (C) en M 
et M', on aura SM == SM'; le triangle SMM' étant 
isoscèle, sa médiane (8) est une hauteur, ce qui exige 
que MM' soit parallèle (1 ) ou perpendiculaire à l'axe 
focal. 

(*) On écarte le cas de la parabole. — La formule précédente 
montré d'ailleurs immédiatement que tous les diamètres de la 
parabole sont parallèles à l'axe. 
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SUR LES FAISCEAUX DE CUBIQUES PLANES CUSPIDALES ; 

P I R L . G O D E A U X , 

Professeur à l'École militaire (Bruxelles). 

Considérons une cubique plane cuspidale C (c'est-
à-dire possédant un point de rebroussement ou cuspide ). 
On sait que, par un point P de C passe une seule 
tangente à cette courbe dont le point de contact Q soit 
différent de P. Inversement, la tangente en un point Q 
de la courbe C à cette courbe, la rencontre encore en 
un point P. On a ainsi une correspondance biration-
nelle (P, Q) , non involutive, entre les points de la 
courbe C ( 4 ) . Considérons maintenant un faisceau ¡Cl 
de cubiques planes cuspidales C. Par un point P du 
plan passe une seule courbe de |C] ; à ce point P faisons 
correspondre, sur cette courbe, un point Q par la 
construction qui vient d'être indiquée. Inversement, à 
un point Q du plan, faisons correspondre le point P 
appartenant à la courbe de | C | passant par Q. Nous 
avons ainsi défini une correspondance biralionnelle 
entre les points P, Q du plan. C'est cette correspon-
dance birationnelle que nous nous proposons d'étudier 
dans cette Note. 

1. Il résulte tout d'abord d'un théorème de M. Ber-
tini ( 2 ) , que si les courbes d'un faisceau possèdent 

(*) Voir, par exemple, C L E B S C H - L I N D E M À N N , Leçons sur la Géo-
métrie (traduction Benoist), tome II, Paris, 1880, p. 34i et suiv. 

( 2 ) B E R T I N I , Sui sistemi lineari ( Rend. Ist. Lomb1880) ou Geo-
metria proiettiva degli iperspazi, Pise, 1907, p. 227. Pour une 
autre démonstration, voir S E V E R I , Geometria Algebrica, p. 28; 
Padoue, 1908, ou Algebraische Geometrie; Leipzig, 1921, p. 21. 
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toutes un point singulier, celiii-ci est fixe, c'est-à-dire 
est commun à toutes les courbes du faisceau. 

Cela étant, dans un faisceau | G | de cubiques planes 
cuspidales, le point de rebroussement est un point 
fixe A. Nous allons de plus montrer que toutes les 
courbes C ont même tangente de rebroussement. 

Choisissons, comme triangle de référence, le triangle 
formé par la tangente de rebroussement xK = o, la 
tangente d'inflexion # 3 = 0 et la droite x 2 = o joignant 
le point de rebroussement A au point d'inflexion d'une 
des courbes du faisceau. L'équation de cette courbe 
pourra s'écrire 

x\ — 3x\ x3 — o. 

L'équation d'une autre cubique du faisceau pourra 
s'écrire 

#3) = ax'\ 4- 3 bx\x> -F- 3 cx\ x\ -+- dx\ 
-+- gx\ x3 -H hx\x3 -+- Ixi x2 x3 = o r 

avec la condition l2 — 4 g h — 0 exprimant que le point A 
est de rebroussement. 

Une courbe quelconque du faisceau | C | est repré-
sentée par 

(1) / O l , ^3)-+- = O. 

Pour que cette courbe possède un point de rebrous-
sement en A, on doit avoir 

¿2 — 4 M — 3 X ) = O, 

quel que soit X; A et l doivent donc être nuls et le 
résultat annoncé en résulte. % 

2. Nous allons montrer que le faisceau | C | possède 
une cubique dégénérée en trois droites issues de A et 
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une autre cubique dégénérée en la droite xK = o et 
une conique tangente en A à la droite x t = o. 

Il suffit, en effet, de prendre X = pour obtenir 
une courbe décomposée en trois droites 6,, b2, ¿>3 
passant par A. 

Prenons au contraire A — — d \ la cubique du faisceau 
se décompose en la droite a , d'équation xK = o (tan-
gente de rebroussement) et une conique T, tangente à 
la droite a au point A (xt = x2 = o). 

Nous connaissons donc deux courbes 

bx -4- 62h- ¿>3, a -1- r , 

du faisceau, qui nous permettent de le définir. 
Observons tout d'abord que tout point commun à 

ces courbes est commun à toutes les courbes du fais-
ceau | G j, et réciproquement. Il en résulte que les 
courbes du faisceau ont^en commun : 

i° Les points B,, B2, B3 où les droites b3 

rencontrent respectivement la conique F en dehors 
de A ; 

20 Le point A. 

On en conclut que le point A absorbe six intersec-
tions de deux cubiques du faisceau. 

3. Prenons actuellement comme triangle de réfé-
rence le triangle formé par la droite a(x4~ o), la 
droite b{ (x2 = o) et la tangente — o à la conique T 
au point B<. 

La conique Y a pour équation 

— cx\ = o ; 
soit d'autre part ^ 

axi Xi -+• bx\ -h dx\ — à 

l'équation quadratique des droites b2, b$. Toute courbe 
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du faisceau | C | aura une équation de la forme 

(•2) xy (x2x3 — cxl)-h lx2(axixz-+- bx\ 4- dxJ) = o. 

C'est cette équation (2) que nous prendrons désor-
mais pour définir le faisceau | C |, \ étant le paramètre 
variable. 

4. Proposons-nous de rechercher le lieu des points 
d'inflexion des courbes du faisceau. On sait que les 
points d'inflexion d'une courbe sont situés sur la 
hessienne de cette courbe. Dans le cas de la courbe (2), 
la hessienne se réduit à 

x\ 3bx2)—cxi] = o. 
La droite 

( 3 ) X(axi-h3bx2)—ceF4 = O 

détermine sur la cubique (2), en dehors du point A, 
l 'unique point d'inflexion de cette courbe. 

Le lieu des points d'inflexion des courbes de | C | 
s'obtiendra en éliminant X entre les équations (2) 
et (3) ; on obtient ainsi la droite xK = o et la cubique 

( 4 ) ax\ncz — ibcx\-H cdx\ x2 -+- 3 bxx x2xs = O, 

qui possède, en A, un point double ordinaire dont 
l 'une des tangentes est la droite o ) et qui passe 
par les points B,, B2, B3. 

5. Considérons le réseau de cubiques planes repré-
senté par l'équation 
( 5 ) xx{xix3—cx\)-\- \xt(axix2-1r bx\-h dx\) 

-4- ¡ X X 2 ( X I x z — c x \ ) = o, 

où X, ¡jL sont des paramètres variables. 
Toutes ces courbes (5) ont, en général, un point 

double ordinaire au point A, l'une des tangentes étant la 
droite a(ir, = o), l'autre étant la droite xt -h = o. 



( i6 ) . 
De plus, les courbes (5) passent par les points 
B2, B3. 

Les courbes du réseau (5) données par ¡JL = o sont 
précisément les courbes du faisceau | C | ; par suite, si 
les courbes (5 ) avaient en commun un point fixe 
distinct de A. B<, Ba , B3, ce point serait également 
commun aux courbes de | C |, ce qui est impossible. 

Deux courbes arbitraires du'réseau (5) ont en com-
mun neuf points parmi lesquels les points B4, B2, B3 , 
simples, et le point double A qui compte pour cinq 
points d'intersection, puisque la tangente a aux courbes 
en ce point est commune. 11 en résulte que deux 
courbes du réseau (5) ont en commun un seul point, 
variable avec ces courbes. 

Observons enfin que la courbe (4) , lieu des points 
d'inflexion des courbes de | C |, appartient au réseau (5) ; 
on l 'obtient en faisant \ = - y a = 3 - • 

a 1 a 

6. Désignons par tc le plan du réseau (5) et rappor-
tons projectivement les courbes du réseau (5) aux 
droites d 'un second plan TZ'. En d'autres termes, si X 0 

X 2 , X 3 désignent les coordonnées homogènes ponc-
tuelles du plan rJy et p un facteur de proportionnalité, 
posons 

( I ) | -cx\), 
' G X 3 = xt ( axx OC} H- b x\ -+- dx\ ). 

On déduit de ces formules, en les résolvant pat 
rapport à x { , x2> x s , et en désignant par o- un facteur 
de proportionnalité, 

F AXT = X J X 3 , 

(fi) } vx^ = XiX^Xs, i 
( <7X$ = (aXi 4- ¿>X2-h cX3)-h c/Xf X2. 
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Les formules ( l ) et (II) définissent une correspon-

dance birationnelle entre les points (x<, x2l #3) de TC 
et les points (X 4 , X2 , X 5 ) de 

Aux droites de TC( correspondent les cubiques du 
réseau (5) dans TU, et aux droites 

oLXi -+- -+- y.r3 = o 

de TT correspondent les cubiques 

(6) aXfX3-f-?X lX2X3 + TX2(aX1X2 

-h bX\ + cX2X3 + ¿X| ) = o 
du plan 

Les courbes (6) ont en commun les points fixes 
suivants : 

Un point double A'(X< — X2 = o) ; 
Un point simple A\ (X1 = 0, 6X a + cX 3 = o) ; 
Un point simple B Î ( X a = X 3 = o) ; 
Deux points simples 

B'2, B3 ( X2 = O , aXi Xj -H ¿X| H - dXf = O ) . 

Le point double A' absorbant quatre points d'inter-
section,. car les tangentes en ce point sont variables, 
deux cubiques du réseau (6) ont en commun un seul 
point variable avec ces courbes, comme cela résulte 
d'ailleurs de la théorie des correspondances biration-
nelles. 

7. Les points A, B4, B2, B3 de TT, A', A't, B'n B'2, B'3 

de tz sont des points singuliers pour la correspondance 
qui vient d'être définie. A chacun d'eux correspondent, 
dans l'autre plan, une infinité de points. 

Considérons par exemple le point A ' (X, = X 2 = o). 
Les deux premières des formules (I) montrent que tous 
les points de la conique T (xtxz—cx\ = o) corres-
pondent à ce point. 
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Un raisonnement analogue montrera que : au 
point A\ correspondent les points de la droite a ; aux 
points Bj, B'?, Bg correspondent les points respective-
ment des droites b2, b3] au point A correspondent 
les points des droites X, = o, X3 = o; aux points B4, 
B2, B3 correspondent respectivement les droites 
b\ = A ' B j , b\ == A'B'2, b'3 = A 'B; . 

Il convient d'examiner de plus près la correspon-
dance entre le point A et les points des droites 
X< = o, X 3 — o. 

Considérons le point donné par 

Xt = o, X3-4- /fX2= o. 

Les formules (I) donnent 
001 {x^X^— CX\)~ O, 

xxxz— cx\-\- k(aXiX2-¥- bx | -h dx\) = o. 

La première de ces équations se décompose en deux 
autres qui représentent la droite et la conique T, toutes 
deux tangentes à la troisième courbe, quel que soit k. 
Il en résulte qu'aux points de la droite X, = o corres-
pond le point infiniment voisin de A sur la droite a , ou 
mieux, les points infiniment voisins successifs à ce 
dernier. 

Considérons maintenant le point donné par X3 = o, 
X4 = kX2. Les formules (1) donnent 

x2(ax\ x2-\- bx\ -f- dx\)= o, x\ = kxt. 

Il en résulle qu'aux points de la droite X 3 = o corres-
pondent l'ensemble des points infiniment voisins de A. 

8. Soit P un point du plan TZ; par ce point passe 
une cubique du faisceau j C | . Soit Q le point de cette 
courbe, distinct de P, tel que la tangente à cette courbe 
passe par P. Appelons T la transformation birationnelle 
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ainsi déterminée, comme on l'a déjà vu, entre les 
points P, Q du plan TC. 

Les points communs à toutes les courbes de ( C | 
seront des éléments singuliers de la transformation T . 

D'autre part, les points P, Q coïncideront soit 
lorsqu'ils seront au point A de rehaussement , soit 
lorsqu'ils seront en un point d'inflexion d'une courbe 
de | C |. La transformation T laisse donc comme seuls 
points invariants le point A et les points de la 
cubique (4) . 

9. A un couple de points correspondants P, Q corres-
pond un couple de points P', Q ' du plan TC' et ainsi se 
trouve définie une transformation birationnelle T' entre 
les points P', Q ' du plan iz. 

Cette transformation T 'peut être définie directement. 
Observons tout d'abord qu'aux cubiques de C corres-

pondent, par les formules (I) , les droites passant par 
le point 0 ' (X< = X3 = o) dans le plan tz. 

Soit maintenant P' un point de TC\ Les cubiques (6) 
passant par P ; découpent, sur la droite 0 ' P ' , une invo-
lution du second ordre et possédant par suite deux 
points de coïncidence. 11 y a donc deux de ces cubiques 
qui touchent O'P' en un point en général distinct de P'. 
L'une de ces cubiques est la courbe X i X 2 X 3 = o qui 
possède un point double en O' ; la seconde cubique 
est par suite rationnellement déterminée et nous dési-
gnerons par Q' le point de contact avec la droite O'P'. 

Inversement, par un point Q' de nf passe une seule 
cubique (6) tangente en ce point à la droite O'Q' . 
Cette droite rencontre encore la courbe en un point P7. 

Ainsi se trouve déterminée directement la transfor-
mation T' . 

Observons maintenant que le point O' est certaine-
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ment invariant pour T' , car il y a certainement une 
cubique (6) ayant un point d'inflexion en O'. Les 
autres points invariants pour T ' ne peuvent être que 
les points d'inflexion des cubiques (6) dont la tangente 
passe par O'. Le lieu de ces points a pour correspon-
dant, dans 71, la cubique (4)? lieu des points d'inflexion 
des courbes de | C |. Or, cette cubique fait partie du 
réseau (5 ) ; par suite, T' possède un point invariant et 
une droite de points invariants. C'est donc nécessaire-
ment une homographie. 

10. Nous allons établir les formules donnant l'homo-
graphie T'. 

Soient ( Z | , Z2, Z3) les coordonnées d'un point Q r 

de Tzr. Pour que la tangente en ce point à une cubique (6) 
le contenant, passe par O', on doit avoir 

pZ 1 Z 3 -HY( '2aZ l Z 2 -+ -3 6Zl-+- 9 . c Z 2 Z 3 4 - c ? Z 2 ) = o. 

Par suite, la cubique en question a pour équation 

Xf X3 X i X , X 8 X 2 ( a X i X 2 - f - 6 X | -f- c X 2 X 3 -h ) 

Z\ Z3 Zi Z2 Z3 Z 2 ( a Z t Z2 b ZI -f- c Z2 Z3 -h dZ\) 

O Z t Z 3 i a Z x Z t - + - $ b Z l - i r < i c Z . 2 Z z - > r d Z \ 

Les coordonnées du point correspondant P' sont de 
la forme 

Yi __ Y2 _ Y3 

Zi Z .2 + /: Z3 

L'équatibon précédente donne 

k = — a Zx -h 3 b Z2 H- c Z3), 

et, par suite, les formules donnant l'homographie T? 

sont 
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Sous cette forme, on voit immédiatement que le 
point Oi(X4 = X j = -o) et les points de la droite 

aXi + 36Xj-+- 0X3 = o 

sont invariants. On vérifie que les formules (I) font 
correspondre à cette droite la cubique (4) du plan 7t. 

11. Une fois connues les transformations (I), (II) , 
(T'), on obtient sans difficulté les formules donnant la 
transformation T et la transformation inverse T - 1 . Si 

Y 21 Y3)1 52> Z 3 ) S O N T àeux points corres-
pondants, p, s des facteurs de proportionnalité, on a 

pjKi = — bz\z2{zx z3 — czQ (aztz2-h bz\-+-dz\), 

X {az\ z% — i b z l z i z z — bcz\-4- cdz\ z2)y 

py3 = iz2{az\z%-\- ibzxz2z3— bcz\-\- cdz\z2)2 

-4- dz\(zXiz$—cz\) 

X(az\zz-\- ibziZfZz — bcz\ - c d z \ z2). 

I f t s t =—$b*yt(yiys— cyl)* { a y b y \ 4- dy\), 
<rz2= âby2(yiy3—cy^) (ay^-h by\ + dy\) 

X (ayxyt+byiyi-*r cdyxy2) 
( T - 1 ) {*zz = (aylyì-+- by2yz-*r cdyxytf 

I X (byxy2yz — *y\yi—<idy\y% — ibcy\) 
f kbdyx(yxyz—cyïtf 

x ( ayxy3 -4- f>y*yi +-cdyxy,). 

Ces formules montrent que les transformations T , 
T"*"1 sont distinctes, c'est-à-dire que T n'est pas involu-
tive, ce qui résulte d'ailleurs de la définition géomé-
trique de cette transformation. 

On voit de plus que les courbes K, que T fait 
correspondre aux droites de TC, sont du septième ordre. 
De même, les courbes K, , que T^1 fait correspondre 
aux droites, sont du septième ordre. Mais il est aisé de 
voir que les courbes K, K< ne se comportent pas de la 
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même manière aux points communs à toutes les courbes 
du faisceau | G |. Pour étudier les singularités de ces 
courbes, il nous sera plus facile d'utiliser la corres-
pondance birationnelle entre les plans n:, TZ\ définie plus 
haut. 

12. Soient d une droite de TT, K la courbe que T lui 
fait correspondre. Aux courbes d, K correspondent 
dans Tzf une courbe df du troisième ordre appartenant 
au réseau (6), et une courbe K' transformée de dr 

pour T' . Si 

aXf X3-+- p X i X s X 3 - H y X K a X i - h ¿>X2-f- c X 3 ) + ydX*X2=o 

est l'équation de d \ celle de K7 sera 

— «6XÏX3-+- p X i X s i a X j + a ^ - h c X a ) 
4- v X 2 ( a X 1 - h i i 6 X 2 - + - cX 3 ) 2 

4 - f ^ X J ( a X j 4 - 2 6 X 2 + C X 3 ) = O. 

On voit aisément que la courbe K/ passe, quels que 
soient a, [3, y, une fois par les points A(X4 = X2 = o) 
et les points 

X 3 = o, ( a X t + i b X t ) [ X 2 ( a X 1 4 - ^ 6 X 2 ) - 4 - r f X f ] = o, 

deux fois par le point 

X! = O, 26X2-1- c X 3 = O. 

Les tangentes en ces points sont variables avec a, ¡3, y. 
L'enseirible des cubiques K', obtenues en faisant 

varier a, p, y, forme un réseau de degré un, c'est-à-dire 
que deux courbes telles que K' se rencontrent en un 
seul point variable avec ces courbes. 

A une courbe K' correspond, dans TZ9 une courbe du 
neuvième ordre qui se décompose en la conique 
Xi xz — c\ = o (puisque K' passe simplement par A) e* 
en une courbe K du septième ordre. 
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La courbe K'rencontrant les droites 6'3, cha-

cune en deux points variables avec a, ¡3, y, en dehors 
de A', la courbe K passe deux fois par chacun des 
points B2, B3, les tangentes en ces points étant 
variables. 

La courbe K' rencontre l'ensemble des droites 
X4 = o, X 3 = o en quatre points fixes, en dehors de A'. 
L'un de ces points est d'ailleurs double. Il en résulte 
que le point A est quintuple à tangentes fixes pour K, 
deux des tangentes étant confondues avec a(xt — o). 

Comme nous l'avons vu, aux points de la droite 
X j = o correspondent les points infiniment voisins 
successifs au point infiniment voisin de A sur a . Par 
suite, K' ayant un point double sur X< = o, le point A 
possède deux points doubles infiniment voisins succes-
sifs situés sur la conique 

ibxtx3 — bcx\ -+- acxixi-^r cdx\ = o, 

qui correspond (avec la droite x2 = o) à la droite 

26X2-+- c X 3 = o. 

Cette conique oscule précisément au point A, les 
deux branches de la courbe K tangentes à a . 

En résumé : 

La transformation T fait correspondre aux 
droites des courbes K d1 ordre sept possédant : 

Un point quintuple à tangentes fixes A auquel 
sont infiniment voisins successifs deux points 
doubles; 

Trois points doubles à tangentes variables B,, 
B2, B3 . 

13. Désignons par K^ une courbe qui correspond, 
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dans 7i', à une courbe de 7t. On trouve aisément que 
cette courbe a pour équation 

- - 8 ¿>* a X * X 3 - h 4 6 P X t X 3 ( a X t - 4 - 6 X 2 c X 3 ) 

-4-Y(aXj-h&XîH-cX,)* 
X ( — a X 1 N - 6 X 2 — c X 3 ) 

4 - 4 ^ ^ y X î ( « X 1 h - 6 X 2 - 4 - c X 3 ) = o. . 

Cette courbe K't passe, quels que soient a, p, y, 
simplement par les quatre points 

X t = o, ¿>X2 — c X 3 = o ; 

X3 = o, ( a X t + 6Xj ) [ 6 » X j — ( a « — = o, 

et doublement par le point A'(X, = o, ¿>X2 -+-cX3 = o). 
On en conclut, en raisonnant comme plus haut, que : 

La transformation T"*"1 fait correspondre aux 
droites des courbes K| d'ordre sept possédant : 

Un point quadruple à tangentes fixes A, la 
branche touchant la droite a ayant une courbe 
osculatrice fixe; 

t Trois points triples à tangentes variables BM 

Bo, B3. 

Actuellement, la courbe de TU qui correspond à K't se 
compose d'une courbe et de la droite a (xK = o) 
comptée deux fois. 

[ V i a ] 
SUR LES THÉORIES VECTORIELLES ET SUR LA CINÉMATIQUE 

(QUESTIONS DE TERMINOLOGIE); 

PAR RAOUL B R I C A R D . 

1. La théorie des systèmes de vecteurs, fondement 
de la statique et de la cinématique, fait aujourd'hui 



( « ) 
partie du programme de la classe de Mathématiques 
spéciales. Elle est donc couramment enseignée. Mais 
la terminologie en usage ne me paraît pas toujours 
heureuse, et les notations ne sont pas aussi fixées 
qu'elles devraient l'être. Je me propose d'indiquer ici 
les façons de dire et d'écrire auxquelles je m'arrêterai 
volontiers. Comme il convenait, j 'ai cherché à être le 
moins original possible, s'agissant de choisir plutôt 
que d'innover. 

Je signalerai aussi ce qu'il est bon, selon moi, 
d'introduire du Calcul vectoriel proprement dit dans 
l'enseignement de la statique, et cela dès le début. Il 
semble qu'on professe chez nous une certaine méfiance 
à l'égard de ce calcul, probablement par crainte d'un 
symbolisme dont nous n'avons pas le goût, et dont il 
faut convenir que certains ont abusé. Il n'en est pas 
moins vrai qu'il est des conceptions qui s'imposent 
aujourd'hui à tout mathématicien. Il faut penser à un 
vecteur en soi avant de penser à ses composantes X, 
Y, Z. Il faut rattacher le moment à un produit vectoriel 
et non pas le produit vectoriel à un moment. Nous 
sommes certainement sous ce rapport en retard sur 
l'étranger ( 4 ) . 

Comme le reconnaîtront les lecteurs à qui sont fami-
liers les Eléments de calcul vectoriel, de MM. Burali-
Forti et Marcolongo (traduction française de Lattès), 
ce qui suit se ressent de leur influence. 

Je profiterai de l'occasion pour dire quelques mots 
sur le langage de la cinématique, bien que le sujet soit 
différent. 

( ' ) Un pas important vient d'être fait avec le beau livre de 
M. Georges BOULIGAND, Leçons de Géométrie vectorielle (Paris, 
Vuibert, 1924). Mais cet ouvrage d'une haute portée ne s'adresse 
pas à des débutants. * 



( a6 ) 
2. Au commencement, il faut insister, plus qu'on ne 

le fait toujours, sur la différence profonde de nature 
entre le vecteur libre et le vecteur glissant. Ce sont 
des êtres tout à fait distincts, à tel point que si j'osais, 
je voudrais prévenir toute confusion entre eux en dési-
gnant le second par le terme de g lisse ur (ce qui, en 
outre, serait plus concis). Pour ne pas aller trop loin, 
conservons les expressions composées qui ne diffèrent 
que par les épithètes. On peut supprimer celles-ci 
quand on ne redoute pas de méprise, mais il faut ^tre 
prudent. 

Pour définir les vecteurs des deux sortes, le mieux 
me paraît être de partir delà notion de segment orienté, 
qui ne présente pas de difficulté. Le segment orienté 

d'origine A et d'extrémité B sera désigné par AB. On 
définit à la manière ordinaire l'équipollence de deux 
segments orientés. Cela fait, convenons d'écrire de la 
manière suivante une telle équipollence : 

( i ) Vecteur libre de AB = vecteur libre de CD. 

On est ainsi conduit à attacher à tout segment orienté 
une certaine fonction de ce segment, son vecteur libre, 
fonc tion qui prend la même valeur pour tous les segments 
équipollents au premier et pour ceux-là seulement. 

Un vecteur libre, étant une abstraction, ne peut être 
figuré : on ne peut en figurer qu'un segment orienté 
représentatif, ce segment orienté pouvant d'ailleurs 
être remplacé par un segment orienté équipollent 
quelconque. De même, on ne peut figurer une longueur 
en soi : on ne peut que figurer un segment ayant cette 
longueur, ce segment pouvant être remplacé par un 
segment quelconque égal (congruent , dirait-on à 
l 'étranger), au sens de la géométrie élémentaire. Pour 



( 37 ) • 
noter le vecteur libre du segment orienté AB, on peut 
employer la notation (1), raccourcie si Ton veut en 

Vect AB, mais il faut se garder d'écrire AB tout court, 

parce que AB = CD serait susceptible d'interprétations 
diverses. 

Je crois avantageux d'introduire tout de suite la 
notation de Grassmann et d'autres auteurs : 

Vect AB = B — A, 

le vecteur libre apparaissant ainsi comme la différence 
symbolique de deux points. Cette notation se justifie 
par le fait qu'en traitant comme une égalité algébrique 
l'égalité 

B — A = C — D, 

on en tire les conséquences exactes 
A — B = D — G , B — G = A — D . 

Enfin on notera souvent un vecteur libre par une 
lettre unique, en employant un caractère spécial tel 
que u ( é g y p t i e n n e ) . L'égalité 

B — A = u 

étant traitée comme une égalité algébrique, on en tire 

B = A + u, 

d'un emploi commode. On a fréquemment en effet, 
étant donné un point A, à considérer le point B, extré-
mité d'un segment orienté ayant A pour origine çt u 
pour vecteur libre. On'dira plus brièvement : le point 
A V u . 

Le module d 'un vecteur u est le nombre essentiel-
lement positif qui mesure la longueur d'un segment 
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orienté de vecteur u, l 'unité de longueur étant choisie. 
On le note mod u. 

Les expressions vecteurs libres parallèles, vecteurs 
libres parallèles et de même sens, vecteurs ^libres 
parallèles à une droite, etc. se comprennent d'elles-
mêmes. 

i 

3. Le support d'un segment orienté est la droite, 
indéfiniment prolongée, qui contient ce segment. On 
dit souvent qu'un vecteur glàsant est un segment 
orienté, deux segments orientés équipollents et de même 
support n'étant pas considérés comme distincts. Il me 
paraît plus net de dire qu'w/2 vecteur glissant est le 
système formé d'une droiteD et d'un vecteur libre u 
parallèle à D. On a ainsi une définition nominale. 

Un vecteur glissant ne peut être figuré que par un 

segment orienté représentatif AB, celui-ci pouvant être 
remplacé par l 'un quelconque des segments orientés 
équipollents et de même support. Dans bien des cas, 
on peut sans inconvénient désigner par la même nota-

tion AB le segment orienté et le vecteur glissant qu'il 
représente. Une autre notation, à laquelle conduit immé-
diatement la définition, est (D, u) . Elle est meilleure que: 
la première, parce qu'elle ne fait intervenir que des 
éléments absolus du vecteur glissant. Mais la question 
de commodité passe souvent avant la logique. C'est 
pourquoi je préconiserai comme fréquemment avanta-
geuse une troisième notation : Au , u étant le vecteur 
libre du vecteur glissant, et A l'origine d'un segment 
orienté représentatif quelconque. On a donc 

À u = A'u, 

si A' est un point quelconque du support de A u . 
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4. Je ne rappellerai pas les définitions bien connues 

de la somme de plusieurs vecteurs libres, du produit 
scalaire et du produit vectoriel de deux vecteurs libres. 
Le premier a depuis longtemps droit de cité dans rensei-
gnement, mais on y parle beaucoup plus timidement 
du produit vectoriel, je ne sais pourquoi. Les notations 
les plus recommandables me paraissent être celles de 
Burati-Forti et Marcolongo, u X V et u A v . J'aime 
mieux U X v que u . v , employé par M. G. Bouligand 
dans ses récentes Leçons de Géométrie vectorielle. Le 
point est un peu maigre. Il semble humilier le produit 
scalaire devant le produit vectoriel, et il n'y a pas de 
raison pour cela. 

Je n'estime pas qu'en Spéciales il faille pousser 
jusqu'à l'étude du double produit vectoriel u f\( v / \ w ) 
et du produit mixte u X (v/\~w). Je dirai toutefois, 
puisque l'occasion s'en présente, qu'il me paraît plus 
simple d'écrire ce dernier produit u v w , en supprimant 
les signes. On en a le droit à cause de 

u x ( v A w ) = ( u A v ) x w . 

5. Le moment d'un vecteur glissant A u par rapport 
à un point O est le vecteur libre (A — O) f \ u. Sans 
doute, on peut le considérer comme un vecteur glissant 
dont le support passe par le point O, et c'est même plus 
naturel a priori, mais le développement ultérieur de 
la théorie est plus souple si l'on considère le moment 
comme un vecteur libre. 

6. Un système de vecteurs glissants peut être nommé 
plus brièvement un torseur, ce que plusieurs font déjà. 
N 'oublions pas que la parole a une puissance créatrice, 
et qu'un mot unique est plus propre qu'une périphrase 
à faire concevoir l'individualité d'un être. Aurions-nous 
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une idée aussi nette de l'ellipse, si nous nous obstinions 
à l'appeler le lieu des points tels que la somme de 
leurs distances, etc. ? Or un torseur, qui se présente 
comme système de certains éléments, se comporte bien 
comme un être synthétique, à la notion duquel il importe 
de parvenir. On peut modifier à l'infini sa constitution 
intime, sans qu'il cesse d'être le même torseur. 

Un torseur, constitué par les vecteurs glissants A, u , , 
U s e r a désigné par la notation 

n 

S = ÀiU! -+- A 2 u 2 . . . 4- A^Urt = 2 
i 

c'est-à-dire qu'il sera considéré comme somme de ses 
vecteurs glissants. De la sorte, le torseur formé par 
la réunion des torseurs S et fë' sera désigné par fê-l-s'. 

On appellera torseur opposé à & et l'on désignera 
par — $ le torseur S A; ( — u¿). 

Le moment d 'un torseur par rapport à un point est 
la somme des moments individuels de ses vecteurs 
glissants par rapport à ce point. On dit habituellement : 
moment résultant. On peut supprimer l'épithète. 

Le vecteur Su/, désigné comme résultante générale, 
somme géométrique du torseur, peut être appelé plus 
simplement le vecteur (libre) du torseur. 

Un couple est un torseur de vecteur nul constitué 
par deux vecteurs glissants. Il ne faut pas dire que les 
supports de ceux-ci sont nécessairement distincts, car 
alors un co'uple nul ne serait pas un couple. 

Un torseur de vecteur nul a même moment par 
rapport à tout point de l'espace. On peut donc parler 
d'une manière absolue du moment d 'un tel torseur, en 
particulier du moment d 'un couple. Ne pas dire M axe. 
d'un couple. C'est un abus de langage. 

Quand deux torseurs ont même moment par rapport 
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à un même point de l'espace, quel que soit ce point, 
on dit qu'ils sont équivalents. Je préfère dire égaux, 
parce que l'équivalence des torseurs jouit des propriétés 
de l'égalité. On écrira S = De même un torseur 
équivalent à zéro sera dit plus simplement torseur nul, 
et l'on écrira g — o. 

Il est aisé de voir que l'on peut traiter comme des 
égalités algébriques les égalités entre torseurs. Ainsi 
l'on a 

G - h ( — S ) = o. 

De Si -f- S2 = H— ? on a le droit de tirer 

= — -+- etc. 

Le torseur S = 2AiU/ a deux invariants : i° un 
invariant vectoriel, qui est son vecteur u = S u , ; 
20 un invariant scalaire, appelé son automoment, 
qui est le produit scalaire m X U , m étant le moment 
de T par rapport à un point O quelconque. 

Le problème essentiel de la théorie des torseurs est 
d'en opérer la réduction, c'est-à-dire de trouver un 
torseur, constitué aussi simplement que possible, qui 
lui soit égal. On sait qu'il existe 00* réductions à un 
système de deux vecteurs glissants et oo2 réductions à 
un vecteur glissant et à un couple. La réduction cano-
nique est telle que le moment du couple soit parallèle 
au vecteur du torseur, et elle n'est possible que d'une 
manière. Le support du vecteur glissant qui intervient 
dans la réduction canonique est appelé en général Y axe 
central du torseur. Je vois un pléonasme dans axe 
centraiet il me semble que le terme à?axe sans plus 
est suffisant. 

7. En cinématique, la première distinction à faire est 
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celle du déplacement et du mouvement. Le dépla-
cement est l'opération théorique qui fait correspondre 
à une position d'un solide une autre position, sans 
qu'on ait égard aux positions intermédiaires. Le mou-
vement est l'opération physique dont le résultat est 
un déplacement. L'étude des déplacements n'est qu'un 
chapitre de la géométrie pure. Elle ne fait pas intervenir 
la considération du temps. 

Dans ses ouvrages, Mannheim appliquait le terme 
de déplacement aux mouvements, en indiquant par là 
qu'il ne s'occupait que de leurs propriétés géométriques, 
et ne parlait jamais ni de vitesse ni d'accélération. Il 
est clair que la distinction entre le mouvement et le 
déplacement, au sens de Mannheim, est secondaire : 
car ce que Mannheim étudiait, c'était une suite de 
positions dépendant d'une manière continue d'une 
variable, et l'on peut toujours appeler t cette variable 
sans rien changer à la nature des choses. 

La théorie des déplacements tend à prendre une 
forme classique. On définit d'abord un certain nombre 
de déplacements fondamentaux, dont les produits 
donnent tous les déplacements possibles. 

Ces déplacements fondamentaux sont la translation, 
la rotation, le renversement, le vissage. Les deux 
premiers termes sont acceptés par tous. Le renver-
sement est la rotation de i8o° autour d'une droite. 
Darboux adoptait cette expression dans ses premiers 
écrits, par exemple dans une note additionnelle aux 
Leçons de Cinématique de M. Kœnigs. Dans ses 
Principes de Géométrie analytique, parus à la fin de 
sa vie, il l'a changée, pour des raisons que j 'ignore, en 
celle de retournement. Je crois qu'il a eu tort, je dirai 
pourquoi tout à l 'heure. 

Le vissage porte aussi le npm de déplacement héli-
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coïdal ou de déplacement de verrou. Je préfère 
l'expression la plus concise. 

A côté du déplacement, opération générale qui fait 
passer d'une figure à une figure directement égale, il 
faut considérer l'opération générale qui fait passer 
d'une figure à une figure inversement égale. Le terme 
de retournement, qui apparaît pour la première fois, 
si je ne me trompe, dans le Cours de Géométrie de 
VEcole Polytechnique de M. d'Ocagne, me semble 
excellent, et c'est pour cela que je conseillerai d'em-
ployer renversement dans le sens indiqué plus haut. 
Il suffit d'ailleurs de remarquer que lorsqu'on est 
renversé ç&r une automobile, si grave que soit l'accident, 
on n'en sent pas pour cela son cœur passer de gauche 
à droite ; tandis qu'en retournant un gant de la main 
droite, on en fait un gant de la main gauche. 

Un retournement particulier d'une grande importance 
est la symétrie plane ou symétrie par rapport à un plan. 
On dit aussi inversion plane. J'aime autant la première 
expression. 

Les mouvements fondamentaux sont le mouvement 
de translation, le mouvement de rotation, le mouve-
ment devissage. On peut dire simplement translation, 
rotation et vissage, c'est-à-dire .désigner ces mouve-
ments de la même manière que les déplacements corres-
pondants, quand cette synonymie n'entraîne pas de 
confusions, ce qui est le cas ordinaire. 

Une exposition bien comprise de la cinématique 
(théorique ou appliquée) doit être dominée par l'idée 
de mouvement relatif. Sans aborder la question méta-
physique de savoir si le mouvementabsolu estconcevable 
ou non, il est incontestable que nous ne pouvons étudier 
que les mouvements relatifs de divers solides en présence 
A, B, C, . . . . Il est commode de désigner ces mouve-
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ments par des notations telles que ( s ) ' " " e t 

d'écrire symboliquement 

" ( i ) - ( S ) ( ï > ' 
pour exprimer que le premier de ces mouvements 
résulte de la composition des deux autres. Remarquer 
qu'on peut écrire aussi bien 

(ï)-(!)«)• 
car la composition de deux mouvements, phénomènes 
simultanés, est commutative, à la différence de la multi-
plication de deux déplacements, opérations successives 
(on reconnaît même, en y réfléchissant, que la compo-
sition des mouvements n'a rien de commun avec celle 
des déplacements, et qu'il est pour cette raison préférable 
d'employer le terme de multiplication dans ce dernier 
cas). 

Les deux mouvements et sont souvent dits 

inverses l 'un de l'autre. Je crois qu'il vaut mieux dire : 
réciproques. Le mouvement inverse de celui d'un train 
qui est allé de Paris à Marseille est celui qui le ramène 
de Marseille à Paris. Le mouvement réciproque est 
celui de la voie, par rapport à un voyageur qui se croit 
immobile. 

J'aurais pu, dans cet article, invoquer diverses auto-
rités à l 'appui de quelques expressions peu répandues. 
Je n'en ai rien fait, pour mettre le jugement du lecteur 
plus à son aise, et aussi pour m'épargner des recherches 
ennuyeuses. Je n'ai d'ailleurs jamais estimé que le nom 
de la Bruyère donnât du prestige à « . . . qu'il y a des 
hommes et qui pensent ». 



< 3 5 ) 

ECOLE POLYTECHNIQUE (CONCOURS DE 1924). 

Première composition de Mathématiques. 

I. S'oit la courbe représentée par Véquation 

(i) y = : — . y 
( x * — 2 X —|- TO) y X * -+- 1 6 

calculer Vaire indéfinie dans les deux sens contr-
prise entre cette courbe et Vaxe des x. 

II. i° Construire la courbe représentant les va-
riations de la fonction 

i 
• ( i ) y — ix el'-h i5xz+ i8x. 

2° Trouver un pofynome P ( # ) tel que y — P ( # ) 
tende vers zéro pour gc croissant indéfiniment. 

3° Placer la courbe y = P (x) sur la figure repré-
sentant la courbe définie par Véquation (2). 

Nota. — On ne demande pas de çalculer par approxima-
tion les coordonnées des points à tangente horizontale. 

III. Développer en série entière en x la fonction 

y = arc t a n g ( # -+- i) 

et déterminer le rayon de convergence de la série. 

Deuxième composition de Mathématiques. 

On considère les hyperboles équilatères H admet-
tant un foyer F et telles que les directrices corres-
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pondantes D passent par un point fixe O {le 
foyer F est supposé donné) : 

i° Démontrer que le point O admet la même po-
laire par rapport à toutes ces hyperboles. 

2° Par un point P du plan il passe deux hyper-
boles H réelles ou imaginaires, construire leurs 
directrices relatives au foyer F . 

3° Dans quelle région du plan doit se trouver le 
point P pour que les deux hyperboles H qui y pas-
sent soient réelles? Cette région est limitée par une 
conique T. Trouver la polaire du point O par rap-
port à cette conique. 

4° Trouver Venveloppe des hyperboles H. Eji 
combien de points chaque hyperbole touche-t-elle 
son enveloppe? Comment sont répartis les points 
de contact? 

5° Quel est le lieu que doit décrire le point P 
pour que les directrices D des hyperboles H passant 
par ce point fassent entre elles un angle donné to? 
Démontrer que ce lieu se décompose en coniques et 
que chacun des points O et¥ admet la même polaire 
par rapport à toutes ces coniques. 

SOLUTION 

P a r M . A . C L O D I O N . 

I° C'est un théorème classique que la polaire du 
point O par rapport à H est la perpendiculaire menée 
par le point F à FO. Cette polaire est donc fixe. La 
condition que H est une hyperbole équilatère n'inter-
vient pas. H pourrait être une conique quelconque de 
foyer F et de directrice D. 

2° Une hyperbole équilatère est s u n e conique 
d'excentricité égale à sj2. Donc la directrice d'une 
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hyperbole équilatère H passant en P est à une distance 

P F 
de ce point égale à — • Elle est donc tangente au 

s/i 
P F cercle C de centre P et de rayon égal à — • On peut 
/ ï 

mener par le point O deux tangentes à ce cercle, dis-
tinctes et réelles ou imaginaires, ou confondues. A 
chacune de ces tangentes correspond une H satisfai-
sante. 

3° Pour que H soit réelle, il faut et il suffit que la 
construction de ces tangentes soit possible, c'est-à-dire 
que le point O soit extérieur au cercle C, ou encore 
que l'on ait 

PF 

Sj'l 

Considérons le lieu des points tels que l'on ait 

P F 
PO = • 

y/a 

C'est, comme on le voit, un cercle dont un diamètre 
est dirigé suivant OF, les extrémités de ce diamètre 
divisant harmoniquement le segment OF. O est à l'in-
térieur, F à l'extérieur de G. Si P est à l'extérieur de G, 
on a 

P F 
P O > Î f , 

V?.. 

et H est réelle. Si P est à l'intérieur de G, H est ima-
ginaire. 

La polaire du point O, par rapport à G, se confond 
avec la droite trouvée au i°. 

4° Considérons d'abord deux hyperboles distinctes H 
et H', de directrices D; et D f. Elles se coupent en quatre 
points, réels ou imaginaires. Soient M l'un d'e^x, I e t l ' 
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ses .projections sur D et sur D'. On â 

M F 

Donc le pojnt M est sur l 'une des bissectrices de 
l'angle (D, D') . Réciproquement, les deux bissectrices 
de cet angle coupent H aux quatre points d'intersection 
de H et de ET. Si maintenant on fait tendre H' vers H, 
l'utie des bissectrices considérées tend vers D. Elle ren-
contre H aux points de contact des tangentes issues à 
cette conique de point F, c'est-à-dire sur les isotropes 
issues de ce dernier point. Ainsi deux des points carac-
téristiques de H décrivent les isotropes qui se coupent 
en F . L'enveloppe comprend donc ces deux isotropes, 
comme il était évident a priori. 

La seconde des bissectrices de l'angle (D, D') tend 
vers la perpendiculaire élevée en O à D. Cette perpen-
diculaire rencontre H aux deux autres points caracté-
ristiques, dont le lieu constitue la partie intéressante 
de l'enveloppe. 

Soit M l'un d'eux. Sa distance à D est MO. On a 
donc 

/ a 

D'où il résulte que le lieu de ce point, c'est-à-dire 
Venveloppe de H, n!est autre que le cercle G du 3°. 

5° D'après le 2°, le point P doit être tel que les tan-
gentes issues du point O au cercle de centre P et de 

P F rayon - p fassent entre elles l'angle <*> ou l'angle TZ — to 
s/i 

( j e suppose l'angle donné co compris entre O et ir). On 
a donc, soit 

t>n • w P F 

P O s in - = = — , . a 



soit 

d'où 

Le lieu du point P se compose doftfc, en général, de 
deux cercles. 

Par rapport à chacun d'eux, la polâiïe de chacun des 
points O et F est la perpendiculaire élevée à O F par 
l'autre point. 

Si o) = - , les deux cercles se réduisent à la média* 
trice de OF. 

Remarques. — i° On reconnaît aisément que, dans 
une hyperbole équilatère, le centre est le point symé-
trique d'un foyer par rapport à la directrice correspon-
dante. 

D'où l'on conclut que le lieu des centres des hyper-
boles H est le cercle de centre O et de rayon OF. 

On trouvera encore des cercles comme lieux du 
second foyer, des sommets ou du pied de la seconde 
directrice de. H. Tous ces cercles sont homothétiques 
et passent par F . On en conclut que la seconde direc-
trice et Vaxe non transverse de H passent par des 
points fixes situés sur OF. 

2° Tous les résultats établis se généralisent immé-
diatement, en supposant que les H sont des hyperboles 
semblables à une hyperbole donnée quelconque 

Épure de Géométrie descriptive. 

On considère un système d^axes rectangu-
laires O y, O z : Ox étant dirigé en avant, 
O y vers la droite et Oz vers le haut, et la droite (T) 

< s 9 ) 

„ . TZ — U) _ ^ U> P F 
PO sm — =; PO COS-r = — , 

2 * s/l 

P F r . w w 
-—- = 4/2 8111- ou v a cos 
P O V '2 2 
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quia pour équations 

y = a, x -\- z .= o. 

Vase vertical O z tournant autour de ( ï ) engendre 
un hyperboloïde de révolution que Von coupe par 
un cylindre de révolution dont Vaxe est O e t le 
rayon 2 a, et on limite la figure par deux plans 
horizontaux ayant pour équations ^ = On 
demande de représenter les deux projections du 
solide compris entre les deux plans horizontaux 
précédents, à V intérieur à la fois de F hyperboloïde 
et du cylindre. 

On déterminera un point courant de chacune des 
courbes d*intersection avec sa tangente, ainsi que 
les points remarquables avec leurs tangentes. 

On distinguera les parties vues des parties 
cachées. 

Sur la projection verticale, on couvrira de 
hachures verticales (ou d'une teinte claire â Venere 
de Chine), la partie de la figure où Von voit la 
surface du cylindre. 

On indiquera sommairement, en marge de Vépure, 
la méthode employée pour construire les courbes et 
leurs tangentes, et Von signalera les particularités 
qu'on aura remarquées ; on pourra aussi donner les 
équations des courbes qui interviennent dans 
Vépure. 

Disposition des données : a = 4cni sur la projec-
tion verticale, on place O^ parallèle aux grands 
côtés de la feuille, et Vorigine des coordonnées 
à 8cm au-dessus du centre de la feuille. Sur la pro-
jection horizontale, Vorigine sera placée à 8cm en 
avant du centre de la feuille. 
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SUR LES AIRES ET LES COURRES SUPPLÉMENTAIRES 

EN GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE; 

FAR RAOUL B R I C A R D . 

1. Le présent article ne renferme probablement rien 
de bien nouveau. Il a pour objet de préciser certaines 
notions courantes sur les aires et sur lest courbes supplé-
mentaires, en géométrie sphérique. 

2. Définitions et conventions. — Suivant l'usage, 
je prends comme unité de longueur le rayon de la 
sphère sur laquelle sont tracées les figures étudiées, de 
sorte que Faire totale de la sphère est le nombre /¡tz. 

A chaque point de la sphère on peut attacher un 
sens positif de rotation sur la sphère autour de ce point 
(parce que la sphère est une surface bilatérale). Je 
conviendrai que ce sens est celui de droite à gauche, 
pour un observateur debout sur la sphère au point 
considéré. 

J'appelle arc régulier un arc de courbe sphérique 
jouissant des propriétés suivantes : en chaque point il 
a un grand cercle tangent bien déterminé, et un cercle 
osculateur (nécessairement tracé sur la sphère) autre 
qu'un grand cercle ou un cercle-point. En un point 
d'un arc régulier, le centre de courbure sphérique 
est celui des deux pôles du cercle osculateur qui est le 
plus rapproché, et le rayon de courbure sphérique 
est le plus petit des deux rayons sphériques du même 
cercle. Il est compris entre o et bornes exclues (sauf 
peut-être en des points exceptionnels). 
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Quand un point M parcourt un arc régulier AB en 

allant de A vers B, le centre de courbure sphérique 
en M est constamment à gauche ou à droite du point M. 
Je dirai, suivant le cas, que l'arc AB est à gauche ou 
à droite. Deux arcs, l'un à gauche, l'autre à droiteT 

sont de sortes différentes. Pour un déplacement infini-
ment petit du point M dans le sens indiqué, le grand 
cercle tangent en M tourne, autour d'un point infini-
ment voisin de M, d'un angle infiniment petit do 
(angle de contingence sphérique). Cet angle de 
contingence est^ constamment positif pour un arc à 
gauche et négatif pour un arc à droite. 

Un arc régulier et le même arc, parcouru dans le 
sens opposé, sont de sortes différentes. Un arc régulier 
et l'arc antipode (c'est-à-dire l'arc lieu des points de 
la sphère diamétralement opposés à ceux de l'arc 
donné) sont aussi de sortes différentes, étant bien 
entendu que les deux arcs sont supposés parcourus 
simultanément par des points qui ne cessent pas d'être 
antipodes l'un de l'autre. 

Les courbes considérées ici seront formées d'arcs 
réguliers successifs en nombre fini, deux arcs réguliers 
pouvant être séparés par des points d1 inflexion, des 
points de rebrousse ment ou des points anguleux. 
Un point d'inflexion est celui qui sépare deux arcs 
réguliers de sortes différentes tangents l 'un à l'autre, 
et cela de telle manière qu'un point décrivant les deux 
arcs à la suite ne change pas le sens de son parcours 
au point considéré. Les points de rebroussement et les 
points anguleux n'ont pas besoin d'être définis. Pour 
simplifier l'exposition, je supposerai toujours que les 
points de rebroussement sont de première espèce, 
c'est-à-dire qu'ils séparent des arcs de même sorte. Les 
points de rebroussement de seconde espèce, qui 
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séparent des arcs de sortes différentes, sont donc exclus 
{ un point de rebroussement de seconde espèce peut être 
considéré comme formé par l 'union d'un point de 
rebroussement de première espèce et d'un point d'in-
flexion). 

Les courbes peuvent avoir des points doubles, à 
tangentes distinctes ou non; quand les tangentes ne 
sont pas distinctes, il faut convenir quels sont les arcs 
qui se prolongent l 'un l'autre. 

3 . Aire dune courbe fermée sans point double. 
— Soit C une telle courbe. Elle sépare deux régions 
sur la sphère, et l'expression : aire de C peut, a priori, 
désigner l'aire de l'une ou de l'autre de ces deux 
régions. Pour supprimer l'ambiguïté, donnons-nous 
sur G un sens de parcours. Alors l'une des régions est 
à gauche de G, l'autre à droite. J'appelle aire de la 
courbe Ci orientée et je désigne par (G) l'aire de la 
région de gauche. 

Si la courbe G porte plusieurs points M, N, P se 
succédant quand on parcourt C dans un certain sens, 
la notation (MNPM) fait connaître à la fois ce sens en 
même temps qu'elle désigne l'aire (G). 

Il est clair que l'on a 

( M N P M ) HR ( M P N M ) = 4ÎT. 

On reconnaît tout de suite que la définition précé-
dente doit être élargie, si Von veut que Vaire d'une 
courbe varie toujours d'une manière continue, 
quand cette courbe se déforme elle-même continû-
ment. 

Considérons en effet par exemple un triangle sphé- # 

rique ABC à gauche (c'est-à-dire que le sens de 
parcours ABC laisse à gauche l'intérieur, au sens ordi-
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naire du mot, de ce triangle). Alors (ABC) est l'aire, 
au sens ordinaire, du triangle. 

Si, les points B et C étant supposés fixes, A varie de 
manière à traverser BC, ABC, une fois la traversée 
faite, devient un triangle à droite, et (ABC) passe 
d'une valeur très petite à une valeur voisine de /\TZ. 
Pour éviter cette discontinuité qui serait fort gênante, 
j'admettrai que l'aire du triangle, et plus généralement 
l'aire d une courbe fermée C, n'est définie qiCà un 
multiple près de Si donc S est l'aire, au sens 
ordinaire, de la région à gauche de C, on prendra 
comme formule de définition 

( C ) = S - M * t t , 

k étant un entier quelconque positif, négatif ou nul. 
J'écrirai plus brièvement, en employant la notation des 
congruences arithmétiques, 

( C ) = S ( mod 4 r ). 

On peut presque toujours omettre la mention du 
module. 

Le même fait se présente dans la mesure des arcs de 
cercle : sur le cercle orienté de rayon i, la longueur 
algébrique d'un arc MN ne peut être définie qu'à 2 A TZ 
près, si l'on veut que cette longueur algébrique varie 
d'une manière continue, quand les points M et IN 
varient eux-mêmes continûment suivant des lois quel-
conques. 

Si C et C7 sont, soit la même courbe fermée parcourue 
successivement dans deux sens opposés, soit deux 
courbes antipodes parcourues simultanément par deux 
points antipodes, on a 

• ( C ' ) — ( C ) . 
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4. Aire d'une courbe fermée quelconque. — 

Etablissons d'abord le lemme suivant : 

Soient A, B, C, 0 quatre points quelconques de 
la sphère, dont deux quelconques ne sont pas anti-
podes. On a 

( i ) . ( O B C ) -i- COCA) -h ( O A B ) == ( A B C ) , 

OBC, OCA, OAB, ABC étant des triangles sphé-
rique s au sens ordinaire du mot (côtés <CTC). 

Traçons complètement les grands cercles qui portent 
les côtés du triangle ABC. La surface de la sphère est 
ainsi partagée en huit triangles ABC, ABC, AB'C, 
ABC, ABC' , A'BC', A'B'C, A B C , A', B' et C étant 
les antipodes respectifs de A, B, C. En plaçant le point O 
successivement dans chacun de ces triangles, on recon-
naît sans peine que la relation (i) a toujours lieu. 

Soient maintenant A, B, C, D. O cinq points quel-
conques de la sphère. On a, d'après (i) , 

{ O A B ) h- ( O B C ) H- ( O C A ) ~ ( A B C ) , 

( O A G ) h- ( O C D ) -+- ( O D A ) == ( A C D ) , 

d'où, en ajoutant, 

( O A B ) -4- ( O B C ) -+- ( O C D ) -h ( O D A ) == ( A B C ) + (ACD) . 

Plus généralement, A, B, C, . . . , K, L étant des poin ts 
quelconques de la sphère, la somme 

S = ( O A B ) -+- ( O B C ) - h . . . H - ( O K L ) -h ( O L A ) 

est indépendante du point O, à un multiple près 
de 4~. 

Si le polygone sphérique AB . . . KLA n'a pas de 
points doubles, on reconnaît que S n'est autre que 
l'aire (AB.. . KLA), à un multiple près de4~- S'il a des 
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points doubles, on conviendra que Paire (AB . . .KLA), 
qui n'a pas de signification a priori, est par défi-
nition la somme S, toujours à 4 kiz près. 

Prenons maintenant une courbe fermée G quel-
conque. On peut la considérer comme limite d 'un 
polygone sphérique inscrit AB . . . LA dont tous les 
côtés tendent vers zéro, et la somme S devient à la 
limite une certaine intégrale prise le long de C. Le 
point O peut toujours être quelconque, sous la réserve 
qu'il n'appartienne ni à C ni à l'antipode de C, de 
telle manière que si un point M décrit C, les longueurs 
de l'arc OM, qui se déduisent par continuité les unes 
des autres, soient toujours comprises entre o et it, 
bornes exclues. M et Mr étant deux points de C infini-
ment voisins, l'élément de l'intégrale, qui est l'aire du 
triangle OMM', a pour valeur en grandeur et en signe, 
d'après une formule connue, 

(i — cos OM) i/o 

en désignant par rfO l'angle MOM' affecte d'un signe. 
Ainsi, par définition, on a 

(2) ( C ) ~ f (i —cosOM)^0 (i). 

5. Autre expression de l'aire. — Considérons 
d'abord une courbe fermée orientée C sans points 
doubles (fig*. i). Je vais établir la formule 

( 3 ) ( C ) E = 2 7 T — - Ç D O , 
Je 

(*) Comme exercice, on peut chercher à démontrer directement 
que l'intégrale curviligne qui forme le second membre de ( 2 ) est 
indépendante du point O, a f\fciz près. 
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, do étant Vangle de contingence en un point de la 
courbe. 

Si la courbe C n'a ni points anguleux ni points de 
rebroussement, l'intégrale qui figure dans le second 

Fig. i. 

membre de (3) ne donne lieu à aucun commentaire. 
S'il existe ùn point anguleux tel que E, on peut d'abord 
V émousser, c'est-à-dire raccorder les arcs DE et EA 
par une très petite courbe ny introduisant pas de point 
double. A la limite, on voit que ce point double fait 

intervenir dans l'intégrale le terme DE, EA, en dési-
gnant ainsi l'angle compris entre —7ret-f-7t dont il 
faut faire tourner autour de point E le grand cercle 
tangent à DE pour l'amener à coïncider avec le grand 
cercle tangent à EA, ces deux grands cercles étant 
orientés comme les arcs correspondants. De même, un 
point de rebroussement fait intervenir un angle égal 
à -f-tc ou à —7C, le recours à l'émoussement préalable 
ne laissant aucun doute sur le signe qu'il faut prendre. 

Posons provisoirement 
[ C ] = 2TT — I do • 

¿C 
Il faut montrer qu'on a 

(4) [G]^(G; . 

Tout d'abord, joignons deux points A et D de C par 
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un arc AFD, contenu tout entier dans la région à 
gauche de C et n'ayant pas de points doubles. Je dis 
qu'on a 

(5) [ ÀBDËA J = [ ABDFA ] -h [ AFDEA ]. 

On a en effet par définition 
[ABDFA] =27i— f de. 

« A UDF A 

Mais, d'après la remarque relative aux points anguleux, 

f dy = f f do-h I>f31)Î h- FA. \B. 
*Altl>FA «AlU> « ' H F A 

Donc 
[ A B D F A ] = — f do— f dv— i fo . DF — FA, AB. 

•̂ ABI) ^ I)FA 
De même 

[AFDEA] = 2t. — f dz— f de — FD, DE— Éa /aF. 
^AFl) ' 2>F.A 

Ajoutant, il vient, en tenant compte des intégrales qui 
se détruisent, 

[ABDFA]-4-[AFDEA] 

= 4 * - f dcp — ( l i Î FD, DE E A.^VF - FA, A b ) 
•ABDEA 

Supposons que les points A et D ne soient anguleux 
ni l 'un ni l 'autre sur la courbe G (s'ils l 'étaient, on 
les émousserait). Les quatre angles mis entre paren-
thèses à la fiç de la formule précédente sont tous com-
pris entre o et - et sont deux à deux supplémentaires. 
On a donc 

[ ABDFA ] 4- [AFDEA ] =/,ir— f d'f — 2~ 
• A B D E A 

= f do — [ABDEA], 
A B D E A 
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La relation (5) s'étend naturellement à la décompo-

sition de la région à gauche de G en un nombre 
quelconque de régions. 

Cela posé, la relation (3.) ou (4) est vraie pour un 
triangle sphérique ABC à gauche, car elle se réduit 
alors à 

( A B C ) = -¿it — (tt — ; A) — y* — B ) ~ — C) 
A A A 

= A -4- B -f- C — -ri, 

ce qui est une formule classique. On peut donc, par 
application de la formule (5 ) , étendre la formule (3) à 
un contour polygonal sphérique quelconque sans points 
doubles, la région à gauche d'un tel contour pouvant 
toujours être décomposée en triangles à gauche. 

Par un passage à la limite, on étend la formule (3) 
à une courbe fermée quelconque sans points doubles. 
Si le lecteur éprouve ici quelque inquiétude, voici 
(esquissée) la démonstration. Il faut établir que, MNP 

Fig. 2. 

cercle, inscrit dans une courbe C {fig- 2) (*), la somme 

( l ) Sur cette figure, les arcs de grand cercle sont représentés par 
des droites. 
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des angles extérieurs e de ce polygone tend vers l'inté-

grale J quand les côtés du polygone tendent vers 

zéro. 
Menons les grands cercles tangents à C en M, N, P. 

On forme ainsi deux triangles sphériques infiniment 
A 

petits MNQ, NRP. On a, Q étant l'angle infiniment 
petit de sommet Q, 

à un infiniment petit du second ordre près, MN étant 
l'infiniment petit principal, car le triangle MNQ étant 
infiniment petit, son excès sphérique, égal à son aire, 
est du second ordre. 

D'autre part, si les coordonnées d'un point de C sont 
des fonctions régulières d'un paramètre, on voit, sans 
qu'un calcul effectif soit nécessaire, que les rapports 

Q M S M N Q 

MTN" ' M N 

tendent vers une même limite, quand N tend vers M. 

Donc le rapport des angles QMN, MNQ tend vers 
l'unité, et l'on peut écrire, toujours en négligeant un 
infiniment petit d'ordre supérieur, 

A 

De même, R étant l'angle infiniment petit de sommet R, 

Donc 
Q -h H ~?.VMNQ-!- RNP) = ae. 
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On peut donc écrire 

0 étant infiniment petit. 
Si l'on étend cette égalité à tpus les points de G, on 

a, en ajoutant, 
A 

S e = ( [ + 6 ' ) S Q , 

étant encore infiniment petit (il faut ici invoquer la 
continuité uniforme). Par conséquent 

lim S s = I de, 
Jv. 

c . Q. F. i). ( ' ) . 

6. Courbe fermée quelconque — Si maintenant 
Ton suppose que C est une courbe fermée ayant des 
points doubles en nombre quelconque »?, on a la 
formule 

( 6 ) ( C ) = 2 ( l - 4 - / T T ) 7 t — I d e . 

Si m = o, la formule (6) est exacte, puisqu'elle se 
réduit à la formule (3). Il suffit donc d'établir que la 
formule (6) est vraie, si on la suppose établie pour 
toutes les courbes ayant moins de m points doubles. 

A étant un point double de C (/¿g. 3), décrivons 
cette courbe en partant de A jusqu'à ce que nous y 
repassions. Nous décrivons ainsi une première courbe 
fermée G f . Continuons le parcours. Nous revenons 
encore au point A après avoir décrit une nouvelle 

( ' ) La formule ( 3 ) n'est qu'un cas particulier de la formule 
d'Ossian Bonnet, vraie p<>ur une surface quelconque (vo ir |>ar 
exemple VESSIOT, Leçons de Géométrie supérieure, p. 75). 
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courbe fermée C2 . On a, en vertu de la définition (2) 
de (C), 

( C ) = ( C I ) H - ( C 2 ) . 

Soient rn{ et m2 les nombres des points doubles de C4 

et de C2, respectivement. On a 

m — 1 -h mx -r- m2 -h /i, 

n étant le nombre des points doubles de C qui sont les 

Fig. 3. 

points d'intersection de C, et C 2 ; n est un nombre 
pair, puisque C, et C2 sont des courbes fermées. Donc 

m = 1 -+- nix-r- m 2 (mod 2). 

D'autre part, (6) est supposée vraie pour C{ et pour C2 . 
Donc » 

(Ci) = 2(1 + wii)it— I do, 

(Cj) = 2(1 ma)7c— I doy 
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d'où 
(C) = (G|) -h (GS)= 27z-h 2(H- mx -h m2)n — f dv — I d<? 

= 2(1 -hm)iz—J^.^y— 

Enfin / + / n e diffère de / que par la somme des 

angles introduits dans les deux premières intégrales 
par le point anguleux A, et la figure montre clairement 
que cette somme est nulle. La formule (6) est donc 
établie. 

7. Corollaire. — On déduit de la formule (6) une 
conséquence assez curieuse. Portons sur tous les grands 
cercles tangents à C, à partir des points de contact, pi 
dans le sens qui résulte du sens de parcours de C, des 
longueurs égales à Le lieu des extrémités des qua-
drants ainsi obtenus est une courbe C,, dont l'aire est 
égale à celle de la courbe C r augmentée de l'aire 
balayée par les quadrants. Or, l'élément de cette der-
nière est égal à dz>. On a donc 

( C I ) = = 2 ( 1 - h M ) T . — I <2?CP H - I D Y = = 2 ( 1 - f - M ) R . . 

Je Je 
Ainsi Vaire (C^) est égale (mod 4^) à 2TZ ou à zéro, 

suivant que C a un nombre pair ou un nombre im-
pair de points doubles. 

Si l'on invoque les propriétés classiques des indica-
trices sphériques des courbes gauches, on conclut de 
là le théorème suivant, dû à Jacobi (1 ) : 

(') Gesammelte. Werke, t. VII, p. 34- J. Bertrand cite ce théo-
rème dans son Traité de Calcul différentiel et de calcul intégral, 
1.1, p. 744- Ni l'un ni l'autre de ces auteurs n'a regardé la question 
de près. Ils disent que la courbe Ct divise l'aire de la sphère en 
deux parties équivalentes, ce qui n'est pas toujours exact, comme 
le montrent les développements du présent article. 
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Par un point O menons des parallèles aux nor-

males principales d'une courbe gauche fermée 
quelconque. Les traces de ces parallèles sur une 
sphère de centre O et de rayon égal à l'unité ont 
pour lieu une courbe fermée C, d'aire égale, soit 
à 211, soit à zéro. 

8. Courbes supplémentaires. — La courbe supplé-
mentaire d'une courbe C est la courbe C', lieu des 
pôles des grands cercles tangents à C. Il est bien connu, 
et d'ailleurs presque évident, que, réciproquement, 
C est supplémentaire de C . 

Un grand cercle ayant deux pôles, cette définition 
donnerait deux supplémentaires à C. Pour avoir une 
courbe unique, voici comment je procéderai : 

Soie d?abord un arc régulier AB, décrit dans le 
sens AB. Son arc supplémentaire A'B' sera le lieu des 
pôles à gauche ou à droite des grands cercles tangents 
orientés comme AB, suivant que cet arc est lui-même 
à gauche ou à droite. 

Prenons maintenant une courbe fermée C, que je sup-
pose, pour simplifier, dépourvue de points anguleux. 
Elle se compose d'arcs réguliers séparés par des points 
d'inflexion ou par des points de rebroussement. Les 
premiers séparent des arcs de sortes différentes et les 
seconds des arcs de même sorte, puisque nous excluons 
les rebroussements de seconde espèce. 

Les points d'inflexion de C sont nécessairement en 
nombre pair, puisque, à chacun d'eux, d o change de 
signe et que do doit reprendre son signe initial qpand 
le point décrivant C revient au point de départ. Les 
rebroussements peuvent être en nombre pair ou en 
nombre impair. 

Si l'on construit les arcs supplémentaires des arcs 
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réguliers successifs qui constituent AB, ils forment une 
suite discontinue, l'origine de chacun d'eux étant 
l'antipode de l'extrémité de l'arc précédent, que la 
discontinuité provienne d'un point d'inflexion ou d'un 
rebroussement de G. Pour obtenir une courbe continue, 
on peut s'y prendre comme il suit : partant d'un point 
d'inflexion ou d'un point de rebroussement de G, 
décrivons le premier arc régulier AB de cette courbe 
et construisons son supplémentaire A'B' comme il a été 
indiqué plus haut. Soit BD l'arc régulier qui suit AB. 
Je remplacerai son supplémentaire par l a re anti-
pode B'D'. B pouvait être un point d'inflexion ou un 
point de rebroussement de C. 11 est aisé de reconnaître 
que, suivant le cas, B' est un rebroussement ou un 
point d'inflexion de A'B'D' (1 ). 

En continuant ainsi, on construit un arc A 'B 'D ' . . . , 
qui sera fermé, si le nombre des rebroussements est 
pair, carie nombre des points d'inflexion étant pair aussi, 
on aura remplacé un point par son antipode un nombre 
pair de fois, et l'on sera par conséquent revenu au point 
de départ à la fin de l'opération. Si le nombre des 
rebroussements de G est impair, on aboutit au point 
antipode du point A'. Il faut alors, pour obtenir une 
courbe fermée, décrire deux fois la courbe G. Il est 
toujours permis de supposer que C a un nombre pair 
de rebroussements, cette courbe pouvant être dans la 
réalité une même courbe décrite deux fois de suite. 

9. Relation entre Vaire de C et la longueur de sa 
supplémentaire G . — Pour éviter des complications, 
je considérerai, à partir de maintenant, les aires comme 

( 1 ) On se rend compte aisément de ces faits en prenant pour AB 
et BD deux arcs de cercle, dont les supplémentaires sont deux 
autres arcs de cercle. 
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définies suivant le module IT* et non plus /\TZ, de 
manière à éviter la considération des points doubles. 
AB étant un arc régulier, posons 

Pour une courbe fermée C, composée d'arcs régu-
liers AB, BD, DE, dépourvue de points anguleux et 
ayant un nombre pair de rebroussements, on a 

( 7 ) ( C ) ==( A B ) -f- ( B D ) -f- ( D E ) + (mod a ir) , 

car la somme des termes égaux à z t ~ qui interviennent 
dans l'expression de (C) eL qui proviennent des rebrous-
sements est un multiple de 2n. 

L'arc élémentaire de l'arc A'B', supplémentaire 
de AB, est la distance des pôles de deux grands cercles 
qui se coupent sous l'angle do. C'est donc \ do\, et 
comme do ne change pas de signe le long de AB, on a. 
en désignant par A'B' la longueur, considérée comme 
essentiellement positive, de l'arc A'B', 

avec le signe -h, si AB est à droite, et le signe —, 
si AB est à gauche. 

Considérons maintenant la somme (AB) - f - (BD) , 
B étant un point de rebroussement ou un point 
d'inflexion. 

i° Si B est un point de rebroussement, B' est un 
point d'inflexion sur l are A'B'D'. AB et BD étant deux 
arcs de même sorte, on a, avec correspondance de 

( A B ) s ± A ' B ' , ( B D ) s ± B'D' (mod 27:), 

d'où 
( A B ) -+- ( B D ) rssdt ( A ' B ' H- B 'D ' ) (mod 21c). 

( mod 2 TZ ) . 

( A B ) == ± : A ' B ' (mod ?.r.) 

signes, 
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2° Si B est un point d'inflexion, B' est un point de 
rebrousse ment sur l'arc A'B'D'. AB et BD étant deux 
arcs de sortes opposées, on a, toujours avec correspon-
dance des signes, 

(AB)==:fc A'B', ( BD) = qz B'D' (mod 21:), 

d'où 

( A B ) H - ( B D ) = I Î Z ( A ' B ' — B ' D ' ) ( m o d a r c ) . 

En continuant, on parvient à une relation de la 
forme 

(8 ) ( C ) = ( A B ) - 4 - ( B D ) - h ( D E ) 

= ± A'B'db B ' D ' ± D ' E ' ± . . . (mod ^ r ) , 

où deux termes consécutifs du second membre ont le 
même signe, s'ils désignent les longueurs de deux arcs 
séparés par un point d'inflexion, et le signe contraire, 
si ces arcs sont séparés par un point de rebroussement. 
Le résultat s'exprime ainsi : 

L'aire (C) de la courbe G est congrue, suivant le 
module 2TT, à ± h', L' désignant la somme alternée 
des longueurs des arcs de la courbe supplémen-
taire G , séparés par les points de rebroussement 
successifs de cette courbe. 

En tenant compte des points doubles de C, on par-
viendrait à une congruence suivant le module 4 p l u s 

précise que (8), mais plus compliquée. 
On voit que deux courbes fermées, de même lon-

gueur totale, ont pour supplémentaires des courbes 
fermées, de même aire. Ce théorème n'est vrai qu 'en 
gros, et les développements qui précèdent montrent 
comment il faut le préciser. 

Ann. de Mathémat., 5* série, t. III. (Novembre 1924.) 5 
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[J4] 
UNE REMARQUE SUR LA THÉORIE DES GROUPES I IMS ; 

PAR G. CERF 
(Strasbourg). 

Quand on étudie les groupes de transformations à 
un paramètre dont les opérations sont deux à deux 
inverses l 'une de l'autre, on peut, tout au début, pré-
senter une remarque susceptible de rendre quelque 
service. Nous allons le faire pour l'espace ordinaire; 
mais des considérations toutes pareilles peuvent servir 
dans un espace à un nombre quelconque de dimen-
sions. 

Soit une famille de transformations S dépendant d'un 
paramètre t et définies par les relations 

( x> = /(&•> y> 0> 
(0 ] y' = z\0> 

f z' = h(x, y, z; t). 

Nous supposons que la famille contient la transfor-
mation identique. Lorsque t varie, à tout point M, de 
coordonnées x, y , 5, les relations (i) font correspondre 
les points d'une courbe CM, la trajectoire de M, passant 
par M et lieu des points déduits de M par les transfor-
mations S. L'ensemble des courbes CM forme généra-
lement un .complexe. Nous allons montrer que dans le 
cas où les équations (i) définissent un groupe con-
tenant des transformations deux à deux inverses 
tune de C autre, et par conséquent comprenant la 
transformation identique, les courbes CM forment 
une congruence et non un complexe. 

Nous nous appuierons pour cela Sur les deux obser-
vations suivantes : 



( 59 ) • 
a. Si CM passe en M7, CH. passe en M : car si la trans-

formation S permet de passer de M en M', la transfor-
mation S ', qui appartient au groupe, permet de passer 
de M' en M. , 

b. Soient S une transformation quelconque du groupe 
et M' — S(M) ; M, un point quelconque de CM et S4 

la transformation qui permet de passer de M en Mf : 

M i = S i ( M ) 

on peut passer de M| en M7 par une transformation du 
groupe, car M' = S ( M ) = ( S S ~ 1 ) Sj ( M ) = (SSj1 )'(M t) 
et SS"1 appartient au groupe ; CMi passe par M'. 

Cela posé, la proposition que nous avons en vue est 
aisée à démontrer : 

CMj passant par M', C ) r passe par M,, et M, étant un 
point quelconque de CM, CM- coïncide avec CM. 

Les trajectoires des points de CM sont donc toutes 
confondues avec CM puisque M' est un point quelconque 
de CM; et comme, d'autre part, d'après a , les trajec-
toires passant par M ne peuvent être que celles des 
points de CM, il en résulte que par M, point quelconque 
de l'espace, ne passe qu'une courbe de la famille consi-
dérée : celle-ci cohstitue donc bien une congruence et 
non un complexe. 

[Dla] 
SUR QUELQUES FONCTIONS DISCONTINUES 

OU DÉPOURVUES DE DERIVEES ; 
PAR Th. LÇCONTE. 

La troisième édition du Traité d'Analyse de 
M. Picard contient l'étude d'une fonction continue 
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n'admettant de dérivée pour aucune valeur de la variable. 
Cette fonction, construite par M. Helge von Koch, est 
plus simple que la fonction célèbre de Weierstrass, la 
première en date (voir le Cours d[Analyse de 
M. Goursat) et celles que l'on trouve dans le Mémoire 

de Darboux sur les fonctions discontinues par exemple, 

J'ai cherché, en partant des fonctions anormales que 
l'on peut tirer de la représentation décimale de la 
variable, un exemple qui fût plus accessible encore. 
Je me suis ensuite aperçu, en feuilletant les Mathema-
tische Annalen que l'étude de M. Helge von Koch a 
été suivie de diverses notes contenant des exemples 
plus simples que le sien; cependant il ne sera pas 
inutile, je crois, de publier ce court article qui est d 'un 
caractère élémentaire, qui peut prêter à la réflexion et 
fournir des énoncés d'exercices. 

1. L'un des moyens les plus simples et les plus féconds 
de construire des fonctions anormales consiste à écrire 
la représentation décimale (ou dansmn système à base 
quelconque) de la variable et à utiliser les chiffres 
de cette représentation pour définir la fonction. 

Une même circonstance se rencontre dans tous les 
exemples formés sans précautions par ce procédé : la 
fonction n'est définie lorsque x est un nombre décimal 
que si l'on a, au préalable, fait choix de l 'un des deux 
modes de représentation d'un nombre décimal, soit de 
la représentation limitée o, aK a2.. .an o o . . s o i t de 
la représentation illimitée o, aK a2.. .an — i 9 9 La 
règle qui conduit à la valeur de la fonction, appliquée 
à ces deux formes, ne donne pas en général le même 

la somme de la série de terme 
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nombre en sorte que de telles fonctions sont discontinues 
lorsque # est un nombre décimal. 

Disons quelques mots de l 'un de ces exemples (1) 
dont l 'étude précède naturellement celle des fonctions 
de Peano. On sait que Peano a, le premier, en écrivant 
la variabie dans le système à base 3, construit des 
fonctions continues dépourvues de dérivées et défi-
nissant une courbe qui emplit un carré (2). 

Soit, dans l'intervalle (o, i), la variable 

x = o, «t a 2 . . . an .... 

Adoptons, pour préciser, la représentation illimitée de 
la variable lorsqu'elle est un nombre décimal et envi-
sageons la fonction y = o, Cette fonction 
est évidemment continue pour les valeurs de x qui ne 
sont pas des nombres décimaux. Elle l'est aussi pour 
un nombre décimal de la forme 

.r0=o, ala2...a2n-ï 99 . . . (a^-j^y), 

à laquelle correspond 

y0 = o, atas... ain-t 9 9 . . . ; 

c'est immédiat à gauche parce qu'un nombre variable x 
tendant vers x{t en croissant finit par avoir autant de 
décimales communes avec x0 que l'on voudra ; à droite, 
cela résulte de ce qu'un nombre variable x tendant 
vers x0 en décroissant a une représentation décimale 

( !) Pour d'autres utilisations du même procédé, voir L B B E S G U E , 

Leçons sur VIntégration, p. 44 et 9 0 , et B O U L I G A N D , Bevue de 
l Enseignement des Sciences, 11e année, nOÎ 103 et 104. 

(2) Les recherches, trop oubliées, de Peano ont précédé celles de 
Hilbert qui a aussi donné un exemple, obtenu par une voie diffé-
rente, d'une courbe emplissant un carré (voirie Traité d'Analyse 
de M. Picard). 
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dont les premiers chiffres 
suivis d'autant de zéros que l'on voudra et de ce 
que la limite des valeurs correspondantes de y est le 
nombre o, a , a 3 . . . a 2 n ~ i + 1 0 0 . . . qui est égal à y0 . 
Enfin, pour un nombre décimal de la forme 

à laquelle correspond 

y0 = o, « i a 3 . . . a * « - ! 9 9 . . . : 

il y a continuité à gauche, il est aisé de le voir, mais il 
y a discontinuité à droite car si une valeur v ariable de x 
tend vers en décroissant, sa représentation décimale 
a pour premiers chiffres a>2, suivis 
doutant de zéros que l'on voudra et la limite des valeurs 
correspondantes de y est le nombre 

o, a^i.. . r/2/i-i o o . . ; 

il y a donc discontinuité de première espèce et le saut 

de la fonction est t ; en un tel point, à droite, la 

fonction n'admet pas pour valeur la borne inférieure 
de ses valeurs. 

Cette fonction n'admet de dérivée en aucun point, 
soit Xi, où elle est continue; il est en effet possible 
d'imaginer deux ensembles infinis de valeurs de x 
tendant vers x{* le premier dans lequel a 3 l . . . 
gardent la même valeur, le second dans lequel a 2 p + i 

seul change, étant ai gmenté ou diminué d'une unité, 
de sorte que l'on a dans ce cas 

A y î o * ^ 1 

= — 101* A# 1 
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et que le rapport croît ici indéfiniment avec p alors 
qu'il était constamment nul pour le premier ensemble ; 
il n'y a donc pas de dérivée. 

Il est bon de remarquer que la fonction admet une 
valeur donnée o, A , A 3 A 3 . . . pour une infinité de 
valeurs de x de la forme o, At a 2 A 3 a* A5a ( î . . . , les 
chiffres a2, . . . étant arbitraires. L'ensemble E de 
ces valeurs de x, qui a évidemment la puissance du 
continu, est de mesure nulle ; on le voit en envisageant 
l'ensemble complémentaire E' de l'ensemble E ; l 'en-
semble E' est formé d'abord de l'ensemble des nombres 
o, aK..., a , A | , dont la mesure est puis de l'en-
semble des nombres o, A 1 a 2 a 3 a 2 quelconque, 
a 3 A3 dont la mesure est i o X ~ = on peut 
ainsi continuer indéfiniment, la mesure totale de l'en-
semble E', — + — -f- • * • ? est égale à i. 

.10 IO* 0 

Etudions maintenant la fonction au point de vue de 
la croissance ou de la décroissance en un point x0. Il 
est aisé de voir que, étant un nombre décimai en 
lequel la fonction est continue, pour x suffisamment 
voisin de x0l on a, à droite, yiyo et à gauche y^y», 
la fonction ne décroît pas en un tel point; le résultat 
est différent lorsque x0 est un nombre décimal en lequel 
il y a discontinuité, à droite y<Cj'o> à gauche y Sy0l 

et sans qu'on puisse dire qu'il y a maximum relatif, 
y0 est une valeur extrême supérieure ou égale à toutes 
les valeurs voisines. Pour les autres valeurs de x{)1 on 
remarquera que lorsqu'on augmente un chiffre de rang 
impair, x0, y0 augmentent et que cela est possible pour 
des valeurs infiniment voisines de «r0 à moins que tous 
les chiffres de rang impair ne soient des 9 à partir d'un 
certain rang; de même, fcn diminuant un chiffre de 
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rang impair, on diminue xQ, y 0 et cela est possible pour 
des valeurs infiniment voisines de x 0 à moins que tous 
les chiffres de rang impair ne soient des zéros à partir 
d'un certain rang; en augmentant un chiffre de rang 
pair et en diminuant un chiffre de rang impair qui vient 
après, on augmente xQ, on diminue y0 ; l , n e opération 
analogue permet de diminuer x0 et d'augmenter y0 ; 
hormis des cas d'exception faciles à énoncer, ces deux 
dernières opérations sont possibles pour des valeurs 
infiniment voisines de x0, en sorte que, mises à part 
des valeurs exceptionnelles de x0 pour lesquelles on 
ferait une étude directe, la fonction n'est ni croissante 
ni décroissante. 

2. Les ionctions x, y de la variable que nous allons 
définir, sont l'adaptation au système à base 10 des 
fonctions que Peano a définies dans le système à base .>. 
A la variable t = o, ax a2 ... an . . . , nous faisons corres-
pondre les fonctions 

x — o, xt a3 xs . . ., y — o, a 2 a 4 a 6 . . . , 

aj = a i , a3 est égal à ou à 9— a 3 suivant que le 
reste de la division de a2 par 9 est pair ou impair, a5 est 
égal ka,} ou à 9 — a3 suivant que le reste de la division 
de a2-\-ax par 9 est pair ou impair et ainsi de suite; 
de même a2 est égal à a> ou à 9 — a2 suivant que le 
reste de la division de aK par 9 est pair ou impair, a* est 
égal à a.t ou à 9 — ah suivant que le reste de la division 
de a l H ~ a 3 par 9 est pair ou impair et ainsi de suite. 

Ces fonctions sont continues pour toute valeur de t ; 
c'est immédiat lorsque t n'est pas un nombre décimal ; 
cela résulte, pour une valeur de la variable qui est un 
nombre décimal, de ce que les deux formes 

o, a^ai . . . afn 9 9 . . . , o, a,a2...a2„+i 0 0 . . . 
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conduisent à la même valeur de x, à la même valeur 
de y et qu'il en est de même pour les deux formes 

o, ata2 . . . «•»„+! 9 9 • • • v 
o, aj a 2 • • • a2n+i + i ' o o . . . 

Ces fonctions définissent une courbe qui emplit le 
carré o^ySi car x, y étant choisis arbitrai-
rement, on en déduit aisément une valeur de t qui les 
fournit (une seule si les valeurs de x et y ne sont pas 
des nombres décimaux, deux ou quatre si l 'une des 
valeurs de x et dey ou les deux valeurs sont des nombres 
décimaux). 

Enfin, ces fonctions n'admettent de dérivée pour 
aucune valeur de la variable ; le raisonnement employé 
au n° 1 au sujet de la fonction o, ax a 3 . . . a >n+i . . . 
s'applique à la fonction x de t avec de légères modifi-
cations et s'étend à la fonction y . 

3. Voici un énoncé d'exercice qui fournit l'occasion 
de reprendre certaines des considérations précédentes. 
Soit la variable x = o, aKa2 . . . an . . e n supposant, 
pour préciser, que l 'on choisisse toujours la représen-
tation illimitée. Posons 

y = cilrl-h tf2(>'2) 2-+-.. •-+- • • •• 

| j, | /'o |, . . . , | rn |, . . . étant inférieurs à un nombre k 
inférieur à i . Cette série est convergente; sa somme 
définit une fonction de x. 

Déterminer r2 , . . . , r/n . . . de telle manière que 
cette fonction soit continue pour toute valeur de x. 

Lorsque r{ = r 2 = . . . = rn ==...== p désignant 

un entier supérieur à io, l'ensemble des valeurs prises 
par la fonction a la puissance du continu, mais il est de 
mesure nulle. 
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4. Pour arriver à d'autres exemples de fonctions 

dépourvues de dérivées, je vais définir certaines fonc-
tions auxiliaires. Soit la variable ^ = 
a{) étant un entier positif ou négatif; posons 

¿>1 = 9 — a u ••••> 6 / * = 9 

Considérons la fonction fç>(x) dont la valeur est 
définie par i ' expression o, ci\ a2 . . • (Xn . . . lorsque ciQ est 
nul ou pair, par l'expression o, bK b2 •. » bn . . . lorsque a 0 

est impair; cette fonction est périodique et de période 2 ; 
considérons aussi la fonction z{ = f\(oc) dont la valeur 
est o, a2ci'i . . . lorsque aK est nul ou pair et o, b2b3 ... 
lorsque ci{ est impair, fonction périodique et de 

période telle que / , ( # ) = y 0 ( i o # ) ; on peut conti-
nuer indéfiniment et envisager, quel que soit l'entier 
positif n, la fonction z„ = f f i ( x ) dont la valeur est 
o? ctn+i a/1+2 • • • lorsque an est nul ou pair, o, bn+i b/t+2 ... 
lorsque an est impair, fonction périodique et de 

période telle que fti(oc) = f0(ion x). 

Ces fonctions sont continues pour toute valeur de x ; 

Fig. , . 

on le voit immédiatement en remarquant que les deux 
formes d'un nombre décimal donnent les mêmes valeurs 
pour l'une quelconque de ces fonctions. On peut aussi 
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remarquer que la courbe représentative (C 0) de la 
fonction z0~ fQ(x), qu'il suffit d'indiquer dans l'inter-
valle ( 0 ,2 ) en raison de la périodicité, se compose (fig> 1) 
d'une ligne brisée formée de la droite y ~ x dans 
l'intervalle ( o, 1 ) et de la droite y = 2 — x dans l'inter-
valle (1, 2 ) ; la courbe représentative (Cj) de la fonc-
tion z{ s'obtient en partant de (C0) par réduction des 

abscisses dans le rapport ^> de même pour passer de (C<) 

à (C2), etc., et l'on voit nettement que ces constructions 
conservent la continuité. 

5. Considérons la fonction 

f ( x ) — U{) Z0 -h UiZi-h. . .-h unzn-

z0, 3,, ..., z,n . . . désignant les fonctions continues 
inférieures ou égales à 1 que nous avons définies au 
paragraphe précédent, un désignant le terme général 
d'une série absolument convergente. 

La fonction f ( x ) est continue quel que soit x ; sous 
certaines conditions imposées aux elle n'admet de 
dérivée pour aucune valeur de la variable. Pour le 
montrer, j'utiliserai le lemme suivant : g(x) admettant 
une dérivée pour la valeur x0 de la variable, x\ x" 
tendant vers x0 de telle manière que x' xQ << x", le 

cr / gJ' \ rr / ¿g' \ ^ 

rapport - — ~ — — - tend vers g'(x0)m, la démons-

tration de cette proposition repose sur la remarque 

que le rapport -——„———- est compris entre les 
rapports * < * . ) - * ( * ' ) ; t e n d e n t tous-11 X — x0 x0 — X 1 

deux vers g'(x0). 
Soit x0 une valeur de x qui ne soit pas un nombre 

décimal; choisissons pour xf, x"les valeurs décimales 



( 68 ) • 

approchées à ^ près, par défaut et par excès, de x0. 

Ecrivons 
ocq —a0, «2 • •cin 

x' = aQ, ax a* . . . a,n 

x" = «o> 

et Galeulons/(¿e") — / ( # ' ) • Les fonctions zn+l, • • • 
qui admettent pour périodes, respectivement, 

jp^.»* * • • admettent aussi pour période qui est un 
multiple des nombres précédents ; ces fonctions 
prennent donc la même valeur pour x et pour x". 
Occupons-nous maintenant de s«- a ug~ / ,)a0 mente de lorsqu'on passe de xf à x" ; augmente 

d e fe^ ; " * ; d e ^ n r " 1 ; d e ( ~ l V S e t P a r 

suite 
(— l)«oM|> (— l)«.Ml 

\ O n IO 

et, enfin, puisque j?"—x' — -j-̂ » 

= (_ , )„ . „, + (_ , )« . , o „ , + . . . 
¿r — a? 

H- ( — I IO«"1 Î / „ - I + ( - I)«« I O " l l n , 

si la série de terme général (— i ) a «io n u n n'est pas 
convergente, la dérivée n'existe pas. Il suffit, en parti-
culier,, pour obtenir ce résultat, de choisir un de telle 
manière que ion uri ne tende pas vers zéro. La condition 
est très large. 

Si x0 est un nombre décimal, xf sera égal à x0 a 
partir d'une certaine valeur de n ; le calcul précédent 
reste valable mais on se trouve alors dans un cas plus 
simple dans lequel le lemme devient inutile. 
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6. Il existe bien d'autres façons de construire des 

fonctions dépourvues de dérivées. Voici un procédé 
qui m'a été indiqué par M. Lebesgue ; laissant de côté 
certaines particularités, il faut y voir surtout l'utilisation 
de cette idée si fréquemment utilisée par les analystes : 
Former une série 2 u n telle que pour chaque point x il 
y ait un ternie un jouant un rôle prépondérant dans 
le calcul considéré ; ici, dans le calcul de la dérivée. 
Soit la fonction f ( x ) , somme de la série dont le terme 
général, un(x), est une fonction qui a pour courbe 
représentative (fig. une ligne brisée en dents de scie 

Fig. 2. 

déduites les unes des autres par des translations paral-
lèles à Ox et égales à iln, les pentes des côtés OA, AB, 

B C , C D , . . . étant =h \ n . Évaluons ^ x ^ x ) ; en 

choisissant h égal, soit à soit à — o n peut faire 

en sorte que x et x-\- h appartiennent à l 'un des inter-
valles tels que O a , ¿zB, . . . ; avec cette condition, la 
contribution d e a n dans le rapport est, en valeur absolue, 
égale à An ; celle de u2 H- . . . -f- Un—\ est au plus 
égale en valeur absolue à \ \ -f- X2 + • •. + ^«-i = ? 

' p 00 

enfin celle de w/l+1 -j- un+2-+-. • • e s t p n = d z ^ - ^ A utl+p. 
P = I 

Or, il est facile de choisir ln et \H de façon que la série 
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de terme général un{x) soit uniformément convergente, 
que infiniment grand avec n, soit infiniment grand 
par rapport à <rn et pn en sorte que le rapport considéré 
croisse indéfiniment et que l'inexistence de la dérivée 

soit prouvée. Entre autres exemples, prenons Zw= jj^Tyt9 

— ni. On peut écrire 

, IN, V 1 ^ 'A(rtï)1 , , . I^n (ni y > . < , \ Pn\ < 
' ¿-à ( n p)\ n.nl • il • p)\ n.nl 

Vn __ i -+- ->. ! -h. . -4- (n — Q! 
X» ~ ni 

1 ( 1 1 _J 
Ki ^ // \ 2 

i i •... H h I 

. a < — > 
A , , /A 

les conditions précédentes sont donc bien remplies. 

[ L ' 3 ] 

m PROPRIÉTÉS DIAMÉTRALES DES CONQUES 

DEDITI ES DE L\ li; ̂ IMTIOX FOCALE; 

P A R A . 13 L O G II. 

Les propriétés projectives des coniques peuvent 
s'établir par de simples considérations de géométrie 
plane. Plusieurs auteurs les déduisent par exemple du 
fait suivant : 

Lorsque l'on applique à une conique une transfor-



mation homologique ayant pour centre un des foyers 
de la courbe, pour axe l'homothétique par rapport à ce 
foyer, le rapport d'honiothétie étant 2, de la directrice 
correspondante, enfin pour rapport d'homologie — 1, 
la courbe transformée est un cercle ayant pour centre 
le foyer en question. 

Mais lorsque l'on se borne aux propriétés d'affinité, 
on est en droit de désirer une démonstration donnant 
des choses une vision plus directe. Laissant de côté le 
cas de la parabole, qui est classique (1 ), voici comment 
le second théorème de Poncelet permet, pour l'ellipse 
et l'hyperbole, d'obtenir rapidement ces propriétés. 

Ellipse. — Soit une ellipse de grand axe AA ;, dont F 
est l'un des foyers ; la tangente en un point quel-
conque M coupe le grand axe en P et les tangentes 
en A et A' aux points T et T ' . 

F T est bissectrice de l'angle A F M ; FT ' , de l'angle 
A ' F M. L'angle T F T ' est droit, et l'on a 

A T . A T' = FA . F A ' = const. 

D'autre part les points M et P sont conjugués harmo-
niques par rapport à T et T' . 

Fig. 1. 

On a ainsi une construction, par droites et par 

(l) £ / . , par exemple, J. HADAMARD, Leçons de Géométrie élémen-
taireÎ, t. II, p. 230-237. 

P 
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points, des ellipses de grand axe A A'; toutes ces * 
ellipses sont affines les unes des autres par rapport à 
cet axe, et le sont en particulier du cercle de dia-
mètre A A'; les propriétés d'affinité du cercle s'étendent 
donc à l'ellipse. 

Hyperbole. — Soit l'hyperbole d'asymptotes OX, 
OY, de foyers F et F ' . La tangente en un point quel-
conque M coupe les asymptotes en 1 et J. 

Supposons par exemple M sur la branche de courbe 
ayant F à son intérieur. Soient FX et FY les parallèles 
menées par F aux asymptotes. Les angles IFM et IFX 
sont égaux, ainsi que les angles JFM et JFY . L'angle ÏFJ 
est donc le supplément du demi-angle des asymptotes, 
et les points F, F' , I, J sont sur un même cercle. On a 
donc 01. OJ = O F - = const. 

D'autre part les distances de 1 à FM et à FX sont 
égales, celles de J à FM et FY le sont aussi ; les distances 
de I et J à FM sont donc égales, et M est le milieu de 1J. 

• F ig . 2. 

Le produit des distances de M aux asymptotes est 
donc constant; de cette propriété résultent immédia-
tement l'existence des diamètres et toutes les propriétés 
d'affinité. 
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N O T E . — Dans un arlicle paru dans les Nouvelles 

Annales en igo5 (p. i45) sous le titre Sur la théorie 
des coniques, M. Hadamar.d a développé des idées 
analogues aux précédentes. Il se propose de passer 
des propriétés focales aux propriétés projectives des 
coniques par une méthode plus simple et plus naturelle 
que les méthodes classiques. 

Les deux théorèmes à établir tout d'abord sont les 
suivants : i° l'ellipse est la projection d'un cercle; 
2° le produit des distances d'un point d'une hyperbole 
à ses asymptotes est constant. La démonstration que 
donne M. Hadamard du second théorème ne diffère 
pas sensiblement de la mienne; pour le premier, je 
crois être arrivé à une simplification appréciable, en 
utilisant comme dans l'autre cas le% théorème de 
Poncelet, alors que M. Hadamard emploi des consi-
dérations différentes. 

Les présentes démonstrations, obtenues d'ailleurs 
sans la connaissance de l'article de M. Hadamard, l'ont 
été pour l'hyperbole en 1909, pour l'ellipse en 1923. 

QUESTIONS« 

2476. Soit M la projection d'un point A du plan sur la tan-
gente à une courbe F de classe c. Cette tangente rencontre la 
podaire de F relative au point A en i e — 1 points autres que A. 
Si M' est leur centre des moyennes distances, le point M'décrit, 
quand la tangente varie, une autre podaire de F relative à un 
second point A' qui est homothétlque de A, le centre d'homo-
thétie étant le centre (généralisé) de T, et le rapport d'ho-

mothétie ayant pour valeur ~ — — • A. LABAOUSSE. 

Ann* de Mathémat5e série, t. III. (Novembre 1924*) ^ 
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2477. Lieu des points du plan d'un triangle pour lesquels 

le triangle pédal a une aire constante . C. CLAPIER. 

2478. Lieu des centres des coniques inscrites dans un 
triangle, pour lesquels le triangle pédal a une aire moyenne 
ari thmétique entre les aires dés triangles pédaux relat i fs aux 
deux foyers. C. CLAPIER. 

BIBLIOGRAPHIE. 

Œ U V R E S P E G . - H . H A L P H E N , publiées par les soins de 
C. Jordan, / / . Poincaré, E. Picard avec la colla-
boration de E. Vessiot. i vol. 25 X 16 de v-66o pages. 
Paris, Gauthier-Villars, 1924. Prix : ioo f r . 

Nous s ignalons à nos lecteurs la publ icat ion du quatrième 
et dernier tome de la bel le édit ion des œuvres d'Halphen. On 
y trouvera « les derniers travaux d'Halphen, parus de 1883 à 
1890, sur les équations différentielle^, la théorie des nombres , 
les fonct ions el l iptiques et leurs applications. On y a réimprimé 
la théorie des s ingularités des courbes a lgébriques , publiée 
en appendice à la traduction française de la géométr ie analy-
tique de Salmon ». Le vo lume comprend aussi des extraits de 
lettres à Zeuthen et de précieux inédits . 

i l est imposs ible d'analyser ic i , avec les déve loppements qui 
seraient nécessaires , cet important v o l u m e . Mais il faut en 
soul igner l' intérêt. L'œuvre d'Halphen est toujours actuelle 
et sa publication, jus te hommage à un Maître très éminent , 
rendra les plus grands services. S. F . 

CERTIFICATS «E MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

ÉPREUVE THÉORIQI E. — D a n s ce qui suit, négliger le frot-
tement et l'influence du mouvement de la. terre. 

Soient zt trois axes rectangulaires, liés à la 

m 
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terre: OiZx est la verticale ascendante du point Oi. Un 
cylindre circulaire droit peut se déplacer en restant tan-
gent au plan xx Oiyi suivant une génératrice. Soumis à la 
seule action de son poids, il a une densité, variable dans 
chaquesection droite, mais constante le long de toute paral-
lèle à son axe. Sur cet axe. le centre de gravité G est projeté * 
en g. Soit c la distance g G. Les axes liés au corps forment 
un trièdre trirectangle Gxyz, dont V arête G y est paral-
lèle à l'axe du cylindre, dont Varête Gz prolonge g G au 
delà de G, et doni le sens concorde avec celui du trièdre 
de référence. Des trois angles d'Euler 6, », qui fixent la 
direction du trièdre Gxyz, deux seulement, ^ et 0, sont 
arbitraires. Par rapport à ce trièdre, l'équation de l'ellipsoïde 
d'inertie est 

kx^-h By* 4- G — 2 ïïzx = i . 

Etudier le mouvement, en se conformant au plan sui-
vant : 

0 

i° Justifier, en deux mots, les indications ci-dessus 
( lignes soulignées). Calculer les projections de la rotation 
instantanée sur Gx, G y, G z et la force vive. 

2° Écrire les équations de Lagrange. Quel est le mouve-
ment de G? Interpréter Véquation issue du paramètre 
Montrer qu'on peut déterminer 8, puis <{/, en fonction du 
temps, par deux quadratures. 

3° Étudier les simplifications apportées par un choix 
particulier des conditions initiales. Montrer quelles 
peuvent être prises de manière que le mouvement soit une 
rotation autour d'un axe vertical, ou encore, ¿effectue 
parallèlement à un plan vertical fixe. 

4° Quelles conditions faut-il imposer à A, G, E pour que, 
dans tout mouvement de Vappareil, Vexpression de 0 en 
fonction de t soit identifiable avec celle qui Hé finit un de 
ses mouvements parallèles à un plan vertical fixe. Ces 
conditions étant remplies, achever l'étude du mouvement. 

5° Donner la discussion lorsque c = o (sans autre hypo-
thèse) et si possible dans le cas tout à fait général. Toute 
position initiale du cylindre est-elle compatible avec 
Vexistence d'un mouvement de" rotation autour d^une 
verticale? 
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INDICATIONS SUR LA SOLUTION, par M. P. Robert. — L'angle 

d'Euler cp est égal à — - • Les composantes de la rotation 

instantanée sont donc : 

<}/sinO, q = 8', r = ^ ' c o s 6 , 

et la force vive totale est : 

-t- < p ( À sin26 H- i E sin 6 cos 6 -H G cos26 ) -h B E' 

avec la liaison £ — R -h c cos6. 
Le mouvement du centre de gravité est rectiligne et uniforme. 

On peut d'ailleurs se ramener au cas où cette vitesse est nulle : 
il ne restera alors qu'à déterminer 0 et ^ en fonction du temps. 
On écrira pour cela l'équation de Lagrange issue du para-
mètre .^ (elle exprime le théorème du moment cinétique par 
rapport à la verticale du centre de gravité dans le mouvement 
autour de ce point) , et l'intégrale des forces vives [en remar-
quant qu l l y a ici une fonction des forces 

U = — M / r ( R - 4 - c c o s G ) ] , 
ce qui donne : 

Y (A sin2 0 -+- i E sinO cos 0 Gcos^Ôj = K, 

( M e 2 sin26 -4- B ) 6'2n- <j/*(A sin20 h- •>. E sin0 cos6 -+- Ccos 2 0) 

= h — 2 M gc cos 0. 

Éliminant <1/ entre ces deux équations, on trouve 6 en fonc-
tion du temps par une quadrature. Les mouvements de*rota-
tion s'obtiennent en choisissant A et K de manière que l'ex-
pression 

K2 

( I ) h —- •>. M ¿f c cos 0 — — r — — ; v 4 AsinM* -f- -A E sin 0 cos 0 G cos2 6 

ait une racine double %. Si 0 oest donné, on trouve deux équa-
tions pour déterminer A et K2 qui conviennent pour un mou-
vement de rotation. On remarquera que la valeur K2 doit être 
positive. Il s'ensuit qu'une inclinaison déterminée de ^ G n'est 
pas toujours compatible avec une rotation de l'appareil autour 
d'un axe vertical. Pour faire complètement la discussion géné-
rale, il y aura intérêt à réaliser une représentation graphique 
de l 'expression ( i ) située sur le cylindre u — cos8, p = sinO 
(système d'axes W, P, IP). On sera ainsi amené à envisager les 
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positions relatives du plan w — h — 2 M gcu et d'une courbe ( y ) 
représentée par les équations 

K2 

u — cosò, v = sin0, w — -— —— -' ' 2 Euv -+- Cw* 
% 

Si le mouvement est parallèle à un plan vertical fixe, la 
rotation instantanée doit être horizontale. Donc il faut 
que <j/ = o. Le mouvement obtenu dans ce cas rappelle le 
mouvement pendulaire. Pour résoudre la quatrième partie, il 
suffit d'écrire que la forme A sin'ô -4- 2 E sinOcosO -+Çcos26 se 
réduit à une constante, c'est-à-dire que l'on doit avoir A = Ĉ  
E = o. " ' ' 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Sur un plan horizontal fixe P, 
peut se mouvoir, sans frottement, une sphère pesante S, 
non homogène, de centre O et de rayon R. Tout se passe 
comme si la sphère S comportait : 

i° Une masse M, uniformément répartie entre la totalité 
de son volume. 

M 20 Quatre masses, égales ch acune a -r- > et concentrées 
respectivement aux sommets d'un losange, de centre O, 
dont les demi-diagonales OA — OA' = a et OB = OB'= b 
sont définies par les relations 2¿>2-f- a2 = B2 et a2 = 
A Vinstant initial, le losange est horizontal et le solide au 
repos, On lui applique alors une percussion horizontale, 
sous Vinfluence de laquelle le centre O prend une vitesse Y, 
parallèle à OB et de même sens. Par rapport au trièdre 
trirectangle direct OABG, dont deux arêtes sont dirigées 
suivant les diagonales du losange, le point d'application 
de cette percussion est le j?oint x, y, z de la sphère S, tel 
qu^on ait x — y = z > o. 

Etudier le mouvement de la sphère, rapporté à la posi-
tion initiale du trièdre OABG, d'après les indications 
suivantes : 

i° Evaluer, à l'instant t, les projections p, q, r de la 
rotation instantanée de S sur les arêtes du trièdre OABG 
lié à S. Trouver le lieu décrit dans le corps S, par le vec-
teur rotation. Le calcul, poussé jusqu'au bout, décèlera 
une particularité importante du mouvement. 

2° Déterminer, en fonction de t, les angles d'Euler <|;, 0, cp 
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définissant le trièdre OABC par rapport à sa position 
initiale. Tenant compte du résultat de la première partie, 
on reviendra aux notations littérales ( compatibles avec ce 
résultat) pouç exécuter seulement à la fin de la rédaction 
les calculs qui se présentent. 

INDICATIONS, par M . P. Robert. — Le mouvement pris par 
la sphère autour de son centre de gravité est un mouvementé 
la Poinsot. Le lieu de Taxe instantané dans le corps est un 
plan; les quantités />, q, r s'expriment à l'aide de fonctions 
hyperboliques du temps. Pour le calcul des angles d'Euler, on 
remarquera que le moment cinétique du mouvement autour 
du centre de gravité a une direction invariable, celle de la 

seconde bissectrice de l'angle A0 OG0 (pos i t ion initiale de A O c ) . 
On calculera d'abord les cosinus directeurs de cette direction 
par rapport au trièdre OABG, en fonction des angles d'Ëtiler. 

(Poit iers , juin 1922.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — S est un solide homogène pesant 
de révolution, suspendu par un point O de son axe G z sur 
lequel Q est un point marqué. A est une tige homogène 
mobile autour de son centre de gravité, fixé sur la ver-
ticale ascendante de O en un point Oi(OOi=OQ). Le 
point Ll est assujetti à se trouver toujours sur la tige A et 
le plan OA à tourner autour de 0 0 1 avec la vitesse cons-
tante donnée a>. 

i° Indiquer les divers cas de variation de Vangle 6 de O^ 
avec la verticale descendante. 

'.¿° Montrer que si, gardant les mêmes conditions initiales 
satisfaisant à Vinégalité 

on diminue la masse de A, on diminue l'intervalle de varia-
tion de 8. 

3e Etudier les divers mouvements qui peuvent se pro-
duire quand, à Vinstant initial, le solide S est en repos 
relatif pour un observateur subissant la rotation w. Indi-
quer les conditions que doivent remplir les données pour 
qu'en faisant varier 80 on puisse obtenir tous les cas de 
mouvement que Ton vient de trouver et déterminer,pour 80, 
les arcs qui y correspondent. 
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INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Avec les notations habi-

tuelles, on a 

2 Î = A( w2 s in28 4- 8'2) 
/ 8 8'

2

 \ 
-h C(tû cos8 4- cp')2-f- B ( io* sin2 - - + - - - ) > 

U = M gl cos 8. 

On a une intégrale immédiate donnée par <p et l'intégrale 
des forces vives de Painlevé. On est ainsi conduit à / 

^ A -h 8'2 = F ( 8 ) = A io2 sin28 4- Bto2 i — costì 
2 

•a(Mgl -h CXw)cos8 h- — C X 2 

©' = X — u) cos8. 

i° En posant cos8 = x, sin 8 = y on est conduit, pour dis -
cuter 8, à étudier l'intersection du cercle a?2 4 - y 2 = î avec une 
parabole ayant O x pour axe. 

2° En remplaçant h et X au moyen des valeurs initiales, on 
voit que F se met sous la forme 

F ( 8 ) = $ ( e ) + B f ( 0 ) , 

la fonction W étant positive quel que soit 8 d'après l'inégalité 
de l'énoncé. Si B > B j , il en résulte 

F > F t 

quel que soit 8. Donc si 8 rend Fj positif, il rend F positif 
a fortiori. 

3° On a 6; = f j = o : 

F (8) = (cos 8 — cos 80) £2 M gl — ^ - — À w2( cos 8 4- cos80 )J 

et l'on a divers mouvements suivant que la droite 

2 M g l — 
X = X Q - F - • 

A w2 

rencontre le cercle x2-hy*= 1, lui est tangente ou ne le ren-
contre pas. Quand x0 varie de — 1 à + 1 l'abscisse de cette 
droite varie de 

Bu>2
 m. , Bw 2 

lUgl 2M gl — 
• H 1—1 à 4-14-

2 
A w2 A u)1 



( 8o ) 
I 

et l'on obtiendra tous les cas de discussion si l'une des deux 
valeurs — i , -h i est comprise dans cet intervalle. Une discus-
sion élémentaire montre qu^l faut 

B 4 >M gl B 
2 A < 7— < h 2 A •2 to 1 

et la question s'achève sans difficulté. 

EPREUVE PRATIQUE. — On donne un point fixe O et un 
1 

plan vertical fixe P dont la distance à O est • Un solide 

pesant a la forme d'un cube ABCDA'B'C'D' de côté 1, la 
densité à son intérieur étant, en chaque point, numéri-
quement égale à sa distance à la face A BCD. 

On fixe le sommet A en O et Von oblige les deusc som-
mets B', D' à décrire le plan P. On a ainsi deux disposi-
tions qui donnent deux liaisons différentes ; pour chacune 
d'elles, le solide a une position d'équilibre stable autour 
de laquelle il effectue de petites oscillations quand on 
Vécarte très peu et il existe un pendule simple synchrone. 
Déterminer numériquement les longueurs de ces deux 
pendules simples. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — P a r B ' D ' o n p e u t m e n e r 

1 
deux plans à la distance — d u point A. Soient A et A' les per-

/ 3 
pendiculaires abaissées de A sur ces deux plans. Les deux 
liaisons sont celles obtenues en fixant horizontalement soit A, 
soit A'. On a ainsi deux pendules composés, de sorte que tout 
revient à chercher les moments d'inertie du solide par rapport 
à ces deux droites ainsi que leurs distances au centre de 
gravité. 

Pour faire les calculs simplement on prendra pour axes les 
trois arêtes issues de A et l'on aura les deux moments d'inertie 
des droites A, A' issues de A au moyen de l'ellipsoïde d'inertie 
de ce point et de leurs cosinus directeurs. 

( Bordeaux,«uin 1923.) 
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[ M ] 

SUR LA GÉNÉRATION DES COURBES ET SURFACES ; 

PAR LÉON P O M E Y . 

1 . Principe général. — L'idée directrice très simple 
qui va nous guider et qui se rattache, comme on le 
verra, à certaines méthodes de Chasles et de Grassmann, 
est la suivante : Imaginons, dans le plan, un système S 
de n courbes (algébriques ou transcendantes) dépen-
dant de certains paramètres arbitraires et soumises à 
des conditions en nombre suffisant pour réduire à 1 
le degré de liberté de S. Tout point M (ou, dualisti-
quement, toute droite A), dont la position est déter-
minée par celle des courbes de S (comme cela a lieu, 
par exemple, si M ou A est lié au polygone formé par 
les divers points d'intersection de ces courbes, etc.), 
décrit (ou enveloppe) une courbe T. On obtient donc 
ainsi ponctuellement ou tangentiellement un mode de 
génération géométrique (et éventuellement mécanique) 
de la courbe T au moyen du déplacement du système S. 

Après avoir reconnu la nature de r , le premier pro-
blème à se poser est de rechercher le type le plus 
général des courbes susceptibles d'être engendrées 
par un tel procédé (qu'on pourra évidemment étendre 
aisément dans l'espace à la définition de courbes et 
surfaces). 

2. Appliquons immédiatement ce principe aux 
courbes planes algébriques. 

Premier mo le de génération ponctuelle. — 
Ann. de Mathémat., 5* série, t. III. (Décembre 1924.) 7 
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Prenons dans un plan n points fixes ôu pivots A, , . . 
An , et n droites mobiles D4 , Dn constamment 
assujetties à passer respectivement par ces points; 
chacuûe, telle que D/, dépend .d'un paramètre A; 
(i = i , ..., n). Astreignons en outre ces droites à 
rester concourantes et les paramètres X, à vérifier une 
relation hoinographique d'ordre c'esj-à-dire une 
relation du premier degré par rapport à chaque Ai 
individuellement et du 7iièwe degré par rapport à leur 
ensemble, 

(i) Xi Xj.. . Xn - + À 3 . . .X» 4-.. . 
( L ^ N - 1 X „ - H E A , H - . . . - H / X J J - F - G = O . 

Il est clair que le lieu géométrique Y du point de 
concours variable M des droites D; est une courbe 
algébrique d ordre n, qui passe par les n pivots. 

Si l'on prend en effet les points d'intersection des 
droites D; avec une autre droite arbitraire R, il y aura 
évidemment entre les abscisses de ces points (comptées 
sur R) une correspondance linéaire (ou hoinogra-
phique) par rapport à chacune, comme entre les A/; 
celle relation sera donc de degré p < n par rapport à 
l'ensemble de ces abscisses. En égalant celles-ci à une 
même inconnue z on obtient une équation algébrique 
entière (de degré/?) en z, dont les racines déterminent 
les points où R coupe la courbe Y. Celle-ci est donc 
algébrique dé degré p < n . 

Or si les A; représentent, par exemple, les abscisses 
— comptées sur une droite fixe L — des points de ren-
contre des droites D, avec cette droite L, ou encore 
s'ils représentent les coefficients angulaires des D,, on 
aura les points, où Y coupe, suivant le cas, la base L 
ou la droite de l'oc, en prenant les n racines de l'équa-
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lion algébrique en X, obtenue en faisant 

• X, = xî = . . . = x w =x . 

D o n c p — n et F est bien de degré n. 
Nous nous occuperons plus loin de la proposition 

réciproque. 

Remarque. — Plus généralement, on aurait pu 
supposer que les droites D/, au lieu de passer par des 
points fixes, restent tangentes à des courbes fixes. 

3 . Autres modes de génération résultant du pre-
mier.— Divisons le système S des n droites mobiles D, 
en m groupes comprenant : le premier, p de ces 
droites D , , D 2 , Dp; le second, q autres droites 
D/?+(,< . . . , le troisième, r autres droites, etc. 
(avec n — p 4- q -+- r -f- . . . ) . 

Soient M et S une position particulière d'une part 
du point M sur F et du système S, position pour 
laquelle les valeurs correspondantes a2, . . A „ des 
paramètres satisfont à la condition ( i ) . Laissons alors 
fixes dans (i) les valeurs de . . X „ ; les paramètres 
>H,X2, . . . , de D n . D p resteront variables mais 
soumis à la relation ( i) , où les autres paramètres ont 
les valeurs A^+i, ^p+2, • • Àn. Dans'ces conditions les 
p droites concourantes du premier groupe, astreintes 
à une relation homographique d ' o r d r e e n g e n d r e r o n t 
une courbe de degré /?, passant par les points A{ , 
A2, . . A p et M de F. 

De même, laissant fixes tous les paramètres sauf 
ceux du deuxième groupe, les droites de ce groupe 
engendreront une courbe F^ de degré q, passant par 

•̂ /M-I , A-p+21 • • • j et par le point M de F. 
Et ainsi de suite. Nous obtiendrons ainsi un système 
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de courbes r p , F^, T, ? . . . se coupant toutes en M. 
Quand tous les paramètres varient ensemble^sous la 
condition (i) , ces courbes engendrent des faisceaux 
dont le point commun décrit T. 

Nous appellerons ce mode générateur de F le 
mode m ( p , q, /', . . . ) . Le premier mode ou mode 
n ( i , i, i, i , sera dit mode linéaire. . 

4. Cas particulier. — Considérons le mode 2 
(1, 11— 1) réalisé de la manière suivante : quand la 
droite A ( M ou D, tourne autour de A, , à chaque 
valeur de son paramètre At correspond une courbe rw_t 
engendrée par le système des ( n — 1) autres droites 
concourantes soumises à la condition (1) et réciproque-
ment. Cette droite D4 et cette courbe se corres-
pondent ainsi d'une manière univoque et peuvent donc 
s'écrire (P et Q étant de degré 1, R et U de degré n — 1 ) 

(Di) P -+- Xi Q = o, 
f l V i ) R -h Xi U = Os 

Donc le lieu T de leur point de rencontre M a pour 
équation 
<n PU — RQ = o. 

Donc la courbe F„_t étant de degré (n — 1), la 
courbe F sera de degré n. Comme la courbe T2 obtenue 
par ce procédé est lieu du point de rencontre des 
rayons homologues A, M, A2 M de deux faisceaux 
homographiques, c'est une conique. De sorte que la 
loi de récurrence, vraie pour n = 2, l'est bien d'une 
manière générale; ce qui confirme le fait reconnu plus 
haut (§ 2), que T est bien de degré n. 

Ce mode 2 (1, n — 1) rentre d'ailleurs, comme nous 
l'a signalé M. E. Pomey, dans le procédé de Chas les, 
qui consiste à considérer la courbe T comme lieu 
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des points d'intersection de deux courbes algébriques 
r,, Yq (de degrés p et q avec n=p-\-q) appartenant 
à deux faisceaux, dont les deux paramètres X et 4u sont 
liés par une relation homographique ( ') . 

o. Réciproquement, T O U T E courbe algébrique Y 
de degré n peut être engendrée par le niode linéaire 
ou par le mode m (p, </,... ). 

En effet chacun de ces modes peut se ramener — 
comme on vient de l ' indiquer (n° 4) — au procédé de 

•Chastes, lequel jouit effectivement de la propriété 
énoncée ( 2 ) . 

6. si utres' modes de génération déduits du mode 
m(p,q,r,...) ^ 

Considérons à nouveau la position particulière M, S 
du point M sur F et du système S de droites, ainsi que 
les positions correspondantes Yp,. F^, F /? . . . des 
courbes génératrices Yp, F^, . . . définies au n° 3. 
Laissons fixes tous les paramètres sauf les p -f- q pre-
miers qui sont relatifs à Yp et F^, savoir X,, X2, . . . , 
ceux ci restant variables mais astreints à la condi-
tion (i) , où les autres paramètres ont les valeurs fixes 

. . . , X„. Alors les points cle rencontre de Yp et 
Yq (ou ce qui revient au même le point de concours 
des p-\-q droites Dx, . . . , décrit une courbe 

algébrique Yp+(/ de degré p -f- q, qui passe par M et 
par A^, A2 , . . A p + q . 

En associant de même deux à deux les diverses 
courbes F^, T,., . . . , nous obtiendrons line suite de 

(') Voir Félix L U C A S , Théorie générale des courbes planes, 
p. u 3 e t ou C L E B S C H et L I N D E M À N N , Leçons sur la Géométrie, 
t. II, p. 93-96, 141-142, 269-276, et t. III, p. 128-132. 

( 2 ) C L E B S C H , t . I l l , p . I 3 A . 
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courbes Vp+q, I ^ r , dont le point de con-
cours M engendrera encore T. 

D'où le mode de génération ...). 
Ensuite, on pourra associer dans des conditions ana-

logues ces dernières courbes V p+q, IVfo . . . . et réaliser 
encore un nouveau mode de génération. 

Et ainsi de suite, le degré des courbes génératrices 
s'élevant ainsi de plus en plus, depuis les premières 
qui étaient des droites. 

7. La transformation par dualité nous donne 
aulant d'autres modes générateurs corrélatifs. Ainsi le 
premier ou mode linéaire ponctuel, pour nous en tenir 
à ce seul exemple, deviendra celui-ci : 

Mode linéaire tangentiel de génération : si sur 
n droites fixes se déplacent n points assujettis à rester 
alignés sur une droite mobile A de façon que les para-
mètres A2 . . . , dont ils dépendent vérifient une 
relation liomographique du /¿u'mc ordre, l'enveloppe 
de A sera une courbe algébrique de classe /¿, tan-
gen le aux n bases fixes. 

Cas particulier. — Si l'on prend pour para-
mètres A les abscisses (comptées sur les n origines 
fixes) des intersections de ces bases avec la tangente 
mobile A, et si la relation liomographique qui les lie 
est linéaire (soit ïm,) . , - c, m¿ et c étant des cons-
tantes arbitraires), l'enveloppe de A est la courbe de 
flic me classe la pias générale admettant la droite de 
l'cc pour tangente multiple d'ordre (n — 1). Les 
courbes de celte espèce ont été envisagées par Darboux 
dans ses Principes de Géométrie analytique (191-, 
p. 161 et suiv.); la plus simple d'entre elles est la para-
bole. 
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8. Par la lecture dans Clebsch du procédé de 

Chastes, notre attention a été également attirée sur le 
procédé de Grassmann ( * ) qui n.'est autre chose qu'un 
cas particulier de notre mode linéaire (ponctuel ou 
tangentiel). Ce procédé de Grassmann en se bornant, 
pour plus de simplicité, au troisième degré, géné-
ralise celui de Mac Laurin et Taylor pour les coniques 
et consiste en ceci : 

Si un point M se meut de telle manière que les 
droites, qui le joignent à trois points fixes A 2 , A 3 , 

rencontrent respectivement trois droites fixes en trois 
points situés sur une droite mobile A, ce point M 
décrit une courbe du troisième ordre et cette droite A 
enveloppe une courbe de troisième classe. 

Il est ainsi visible que notre mode gènèraleur 
linéaire et ses dérivés forment un lien et une transi-
tion entre les procédés de Chasles et de Grassmann. 
Ce dernier fournit en même temps 1111 exemple de la 
manière dont on pourrait, entre autres, réaliser méca-
niquement nos procédés définis géométriquement. 

9. Cas particulier du mode générateur linéaire. — 
Supposons la relation (1) involutive, c'est-à-dire 

symétrique par rapport aux X/, qui sont les abscisses 
des points a, sur L. On peut en donner une inter-
prétation géométrique (voir M . AP P F X L , 77ièse, 1876, 
p. 7). Prenant, pour simplifier l'écriture, n égal à 3, 
l'équation involutive (1 ) est de la forme 

(1') AXtXgXg-t- B(X,X,-h XtX3-+- X3XL) 
-f- C(X| -+- X2 -f- X3 ) -h I) = o. 

Soient a', a", a" les points triples, dont les abscisses 

(1 ) CLKBSCIÎ, t. II, p 270. 
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sont racines de l'équation 

AX
3
-f- 3 BX2

-t- 3CX + D = o; 

l'équation (1 ) équivaut à celle-ci (où OL17 »2, a3 sont les 
points d'abscisses X1? X2 X3 sur L), 

y.' X a2 a" X a3 a'" + x1affXa2 a " x a3 a' -+- at a'" X a2 a' x a3 a" = o. 

(D'ailleurs les points triples sont trois points homo-
logues de l'involution. ) 

Faisons encore, avec M. Appell, une autre remarque : 
Quand deux des points a l7 <*2, aa coïncident, soient a2 et 
a3, cette relation géométrique devient 

3 1 1 1 
QL-yT-i a2a' a2a" a 2a"' 

qui exprime que le point ax est le centre des 
moyennes harmoniques ( ' ) du point a2 par rapport 
aux points triples a', a", a'". 

10. Surfaces algébriques. — L'extension de ce qui 
précède à l'espace est immédiate. Indiquons-la analy-
tiquement en deux mots dans le cas du mode linéaire 
ponctuel. 

Soient n droites fixes D1? D2, . . . , D„ dont chacune 
telle que D/ ( i = 1, 2, n) est définie comme 
intersection de deux plans P, — o et Q; = o, et 
sert d'axe de rotation à un plan variable 71 qui 
a pour équation P, -f- X; Q* = o, les paramètres X/ 
étant astreints à vérifier une relation homographique 
d'ordre n : F (X,, X2, . . . , Xn) = o. 

Les n plans mobiles 7c/ étant en outre assujettis à 
concourir en un même point M, le lieu de celui-ci 

(T) Voir, par exemple, Félix L U C A S , Théorie générale des courbes 
planes, p. 25 et 65. 
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sera la surface algébrique d'ordre n, dont l'équation 
p o n c t u e l l e e s t 

F / P , P2 P . \ n 

Les autres modes générateurs, notamment ceux de 
Chasles et Grassmann, s'en déduisent sans effort. 

[ K ^ c ] 

GÉNÉRALISATION DE LA NOTION DE POINTS RÉCIPROQUES ; 

PAR ÉMILE W E B E R , 

Ingéuieur. 

1. Soit P un point quelconque du plan ABC. Nous 
désignons ses coordonnées barycentriques par a, ¡3, y. 
Son triangle pédal est le triangle Ai B, C,. 

Soit R (X, ¡ji, v) unj autre point du plan ABC. Joi-
gnons AR. Cette droite coupe B,C, en m. Prenons le 
point m'isotomique de m sur la base B,C, et cherchons 
l'équation de la droite A m'. Les coordonnées barycen-
triques courantes sont x,y, z. 

Les équations de B|C f et de AR étant 

x y z 

- ï + Î +
 Y = 0 E L = 

il est facile de voir que les coordonnées barycentriques 
absolues du point m sont j R | / , K v , où 

Pï 

Les coordonnées barycentriques du point milieu 
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de B,\ : t sont 

U - L - + - L - ) , I _ J _ , I - J L . 
a \ a Y a + p / 2 î a + y 

Les coordonnées y et 3 du point m (symétrique de m 
par rapport au milieu) sont respectivement : 

3 — K pi et — ï Kv, 4 /V I <\/ a -t- (3 ^ ' a -h y 

et, après un calcul très simple, on a l'équation de la 
droite A m : 

L = {X 

z ( a h- p )'2 y2 

2. Si nous effectuons les mêmes constructions 
pour BR et CR, que pour VR, nous obtiendrons les 
droites Bn' et Gp' . Les équations de ces droites s'ob-
tiennent par le simple jeu des permutations et sont 

Z V 

x ( P -+- Y)2a- ' 
X . 

(¡3-4- Y)2«2 

x À 
r (Y-*-*) 2

 ft
2  

k 

3. 11 résulte de là que les droites A w ' , B^ ' , C p 
concourent en -un point R' dont les coordonnées sont : 

( P - + - y ) 2 « 2 ^ Y - ^ a ) 2 ? 2 (<*-+-p)2ï2 , , , 
A JJL V 

Nous proposons d'appeler le point R' point réciproque 
de R dans le système (a, ¡5, y). 

4. Si le point origine P est le barycentre G de ABC, 



( 9 > ) ' 

le point réciproque R de R dans le système ( i , i, i) 
sera 

l 1 

ce qui est bien le point réciproque de R d'après la 
notion habituelle introduite par G. de Longchamps. 

5. Steiner a donné le théorème suivant : Si l'on 
joint les trois sommets aux points milieux des côtés 
correspondants BiC1? C, Ax , A ^ ! on obtient trois 
droites concourantes. Ce théorème est visiblement un 
cas particulier de la théorie ci-dessus. 

6. Il est facile de faire rentrer la notion des points 
isogonaux dans cette correspondance générale (R, R ' ) . 
On sait, que l'inverse triangulaire du point X, ¡JL, V a 
pour coordonnées barycentriques — > La question 

"Y 

se pose comme suit : quel point P faut-il choisir comme 
point origine de la transformation (RR ), pour que R' 
soit l'inverse triangulaire de R? 

Il faut avoir 
a \ b \ c = z(rj -1- Y) : p(y -h ») : y- -h P), 

ou 

. Q . 1 . 1 • 1 
3t Zt Y ~ . ' ' — ci -4— b -4— c — b ~h a -h c ' — c -h a -h b 

Le point P doit donc être le point de Gergonne de ABC. 
La transformation isogonale est donc une transfor-

mation réciproque ayant pour point-origine le point de 
Gergonne du triangle fondamental. 

7. La généralisation précédente rentre dans les trans-
formations involutives étudiées dans Mathesis, 1888, 
p. 177. Par les sommets A, B, C menons des parai-
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lèles à B ^ i , CiAj^, A j B ^ Ces droites forment un tri-
angle A2B2C2. Appelons A3^ B3, C3 les milienx des 
droites B j ^ , Ci A1? A ^ ^ Imaginons maintenant trois 
faisceaux involutifs définis par le couple (AB et AC) 
et les rayons doubles AB2 et AA3, le couple (BA et BC) 
et les rayons doubles BC2 et BB3, le couple (CA et CB) 
et les rayons doubles CB2 etCC3 . Les rayons (AR, AR'), 
(BR, BR'), (CR, CR') formeront des couples de rayons 
conjugués de ces involutions. Les points principaux 
de cette transformation quadratique involutive sont 
les points A2, B2, C2 et le point de concours S, des 
droites AA 3 ,BB 8 ,CC 3 . On peut adopter des coor-
données trilinéaires ou choisir les paramètres de 
référence de manière que les coordonnées de S 
soient 1, i , i. Alors les coordonnées de deux points 
homologues R et R' sont telles que OLOL = ¡3(3' = yy\ 
Toute transformation quadratique involutive (dé-
pendant de trois involutions hyperboliques) peut se 
ramener à une transformation réciproque généralisée. 

BIBLIOGRAPHIE. 

P E T I T T R A I T É T>E P E R S P E C T I V E , par Raoul Rricard. 
i vol, 23 X 17 de 88 pages et de 62 figures; Paris, 
Vuibert, 1924. Prix : 8fr. 

La plupart des Traités exposent la perspective en la ratta-
chant à la méthode des projections de Monge. Cette façon de 
faire, comme le remarque fort justement M. Bricard, est théo-
riquement peu satisfaisante et peut amener des confusions 
entre les deux points de vue. Aussi, dans cet Ouvrage, Tau-



( 93 ) • 
teur reprend-il de façon très originale la méthode autonome 
dont le principe fut donné par Cousinery, en 1828 : il expose 
d'abord la perspective indépendante, étude des construc-
tions faites, sur le tableau, à partir d'éléments perspectifs 
donnés; c'est seulement après avoir ainsi familiarisé le lecteur 
avec les méthodes propres de la perspective, que M\ Bricard 
aborde les relations entre représentations géométrale et pers-
pective. 

Les avantages pédagogiques du plan suivi, qui met en relief 
la partie essentielle et vraiment originale de la théorie, sont 
évidents, surtout à qui profitera du lumineux exposé de 
M. Bricard. 

Dans ce parfait « Petit traité de perspective », l'auteur, 
tout en se gardant d'abuser des développements purement 
tiiéoriques de géométrie projective, a su retenir ce qui doit 
éveiller l'intérêt du lecteur ou ce qui contribuera à la simpli-
cité et à l'élégance de l'exposition. Les applications traitées, 
les exercices proposés, fort bien choisis, rendent le Livre tout 
à fait pratique. Enfin, il faut aussi signaler, en marge de la 
théorie, l'excellent exposé des principes physiques et psycho-
logiques de la perspective ( C h a p . I I ) , puis (Ghap. V I I I ) 
quelques pages très fines sur la valeur de la perspective, les 
conditions de la restitution mentale et les 'principes de la 
perspective d'observation. 

Bref, la lecture de ce petit Livre, si attachant et bien équi-
libré, fort simple et pourtant complet, fait souhaiter qu'une 
étude, dont l'auteur a montré toute la valeur éducative, 
prenne plus large place dans les programmes. J . P. 

LEÇONS SUR LES FONCTIONS UNIFORMES A P O I N T SINGULIER 

ESSENTIEL ISOLÉ, par Gaston Julia (rédigées par 
P. Flamant). 1 vol. 25 X 1 ii de V I I - I 5 2 pages. Col-
lection de monographies sirr la théorie des fonctions. 
Paris, Gauthier-Villars, 1923. Prix : i5 f r . 

Ces leçons, professées par l 'auteur au Collège de France et 
très parfaitement rédigées par ML P. Flamant, donnent un 
remarquable exposé d'ensemble d'une théorie que les travaux 
de l'auteur ont beaucoup contribué à développer. 

Le sujet du Livre est l'étude de la distribution des racines 
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des équations 

f ( z ) = b étant arbitrairement choisi) 

au voisinage d'un point singulier essentiel isolé de f { z ) . Les 
théorèmes de M. Picard dominent la question : ils nous 
apprennent qu'une fonction prend, au voisinage d'un point 
singulier essentiel isolé, une infinité de fois toute valeur 
(l'infini compris), sauf au plus deux valeurs exceptionnelles. 
Pour établir ces théorèmes et diverses généralisations, l'auteur 
reprend la méthode de M. Picard, basée sur l'emploi de la 
fonction modulaire : c'est l'occasion d'un très suggestif exposé 
des propriétés de cette fonction, souvent utilisée dans la suite. 
La fonction modulaire est étudiée ici à partir de la représen-
tation conforme, suivant la méthode indiquée par M. Lin-
delof, méthode si accessible et qui mérite d'être classique. 

Un Chapitre suivant du Livre est consacré aux recherches 
de M. Montel,qui retrouve les théorèmes en question à partir 
de la notion de famille normale de fonctions. Une famille 
est normale (dans un domaine) lorsque, de toute suite infinie 
de fonctions de la famille, on peut extraire une suite unifor-
mément convergente; on démontre que des fonctions, holo-
morphes dans un domaine et n'y prenant pas deux valeurs 
distinctes a et b, forment une famille normale; on passe enfin 
au théorème de M. Picard, en remplaçant l'étude d'une fonc-
tion dans un cercle entourant le point singulier, par celle 
d'une famille de fonctions définies par les valeurs de la pre-
mière dans des couronnes concentriques. 

Ce point de vue se révèle fécond. On le verra dans la suite 
du Livre, d'abord à propos de l'étude d'une fonction dans un 
secteur ayant pour sommet le point singulier, puis dans les 
recherches, dues à l'auteur, sur les valeurs prises par la fonc-
tion lorsque l'on tend vers le point singulier suivant certaines 
courbes, ou bien de façon discontinue (en donnant à 5 des 
valeurs prises, par exemple, en progression géométrique). 

La place nous manque pour donner ici une idée de la belle 
précision des résultats ainsi obtenus par M. Julia, de l'intérêt 
qu'ils présentent pour le développement ultérieur de la théorie. 
Il faut lire ce Livre où l'auteur expose si heureusement, sous 
une forme très accessible à qui possède les notions fondamen-
tales d'Analyse, une importante théorie. J . P. 
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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

(SESSION DE 1921) 

Problème de Calcul différentiel et intégral. 

I. Soient S et S» deux surfaces données. On fait 
correspondre chacun à chacun, suivant une certaine 
loi {L), les points M de S et les points M< de Si . 
Toutes les fonctions employées sont analytiques. 

Montrer que les courbes, sur lesquelles les 
longueurs d'arcs se conservent, forment en général 
deux familles à un paramètre. 

II. Montrer que si ces familles se confondent en 
une seule (savoir F sur S, F< sur S4), la loi (L) fait 
correspondre aux trajectoires orthogonales des 
courbes F celles des courbes F<. 

Réciproque. 

III. On suppose e i outre que la loi (L) associe à 
une courbe F quelconque une courbe Ft égale, de 
sorte que les aies superposables de ces deux courbes 
soient homologues. On convient alors de dire que la 
correspondance de S et de S, est d'espèce : 

(a) si (L) ne ré alise pas V application de S et S< ; 
(¡3) si (L) les rend superposables mais non pas 

superposées. 

On suppose d'abord que F et F< sont des droites; 
étudier : 

a. Le cas (a) . 
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On regarde F et F, comme des lignes de forces 

de deux champs (<&) et les forces <i> et étant 
égales aux points correspondants ; on demande de 
remplacer la condition (a) par une autre équivalente 
que remplissent les travaux des forces dans deux 
mouvements correspondant sur S et S , . 

b. Le cas ( ¡3) . 

i° C et étant deux courbes homologues quel-
conques, qui passent respectivement par M et M, 
que peut-on dire des points ou les axes des cercles 
oscillateurs de G en M et de C, en M( coupent 
respectivement les plans tangents à S et à S, ? (Il 
s'agit d'une propriété générale pour tout couple de 
surfaces applicables.) 

2° G étant une trajectoire orthogonale des géné-
ratrices G, montrer qu'il existe deux développables 
formées respectivement de normales à C et à C, et 
qui coupent S et sous le même angle aux points 
M et M, correspondants. 

IV. On suppose F et F, planes, mais courbes. 

a. Pour le type (a) , l'énoncé III, a , reste valable. 
b. Montrer l}impossibilité de la correspondance (¡3). 

[Ilsera commode, ayant choisi des axes MÇr4u (') 
liés à la courbe F en chacune de ses positions, 
d'utiliser les projections, sur ces axes, du dépla-
cement élémentaire d'un point mobile de S et en 
particulier de faire figurer les composantes 3/>, 8q, 
ùr cle la rotation instantanée du trièdre M !• r\ Ç sur 
ses trois arêtes. Même observation au sujet de F< 
et de S<.] 

( ! ) Lire IJ-rçÇ conformément aux notations du § V, a . 
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V. On suppose F et F« gauches. 
a. Montrer que dans les deux cas (a) et ((3) les 

tangentes à une même courbe F font partie d'un 
complexe linéaire. 

Les déplacements élémentaires de deux trièdre s 
I^ tqs î Ii identiquement liés à F et à Fx , 
ne diffèrent que par un mouvement hélicoïdal 
ayant le même axe que le complexe. En déduire le 
choix le plus simple des trièdres (I, Ij) relativement 
à S et Sx simultanément. 

b. La correspondance est du type (¡3). 
i° Relativement au trièdre les courbes F 

engendrent une surface S. Montrer que ces courbes 
ne peuvent constituer une famille d1 asymptotiques 
de 2. 

2° Posant i* = rcosa>, t\—sinio on prend 
pour paramètres de E, co et t, t étant constant 
sur F . 

Montrer que, si v = tangco, Zest surface intégrale 
de V équation 

a, 3, y, S étant des fonctions de t seul. 

(*') Lire = ou, mieux encore, pour éviter toute 
confusion avec les notations 8/?, àq, Sr du § IV, b, lire 

Ç = p cosca, T, — p sinw, 

(£, ÏJ, Ç) désignent les coordonnées polaires du point M par 
rapport au trièdre ifoÇ; (p, u>, Ç) sont les coordonnées semi-
polaires du même point. 

( 2 ) Remplacer la lettre v par la lettre v (v — tangu>). Con-' 
formément aux notations de Poincaré, le d droit est utilisé 
dans cette équation pour désigner des dérivées partielles; 
dans la solution, j'ai rétabli le d de ronde. 

Ann. de Mathémat., 5e série, t. III. (Décembre 1924.) 8 
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Montrer Vexistence d'intégrales complètes cor-

respondant aux droites du complexe auquel F 
appartient. 

SOLUTION PAR M . BERTRAND G A M B I E R , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Lille. 

Remarque préliminaire. — Je commencerai par 
rendre hommage à l'élégance intrinsèque du sujet; je 
me permettrai tine remarque relative, non pas au fond, 
mais exclusivement à la forme. 

Le n° III comporte la phrase : 

(¡3) si (L) les rend superposables, mais non pas 
superposées. 

Je préférerais une rédaction analogue à celle-ci : 

(¡3) si (L) les rend applicables, en écartant le cas 
banal où Sx est égale à S ou à une symétrique de S. 

L'énoncé officiel donne au mot superposables le 
sens réservé d'habitude au mot applicables. Il me 
paraît difficile de ne pas admettre que les surfaces 
représentées par les formules respectives 

( S ) .R = / ( M , I > ) , y = ?("»*)» z = 
(S,) a ? i = / ( a , + = ?(M> v ) •+" 2 i = u> -+- c 

(u, s? paramètres variables; a , c constantes numé-
riques non nulles ensemble) sont superposables, mais 
non superposées. Si même on consent à laisser au mot 
superposables le sens que l'énoncé officiel lui attribue, 
on arrive à cette conclusion qu'une surfaceS, dépour-
vue de plan ou centre de symétrie, et la symétrique S4 

de S par rapport à l'origine sont superposables, mais 
non superposées (toujours au sens de l'énoncé officiel) ; 
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or on doit évidemment exclure une telle solution, et 
c'est bien l'esprit, sinon la lettre, de l'énoncé. 

/ 

I. Sur S on trace un système arbitraire de 
coordonnées curvilignes v) ; s\ir Sj on trace les 
courbes homologues et l'on exprime les coordonnées 
des points homologues M et M, en fonction de u et v. 
Avec les notations usuelles, les éléments linéaires sont 

fis2 = E du2 -h 2 F du dv G dv*, 
ds\ = Ei du2 -+- 2 Fj du dv 4 - G , dv*. 

Les courbes pour lesquelles les arcs homologues ont 
la même longueur constituent en général deux 
familles à un paramètre définies par l'équation 
différentielle du premier ordre 

( E — E J ) du2-r- ? . ( F — F J ) du dv -+- ( G — G | )<&>* = » . 

Il y a trois cas à distinguer : 
i° Le cas, normal si S et S]_ sont quelconques 

ainsi que la loi (L), où l'expression 

A E= (' E — E I ) ( G — G I ) — ( F — F J ) 2 

n'est pas nulle; les deux familles sont distinctes; 
suivant le signe de A elles sont, au voisinage d'un 
point réel, soit réelles soit imaginaires conjuguées. 
L'énoncé exclut définitivement pour la suite ce premier 
cas. 

2° Le cas, exceptionnel au sens déjà employé, ou 
les deux familles se confondent en une seule ; cette 
famille est réelle ; on peut supposer que c'est la 
famille u = const. ; on aura 

F = F T Î G = G I , E ^ E , . 

Je désigne ce cas par la lettre (A) ; l'énoncé donne 
plus bas le sous-cas (a) de (A), où les courbes 
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homologues sont de plus égales chacune à chacune. 

3° Le cas, encore plus exceptionnel, où il y a une 
infinité de familles dont les arcs se conservent ; on a 

E = Et, F = F u G = G,. 

Une courbe quelconque et son homologue ont même 
longueur ; les deux surfaces sont applicables. Je 
désigne ce cas par la lettre (B) ; l'énoncé donne plus 
bas le sous-cas ( ¡3) de (B), où il existe une famille à 
un paramètre dont les courbes homologues sont égales 
chacune à chacune. (B) peut être considéré comme 
un cas particulier de (A) . 

II. On peut écrire 

(i) ds* = ~ [( G dv -+- F du)*+( EG — F2 ) du21. 

u 

L'équation différentielle 

( 2 ) G dv -h F du = o 

définit les trajectoires orthogonales des courbes 
u = const. Dans les cas (A) ou (B) ces trajectoires 
se conservent. 

Réciproquement, si la loi ( L) : 
i° conserve la longueur des courbes u = const. ; 
2° conserve les trajectoires orthogonales de ces 

mêmes courbes, 

on a d'après i°, puis 2°, successivement 

d'où finalement 

G = Gi, F = F t 

et la loi (L) est une loi ( A ) ou (B). 
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III. Restons d'abord dans l'hypothèse (À), plus 
large que l'hypothèse (a ) . La tangente à la courbe 
M = const., orientée dans le sens des v croissants, a 
pour cosinus directeurs 

\ ôx t dy Ï <)z 

où y/G est pris positivement; sur cette tangente ainsi 
orientée appliquons en M une force d'intensité $ (w, v). 
Nous avons ainsi défini un champ (<I>) dans toute 
l'étendue de S. Le travail élémentaire de <I> pour un 
déplacement élémentaire quelconque de M sur S est 

s / G l <>» J à* ài>] /g 

Sur Sx définissons le champ analogue ( ^ i ) , les 
forces <ï> et ^ étant égales aux points correspondants. 
On voit immédiatement que la condition ( A) peut être 
remplacée par l'égalité des travaux élémentaires 
correspondants et réciproquement : a fortiori si (A) 
est remplacé parle sous-cas (a) et encore plus a fortiori 
si (§ III, a ) on suppose que F et Fx sont des droites. 
Nous avons aussi vérifié que l'énoncé actuel est valable 
pour IV, a. 

Imaginons maintenant réalisée l'hypothèse (B), plus 
large que l'hypothèse (¡3). Une courbe G de S, issue 
de M, a R pour rayon de courbure en M ; le plan 
oscillateur à G en M fait l'angle 9 avec la normale en 
M à S ; on sait que l'expression —g—> ou courbure 
géodésique, est un invariant dans l'applicabilité de 

R deux surfaces ; d'ailleurs ——T est la distance, au ' sin 0 7 

point M, du point où l'axe du cercle osculateur perce 
le plan tangent en M à S : donc cette distance se 
conserve. Il sera intéressant de démontrer rapidement 
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et directement cette propriété dans le cas particulier 
de (B) où les courbes F et ¥ 1 sont rectilignes : ceci va 
être fait à l'instant de façon à traiter du même 
coup III, 2°' 

Plaçons=-nous donc dans les conditions III, 2°. La 
normale N à la surface S au point M fait avec la 
normale principale de la courbe G l'angle 8 déjà défini 
la normale N' à C engendre une surface développable 
et fait avec la normale principale de C un angle V 
défini par la formule bien connue (facile d'ailleurs à 
retrouver par la méthode ci-dessous) 

où T est le rayon de torsion de C ; Tangle (N, N') est 
donc égal à | V — 6[ ; la développable lieu de N' coupe 
la surface S sous l'angle complémentaire de (N, N') . 
La différentielle de V — 8 est 

On retombe ainsi sur la torsion géodésique de la 
courbe C considérée comme tracée sur S. Je cite, pour 
mémoire, la formule, que les spécialistes eux-mêmes 
sont contents de retrouver dans les ouvrages spéciaux, 

Ici, S est réglée, les courbes a = const. sont recti-
lignes, donc = o. 

La courbe C est l 'une des trajectoires orthogonales 
des génératrices, de sorte que F du -f- G dv reste nulle 

D du -h P' dv D' du -f- D" dv 
dO " E du -+- F dv Ft du -4- G dv 
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tout le long de C ; on a donc le long de C 

i — Fdv) (5 T ds y/EG — F2(E du2^r- dudv G dv*) 

Or, tenant compte de la relation F du -f- G dv = o, la 
formule (5) prend la forme plus simple 

i dfi — ty 
(5 ) T ds / E G — F* / - R ^ 

où R,R, sont les rayons principaux de S au point uv\ 
cela résulte de ce que l'expression invariante DD" — D'2 

se réduit à —D' 2 , de sorte que D' conserve la même 
valeur absolue (remarquons en passant qu'une symétrie 
plane change le signe de D, D'). Cela suffit à montrer 
q u e 

Î I V - O I ^ I V . - O , , . 

En remplaçant une normalie de C par une autre, on 
augmente tous les angles V d'une même constante : on 
peut donc associer une à une les normalies de C et C1 

de sorte qu'elles coupent respectivement S et Sx sous 
le même angle le long de C ou Cx. 

Démontrons /naintenant directement, pour le cas 
spécial de deux surfaces réglées applicables, que 
i, . sin 0 . 7 1 expression —— est un invariant pour une courbe 

quelconque et que l'expression ~ — ^ est un invariant 
pour une trajectoire orthogonale des génératrice*. 

Soit une courbe (C) dont les coordonnées d'un 
point variable y0, z0 sont exprimées au moyen de 
l'arc s de cette courbe ; a , 6, c désigneront les cosinus 
directeurs de la tangente ; a!, b\ d ceux de la normale 
principale ; a", b", c" ceux de la binormale. Nous 
supposons que (C) soit directrice d'une surface réglée ; 
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les paramètres directeurs (principaux ou non) de la 
génératrice sont de nouvelles fonctions /, m, n de 
l'arc s ; les équations paramétriques de la surface 
réglée sont 

(6) x ~ Xq -f- Iv, y = y0-+- mv, z = z0-+- nv, 

et l'on trouve aisément pour l'élément linéaire <iS2 de 
dm dn\ 
ds ds ) 

(7) dS*= Ap2-h C)ds^ •>(!> v Q ) ds ds? -+- G dv'1 

où l'on a (1 ) 
/ A = /'2-h m'2-f- ri-, P = II' -T- mm'-h nn\ 

( 8 ) / B = a / ' + 6 m ' + c n ' , Q = albm-\-en, 
( G — 1, G = 72-4- m 2 H-n 2 . 

Faisons apparaître l'angle 8 déjà défini : les cosinus 
directeurs de la normale N à la surface sont évidemment 

a' cosò -4- a" sin8, b' cosò -h b" sin 6, c' cosò -f- c" sin0. 

Le vecteur ra, n peut évidemment être défini comme 
la résultante d'un vecteur unité porté sur celle des 
normales à la courbe (C) qui est normale à N et d 'un 
vecteur \ porté par la tangente à (C) ; Ôn a alors 

l — a\ - a' sin6 -f- a!' cosò, m — b A — b' sin6 -h b" cosO, 

n = c\ — c' sin 0 -1- c" cosO. 

puis, par les formules de Serret-Frenet, 

S ) H ( i - S ) - 4 ] 
-»•""•(t-S)' 

( ' ) Il n'y aura pas confusion entre la courbe ( C ) et le coeffi-
cient C qui figure dans rfS2. 
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d'où l'on déduit 

/ s i n e d X y 
\ R ds) \ T ds) 

<2\ /1 ¿ e \ x» 
"R C 0 \T ~ nï' 

sinô dX _ 
IT + di' 0 = 3 

X ^ , Q = X G = À2-4- i . 
¿/s ' 

Si donc la surface réglée S se déforme (au sens 
de Gauss) de sorte que les génératrices restent 
rectilignes, nous appellerons (CA) la courbe homologue 
de (C) de sorte qu'aux points homologues les valeurs 
de s sur les deux surfaces S et Sx soient les mêmes ; 
mais alors la fonction |"Xj, qui représente la cotangente 
de l'angle de C avec la génératrice, se conserve en 
passant de S à Sx : en changeant simultanément, si 
c'est nécessaire, le signe de X et v sur S mais non 
sur Sx, on peut supposer que c'est \ lui-même qui se 
conserve; mais alors la fonction v doit prendre aussi la 
même valeur aux points homologues, puisque ^ À2 -f- i 
représente le segment porté sur la génératrice à partir 
de C (*) Alorè la comparaison des dS2 prouve que 
les deux expressions 

I sinô 

( 1 0 ) ; 

/ \t-7Ts) + TCc™* 

) : 
( ' ) Le raisonnement du texte laisserait à la rigueur admettre 

l'hypothèse vl = — v plutôt que vx = v. Mais les égalités 

2 Bi> = Aj v\ -+- 2 B, vx et ~ H- dv = (vx ~ H- dvx qui 

doivent avoir lieu, quel que soit s, ne permettent que vx = v. 
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se conservent en passant de S à Sx : ces deux expressions 
ne font intervenir que la courbe C et l'angle de G 
avec la génératrice. 

La courbure géodésique se conserve donc pour une 
courbe * quelconque ; si maintenant C est trajectoire 
orthogonale des génératrices, on a X = o et le carré 
de la torsion géodésique se conserve. Ce sont les 
résultats que nous voulions établir directement pour 
les surfaces réglées, en nous plaçant au point de vue 
du candidat qui n'a pas de formulaire à sa disposition 
et ne peut se rappeler une formule relativement 
compliquée; pour le chercheur, il y a souvent avantage 
à se servir aussi de la formule (4) indiquée précé-
demment pour mémoire. 

Ajoutons un mot : en retranchant du second élément 
indiqué plus haut comme invariant, la quantité elle-même 
invariante A2. S1" ° » on obtient l 'invariant plus simple 

on vérifie aisément que l'expression (11) reproduit 
encore le second membre de (5 ' ) , même si A ̂  o. 

IV. La question IV, a , a été résolue comme cas très 
particulier de l 'hypothèse (A). 

La question IV, bf se résout immédiatement en 
remarquant que si deux surfaces applicables S et Sx , 
quelconques, "possèdent une seule courbe plane, 
C sur S et Cx sur Sx , telles que C et Cx soient égales 
(les points homologues de C et C t dans leur super-
position se correspondant aussi dans l 'applicabilité), 
les deux surfaces S et Sx sont, ou égales, ou l 'une 
égale à une symétrique de l 'autre. En effet, portons 
C sur Cx de façon à réaliser leur superposition ; aux 

( H ) 
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points homologues, a la même valeur, d'après la 

théorie de l'applicabilité des surfaces ; d'autre part 
R — R1? donc sin 9 = sin 9X ; si 9 == 9X, les deux 
surfaces S et Sx coïncident comme admettant même 
développable circonscrite le long de C; si 9 -f- 9X = 7t, 
les deux surfaces S et sont symétriques par rapport 
au plan de C. On a donc obtenu la solution banale 
que l'esprit de l'énoncé demande d'écarter. 

Si C est rectiligne, le raisonnement est en défaut. 
Si C est gauche, on n'a pas 9 = 9X, mais 8 -f- 9X = TZ et 
cette seconde solution 9 + 9X = TZ permet justement 
d'obtenir ce que demande la question V. 

V. Soient donc la surface S et les courbes F, F ' , F", . . . 
tracées sur S, qui, dans la déformation de S, ne 
subissent aucune déformation, mais ont simplement 
leurs positions relatives changées. Traçons sur S une 
courbe quelconque 4> rencontrant F, F' , F", . . . aux 
points M, M', M" . . . et soit t un paramètre permettant 
d'individualiser M, M','M", . . . sur <i>. 

Traçons maintenant une courbe <ï> quelconque et 
établissons une correspondance ponctuelle bien 
déterminée entre <ï> et 4> : autrement dit les coor-
données M/ du point homologue de M/ sont trois 
fonctions complètement arbitraires de ¿¿. Transportons 
la courbe F u ) de façon que le point M; vienne en M¿ ; 
trois nouvelles fonctions de complètement arbitraires 
aussi, permettent d'orienter la courbe transportée F ( / ) 

autour de Mf- ; cela posé, la surface S a été transformée 
en une surface S dépendant des six fonctions arbi-
traires d'une variable définies à l'instant : les 
courbes F ^ sont restées inaltérées, leur disposition 
relative a seule vari é 
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Sur la surface S que nous rapporterons à un trièdre 
I^YjÇ on peut prendre pour lignes de coordonnées 
t = const. les courbes F ( / ) transportées de sorte que 
les équations paramétriques de S sont 

(12) X = Y = rt(f,v), Z = ;(«, 1>), 

v désignant un paramètre dont la variation, pour 
t constant égal à donne la courbe F ^ transportée. 
Les équations paramétriques de la surface S sont donc 

/ x = X Q -f- a£ -h CL' r, H- a" 

f s + ^ + + 

où j 0 , a, ¡3, y, y" sont 12 fonctions de £ 
seul ; l 'interprétation de ces i a fonctions est aisée. 
Imaginons le trièdre I Ç rt Ç Z/é à 2 : considérons le 
paramètre t comme représentant le temps et déplaçons 

par rapport à un trièdre lìxe O xyz de façon 
qu'à l'instant les coordonnées r 0 , r 0 , z{) dans le 
système O xy z soient celles de 1 et que a, [3, y soient 
les cosinus directeurs de 1 S par rapport à O x, O y, O z ; 
a', ¡3', y' ceux de Ï7|, oc;/, ¡3", y" ceux de ï £ : le mouve-
ment du trièdre I Ç YJ Ç dépend donc du seul paramètre t ; 
à l'instant ti nous ne prenons de S que la courbe ti et 
alors la surface S est le lieu de cette courbe : la courbe 
t = const. se déplace et se déforme donc par rapport 
au trièdre I Ç de façon à engendrer 2 dans ce trièdre 
mobile et, en composant ces déplacement et déformation 
relatifs avec le mouvement A'entraînement de I 
la courbe engendre au contraire S. Le trièdre mobile 

admet à l'époque t une rotation instantanée que 
nous projetons sur Iré, Iti et nous appelons p, y, r 
suivant l'usage les composantes en question ; le point I 
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possède à l'instant ¿ une vitesse dont les composantes 
suivant I S seront représentées par A, ¡JT, V. 

Les relations 

/ dxQ dz „ da. dot „ I dx = ( *h—r- £ H r 1 H r- C 
i \ dZ * ¿i 4 dt s 

1 ^ ^ 

( l 4 ) \ / ^ , 

dz = . 

donnent immédiatement les formules bien connues 

fi.5) / a ' ^ dy + ids = ~ pi+ ^ dt-i-^dv, 

' a'dkr -h -+- Y* = ^v -+- /rr, — -f- ~ ^ dt -+- ^ 

et par suite l'élément linéaire de S est 

(16) ds2 = E î F r f i r f p + G rfo2 

avec, en employant le symbole sommatoire S de Lamé, 

Pour la surface Sx le mouvement du trièdre I Ç sera 
défini par d'autres fonctions de t, Xx, vx, pXl q/y. 
(Nous rappelons que la donnée de X, ¡JI, v, /?, GR, r 
permet d'obtenir le mouvement par l'intégration d'une 
équation de Riccati et trois quadratures, et que le 
mouvement obtenu est unique.) En comparant les 
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éléments linéaires de S et Sj 011 a, comme de juste, 
G = Gx ; il n'y a donc qu'à écrire la relation F = si 
nous traitons d'abord la question V, a : 

08) + 

Si nous fixons ¿, ceci est l'équation d'un complexe 
linéaire contenant les tangentes de la courbe t 
considérée. Les droites du complexe sont les droites 
de moment nul par rapport au système de vecteurs 
dont les éléments de réduction en 1 sont : 

résultante générale de translation :p—pu q — qx, r — ru 

moment résultant en I : X — Xi, JA — jij, v — v t. 

Considérons donc la courbe t sur S et l'axe du 
complexe (*) ; nous avons laissé jusqu'ici indéterminé 
le déplacement que l'on inflige à chaque courbe t de S 
pour obtenir S ; il est loisible de transporter cette 
courbe t de façon que l'axe du complexe correspondant 
soit précisément IÇ; on aura donc 

0 9 ) P = P i * y = X = X,,. = • 

L'équation F = Fx s'écrit 

/ \ , àt / à-n <)l\ 

(*) Le système de vecteurs n'est pas réductible à un couple; 
sinon on aurait p — q = qXi r = rx et la courbe F serait dans 
un plan perpendiculaire à Taxe du couple (cas écarté d'une famille de 
courbes planes, et même d'une seule). Le système de vecteurs n'est pas 
réductible à une force unique, sinon la courbe F serait encore plane, 
dans un plan passant par la force. Naturellement le cas où F est 
rectiligne est spécial, mais a été traité directement. Il peut d'ailleurs 
être traité comme cas particulier de V en réduisant la surface S à 
l'axe IÇ, on prend alors p = pn q ~ qX) \ = p v — vi> 
l = T( — o, Ç = V. 
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Nous devons remarquer que nous n'avons pas épuisé 

complètement les six fonctions arbitraires que nous 
avions à notre disposition pour fabriquer la surface E ; 
nous pouvons en effet, sans que la courbe F transportée 
cesse d'appartenir au complexe correspondant, faire 
tourner d'un angle arbitraire 6 (t) cette courbe autour 
de Oz , la faire glisser d'une quantité arbitraire Z ( / ) , 
le long de Os : ces opérations remplacent la surface 2 
par une surface S' différente, laissent inaltérées p, q, 
\ mais remplacent /*, v, vx par 

¿e .de 

dz , dZ 

la considération de l'équation E = Ex montre qu'il y a 
intérêt à déterminer 0 et Z par les quadratures 

1 , , dZ i 

de façon que r ' -+- r'x = o, v' -I- v't = o. C'est le meilleur 
choix que l'on puisse faire de la surface auxiliaire S', 
de sorte qu'en supprimant les accents on pourra 
supposer, aussi bien pour (a) que pour (¡3), 

, , t p =pu q = q^ = — (2a ) 
( A = Aj, p. = jij, v = — v t. 

Augmenter 9 d'une constante. est indifférent, cela ne 
fait que faire tourner S autour de IÇ ; de même pour Z ; 
simple translation. Ce choix optimum a été obtenu par 
la remarque simple que les deux trièdres ou 

Ci o n t mouvements élémentaires différant 
d'un simple mouvement hélicoïdal p — q — qly 

r — RX ; — ¡JL — ¡Ĵ , V — VX de même axe que le 
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complexe. Je n'insisterai pas davantage sur le cas ( a ) 
qui est ainsi virtuellement épuisé. 

Passons au type (¡3). Les équations à résoudre sont 

quand on suppose simplement p = <7 = X = Xx, 
¡jt zrr ; c'est la forme de cette dernière équation qui 
montre l'avantage des conditions r -f- = o, v = o 
de façon à n'avoir que le système réduit 

( 2 4 ) ! r + + 

Nous voyons que la détermination de tous les couples 
de surfaces S, S x applicables possédant une famille de 
courbes homologues égaies revient à la détermination 
des fonctions X, JJL, V, p, q, r de la seule variable t et 
des fonctions *r\(t, e), e) liées par les 
équations (24) ; il faut ensuite intégrer les deux 
équations de iliccati et effectuer les six quadratures 
correspondant aux mouvements de caractéristiques 
(/>,//, r, X, v) et (p, q, — r, X, [/., — v). On peut 
alléger ces opérations en se donnant les douze 
fonctions x0, y0l z0, a, ¡3, y, a \ ¡3', yr, a", y" qui 
figurent dans les relations ( i4) de façon à n'avoir plus 
que l'équation de Riccati et les trois quadratures 
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concernant le mouvement (p, y, — r , X, pi, —v). En 
tout cas on remarquera que dans les équations (a4) ne 
figurent que les rapports mutuels de p, q, r , p., v : 
multiplier ces fonctions par une même fonction de t 
n'altère pas les trajectoires géométriques, mais revient 
à changer la loi des vitesses, chose indifférente au 
point de vue des couples S, S^ Maintenant il est clair, 
puisque les courbes F ne sont pas planes, que l'on 
peut passer des coordonnées Ç aux coordonnées 
semi-polaires p, w, Ç par les formules 

(25) j-= p(f, (*>) costo, = p(£, u)) sinw Ç = to) 

et prendre comme variables indépendantes w ; 
w joue donc le rôle de la variable v restée jusqu'ici 
sans être précisée. L'emploi de ces coordonnées semi-
polaires s'impose d'autre part par la remarque faite 
déjà, qu'augmenter tous les Ç d'une constante ou tous 
les OJ d'une constante est indifférent pour S et le 
couple S, Sx . La première équation (24) est remplacée 
par 

de sorte que tout est ramené au calcul de Ç. On va 
constater qu'il est commode de faire un changement 
de variable indépendante sur 10 seul et de poser 

dio 
(27) v = tangeo, -j— = cos'o), 

on a 

( 28 ) £ = p COS W .= ~ ^ > ï) = p sin to = C -

et la seconde équation (24) devient, en se rappelant 
Ann. de Mathémat5* série, t. III. (Décembre 1924») 9 
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que-co et t sont variables indépendantes, 

avec 

(29) 

y EL 

a, jà, y, S sont quatre fonctions de t seul : elles sont 
réelles toutes ou toutes imaginaires pures. 11 est facile 
de voir que l 'équation (E) admet une intégrale 
complète de la forme 
/ O \ y a^r bv ( 3 0 ) l = -r , 

c - r av 

où a , 6, c, d sont quatre fonctions de t seul ; les 
rapports mutuels de a , c, d intervenant seuls, nous 
pouvons supposer bc — ad = 1, de sorte que a , b, c, 
soient réelles ou toutes imaginaires pures. On a 
en effet 

( K 1 

i __ ca' — ac' -4- -+- — 60' — ad') -4- <>2( db'—W) 
( ~~ ( c + ^ J î 

et l'on est ramené à égaler deux trinômes du second 
degré en p, d'où 

ca'— ac' = a c — a y, 

c6'— 6c'— ad = — — 
(E,) < db'-bd'^ 

bc — ad = 1. 

Les trois premières équations ( E ^ s'écrivent 

(31) sLz c'— y _ fr'- ft __ ¿ ' — S ^ 
c b d 
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La valeur commune de ces rapports s'obtient immé-
diatement en dérivant la dernière équation (E^) et 
remplaçant ensuite a , b\ c'\ d' par <x + K a , " ¡3 
y - f Kc, S + Krf. On a ainsi finalement à intégrer le 
système différentiel ordinaire à quatre fonctions 
inconnues 6, c, d de t 

a' — a -+- - ( a o + a r f — b y — j 3 c ) , 

(EO 
= ¡3-+- ^ ( a S + a d — ¿ y —¡5c) , 

c' = y + ? ( a S + a r f - 6y — 

if = o -+- ^ ( a d -+• ad —• 6 y — p c), 

dont on ne prend que les solutions à trois paramètres 
satisfaisant à bc — ad = i . Donnant à l 'un des 
paramètres une valeur numérique, on a l'intégrale 
complète de (E) qui permet l'intégration finale 
définitive par les méthodes classiques. L'intégrale 
complète ainsi obtenue donne une surface réglée S : car 

^ = _ i ^ 1 

r dui r âv cos2w 
d'où 

l = i ^ 
. P V r c cosu) -+- d sin w ' 

a costo -4- b sinw 
c cos m -h d sinw 

équations que l'on peut remplacer évidemment par 

^ = y / - K 
( 3 3 ) 

C Î - H r f v r
V 

La courbe t const, sur S est donc une droite 
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(appartenant au complexe correspondant) : l'intégrale 
complète en question donne donc trois surfaces 
particulières associées S, Sx et S qui sont réglées. 

Il reste maintenant à démontrer que la surface S 
intégrale de (E) ne peut admettre les courbes F, 
supposées gauches, pour asymptotiques. L'équation 

t il _ + I = o 
d(.o ^ ào) r du) 

jointe à sa dérivée par rapport à w 

Ç du* 71 dv* ^ r àw* ~~ ° 

exprime que le plan des deux vecteurs de direction 
distincte 

\ào)' àoj àr,> / \6too' ' dio* àto* J 

admet pour normale la droite de paramètre ^—Y,, Ĵ J • 
Ce plan est le plan osculateur de la courbe gauche F, 
nous n'avons fait que retrouver cette proposition 
classique que le plan osculateur de la courbe du 
complexe linéaire est en même temps plan focal du 
point d'osculation. Si F est asymptotique, ce plan, 
étant tangent à S, contient aussi l'autre tangente 

' 3 Î ) d e s o r t e < ï u e . 

^ __ Û
 v dl* -

dt " ^ J t ^ r ài 

et comme on a déjà remarqué que 

„ àr àE „ fJu) 
l ô ï - ^ T t ^ ï ' l t ^ 0 ' 

JV 
on a simplement ~ = o, donc £ ne dépend que de to, la 
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surface S est donc un conoide droit d'axe IÇ et les 
courbes F doivent donc être les asymptotiques autres 
que les génératrices horizontales de S ; l 'équation (E) , 
que nous avons étudiée, devrait donc admettre une 
intégrale satisfaisant à ~ = o et puisque ^ ne saurait 
être nulle en même temps (sinon S serait plane, 
les courbes F et F2 planes aussi, ce qui a été vu 

impossible), il faut que Ç = * ^ f j > cette dernière 

fraction étant indépendante de /, ce qui exige que les 
rapports mutuels de a, ¡3, y, 3 soient indépendants 
de t ; remplaçons donc oc, ¡3, y, 3 par les constantes 
proportionnelles A, B, C, D et v par ~ : l 'équation de 
la surface devient 

C'est celle d'un paraboloide équilatère, mais alors F 
serait encore rectiligne. 11 y a donc contradiction. 
Ceci conduit aussi à étudier spécialement le cas où 
a, ¡3, y, 3 sont proportionnels à des constantes (donc 
constants en faisant un changement de variable sur /), 
mais ceci nous entraînerait trop loin. 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

système d?équations 

= o. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I° Intégrer le 
différentielles : 

dy 

~ — 4x -h i a eos?.* = 

-j- 4 j — 4a$init = 
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2° Trouver le système de solution tel que 

x = a , y . = o . (pour t = o), 

3° Cette solution représente les équations paramétriques 
d'une courbe; former Véquation de sa tangente. 

4 ° Conditions pour qfte deux tangentes soient perpendi-
culaires. Montrer qu'il y a trois tangentes perpendicu-
laires à une tangente donnée. 

5° Lieu des points d'intersection de deux tangentes per-
pendiculaires. Montrer quil est formé de deux courbes 
distinctes. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION : 

d*x 
i° —T-- H- = a t a cos2/. dt* , 1 

x = G cos 4 t -)- G' sin 41 -H 2 a cos 2 

* i dx _ . , 
y = a sin 2 £ — - — = G sin 41 — G cos 4 * H- 2 a sin 2 

4 
2° G = — a, C ' = o . 

¿r = a ( 2 c o s 2 £ — c o s 4 0 = a + 2 a ( i — c o s 2 i ) cos2i, 

^ = a(.2 sinai — sin 4 0 = 2 a ( i — cosai) sin2i. 

Si l'on transporte l'origine au point ( a , o), on a, en coor-
données polaires : 

0 = ity p = 2 a ( i — cosÔ); 

cardioide, conchoid e du cercle 

p = — 2 a cosò. 

3° x' = 4«(s in 4* — sinit) = 8 a sin t cos 31, 

y\ = 4 a ( c o s 2 i — cos 4 0 = 8 a sin* sin3* ; 

tangente : 

X sin31 — Y cos3i = x sin3* — y cos 3* = 3 a sin t. 

4° Deux tangentes sont perpendiculaires si * 

t a n g 3 l t a n g 3 i ' = — 1, c o s 3 ( * ' — t ) = o , 
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Mais t et t -h ît donnent le même paint (x, y). Trois solu-
tions distinctes : 

t ' = t ± - , I = I H 
O 2 

5° Intersection de deux tangentes : 

x sin3(*' — t) — 3 a sin(*'— t) [i 4 sini 9ini' cos (*'•+• 0]» 
y sirt3(*'— t) = lia sin(£'— t) sini sinf' sin(i'-t- t). 

Si t'= Î-h - , 
2 

a? = — 3 a -4- 6 a sin2 2t = — 3 a cos 4 
^ = 6 a sin 2 £ cos it = 3 a sin 41 

(cercle). 
Si t zt soit ¿'-h i = 0, 

o 

# = ^ a (1 -+• y/3* cos6 — 2 cos2ô), 

^ «= - a (y/3 — 2 cos 8 ) sin 0. 

Si l'on transporte l'origine au point Q a , o^, on a, en 
coordonnées polaires, 

3 

p = - a [v/3 — 2 cos 0 ]. 

Limaçon de Pascal, conchoïde du cercle 

p -s — Sa cosO. 

EPHEUVK PRATIQUE, — Intégrer Véquation différentielle 

y' cosa? -h 3ĵ sina? = 4 sin# -4- 2 smzx. 
i° Montrer que toutes les courbes intégrales passent par 

des points fixes, et ont, en ces points, /ewr centre de cour-
bure fixe 

20 Trouver Vintégrale particulière qui prend la valeur 
y = 1, pour x = K. Construire la courbe représentative. 

3° Calculer Vabscisse positive du premier point de ren-
contre de cette courke avec Ox. 
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INDICATIONS SUE LA SOLUTION : 

y = 2 s i n 2 # -4- G c o s 3 a \ 

I ° C e t t e c o u r b e p a s s e p a r l e s p o i n t s ( i n d é p e n d a n t s d e C ) : 

7t, y = 2 , y' = o , y" = — 4 ; 

c e n t r e d e c o u r b u r e : 

i -i- y'1 T . 
X = x — y' y.— = x = —h kiz. J y * 

7 y 4 
2 V G = — i , y = 2 — i c o s 2 x — c o s 3 x, 

y = s i i icT c o s # ( 4 -+- 3 cosx). 

L e s d r o i t e s x —k TC s o n t d e s a x e s d e s y m é t r i e . A u x p o i n t s 

( o , — i ) , J (TT, I ) , la t a n g e n t e e s t p a r a l l è l e à O x . 

3 ° c o s a r = X ; / ( X ) = X » + A X « - 2 = o . 

X a u n e s e u l e v a l e u r r é e l l e , p o s i t i v e , e n t r e o e t i : 

/ ' ( X ) = 3 X » + 4 X , / " ( X ) = 6 X - b 4 . 

L a m é t h o d e d e N e w t o n d o n n e : 

/ ( " ) = i , / ' ( 0 = 7, / 7 i ) = io ; 

/ 1 , ^ /" 
~ / = 7 = = ° ' 1 "2" / = 0 , 0 1 4 ' 

X = 1 — o , i | = 0 , 8 6 ( a p p r o x i m a t i o n 0 , 0 1 ) ; 

/ ( o , 8 5 ) = 0 , 0 5 9 1 2 5 , / ' ( o , 8 5 ) = 5 , 5 6 7 5 , 

/ " ( o , 8 5 } = 9 , 1 ; 

/ , / " h = y j = 0 ,01062 , — ~ = 0 ,000092; 

X = c o s # = o , 8 5 — 0 ,0107 = 0 , 8 3 9 3 ; 

= 3 2 ° 5 6 ' = 0 , 5 7 5 . 

( M a r s e i l l e , j u i n 1 9 2 4 . ) 
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f E l ] 
SUR LA FONCTION EULÉRIENNE; 

PAR J. HAAG. 

La fonction eulérienne de seconde espèce est une 
des transcendantes qui ont suscité le plus de travaux. 
Ses élégantes propriétés sont devenues classiques et 
nous n'avons nullement la prétention d'en découvrir 
de nouvelles. L'article qui va suivre a seulement pour 
but de rassembler les plus connues, en les développant 
suivant une méthode que nous croyons originale et 
particulièrement simple. Cette méthode fait d'ailleurs 
appel aux théories les plus diverses de l'Analyse et 
paraît devoir constituer, à ce titre, un excellent exercice 
pour la plupart des lecteurs de ce journal. 

1. Prenons comme définition la formule bien 
connue (*) 

( i ) Y ( x ) = f e-*t*-*dt O > o ) . 

Nous allons démontrer la formule suivante ( a ) , qui 
sera notre formule fondamentale : 

« m - ^ . c ^ - -

C désignant la constante d'Eule.r. 

0 ) C f . G O U R S A T , Cours d'Analyse mathématique, t. I , p. 206. 
(2) Cette formulé est également connue. {Cf. N . N I E L S E N , Hand-

buch der Theorie der Gammafunktion, Leipzig, 1906, p. 170). 
Toutefois, elle est généralement peu utilisée. En outre, on ne l'éta-

Ann. de Mathémat., 5e série, t. III. (Janvier 1925.) ÎO 
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La dérivée qu'il s'agit de calculer peut être considérée 

comme étant la limite, pour y = o, de l'expression 

r (x+y)~V(x) = I B (x,y). 
y }

 yY(x+y) y yY(y) 

en introduisant la fonction eulérienne de première 
espèce (1 ) 

( 4 ) B (*, 7 ) = \ ^ X 2 y ) = f 0
 1 tX~l ( ' ' d L 

Or, on a 
1 = f (i — nr- i dt; 

y Jo 
d'où 

1 rl \ — tx x
 7 B(x. y) — I 7 —dt 

y J Jo (i —o1-^ 

dont la limite, pour y = o, est précisément l 'inté-
grale ( 2 ) de la formule (2 ). 

Quant au troisième terme de (3), il peut s'écrire, en 
utilisant de nouveau la formule (4), 

rr(y)-i 
r (x-*-y) y 

Le premier facteur tend vers 1. Le second est égal 
à r ( 1 ?• Lii i . H tend donc vers la dérivée r ' (1), 

blit pas directement, mais comme conséquence de la formule (7) 
qui va suivre. 

( 1 ) C f . G O U R S A T , loc. c i t . , p . 3 i 5 . 

( 2 ) La fonction sous le signe / est discontinue par rapport à y 
pour t — î , y = o, car, pour t = i, sa valeur est x — 1, si y = o et 
zéro, si y > o. L'intégrale est néanmoins continue, parce que la 
fonction est uniformément bornée dans le voisinage des valeurs 

| , ¿x-\j 
considérées. Elle est, en effet, majorée par la fonction -— -—> 
qui reste finie pour t = 1. 
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c'est-à-dire vers (4) 

! e~* logi dt = — C (2). 
J 0 

Finalement, la formule (a) est démontrée. 
Nous allons maintenant en tirer les conséquences. 

Nous avons d'abord 
P - I 

n — 0 

Si l'on intègre entre o et i , l'intégrale du dernier 
terme est inférieure à — ? M désignant une limite 

f fX 
supérieure de la fonction -—--> qui est finie pour 
toutes les valeurs de l'intervalle d'intégration. Lorsque 
p augmente indéfiniment, cette intégrale tend vers 
zéro. On a donc 

T'(x) (7) s - c + y ( - i i - ) jmtd \ n •+• i n a?J 

= — G -h (a? — o ' V 7 7 > v '¿U (n -+-1 ) (n -H x) 
n = 0 

% 
ce qui est une formule bien connue (3). 

(') D'une manière générale, on a 

(5) T ' ( x ) = r e-nx~x log ¿di. 
J 0 

La différentiation sous le signe / est permise, parce que l'intégrale 
(5) est uniformément convergente par rapport à ses deux bornes. 
La fonction sous le signe / est, en effet, comprise, pour a<x < b 
et, quel que soit i, entre les fonctions e~lta~x Iog£ et g-***-1 logi, 
lesquelles font converger l'intégrale. 

(2) C f . H E R M I T E , Cours autographié de la Faculté des Sciences 
de Paris, p. g3. Cette formule peut servir de délinition à la cons-
tante d'Euler. 

( 3 ) C f . H E R M Î T E , loç. c i t . 
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En changeant x en x \ et intégrant de o à o?, 

après avoir remarqué que la série du troisième membre 

est majorée par la série de terme général ^ ? on 
obtient ( ') 

n — 1 

d'où 

( 9 ) r o iïHO«"1-
Si l'on fait x=\ dans la formule (8), en se 

souvenant que T (2) = 1, il vient 

= 2 [ i - ' ^ i 1 ^ ïï)] =2 [~n - l » g ( » + ') .+ log»] 

C = lim ( 1 —(— - - f - . . . -4 - — — log/i ) : 
/I = oo\ 1 n 0 ' 

C 
n — 1 

O U 

on retrouve la définition bien connue de la constante 
d'Euler. Portant cette valeur dans (9) , il vient 

1 i-= hm 

( 1-+- x ) ( 1 -1- x )... ( n -f- x ) lim - — :— 
n= <x> n\nx 

En changeant x en x — 1, n en n + 1 et remarquant 
nx 

( n + i ) a 
que 7—-—— tend vers 1, on retrouve la formule de * ( n -f- 1 ) x ' 

( * ) C f . H E R M I T E , toc. c i t . , p . 9 3 . 
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Gauss (4) : 

jn \ nX 
( IO) r(57) = lim — w •—7 v J n=«o x(x -h i) (x -+- i ) . . . O -H n) 

\ 

3. Nous allons maintenant établir la formule (2) 

eu) r(x) r(i — x) = . * (o < ¿r < i). ' ' siniua? 

Cherchons à évaluer la dérivée logarithmique du 
premier membre, soit 

x = r , ( a ? ) Y ' ( i - x ) 
r(x) r( i~x)' 

D'après la formule (2), on a 

x = r
1 

x 1 - < 

t = 2 .r — 1 — u ; 
Posons 

il vient 
UZ p—UZ 

X = 9 / - _ e2 — — / 
shiiz , T SHMZ , 

—: dz. sh s 

Pour calculer cette dernière intégrale, nous allons 
appliquer la méthode des résidus. Les pôles de la 

fonction sous le signe j* sont z — ikii, k étant un 

entier non nul. Intégrons le long du rectangle ABCD, 
dont les côtés sont définis par 

AB : z't=ai; DG : z = bi; BC : x = R; AD : a? = — R. 

(*) Cf. H E R M I T E , loc. cit., p. 91. Voir aussi B O R E L , Leçons sur 
la théorie de la croissance, p. 91. 

( a ) C f . G O U R S A T , loc. cit., p . 3 I 5 . 
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Le long de BC et le long de DA, on a 

sh z 
pitR _!_ /»— < 

La somme des deux intégrales correspondantes est 
donc inférieure, en module, à 

Gomme — i u < i , cette quantité tend vers zéro 
quand R croît indéfiniment. Il en est donc de même 
des intégrales le long de BC et de DA. Il s'ensuit que, 
si l'on pose 

sh u( t -h i y) 
sh(i -+- i y ) 

dt 

sli ut cos uy — i ch ut sin uy 
sh t COSJK -+- I' ch t sinj^ ' 

on a, en supposant 

/ ( a ) — / ( & ) = 'JIJ:I-SR, 

SR désignant la somme des résidus relatifs aux pôles 
compris entre les deux droites z = ai, z = bi. 

Prenons d'abord a = o, b ~ - : nous avons 1 ^ 

(12) 

Prenons maintenant a — - , 6 — — ; il vient 

/ .shiwn 
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Or 

-i: 
, s h A I C O S M - - H i c h u t s i n u -

• « rH = sin M — I 2 

i ch t 

' ch ut dt. ch* 
. 3 W7C 

sin 

— J L . T f e r ^ ^ U ) — ï ï î sin 2 

En portant dans ( i3) , on obtient, par un calcul simple, 

- / 7 R \ U T Z 

/ ( - ) = * t a n g ~ ; 

d'où (<) 

/ /X -V U " Ï R 

<i4) a = 7T tang —- = — 7C COtTTtf. 

Intégrons : 

r( ' ir)r(i — ÎF) = ~— 

Pour avoir la constante A, cherchons la limite de 
# r ( 3 r ) r ( i — x) = r ( i + j ) r ( i — x), lorsque x tend 
vers zéro, dette limite est, d'une part, r ( i ) r ( i ) = i ; 

d'autre part, Donc, A == TZ et nous retrouvons bien 

la formule ( n ) . 

Remarque. — On peut aussi calculer X au moyen 

( l ) Cette formule peut être obtenue comme cas particulier d'une 
formule plus générale établie par Hermite (toc. cit., p. n 5 ) , par 
une méthode qui revient, au fond, à celle que nous venons de suivre. 
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de la formule (7) : > 

X
= É ( — ' - - — ) • ¿md\n-+-i — x n -h x ) 

n = 0 

_ I ^ / l I \ _ I ^ I X 

~~~ x JLi \n — x n -h x / ~~ x J L À n2 — x2 
n — 1 - n — 1 

En comparant avec (I4)7 ON retrouve le dévelop-
pement bien connu de TT cot TZX (1). 

4. Démontrons encore la formule ( 2 ) 

( I J ) r (nx) 

n — 1 1 _ 
= 2 /i2 Si nous appelons X le premier membre, nous avons 

x; = r ( £ ) r r p ^ ) 
x n * , +

 T + r ( ^ ^ l ) 

ou, en appliquant la formule (2), 

X' _ 1 — (1 -+- /"-+- . .-+• ^ 
x _ _ ^ 

Faisons le changement de variables 

t — e~ 2nz , 1 — — y\ 

( * ) C / . G O U R S A T , /OC. cit., t . I I , p . 1 7 4 . 

(*) C f . H E R M I T E , toc. c i t . , p . 9 7 . 
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il vient 

v X [nenyz • ey?\ J 
( l 6 ) U ï ï T - ï h l ) * -

Dérivons par rapport à y : 

Cette dérivation est permise, car l'intégrale (17) est 
uniformément convergente pour y < ^ a < ^ \ (*). En 
effet, la fonction sous le signe J est majorée par 
n-zenaz zeaz , i r , , ^ ~shz 9 o n t i n t e g r a l e e s t convergente. 

La formule (17) peut maintenant s'écrire 

Y' 'r + ~n*ze»y* . r+<° z eïz . 
— = / —, dz — / —-— dz. 
n J0 snnz J0 sh£ 

La première intégrale égale la seconde, comme on 
s'en rend compte en faisant le changement de variable : 
nz — t. Donc, 

Y' = o, Y = const. 

Pour déterminer cette constante, faisons y = o dans 
(16) ; il vient 

Y = f ( dz = — lim / log ? - | = _ l o g A i . n J0 \ s h nz s h z ] 5 = 0 \ th - / 

Nous avons donc 
X' . 

— nlog/i; 

d'où, en intégrant, 

(18) X = An~nx. 

D Cette inégalité résulte de ce que x doit toujours être supposé 
positif. 
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Pour déterminer la constante A, supposons que x 
tende vers zéro. Ndus avons, en remarquant que 

r(x) .. xT(x) T{x H- i) lim ———— = n lim - — — — — n hm — = n. T(nx) nxF(nx) r(nx-hi) 

Renversons Tordre des facteurs et multiplions membre 
à membre ; il vient, en utilisant la formule ( n ) , 

nt ^n-i 
A 2 == 

. 7T . 2 7t . ( fi I ) 7C sm — sm — • • • si n n n n 

Le produit du dénominateur se calcule aisément, en 
considérant le produit des racines de l'équation qui 

donne sin — i connaissant c o s a = i . On trouve 271 
finalement 

n - 1 1 

A = (2iï) 2 n\ 

En portant dans v 18), on obtient bien la formule (i 5). 

5. Nous allons maintenant établir la formule 
asymptotique donnant r ( # ) pour les grandes valeurs 
de x . 

Nous partons toujours de la formule (2), que nous 
écrivons, en faisant le changement de variable t e~~z, 

(-9) T f e = - c + i 

Développons - — s u i v a n t les puissances croissantes 

de z. On pourrait employer, à cet effet, la formule de 
Mac Laurin, sous sa forme élémentaire classique. 
Mais, pour avoir une limite supérieure du reste, il est 
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plus avantageux d'utiliser la méthode bien connue de 
l'intégrale de Cauchy. Considérons l'intégrale 

z dz - i . f 
27II J (l — < 2 7LÎ J ( l — e~z )(z — X ) 

9 

prise le long du rectangle ABCD, dont les côtés sont 
définis par 
BC :z = a; AD : z = — a ; DC :z = ib\ AB : z = — ib; 

a et b étant deux nombres positifs, dont le premier est 
plus grand que x et le second plus petit que 2iz. La 
fonction sous le signe ^ n'admet que le pôle z = x 
dans ce rectangle. Donc 

I = 

D'autre part, on peut écrire 
m 

. y*? X P f dz (20) I = > . / — Jm* 2 7T I J (I e~Z)ZP 
P = o 

xm+1 r dz ./«-hi r 
J (I nzi J (i — e~z)zm(z—x) 

Le coefficient de XP peut être calculé en remplaçant 
le chemin d'intégration par une circonférence infiniment 
petite de centre O. C'est donc le coefficient de XP dans 
le développement de I en série entière. Ce dévelop-
pement, valable pour \x\<^2iz, s'exprime au moyen 
des nombres de Bernoulli (*) ; de sorte qu'en prenant 
m = in -f- i , nous pouvons écrire (20) sous la forme 

n 

(') Cf. HEKMITE, toc. cit.y p. 98. 
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en posant 

T2n->rl r dz 

Il serait aisé de déduire directement de cette formule 
une limite supérieure de |I , / | . Mais, il est plus 
avantageux d'évaluer cette intégrale par la méthode 
des résidus. Si l'on intègre le long d'un autre rectangle 
A'B'C'D' , correspondant à des valeurs plus grandes 
de a et de on obtient une nouvelle intégrale telle 
que — l n égale la somme des résidus relatifs aux 
pôles compris entre les deux rectangles. Ces pôles sont 
ikrù, k représentant l 'un quelconque des nombres 

, • b' b' entiers non nuls compris entre —— et — • 

D'autre part, le module de la fonction 4 sous le 

signe J est bornée supérieurement, sur B' C', par 

L'intégrale le long de B' C' a ( i — e~a') + 1 (a'—x) 

donc un module inférieur à (i — e~a') arin + 1(a'~ x) 
Il s'ensuit qu'elle tend vers zéro quand a' augmente 
indéfiniment. Il en est de même de l'intégrale le long 
de D'A'. On peut donc remplacer le rectangle A 'B 'C 'D ' 
par les deux droites indéfinies A'B' et C'D' . 

Prenons maintenant b' tel que ~ soit un nombre 

entier impair. Pour z = ±ibf + on a 

m = 
i 

(i -+- e-') (t* +6'«) 2 
i < î 

Les intégrales le long de A'B' et de CFD' ont donc 
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des modules inférieurs à 

i dl % du J2 f d t - 2 f 7/ I 1 — fr'Zn-hl I • 71 " 
u J A M + -  u *Jq n -F- -2) » (1*2-+- I) 2 

Elles tendent vers zéro quand b' croît indéfiniment. 
En définitive, — \ n est égal à la somme de la série 

formée par les résidus A* des pôles ikni. Or, on a 

A / , = 

A*-h A _ A = (—!)" 

( 2 k 7t i Yn M ( 1 k 7C i — X ) 
— 2 

Donc, 

(23) ! „ = » ( -

Lorsque x croît de o à +oo, \n varie toujours dans 
le même sens. 

Pour x = o, la formule (22) montre que (*) 

ft/H-l I„ = ( - ! ) » (2« + 2)! 

Pour x=-\-oo, on a = o. Donc, si je a une valeur 
positive quelconque, on a ( 2 ) 

9 désignant un nombre compris entre o et 1. 

(*) En comparant avec ce que donne la formule (23), on obtient 
la formule bien connue 

i » 
I 2 2 n — 1 7C2" 

(25) S 2 ( l = > r r = - , — r r B» V ^ 2" ¿md k2n (2/1)! " * = 1 
( 2 ) L'analyse qui précède ne diffère pas essentiellement de celle 

d'Hermite \ loc. cit., p. io5). 
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La limite supérieure j ^ z ^ j ] * î u e n o u s venons 

d'obtenir pour est certainement la plus avantageuse 
qui soit indépendante de x, puisqu'elle est effectivement 
atteinte lorsque x tend vers zéro. 

6. Portons maintenant (21) dans (19) ; il vient 

<26) F ( 7 ) = - c - 1 —T— d* + i - ( . 7 = ^ 

- " — [ î - i : <- /^jî î *•<*>]*• 

Pour calculer la première intégrale, prenons sa 
dérivée par rapport à x ; cette dérivée est (*) 

/ dz== — 

Donc l'intégrale en question est égale à log x, 
puisque, d'autre part, elle est nulle pour x = 1. 

La deuxième intégrale est indépendante de x. 
Désignons-la par A + C. 

Nous avons, en faisant le changement de variable 
zx = t dans la troisième intégrale, 

r(.r) 6 J0 ŷ 'x (2/>)! x t 1 W J 
n 

p= 1 

( l ) L'intégrale obtenue est uniformément convergente, car e~xx 

est majorée par e~za, si x < a. 
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en posant (4) 
( 2 8 ) -

( 0 < Ô < I ) . 

Posons 

<!>(>) = l o g T O ) -h ^ — ¿r^ logo? -f- a?. 

Nous avons, en intégrant (27), 
« 

(29) *(*) = A* ^ - ^ ( ^ - V ) ^ + + ^ 
/»=i 

avec (-) 

r V B <3o) rn(x) = — / on(x) dx = (—i)«8 w
 n"4"1 , . 

el K = const. 
Supposons maintenant que x augmente indéfiniment. 

Les termes en l- tendent vers zéro, ainsi que rn(x), 
d'après (3o). Quant au premier membre, on sait qu'il 
tend vers logy'2r. Il s'ensuit que A est nécessairement 
nul (*) et que K = log\/27i. On a donc la formule 

(*) On a appliqué la formule de la moyenne au facteur 6 de la 
formule (2^), dont le coefficient reste positif dans tout l'intervalle 
d'intégration. 

(2) On a appliqué la formule de la moyenne au facteur 9 de la 
formule (28). 

On en déduit que l'intégrale 

• r - i ^ 
-1 ) dz 

est égale à la constante d'Euler. C'est ce qu'il est aisé de vérifier 
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asymptotique ( f) 

(3i) log T(x) = (x — ̂  Ioga?— x H— log y/nz 
n 

Si l'on s'arrête à un terme quelconque, l 'erreur 
commise a le signe du premier terme négligé et lui est 
inférieure en valeur absolue. Cette erreur tend vers 
zéro quand x croît indéfiniment. Mais, pour une valeur 
donnée de x , la série obtenue en poursuivant indéfini-
ment le développement est divergente, car son terme 
général est supérieur en valeur absolue à ( 2 ) 

i{'in)\ __ 2 ( 2 n — 'i ) ! 
(2TZ )~n'ï7l('lïl i)^2"--1 ~~ (2 TZ)*nX-n-l' 

ce qui augmente indéfiniment avec n. 

directement. On a 

1 r= lim 
s=o 

— lim 
£ — 0 

I = 

Lf 
: li m ( — logs— / — dz ). 

6=0\ JZ Z ] 

D'autre part, on a ( n° 1) 
oc p 00 

C / e~l log t dt ~ lim / — e-Mog tdt. 
J0 ^ E=0jc 

Or, en intégrant par parties, la seconde intégrale devient (cf. 
HERMITK, p . ) : 

e - t 
— e _ £ l ogs— I — d t , 

Je 1 

qui a même limite que l'expression ci-dessus. 
( ' ) C f . HERMITK, p . 9 8 e t i o 5 . 

(3) C f . inégalité (42). 
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7. Nous avons admis tout à l 'heure que la limite <ke 
(x) pour x = oo était log y/ârc. Bien que cette pro-

priété soit classique, nous allons encore la démontrer, 
par une méthode qui nous paraît nouvelle et instructive. 

On a 
-— jr /-.+> 1 

= Y{x)x* * ex = f e~zzx~lx2 ex dz, 
Jo 

<p(x)— -4= f ex~z(-\ 1 dz. 
sJxJ* W 

Faisons le changement de variable ~ = t ; il vient 

+ °° __ +00 

f ex{\-t)tx-\ fit = / g.r<l-f)+(*-l)l<»gi 
0 ^ 0 

dont il faut chercher la limite pour # = -f- G0-
Soit a un nombre positif, aussi petit qu'on veut. Je 

dis que 

= s/* / (p, (¿p) = \Jx f et cp2 
J1 + a 

tendent vers zéro quand x croît indéfiniment. 

Pour cp !, la quantité sous le signe J est inférieure 

à Je dis que l 'on peut trouver un nombre 
positif k tel que l 'on ait, pour i ^ i - f - « , 

<3 a) (i — k)(i — t) + \ogt < o . 

En effet, la dérivée du premier membre par rapport 
à t est 

k — 1 + - ^ - 1-4-
t ~ a-h i 

Elle est négative, si nous ¿upposons k <C Donc, 

le maximum de la fonction est obtenu pour t = i -h a , 
Ann. de Mathémdt., 5e série, t. III. (Janvier 1925.) 11 
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soit 

(33) — (i — k)a -+- log( i - t -a) . 

Or, pour k = o, ceci se réduit à — a -H log (i -+•«), 
quantité négative. Donc, on peut choisir k assez petit 
pour que l'expression (33) soit aussi négative, ce qui 
entraînera l'inégalité (32). 

Nous avons alors 

I — * H - l o g £ < / c ( l — t); 
d'où 

Qx{x) < sfx f e-xk(t-\) dt = —— I 
k \Jx 

Le dernier membre tend vers zéro pour x = -f- oo ; 
donc, il en est de même de cp(x) . 

Pour déterminons k positif et plus petit que a 
tel que I on ait, pour o < / < i — <2, 

( 3 i ) 1 — i - + - ( i — * ) l o g i < o . 

La dérivée de cette expression par rapport à t est 

1 — k 1 — k a — k > ~ H = > O. t i — a 1 — a 

Donc, le maximum est obtenu pour t = 1 —-a, soit 

(35; a -h (1 — k) log( i — a). 

Or, pour k• = o, cette dernière quantité se réduit à 
a - h log (1 — <7), ce qui est négatif. On peut donc 
choisir k assez ,petit pour que (35) ait aussi ce signe et 
cela entraîne (34). 

Nous avons alors 

? * ( # ) < / # f e<kx~\)\og 
JQ 

= \!X I dt = -
JQ k yx 
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Le dernier membre tend vers zéro pour x = -f- oo ; il. 
en est donc de même de cp2 (x ) . 

Finalement, nous sommes ramenés à chercher la 
limite de 

_ p l + rt 
ç3(a?)=v/2? / c*U~<)+(*-i)io«tdt 

' 1 -a 
-a 

= v/^ I «g(i+o dt, 

le nombre positif a pouvant être supposé aussi petit 
qu'on ve-ut. 

Si — a << £ << a, on a 

¿2 ¿2 
£ — — ( i - f - a ) < l o g ( n - t ) < t — - ( i — a) , 

a étant un nombre constant, qui tend vers zéro en 
même temps que a. 

On en déduit, en supposant x > i, 

J—a 

* —n 

Pour trouver la limite de la première intégrale, faisons 
le changement de variable 

t2 
O — i)(i + a ) - ' = u. 

L'intégrale devient 

{ / - -C-« f e~uu 2 du. X/ (x i) ( i -f- a) j0 

Quand x croît indéfiniment, sa limite est 

V n - a W / T h Ï 
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On verrait de même que la deuxième intégrale a pour 

limite v 27ze • 
V 1 ~ ~ ~ A . 

La limite de ®z(x) est comprise entre ces deux limites. 
Gomme on peut supposer a arbitrairement petit, elle 
est égale à 

Finalement, <p (x) a pour limite \ 211; donc, a 
pour limite log y/six. 

8. Nous venons de retrouver les propriétés les plus 
connues de la fonction T. En voici d'autres, qui le sont 
moins. 

Changeons x en x -h i dans (2) : 

rflogr(ar + i) = C i r11 - t* ( 
dx J0 1 — t ' 

On a, quel que soit x , , 

tx __ ^ xn ( l o g i ) « 

dt. 

n\ 1 — t 
n = 1 

La série du second membre est uniformément conver-
gente dans l'intervalle (e, 1 ), si petit que soit e. En effet, 
la fonction est finie et continue pour toutes les 

1 — t r 

valeurs de cet intervalle; son module admet donc une 
borne supérieure M et la série (36) est majorée par la 
série convergente de* terme général M '-^L. D'autre 
part, si — 1 < x < o, elle est à termes positifs. En outre, 

1 J I X 
l 'intégrale J - j — - dt est finie, ainsi que chacune des 

intégrales J ~T ^ ^t. On en conclut qu'on peut 

intégrer terme à terme (1 ). 

(*) Cf. J . HAAG, Sur Vintégration des séries (Bulletin des 
Sciences mathématiques, avril 1924). 
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Si x est positif, la série est alternée. Mais, la série 

des valeurs absolues s'obtient en changeant x en — 

Elle a pour somme * > dont l'intégrale est finie 

si x Nous avons donc encore le droit d'intégrer 
terme à terme dans cette hypothèse. 

En définitive, si l'on.pose 

, ,nx s _ _ i / ^ ( - l o g Q » - ! ( 3 7 ) S „ - ( 7 R = T 5 T ^ 

on a 

d log -+-1) ~ v ^ . 
( 3 8 ) ^ >- = - C + 2 M I ( - I ) » ^ S N + I X » . 

n = 1 

Cette formule, valable pour — I < Î : < I , ne l'est 
certainement pas pour x . En effet, on a, d'après (37), 

s ^ ïin-h i) 
O 9 ) 1 > = 1 . 

Donc, le terme général de la série (38) est supérieur, 
en valeur absolue, à xn et ne saurait tendre vers zéro 
pour x ^ 1. 

On peut aussi remarquer que, d'après (7), le premier 
membre de (38) admet le pôle x = — 1 comme pôle le 
plus rapproché de l'origine. Donc son développement 
en série entière a un rayon de convergence égal à 1. 

En comparant (38) avec la formule de Mac-Laurin, 
on voit que la dérivée rcième de log r ( # ) est égale, pour 

à ( — l ) " S „ ( / l — l ) ! . 
On peut obtenir aussi cette dérivée au moyen de la 
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formule (7), qui donne ( 4 ) , pour n ^ 2, 

<*•> ^ ^ - « - . l - C - O l É f i R Î ; ? -
A=0 

On en conclut que 

(40 = i + ± + 

La Yormule (37) nous donne la somme de cette série 
sous forme d'intégrale définie. En la rapprochant de la 
formule (25), on obtient 

R - 4 * j* 
(27U)Ï 

Comme l'intégrale du second membre est supérieure 
à F ( 2 / i ) = (2 n — 1 ) !, on en déduit l'inégalité 

(4a) B„>7-^—— (2TT)2" 

L'intégrale (37) peut se transformer de diverses 
manières. C'est ainsi qu'une intégration par parties 
conduit à 

n\ J0 sh*z ~~ n \ — 1) J0 c h 2 z ' 

On a encore 

S - r k ' zn~x dz 
sh z 

Dans le cas où n est pair, on peut intégrer entre — 00 

(!) On a le droit de dériver indéfiniment la formule (7), car la 
série (4o) est majorée, pour x > a > o, par la série convergente de 

terme général ~—-——• 6 (A-H-a)» 
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et -h oo et appliquer la méthode des résidus, comme 
nous l'avons fart au n° 3. On aboutit ainsi à des formules 
de récurrence entre les nombres de Bernoulli. Mais, 
nous ne reproduisons pas ces calculs, qui n 'ont d' intérêt 
que comme exercices. 

9. Prenons les termes de degré impair du dévelop-
pement (38) . Ils s'écrivent 

n — 1 7i = l 

en appliquant une formule connue, qui peut d'ailleurs 
être obtenue en remplaçant x par I Î T Z X dans la for-
mule (21). 

On a donc 

( 4 3 ) d[ogT(x + i) = c o t ^ ^ ^ 

n= 1 

En intégrant et se rappelant que r ( i ) = 1, il vient 

logr(37-4- l ) = - l o g - i ^ G x — S * h s ± l . x t n + l m & v 1 '2 & s\mzx jLiin^-1 
n = 1 

En changeant x en — x et ajoutant les deux dévelop-
pements, il vient 

log [r(i-H * ) r ( 1 - = l o g , r 
sin T Z X 

d'où 
TC r(ar)r(i —a?) = -T-

On retrouve la formule (11). 
Si nous supposons o < x < 1, nous avons le droit de 

changer x en x — 1 dans (43) . En retranchant membre 
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à membre et se souvenant que r (x +1) = x T (# ) , on 
obtient l'identité 

- —Î 
ix 2 ( 1 — 3 ? ) j L ^ 

n = 1 

Autrement dit, si x et y sont deux nombres positifs de 
somme i, on a 

n - 1 
Posons 

i — z i H- z 
X— y— ; 2 ^ 2 

il vient 

n = l 

en appelant Ap la série formée'par la somme des inverses 
des puissances jyi{mes des nombres pairs consécutifs. 

Cette formule est valable pour — i < z <C i. A l'inté-
rieur de 'cet intervalle, le premier membre peut être 
développé en série entière. Il en est donc de même du 
second. En égalant de part et d'autre les coefficients 
de Z 2 P ~ { , nous obtenons l'identité (* ) 

(45) J = 2 C | S - ' A 1 i i + 1 . 
n = p 

(*) On peut la démontrer directement de la manière suivante. 
Considérons la série double de terme général 

( k = I , A, 3 , . . . ; n = />, / > - + - I , p -+- 2 , . . . ) . 

Si on la somme d'abord par rapport à k, puis par rapport à n, on 



( 5 ) 
La formule ( 4 4 ) e s t évidemment valable pour toutes 
les valeurs imaginaires de z dont le module est plus 
petit que i . Posons, par exemple, ¿ = £tang<p. Nous 
obtenons l'identité 

i . v i . sin2/i<p 

71=1 

qui est valable pour — y < œ <C j* 

obtient évidemment la série (45). Tout revient donc à prouver que 
cette série doublç est convergente et a pour somme 

Sommons par rapport à n; nous obtenons 

"-(nTi^iitT^-iSpr 
n-p 

Or, wk est le coefficient de x V - 1 dans le développement de la 
fonction 

J f 
(x+yy 

où l'on a posé, pour simplifier l'écriture, y = ^ et où l'on suppose 
la variable x positive et inférieure à i — y . Cette fonction, décom-
posée en éléments simples, devient 

i ( 1 
2 \i — y — i i + / + x 

la partie entière E étant de degré ip — i et ne fournissant, par 
conséquent, aucun terme en x2P~l. On a, dès lors, 

a [(i-y)*P ~ 

Çk = 2 [ (2k — iyr ~ (2A-4-i)v] * 

11 est maintenant évident que 
oo 
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10. Pour terminer, nous donnerons une dernière 

application de la formule (2). Si x — n-\- 1, n étant 
un entier positif, elle devient 

= __ c - 4 - j f ' ( H - 14- . t * - * ) d t 

= — C -H (1-4- - -h -f-. . . -h - )• \ 2 3 n ] 

D'autre part, la formule (5) donne, en changeant x 
en n -+-1, 

Jo 

On a donc la formule 

On en conclut que la différence 

Je00 tn 

' e~l—jlogtdt — log/i 
0 n ' tend vers zéro quand n croît indéfiniment. 

SUR LBS LIEUX ALGÉBRIQUES DÉCOMPOSABLBS ; -

FAR CH. BIOCHE. 

On sait qu'un lieu algébrique, d'ordre m, se décom-
pose s'il a 

(m — \){m — 2) . -f. 1 
2 

points doubles. Mais la décomposition peut se produire 
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sans que le nombre des points doubles ait la valeur 
susdite; je voudrais, pour préciser, énoncer quelques 
remarques simples. 

i° Le nombre des points doubles d'un lieu d'ordre m, 
qui se décompose en n lignes, distinctes et unicursales, 
est 

(m — i)(m —2) h n — i. •i 

2° Si les lignes composantes ne sont pas unicursales, 
le nombre précédent doit être diminué de la somme 
des genres de ces lignes. 

3° Le nombre minimum des points^doubles d'un lieu 
décompi>sable est m — i . Le lieu se décompose alors 
en une droite et une courbe sans point double. 

4° Le nombre maximum de points doubles est 

m(m — i) 

Le lieu est alors décomposé en m droites. 

SUR UNE PROPRIÉTÉ DE LA DÉVELOPPANTE DU CERCLE 

ET DE L'HÉLICOÏDE DÉVELOPPABLE; 

PAR P. VINCENSINJ. 

I. Dans un article sur la géométrie de la formule de 
Stokes, M. A. Buhl a établi (N. A., octobre 1923) 
qu'une cloison S appartenant à l'hélieoïde 

¿ s A8 + F(r ) 
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engendre un volume d'axe O z égal à 2?r/iS/, S' étant 
l'aire de la projection de S sur xOyy On déduit immé-
diatement de là une propriété intéressante de l'hélicoïde 
développable. Pour un tel hélicoïde on a -

(h étant le pas réduit des hélices de l'hélicoïde, R le 
rayon du cylindre qui porte l'hélice de rebrousse-
ment) et 

V ne dépend que de S. 

Toutes les eloisons de même surface prises sur 
Vhélicoïde engendrent par rotation autour de Oz 
des volumes tournants égaux. 

Iï. Il paraît intéressant de démontrer que cette pro-
priété curieuse de l'hélicoïde développable se rattache 
à une propriété analogue de la développante du cercle. 
Cela fera ressortir le caractère géométrique du théo-
rème précédent. 

Rappelons tout d'abord que O étant un point fixe 
d'un plan, ds un élément d'arc d'une courbe du plan 
et a l'angle du rayon vecteur OM qui va à l'élément, 
avec la tangente *à cet élément, l'aire dA engendrée 
par la rotation -de ds autour de O a pour expression 

(1) dk = 2r. r cosa ds. 

L'aire engendrée par un arc fini a pour expression 

s; 
s 

R 

~~ K - A 2 •+• R» 

îïï/iR 
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La formule ( i ) permet de rechercher les courbes 

pour lesquelles il existe une relation donnée entre À 
et s. Examinons le cas simple où Y on veut que A soit 
proportionnelle à s. 

Dans ce cas 2 TC r cosa == K ( constante) 
K 

r cos a = — • 1 7T 

Si Ton abaisse les perpendiculaires OH et 0 1 sur la 
tangente et sur la normale à la courbe cherchée on voit 
que /-cosa ne représente autre chose que MH ou 01. 
01 étant constant, la normale à la courbe cherchée, 
enveloppe un cercle de centre O, et la courbe est une 
développante du cercle O. On peut donc dire : 

Sur une développante de cercle tous les arcs de 
même longueur engendrent des aires égales en 
tournant autour du centre du cercle. 

La façon dont l'hélicoïde développable peut être 
engendré au moyen de développantes de cercles, con-
duit assez naturellement à se demander s'il n'existe pas, 
entre les aires de cloisons appartenant à un tel hélicoïde 
et les volumes engendrés par la rotation de ces cloisons 
autour de l'axe de l'hélicoïde, une relation analogue à 
celle qui vient d'être établie pour les développantes de 
cercle. 

Soit S une cloison de contour C, tracée sur l'héli-
coïde lieu des tangentes à l'hélice circulaire d'équa-
tions 

# = R c o s 6 , y = R s i n 6 , z = A6. 

Le volume engendré par S en tournant autour de 
l'axe O^ de l'hélicoïde a pour expression 
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A désignant Paire engendrée par Tare de développante 
du plan de cote z, compris à l 'intérieur de S, dans sa 
rotation autour de Oz,zK et z2 les cotes du point le 
plus bas et le plus haut du contour G. A a pour expres-
sion : A = 2 T Z K I ( 1 longueur de l'arc de développante). 
On a donc 

Soient S' la projection de S sur x Q y , C ! le contour 
de S'; l'arc de développante de cote z envisagé plus 
haut se projette suivant un arc égal de longueur l 
compris dans S' [ fi g. ( i ) ] . Transformons l'intégrale 
attachée à S en une intégrale attachée à S'. 

D'autre part, si m et n sont les points où les projections 
des développantes de cotes z et z-\-dz rencontrent la 

V = *2TCR l dz ( intégrale attachée à S ) . 

On a 
dz = hd§. 

Fig. i . 

circonférence Y du plan xOy de centre O et de 
rayon R, et si l'on désigne par du la longueur de 
l'arc mn de r , longueur qui représente la distance des 
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deux développantes projections, on pourra écrire 

ldz=z Ihdb = lh~> 
R 

Dans ces conditions, 

£ l d t = ' i f , l d u = fkld<s 

* (rfcr étant l'aire limitée dans S' par les deux dévelop-
pantes). 

On peut donc écrire 

V = 27Th f d<j = inhS'. 

Mais on sait que 

S'=KS, l K = K V 

On a donc 
¿tt/ÎRS 

\ = . 
y//i2-bR2 

Cette formule montre que V ne dépend que de S, et 
pas du tout du contour de S sur l'hélicoïde. 

Toutes les cloisons de même surface, tracées sur 
un hélicoïde dèveloppable, èngendrent des volumes 
égaux en tournant autour de l axe de rhélicoïde. 

Ce résultat est tout à fait analogue à celui trouvé 
pour les développantes de cercle. 

III. Indiquons avant de terminer quelques applica-
tions très simples de la formule (i) du n° II. 

Proposons-nous de déterminer une courbe plane (C) 
telle qu'un arc quelconque de cette courbe tournant de 
deux points O et O' du plan engendre des aires qui 
soient dans un rapport constant. 

Si M est un point quelconque de (C) MT la tan-
gente à (C) en M, et si H et H' sont les projections 
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de O et O' sur la normale en M, la relation 

r' cosa' = K r cosa 

O' H' v montre que ^ ^ = K. 
La normale à G rencontre 0 0 ' en un point to tel 

que = K. Il y a deux points répondant à la ques-
tion (co, (o,). Les courbes cherchées se partagent en 
deux séries; celles de Tune des séries ont leurs nor-
males passant par o>, ce sont des circonférenees de 
centre (o; celles.de l'autre série sont des circonférences 
de centre Wj. 

Réciproquement, on peut dire qu'étant donnée une 
circonférence T de centre w et deux points O, O' en 
ligne droite avec to, le rapport des surfaces engendrées 
par un arc quelconque de T en tournant autour de O 

r\r 1 * et U est e^al a — • b w O 
Ce résultat, qui s'établit d'ailleurs très simplement 

par la géométrie (3e livre), donne l'idée de comparer 
les volumes engendrés par une cloison portée par une 
surface de révolution, tournant autour de deux axes 
parallèles à l'axe de la surface et situés dans un même 
plan avec cet axe. 

Soient S une cloison située snr une surface de révo-
lution d'axe Q ; D et A les deux axes de rotation OJ; O, 
O' les points d'intersection de QDA avec un plan P 
perpendiculaire à Q {fia- 2). 

Soit II un pjan parallèle à P coupant Q, D, A e n w , , 
Oi , O j et S suivant l'arc de cercle /. Les aires 
engendrées par ( / ) en tournant autour de D et A sont 
, , Or «O dans le rapport = — 

Les volumes engendrés par S en tournant autour 
de D et A sont dès lors dans ce même rapport comme 
le montre une intégration immédiate. 
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Si la surface de révolution, qui porte la cloison S, 

est une sphère quelconque de centre O, on peut dire 

que le rapport des volumes engendrés par la rotation 
de S autour de deux axes parallèles quelconques, situés 
dans un plan passant p a r O , est indépendant de la cloi-
son S, et est égal au rapport des distances de O aux 
deux axes de rotation. 

Ces deux résultats ont été établis par M. A. Buhl 
(TV. A. , juin 1924). Je signale cette démonstration 
parce qu'elle ne nécessite que la connaissance de pro-
priétés tout à fait élémentaires. 

SUR LA QUARTIQUE CIRCULAIRE DITE « CAPPA »; 

P A R M . D ' O C A G N E . 

L'objet de cette courte Note est de faire connaître 
un exemple particulièrement simple d'application de la 

Ann. de Mathémat., 5* série, t. III. (Janvier 1925.) 12 
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double notion de cercle des inflexions des trajectoires 
et de cercle des rebroussements des enveloppes de 
droites à une détermination de centre de courbure. Il 
s'agit de la quartique circulaire qui, en raison de sa 
forme, a reçu le nom de cappa, et qui est le lieu du 
sommet M d'un angle droit dont un côté passe cons-
tamment par un point fixe O tandis qu'un point A 

y 

<y 
/ v ^ T — X 
y \ . \ - A ^ T i r - H 

marqué sur l'autre côté (MA = a) parcourt une droite 
fixe passant par O. Si l'on prend cette droite pour 
axe 0 . r , avec O pour origine, et Oy perpendiculaire 
à O x , on voit immédiatement que cette courbe a pour 
équation 

Symétrique par rapport aux axes, elle a en O à la 
fois un foyer singulier et un point tacnodal, où la 
tangente est O y et le rayon de courbure et elle pos-
sède comme asymptotes, outre les droites isotropes 
issues de O, les droites y — ± a, chacune d'elles Jetant 
double, car la courbe est de sixième classe; elle est 
d'ailleurs unicursale. 

La perpendiculaire élevée en O à OM (normale à 



( 55 ) 
l'enveloppe de ce côté) et la perpendiculaire élevée 
en A à OA (normale au lieu du point A) se coupant 
en I , centre instantané de rotation de l'angle droit 
mobile, la normale en M au cappa est MI. Le centre 
de courbure est dès lors le point [x où MI touche son 
enveloppe. 

Or, le rayon de courbure de l'enveloppe de OM, 
réduite au point O, est nul; le point O appartient donc 
au cercle des rebroussements des enveloppes de droites, 
et, par suite, son symétrique P par rapport à I au 
cercle des inflexions des trajectoires (1 ). Mais la seconde 
extrémité H du diamètre issu de I, dans ce cercle des 
inflexions, se trouve sur O x (tous les points de O ^ 
étant d'inflexion puisque cette trajectoire de A est 
rectiligne) ; il en résulte que le point H est à la ren-
contre de O x et de la perpendiculaire élevée en P à OP. 
Une fois H obtenu, la construction que nous avons 
établie d'une façon purement géométrique pour le cas 
le plus général ( 2 ) montre que, si MH coupe en K la 
perpendiculaire élevée en I à Ml, la parallèle menée 
par K à IH passe par le centre de courbure ¡x, 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

É P R E U V E THÉORIQUE. — I . I ° Vérifier que la fonction 
y = ex est solution de l'équation différentielle 

d3 Y y , dv 

(1) Voir notre Cours de Géométrie pure et appliquée de 
VÉcole Polytechnique, t. I. p. 277. 

(2) Ibid., p. 274, et fascicule complémentaire, p. 18. 
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et déterminer la solution générale de cette équation. 
2° Intégrer Véquation différentielle 

et déterminer la solution porticulière y\ qui est un infini-
ment petit dordre 3 par rapport à x. 

3° Figurer la courbe représentative de la fonction yt 

de x et calculer Vaire comprise entre Ox et Parc de la 
courbe obtenu pour x variant de 0 à ir. 

II. On considère Vellipse (E) définie, en coordonnées 
rectangulaires, par Véquation 

Soient : M un point variable de cette ellipse; T et T les 
points d'intersection de la tangente en M avec Ox et Oy; 
N et N' les points d'intersection de la normale en M avec 
O x et Oy ; P le milieu de TT' et Q le milieu de NN'. 

Former Véquation du lieu géométrique de P, celle du 
lieu de Q, et déterminer le point de contact de la 
droite PQ avec son enveloppe. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION p a r M . A . S A D E . — I . E n 

posant y — z ex, les équations ( i ) et ( 2 ) deviennent respec-
t ivement 

-h = o, z'"z'= 6 cos 3 a?, 

et l'intégration est immédiate. L'intégrale générale de ( 2 ) 
sera 

. T ü r » n • sin3.r~] y = ex I A 4- B cosa? -h G smx — J 

et l'intégrale particulière demandée est 

/ 3 sinar — sin 3 a? \ . . yx = ex l J=e*sin3x. 

L'aire demandée vaut 

10 1 
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II. x, y étant les coordonnées du point M, les coordonnées 

du point P sont 
a* b* 

X = — , Y = — , 
ix i y 

d'où, en tenant compte de l'équation de l'ellipse, le lieu, 
facile à construire, 

A * Y « 4 - 6 » X » = 4 X * Y * . 

Le lieu du point Q est l'ellipse 
X3 Y2 

La droite PQ a pour équation . 

Xx — Y y = ^— 

et touche son enveloppe au point Q; l'enveloppe est l'el-
lipse tE')-

É P R E U V E PRATIQUE. — Des trois séries de termes généraux 

log(n 2 - f - i) — log/i* 
• * » = ^ ' 

reconnaître celles qui sont convergentes et calculer leur 
somme avec une erreur inférieure à 0,001. 

Nota. — C h x désigne le cosinus hyperbolique de x; loga? 
désigne le logarithme décimal de x. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I° un a pour par t i e princi -

pale — > la série correspondante est donc divergente. 

2° La seconde série se comporte comme la série de terme 
général er^n et est donc convergente. On vérifie aisément que 

le rapport est toujours inférieur a L erreur commise 
un 2 
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en s'arrêtant à un terme de la série est donc toujours infé-
rieure au dernier terme non négligé. La somme de la série 
e s t o , 5 o 2 . 

3° On a 

- h i ) "*=loge jjs 

la série converge. Elle a pour somme o , 3 i 5 . 
(Caen, juin 1924.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I . Développer l'intégrale 

f 7 = ^ = ' Jo y I — exP 

suivant les puissances croissantes de e. Calculer le rayon 
de convergence de la série obtenue. Donner une vérification 
directe du développement trouvé, dans 1rs cas particu-
liers p = 2, 1 et ^ . ' 

II. Chercher les normales abaissées d'un point quel-
conque de 0 z sur la courbe 

x = 5 i, y = 1P v/2, z = 

Discuter leur réalité. 

III. Un point M, de masse 2, est attiré par deux points 
fixes A et B suivant une force égale à la distance. On le 
lance, à partir d'une position quelconque MQ prise swrAB, 
avec la vitesse MoV0 perpendiculaire à Ox. Déterminer le 
mouvement qui prend naissance. On considère toutes les 
trajectoires T obtenues en faisant varier M 0 V 0 de telle 
manière que V0 décrive un cercle de diamètre AB. On 
demande Venveloppe de ces trajectoires, ainsi que leurs 
trajectoires orthogonales. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION, p a r M . A . SADE. — I . . O n t r o u v e 
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la série 

.3.5. ..(in — 1) en 

2.4.5.. .m i-f- np 

dont le rayon de convergence est égal à un. 

II. Les normales issues du point (o, o, Z) seront déterminées 
par l'équation 

x' x -h y' y -+- z' z — z' Z = o 

qui s'écrit ( en écartant la solution t = o ) 

en étudiant les variations du premier membre, on constate 
qu'il y a 2 ou 0 solutions suivant que Z est extérieur ou non à 

III. Tout se passe comme si le point M était attiré par le 
milieu de AB (origine des coordonnées) suivant une force 
égale au double de la distance. La détermination du mouve-
ment est donc immédiate . 

En se bornant ici, pour être bref, au cas où les points A 
et B sont sur O x , on constatera que les trajectoires T ont 
pour enveloppe le losange formé par les quatre droites 

Les trajectoires orthogonales dépendent de l'intégration de 
l'équation différentielle 

qui, en prenant pour variable X = x 1 , Y = y * , se ramène à 
une équation de Lagrange. 

E P R E U V E PRATIQUE. — Un cylindre de révolution de rayon r 
est limité à deux sections droites dont la distance est h; il 
est formé d^une substance homogène et sa masse est m. 
Une demi-sphère de rayon r est limitée par un plan dia-

3 * * - h i 6 i + j = 3Z; 

l'intervalle - -h ^ 44 
3 

±x ± y — r (r = rayon du cercle). 

(x -+-yyf
x) (xyx-i- i y ) = r*y'x 
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métrai et sa section par ce plan coïncide avec l'une des 
bases du cylindre; elle est formée d'une substance homo-
gène et sa masse est M. On fait osciller le solide ainsi 
constitué autour d'un diamètre AB de celles des bases du 
cylindre sur laquelle n^est pas fixée la demi-sphère ; cet 
axe AB est fixé horizontalement. 

Trouver la longueur du pendule simple synchrone. 
Application numérique : 

r =3 3CIU ; h — 5ocm; /n = 852«,32; M = 64i«,66. 

SOLUTION. — O n t r o u v e 

M [h - H - p j + (M + m)A 

(Clermont, juin 1924.) 

ERRATUM. 

Dans le numéro de décembre 1924, page 97, ligne 4, de la 
note (*), il faut lire « ordinaires », au lieu de « polaires ». 

La Rédaction des N. A. tient à indiquer que l'Auteur de 
l'article n'est en rien responsable de cette erreur de trans-
cription, que nos lecteurs auront déjà rectifiée. 
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SUR LES POLYNOMES HYPERGÉOMÉTRIQUES; 

PAR A. ANGELESCO, 

Professeur à l'Université de Cluj (Roumanie). 

Les polynomes h (* ) sont les polynomes déduits de 
la fonction de Gauss 

( , ) F ( „ M , « ) - . ^ . ^ ; » ; ^ " ^ . . . , 

en donnant à a des valeurs entières et négatives. Une 
suite de polynomes h sera donc une suite de poly-
nômes de la forme 

F«= F(— n, ¡3W, x) 

n = o, 1 ,2 , . . . et où et y n désignent des fonctions 
de n. 

Nous ne savons pas si „en dehors des polynomes 
F ( — / i , p -+- /i, v, de Jacobi ( 2 ) on a déjà étudié 
d'autres suites de polynomes h. Dans le présent tra-
vail, nous nous proposons d'étudier trois autres suites 
remarquables de polynomes h. 

( x ) Nous désignerons par la lettre h le mot hyper géométrique, 
(2) Voir, pour la bibliographie complète des travaux sur les poly-

nômes de Jacobi, l'article Généralisations diverses des fonctions 
sphériques, par MM. P. A P P E L L et A. L A M B E R T , de VEncyclopédie 
des Sciences mathématiques, édition française, t. II, vol. V 
fase. 2. 

Ann. de Mathémat., 5e série, t. III. ( Février 192.5.) 13 
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1. Considérons le développement de l'expression 
(i H - a ^ i + ajc)^ suivant les puissances" de a, et fx 
étant deux paramètres réels, et posons 

( 2 ) + = X, fx). 

On voit immédiatement que 

( 3 ) P 

1 ( n - i ) l 
ix(\x—l ) . . . ( F X — / 1 - 4 - I ) xn. 

ou bien, à l'aide de la fonction (1), 

(4 ) Pn(*, X, p) 
__ X ( X — 1 ) . . . ( X — /I -+• 1 ) 

F(— n, — {x, X — « -f-1, r) . 

Les polynomes P,/ ( 4 ) sont donc des polynomes h. 
D'après une formule de Jacobi, que nous retrouverons 
dans la suite, on a aussi 

I fin 

( 5 ) P „ = - ^ « - ¿ ( I — A^X+TI+I - — [ X X I — X Y -X-TT-I], 

De la formule (4) il résulte que le polynome 
satisfait à l'équation différentielle de Gauss 

(6) x(i — x)y" -H [X-HI — — 1 )x]y'— ny-y = 0. 

2. Du développement (2) on peut facilement déduire 

(*) Nous désignerons, le plus souvent, le polynome P„ (x, X, (x) 
par P„. 
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un grand nombre de relations. Voici quelques-unes : 

( 7 ) = = X> l ^ - 1 ) » 

(8) (n -h '2) }>n+-2 jjl)^] 
-*rx{n — X — 

. x " JJL(u — i ) . . . ( u. — n-4- I ) 
( 9 ) — — F X N 

( I O ) 

1 = 1 
X(X — i) . . . (X — n + i) 

»! 

/=0 
i~n 

( l i ) P n ( x , X -+- l, P»~i(a?, X, m). 
1 = 0 

Remarquons, en passant, que de chacune des rela-
tions (8), (9) et ( 10), on peut déduire des expressions 
du polynome P,2 sous forme de déterminants. 

3. Pour mettre le polynome P„ sous forme d'inté-
grale, partons de l'égalité 

<ia) (i 
1 f*30 

-+- a)X = — r - I e-r{\+z) dr, 
r(— X) J 0 

A < o et | a | < 1, égalité qui se vérifie en changeant r 

e n y. On déduit de là 1 -+- a 

( I 3 ) ( I - F - A ) X ( I -J- AX)V-

= —^ / / e-r-s-dir+sx) r-\-~\ ¿¿r ¿c 
r ( — X ) r ( — f i ) J J 

X < o, p. < o, | | < 1 et | a | < 1, le domaine d'inté-
gration étant r>o, s^o. Faisons, dans cette intégrale 
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double, le changement 

r = ii(i — v) et s = uv. 

Le nouveau domaine sera 
D ( r , s) 

M = o, o ^ v S i et D ( u , v ) 

de sorte que l'égalité précédente ( i3) deviendra 

X ! e-auU-t>-+vx) (j—p-H—i dv. 
• o 

En remplaçant le premier membre par son dévelop-
p e m e n t ^ ) et dans le second membre - par 
son développement, on obtient 

( , 4 ) n ! r ( — À ) r ( — n) 

: I ( V X -+- I — V )n ( I —. p)—X—1 ç-\ -lt-1 dv, 

formule qui se vérifie sans difficulté. 
En multipliant les deux membres de ( i4) par a" et 

en ajoutant ensuite les égalités obtenues en faisant 
n ~ o, 1 ,2 , . . . , on arrive à la formule 

(i.5) ( i + a j ^ i + a a ; ^ 

= A f [i -f- a( vx -+-1 — v)]^(i — e - P - i dv, 

où l'on suppose | a | < i , | a x | << i et où l'on a posé 

r ( - X ) r ( - n ) ' 

Faisons quelques applications des formules ( i4) 
et ( i5 ) . 
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a. Si dans la formule ( i4) nous remplaçons x par 
{ux + 1 — w), en remarquant que 

v( U X H- I II ) \ — V — u(vx -f- I — p) -H- I — M, 

on est conduit à l'égalité 4 

Pn(ux -H I ~ U, X, JJL) 

i = 0 

b. De la représentation par intégrale ( i4 ) on peut ^ 
déduire, sous forme d'intégrale définie, un grand 
nombre de fonctions génératricespourlespolynomesPrc. 
Par exemple 

r l (i — dv 
Je* i — a ( vx -4- î — v ) 

2 ni 

(X FX) ( X -f- ¡J. — I ) . . .(X -h — T U - I ) 

où | a | < i et | a x | i ; 

(16) A f e<*vx+i-v)(i — dv 
o 

, S" Vn 
(X -f- fi) (X -f- u — i ) . . .f X -h Ht — n -f-1) ' 

égalité valable quels que soient a et x . 

c. En multipliant les deux membres de ( i 5 ) par 
( i - f - a )* et en développant sous le signe d'intégration 
l'expression 

(i H- a)*[ i -h 

par la formule (2) , on arrive à l'égalité 

P ^ X - h k, jx) = A T P,*, X-+-fJL)(i — i>)-X-i p - M f 
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qui généralise la formule (i4)> qu'on retrouve en fai-
sant k = o. 

d. Changeons dans l'égalité ( i5) a en — a et puis 
multiplions ses deux membres par a a ( i — a)6 . En inté-
grant ensuite de o à i , par rapport à a, et en tenant 
compte de l'égalité 

f ua- 1 (i — (i — xu\"cdu = } 1 F(c,a,a+b,x), 
,/0 T{a -f- 6) 

qui se vérifie immédiatement, on arrive à la relation 

F(|x, a, + 

X (l — ^ )->>-! 

où l'on suppose X <; o, u o, X -f- u. >> — i, — X, 
tf > o. 

<?. Transformons l'égalité ( i5) de manière à pouvoir 
déduire une autre représentation par intégrale des 
polynomes P„. Remarquons d'abord que l'on a 

i + a(ca; + i — y) — ( î -+- aa?)p + (i — v)( \ H- a ), 

de sorte que l'égalité ( i5 ) peut s'écrire 

• o 

égalité qui est valable, en supposant a et b réels, pour 
o < a < 2 et o < è < 2 . En remplaçant dans cette 

égalité a par i -f- t, et b par i ' -f- t7 nous obtiendrons 

(i + oHi + ^ l ^ 

= A A R - * I [ t x + P + ( I - — P - F - I 
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égalité qui est valable, en particulier, pour o < t < i 
et Écrivons, sous le signe d'intégration, à la 
place de 

[tx -h v -h (i — p 

l 'expression équivalente 
[P+-0 —p^jX-Ht ^ H 

L f - H i — 

où le second facteur sera remplacé par son développe-

ment suivant les puissances de ——> Quantité 
1 C + ( L — V ) X 

qui reste, en valeur absolue, inférieure à l 'unité pour c 
compris dans l'intervalle (o , i) si x >> \ et tx<^\. 
Nous sommes ainsi conduit à une autre représentation 
par intégrale 

P „ , t i û i - * > > , , - > . i ' i ^ o - ^ r ^ » ^ , . 
ni 1 Y — X) I ^ — U) Jo 

Cette égalité, que nous avons obtenue dans l 'hypo-
thèse x >> i , est valable pour toute valeur positive de x. 

i . Si dans le développement (:>.) nous faisons les 
changements 

a = j3 ( r -h s / y ï ^ i ) , x = 
y •+• s'y1 - 1 

on obtient le développement 

07) 11 + Ptr + s/S^Wk + - v/?2-0.1'' = s 

où 

( . 8 ) ( y ï ï ^ i Y P n X, a ) . 

En faisant dans la formule (I/J) le changement de 
variable v = u 1 et en tenant compte de (18), on voit 
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que 

- J )n —X —fji) 
ni r (—X)r(—p) 

x I ( y — w / r 2 ~ i)w(i — m)-X-i(i -4- u)-^du. 

Cette formule nous permet de séparer, dans Uw, la 
partie rationnelle et la partie irrationnelle. 

En supposant X = p. le premier membre de (17) 
devient ( 1 -+- 2 ¡3 y -f- ¡32 )X, de sorte que les fonctions U^ 
se réduisent aux polynomes de Gegenbauer. 

Passons à une autre suite de polynomes h. 

5. Dans le développement (2) changeons a en ax 
et x en 1 — n o u s obtenons ainsi le développement 

(19) + + X, ¡x), 

où 
(20) Q n ( .r , X, jjL) = ^ P n ( i — x , 

Des relations obtenues pour les polynomes P„ on 
peut, à l'aide de la formule (20), déduire des relations 
en Q„. En particulier de (8) et de ( i4) on déduit, en 
écrivant Q„ pour Qn(x, A, ¡JL), 
(21» (u -h *ï)Qn+2-+- f(/l -hl — ¡x)(x— l) - j - ( / l -hI — 

-+- x(x — I) (n — X — |x)Qn = o, 

De cette derniëre relation il résulte que 

dQn+i 
dx 

ce qui nous montre que lès polynomes Qw. forment une 
suite de M. Appell. Donc, à l'aide de la formule de 
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récurrence (21), on trouve l'équation différentielle 
(22) x(l — X )/' -h [fJl — Al-f-ï — (X -f- [A — 2/1 + 9 . ) x ] y 

-4- /i(X -b JJL — n -h 1 )y = o 

à laquelle satisfait le polynome Q r t . Cette équation 
étant une équation de Gauss, le polynome Q„ sera un 
polynome h et l 'on voit que 

X F ( — X -R- ¡x -H 1 — n , JJL -4- 1 — n, x ). 

6. Mettons, sans utiliser la formule de Jacobi, le 
polynome sous une forme analogue à (5). Partons 
pour cela du développement suivant les puissances 
de a, de l'expression (1 — x — a ^ j + a)!1, par la for-
mule de Taylor, donc du développement 

(24) x H i - x ï ^ + ^ y ^ i y 

= Y ï ! [( I — ^ — jLi ni Ldo.'1 LV > \ 1 J J a = = 0 

En remarquant que 
r dn 0 n dn 
| _ l ( , _ * _ % ) M x -h a ) p ] J a = o = [(, -

et en changeant dans le développement (24) a e n 

O L X ( X — 1) nous déduisons que 
( J V „ dn ^ 

En comparant les formules (23) et (26) on a la for-
mule de Jacobi 

F(— n , X ¡x -+-1 — n, ¡x -f-1 — n, x) 

- V ' [xV<(i — xy> 
fx((i. — 1)...( jj. — n-+-\)dxn 

formule que nous avons utilisée précédemment. 
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7. Les polynomes Qw se relient d'une autre manière 

simple aux polynomes P n . En effet, changeons dans la 
formule (a3) X et JJL respectivement en n — \ — u — i 
et X; nous voyons alors, en tenant compte de (4), que 

P n ( x , X, = Q « ( A ? , n — X — JX — I , X ) . 

Par suite, les deux relations 

Vn(x1 X, ui) — ( — x)u Yn ^ i — — , /i X — JJL — i , X^ , 

Qn(x, X, JJL) = ( x)"Q„ (i — M — X — a — i, . 

Les polynomes P;i et Qn satisfont donc à une même 
équation fonctionnelle. 

8. Nous avons vu que les polynomes Qre forment 
une suite de M. Appell. Du développement (16) on 
déduit 

Ae*x ! — p i , > — i dv 

= V* %n Qn(x, X, lX ) ^ 
Jmmà ( X - h |i. ) ( X -+- Ut I ) . . . ( X -h \X — fi - h I # 

La fonction génératrice, au sens de M. Appell, est 

A f i — p)~>~-Î v-V- 1 dv, 

donc la fonction de Kummer 

1 w 7i ! + i)...(X-+-fx — n + i) ' 

9. Les seuls polynomes formant une suite de 
M. Appell, sont les polynomes En effet, les poly-
nomes V*, étant des polynomes A, ils doivent satisfaire 
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à l'équation différentielle 

(28) x(i~x)y"-+- [y«— (P„— n-h i)x]y'-h n$ny = o, 

¡3» et yn étant des fonctions de n. Ces polynomes for-
mant une suite de M. Appell, V«..! est égal, à un fac-
teur constant près, à V^. En dérivant l'équation (28) 
par rapport à x, on voit que l'on doit avoir 

P» = Pu-1 — I et = — I. 
Donc 

3» = Po — n et v/4 = y0 — n. 

De sorte que, en prenant ¡30 = A -f- jx-f-1 ety0 = |x + i, § 
l'équation (28) devient identique à l'équation diffé-
rentielle (22) des Q n . 

Nous allons considérer une dernière suite de poly-
nomes h. 

10. Nous déduirons cette nouvelle suite du dévelop-
pement (2) en changeant x en (1 — x). Posons 

— Z a « R „ ( a r , X, fx), 
donc 

R„(ar, X, ¡x) == Pn(\ --- A:, X, FA). 

De l'équation (6) on déduit l'équation différentielle 

x(i — x)y"— [X -f- (x — ( n -j- ut — 1 )x\y'— n\xy — o 

à laquelle satisfait le polynome R»(#, X, ¡A). Donc 

R \ , ... (X-4- fi) ( X -t~ ¡X Q. . .(X -t~ [X Al-hl) 
H/ — 

X F ( - ft, — [X, — X — IX, x ). 

En appliquant la formule (26) de Jacobi, nous 
voyons que 
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Nous voyons, comme précédemment, que 

P„(3r, X, fJL> = (— i)"Rn(ar, — ¡x —X-f- n — i , fx), 
X, FX) = ( — I ) » R „ ( I — . r , — p. — X - f - N — I , FI), 

X, ¡x) = (— i)"P«(i'— x, — [i — X -+- n — i, jx). 

Indiquons, enfin, la formule 

p / , ' _ ( - Q » r ( n - X - f i ) 
A, ¡J.) - — r r ( _ _ l ) T { _ l x ) 

-.1 X f (i — vx)'l(i — dv 
JQ 

qui nous montre que 

lim ilr L 
n —»0 (X-+- ¡J-)(X -h ¡X — ]) . . . ( X [i. — n - f - i ) 

= A f e~vx ( i — P)-X-1 p-H-1 ¿p. 
J o 

L'intégrale du second membre a pour expression la 
fonction (27). Les polynomes se réduisent donc, 
dans un cas limite, aux fonctions de Ruminer. 

Nous allons considérer à présent d'autres suites de 
polynomes, qui ne sont plus des polynomes mais 
qui se relient d'une manière très simple aux poly-
nômes Pn , Q n et 

11. Changeons, dans le développement (2) , x en ^ 

et faisons ensuite croître IJL indéfiniment. Nous sommes 
conduit au développement 

(-29) (1 -f- 3t)X = S a " A n ( x , X), 

O U 

An(x, X) = lim P„ ( - , X, (x ), 
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donc, d'après la formule (3), 

X ( X — i ) . . .(X — n + 2 ) a ? xn 

+ (n — i )! y -h...-+- ^y-

De la relation (5) il résulte que 

i r dn x^ ex 

(30) A 

et de l'équation (6) on obtient l'équation différentielle 

xy" +(A + i — n x )y' — ny = o 

à laquelle satisfait le polynome A„. 
De la formule ( i4) on peut déduire la représenta-

tion par intégrale du polynome A„. Il est plus simple 
de partir de l'égalité (12), qui peut s'écrire, après avoir 
multiplié ses deux membres par e a r , 

(1-
a)X e* x = ^ 1 ^ ^ ¿a(x-a) 

de sorte que, en développant les deux membres d'après 
les puissances de a, on obtient la formule 

(31) An(x, X)= ^ T ^ z r x j f ~ * - » u r ^ { œ - u ) * d u , 

| a | 1, formule que l'on peut vérifier facilement et 
sur laquelle on voit que les polynomes An(x, X) 
forment une suite de M. Appell. 

12. Si dans le développement (2) nous changeons a 
en ^ et x en \x et nous faisons ensuite croître X indé-
finiment, nous avons le développement 

(32) e a ( i -4- otx)^^ 2<xnBn(x, fi), 
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OÙ 

/ v X, p) Kn(x, fx) = lira « 
A = « A 

Donc, d'après (3) , 

x'1 

De la formule (5) écrite sous la forme 

P n = V J-xn+V+i II n ! \ x] 
dn I , t \ n-X-H-11 

x ^ l ^ i 1 - , ) J 
on déduit 

N 

En faisant ¡ji = o, dans cette formule, on retrouve 
une formule d'Halphen 

De l'équation (5) on obtient l 'équation différentielle 

x^y* — [ i -h ( n -4- ¡JL — i ) x]yr-h n \iy = o 

à laquelle satisfait le polynome Bw. 
Entre les polynomes précédents An et les poly-

nomes B,ï il y a la relation simple 

de sorte que de la formule (3 i ) on déduit 

(34) B , ( * , X ) = ^ T p p - T ) f m < r « u r * - i ( t - a ; u ) » d u ; 
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d o ù il résulte l'égalité limite 

lim n\Bn ( - , X ) = 1 • / e-u\i-t-x)u-l~i du ; 

n—ao \ n J H M . / q 

donc, en tenant compte de (12 ), 

lim n\Bn Xj = ( i - 4 - j 7 ) V 

pour | x | <C 1 • 

13. Ecrivons le développement (2) sous la forme 

et faisons ensuite croître p. indéfiniment. Nous sommes 
conduit au développement 

q.r 

(i + ï)ïe» + « = y). 

Les polynomes y) sont les polynomes de 
KLummer (1 ) et se relient au polynome P,, par l'égalité 
limite 

CnO, Y) = I î m P» ( 1-4- ~ > Y — P-)-|x= » \ H- / 

De la formule (5) on déduit la relation connue 

<v 1-HY gjr 

(!) Voir la Monographie des polynomes de Kummer, par 
M. P. HUMBERT, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 
décembre 1922. 
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laquelle comparée à (3o) nous montre que 

T ) = ( — I ) N A „ ( — ¿R, N — Y — I ) . 

Donc, en tenant compte de (3i), 

( 35) C„ (x, y) = —TFT— r f er» ia~»(x -h u)» du, ni 1 (Y — n -+- i) JQ 

formule qui est peut-être nouvelle. 
Nous allons considérer une dernière suite de poly-

nômes que nous déduirons du développement (19). 

14. Ecrivons le développement (19) sous la forme 

< ' - - [ ' - ï ^ T T ^ r ^ S (;\y<}>><**>1
 - * ^ 

et faisons croître pi indéfiniment. Nous sommes conduit 
au développement 

fi -H + — £ a " D W ( I P , X ) , 

OÙ 
X) = lim — Q»(¡jla-, X — [x, <x). 

fJ.=rao{X" 

De même que nous avons déduit la formule (33) 
de (5), on déduit de (25) la formule 

1 

De l'équation différentielle (22) on obtient l 'équa-
tion 

x*f — [1 -h (2 n — À — 2)x]y' 4- n ( n — X — 1 ) y = o 

à laquelle satisfait le polynome Dw(.r , X). 
Les polynomes D„ se rattachent aux polynomes Cn 
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et Bn par les relations simples 

Dn(x, = x*cn 1, a), 

D N ( * , X ) = ( - I ) » B N ( * , « - X - I ) . 

A l'aide de ces relations on déduit, soit de (34), soit 
de (35) la représentation par intégrale 

I I t/i n20 

D„(x, X) = . „ .. / e-uul~»(i — ux)n du. n\\{X — n-r-\)Jo
 7 

15 Four terminer, rémarquons que des suites de 
poljnomes considérées, on peut déduire encore d'autres 
suites. Partons, par exemple, du développement (2). 
On a 

^r/ N.. , v. r« X( X —I ). ..( X 71-1-1)1 
( I + Ï ) ' ' [ ( I + (xx)l1— IJ = S A » P „ ^ I 

En divisant les deux membres de cette égalité par ¡/. 
et en faisant ensuite tendre a vers zéro, nous aurons 

(1 + a)>-L«»o (, -naa?) = Si«E,t(/, X), 
OÙ 

/ ^ i- 1 rr> — 1 •...(x — /z- —1— 1 ) hn(x, X) = lun - Pn- . 
^ = 0 V- L n. J 

Au poljnome P„ se rattachent encore les poljnomes 
qui proviennent du développement des expressions 

(1 -f- ocx)^ Lo^i 1 •+- a), L-)g[. 1 -+- a) (1 -f- a r j . 

A tous les autres poljnomes considérés se rattachent, 
de la même manière, d'autres suites de poljnomes. 
Leur étude ne nous paraît pas présenter un intérêt 
particulier. 

Sur le développement des /onctions en séries des 
poljnomes considérés, de même que sur l'extension, au 
cas de plusieurs variables, de ces poljnomes, nous nous 
proposons de revenir. 

Ann. de Mathèmaf.. 5e série, t. III. (Février 19^.; «4 
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SUR l/E\SEir.\KUIOT DES NOTIONS RELATIVES AUX INFI-

MlIEVr GIUXRS ET AUX IKFIKIUNT PETITS I M S LA 

CLASSE DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES ; 

PAR PAUL LÉVY. 

Les examens d'admission à l'École des Mines m'ont 
donné l'occasion de constater Textrême difficulté qu'ont 
la plupart des élèves, même des bons élèves, à résoudre 

0 les problèmes les plus simples dans lesquels intervien-
nent les notions de quantités infiniment petites et infi-
niment grandes. Il y a un singulier contraste entre les 
résultats très médiocres obtenus* en général sur ces 
questions et les résultats au contraire très satisfaisants 
obtenus pour d'autres parties du programme. En réflé-
chissant à cette circonstance, j 'ai été conduit à penser 
qu'il ne fallait pas conclure que la notion d'infini dé-
passait ce que peuvent en général comprendre les 
élèves de Mathématiques spéciales, mais qu'on pour-
rait obtenir dis résultats plus satisfaisants en modi-
fiant les méthodes d'enseignement. Je serais heureux 
si les ramarq-ies qui suivent pouvaient décider cer-
tains des professeurs qui ne l'ont pas encore fait, à 
adopter des méthodes nouvelles. 

L'idée directrice de ces remarques est qu'il faut tou-
jours s'efforcer de mettre en évidence le véritable carac-
tère des problèmes qui se posent, et, s'ils ne com-
portent pas de formules les résolvant dans tous les cas 
comme lorsqu'il s'agit de résoudre une équation du 
second degré, ne pas remplacer l'exposé de la difficulté 
par une règle plus ou moins bien adaptée à la solution 
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de cette difficulté et que l'élève appliquera sans com-
prendre. Le souci de ne rien dire que de parfaitement 
précis explique Fapparition et l'abus de ces règles. Mais 
elles constituent un bâton d'aveugle donné à quelqu'un 
à qui l'on a mis d'abord un bandeau sur les j e u x ; 
sans doute en tâtant le sol avec son bâton évitera t-il 
toute chute; mais il n'atteindra le but que par hasard. 
Qu'on lui apprenne à ouvrir les jeux, à marcher vers 
le but, à ne pas trop craindre la chute, mais à savoir 
ensuite se relever, c'est-à-dire remplacer le raisonne-
ment peu précis cl parfois à moitié exact seulement 
dont il se sera d'abord contenté par un raisonnement 
rigoureux, ne prêtant à aucune objection et qui sera 
obtenu en général tout naturellement en précisant le 
raisonnement initial! Je pense d'ailleurs montrer dans 
la suite que les explications pouvant conduire à ce 
résultat comportent des règles aussi précises que celles 
que je voudrais remplacer. 

A propos des infiniment petits, après avoir introduit 
la notion de l'ordre de grandeur relatif et celle de 
quantités équivalentes, la notion fondamentale, sur 
laquelle il y a lieu d'insister, est celle de la valeur 
princpale d'une quantité infiniment petite ou infini-
ment grande, fonction d'un infiniment petit ou infini-
ment grand principal x. On entend généralement par 
là une expression de la forme ex a équivalente a la 
fonction étudiée. Dans ce sens les quantités infiniment 
petites ou infiniment grandes n'ont pas toujours une 
valeur principale; on peut alors introduire la notion de 
valeur principale généralisée, expression aussi simple 
que possible équivalente à la fonction étudiée. Ainsi 
la fonction 

log(a? -4- loga?) = loga:-*- log (i -h ^ ^ = loga? -+• £ 
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( x étant infiniment grand, et par suite e infiniment 
petit) a pour valeur principale log#, quantité qui ne 
peut pas être simplifiée et dont il faut savoir qu'elle 
croît moins rapidement que n'importe quelle puissance 
de x . L'intégrale 
(.) J Çdx, 

pour x infini (positif ou négatif, à condition dans ce 
dernier cas que la constante d'intégration soit choisie 
de manière que l'intégrale s'annule à l'infini), a pour 

. 6X 

valeur principale — > comme on le voit aisement par 
application cle la règle de l'Hospital. 

De la notion de valeur principale on passe à celle de 
développement en série, en écrivant la fonction étudiée 
sous la forme 

f [ x ) = ¿¿1 {x) -h U2(x )-h. . , - h un ( x ) -f- R W ( X ). 

chaque terme étant la valeur principale de l'erreur 
commise en prenant la somme des termes précédents 
comme valeur approchée de f ( x ) . Le reste R„(.r) est 
alors infiniment petit par rapport à a n (x )* et a pour 
\aleur principale an+i(x). 

Il arrive souvent que ce développement puisse être 
poursuivi indéfiniment, et il importe de Lien dis-
tinguer la notion de développement en série ainsi com-
prise de la notion de série. Une série de fonctions peut 
ne pas constituer un développement en série, et un 
développement,en série conserve tout son intérêt, au 
point de vue qui précède, même s'il donné lieu à une 
série divergente. Il ne serait peut-être pas inutile d'in-
diquer un exemple, tel que celui de 1 intégrale (î) , 
représentable à l'infini parle développement divergent 



( >8. ) 

comme on le voit aisément en appliquant la règle de 
l'Hospital. 

Les développements en séries sont souvent des déve-
loppements suivant les puissances croissantes de linfi-
niment petit principal. La formule de Taylor montre 
qu'un tel développement est possible lorsque la fonc-
tion considérée admet des dérivées continues. Les 
fonctions usuelles vérifient toutes cette condition, sauf 
en certains points singuliers. 

D'après cela, l'emploi de la formule de Taylor sem-
blerait être le moyen naturel de former les développe-
ments en séries. On n'aurait qu'à calculer les dérivées 
successives. Mais en général on n'a à former ces déve-
loppements en séries que pour des points particuliers, 
pour lesquels il y a des simplifications, et le meilleur 
moyen de calculer les premières dérivées est au con-
traire de former les premiers termes du développement 
en série. Les candidats devraient s'en souvenir lorsqu'on 
leur demande la tangente ou le rayon de courbure en 
un point remarquable d'une courbe. 

De même qu'on étudie les principales fonctions 
usuelles pour apprendre à les dériver, il faut donc les 
étudier à nouveau au point de vue des développements 
en séries. N 

Cette étude est faite d'abord pour les fonctions 
rationnelles. C'est la théorie de la multiplication et de 
la division des polynomes. 11 faut insister (plus qu'on 
ne semble le faire généralement) sur la simplicité du 
résultat lorsqu'on ne veut que la valeur principale de 
l'expression étudiée. La valeur principale d'un produit 
ou d'un quotient s'obtient en remplaçant chaque fac-
teur par sa valeur principale. Les élèves savent rare-
ment appliquer ce résultat. 

Si l'on veut d'autres termes du développement en 
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série, il y a avantage à mettre d'abord en facteur la 
valeur principale; on n'a plus qu'à multiplier ou diviser 
des expressions dont le terme principal est l 'unité. Si 
l'on se borne à chercher le second terme, on a 
(i -h ax -h. . .) fi H- ax -h. . .) , _ | _ b)x 
(i -\-bx -+-. . ,)(i -h b x -h. . .) 7 

formule que l'on devrait savoir appliquer sans hésiter. 
Si l'on veut un plus grand nombre de termes, on 
appliquera la théorie générale delà division, ou la for-
mule qui donne (i + te)-1, ou plus généralement 
(i -f- bx) ~JJy s'il y a au dénominateur plusieurs facteurs 
identiques. 

11 faut passer ensuite aux fonctions algébriques 
exprimables par radicaux. Si I on n'est pas dans le 
voisinage d'un point singulier, c'est-à-dire d'un point 
où la quantité sous le radical est nulle ou infinie, la 
quantité à étudier se ramène nécessairement, après 
mise en facteur d'une constante convenable, à la forme 
( i - f - s ) a , où s est infiniment petit; on peut la déve-
lopper. L'on traitera ensuite le cas des points singu-
liers des mêmes fonctions; on est encore ramené à la 
forme (i-f-s;) a , mais cette fois après mise en facteur 
d'une puissance fractionnaire convenable de l'infini-
ment petit principal, de sorte que l'on a un développe-
ment suivant les puissances fractionnaires de cet infi-
niment petit ; il ne rentre pas dans la formule deTaylor. 

Passons à U fonction exponentielle. Le développe-
ment de e étant infiniment petit, est bien connu. 
Les élèves commettent souvent l 'erreur d'appliquer la 
même formule à ez, z étant une fonction de x qui n'est 
pas infiniment petite. La formule ainsi écrite 

5 ¡-f I 1.2 
est bien exacte, mais ne constitue pas un développe-
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ment suivant les puissances croissantes de l'infiniment 
petit z — z0 = e, et par suite de x. Il faut remplacer ez 

par ez% x el. Le premier facteur est une constante, et le 
second se développe sans difficulté. En d'autres termes, 
c'est la formule de Taylor, et non celle de Maclaurin, 
qu'il faut appliquer. 

Cela ne s'applique pas si l'exposant est infini. L'ex-
pression ez, pour z infini, est une quantité d'un type 
nouveau dont il faut savoir qu'elle devient infinie plus 
rapidement que n'importe quelle puissance de l'expo-
sant. Les élèves le savent, mais ils n'ont pas bien com-
pris en général que c'est cette remarque qu'il faut 
utiliser, sans chercher aucun développement en série, 
lorsque l'exposant est infini, et qu'au contraire la 
méthode des développements en série s'applique lorsque 
l'exposant a une limite finie. 

L'exposant 5 peut d'ailleurs être une fonction quel-
conque de x, et cela introduit des infiniment grands 
de types nouveaux, qu'il faut savoir classer les uns par 
rapport aux autres et par rapport à ceux déjà connus; 
ainsi il est évident que e r t l'emporte sur eJ (pour x 
infini positif) ; que evl> l'emporte de même sur e1"' 
si p >q\ que eeX l 'emporte sur les quantités précé-
dentes; au contraire t'|J croît moins rapidement que 
les quantités précédentes, mais l'emporte sur les puis-
sances de x (comme on le voit en comparant les loga-
rithmes de ces expressions). 

Si z est de la forme P ( # ) ~b s, P ( ^ ) étant *tin poly-
nôme et s une quantité infiniment petite, l'exponen-
tielle a pour valeur principale ePU\ et en dévelop-
pant ez on obtient un développement en série généralisée; 
mais il faut éviter de dire qu'on développe eP[,) ; aucun 
développement ne peut donner une idée meilleure de 
la croissance de cette fonction. 
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Des remarques analogues s'appliquent si z devient 

infini pour une valeur finie de x. Soit par exemple à 
construire la courbe 
(2) y=f(v)ez, 

où f ( x ) et J sont des fonctions rationnelles de x, cette 
dernière devenant infinie et changeant de signe 
pour x = x0. L'infiniment petit principal serait 

x — = e ; 

mais il n'est pas utile de le mettre en évidence; il suffit 
de raisonner sur l'infiniment grand Les quantités f(x) 
et c étant des fonctions algébriques de leur valeur 
principale est une puissance de z, et l'exponentielle, 
l'emportant sur cette puissance, détermine la valeur 

limite non seulement de y, mais de ——— et plus J 1 x — x0
 r 

généralement de — N • On a donc d'un côté une 
* { X — X „ / ' ) 

branche infinie, et de l'autre un point d'arrêt, sur 
l'axe des .r, avec tangente horizontale. Les élèves 
savent quelquefois qu'il faut chercher les valeurs de x 
qui rendent l'exposant infini; mais ils croient toujours 
qu'il en résulte seulement une branche infinie. Ils 
ignorent absolument cette circonstance très générale 
du point d'arrêt avec tangente horizontale, et la diffi-
culté avec laquelle ils trouvent en général cette tan-
gente prouve qu'on n'insiste pas encore assez sur les 
applica^ons de cette formule : l'exponentielle l'emporte 
sur les puissances de l'exposant. 

Les constructions de courbes, qui obligent à se 
débrouiller dans des conditions assez variées, ont une 
grande valeur pédagogique (sans parler de leur valeur 
pour l'examinateur qui y trouve un grand nombre de 
questions diverses, et qui peut mettre le candidat aux 
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prises avec des difficultés qui doivent lui être fami-
lières, sans qu'il puisse en avoir la solution par une 
formule unique, apprise par cœur, et applicable dans 
tous les cas). Il ne faut pas craindre d'insister sur les 
constructions de courbes au détriment de parties moins 
utiles du cours, et il semble qu'un ou deux exemples 
de courbes du type (2) devraient trouver place dans le 
cours ou dans les exercices traités en classe. 

Passons à la fonction logG. Si z0 est la valeur de z 
pour x = on pose z = z{) ( \ et IR formule 

l o = l<>g3n-H log(l-4-7j) 

donne le développement cherché. Si z est nul ou infini 
au point x0, ce point est un point singulier, et l'on ne 
peut pas avoir un développement ordinaire; mais si z a 
une valeur principale de la forme aeP (en posant tou-
jours e = — x0), on posera z = as? ( 1 e t la 
formule 

ÎOg 3 — p 1 Og £ —r- log Cl —t— 1 Og ( I —(— '/) ) 

donne un développement en série généralisé, dans 
lequel le premier terme constitue un infiniment grand 
d'un type nouveau, croissant moins rapidement que 
n'importe quelle puissance d e ^ . Des remarques ana-
logues s'appliquent naturellement lorsqu'on a à étu-
dier l'allure de log^ pour x infini. Si z a pour valeur 
principale axP, on posera z = a.xP{\-\-

Tout ce qui vient d'être dit pour les fonctions expo-
nentielles et logarithmiques peut être répété pour les 
fonctions circulaires directes et inverses. Ainsi les 
développements de cos^ et sin^ sont bien connus si z 
est infiniment petit; si s a une limite z 0 l on posera 
z = Zq + £, on utilisera les formules 

c o s ( z 0 -+- e) = cos^ 0 cos£ — sin z0sin £, 
sinf^o + Ê) — s in^ 0 cos£ -h cos^o sine, 
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et l'on remplacera cose et sine par leurs développe-
ments. 

La plupart des expressions que l'on peut donner à 
étudier aux élèves de Mathématiques spéciales sont des 
combinaisons des fonctions dont nous venons de parler. 
Une mentiiui spéciale doit être faite pour l'expres-
sion ttv, qui n'est pas de cette forme, mais s'y réduit si 
Ton écrit e*0*". 

Cela n'est d'ailleurs pas un artifice. La théorie des 
logarithmes a précisément pour objet de faciliter le 
calcul des expressions où figurent des objets et des 
exposants. C'est ne pas l'avoir comprise que d'hésiter 
à l'utiliser lorsqu'on a une difficulté avec une expres-
sion de la forme- av . Écrire a l'air d'un arti-
fice, et cela plaît aux élèves. Je préfère, surtout si les 
calculs à effectuer sont un peu compliqués^ que I on 
prenne franchement les logarithmes en écrivant 

logJK=Plo gW, 

et, qu'une fois les transformations nécessaires effec-
tuées, on remonte (du logarithme au nombre. 

L'ignorance des élèves, même des bons élèves, est 
prodigieuse dès qu'il s'agit d'utiliser les logarithmes 
comme il vient d'être indiqué. D'abord ils s'imaginent 
souvent que pour avoir la valeur principale de y il 
suffit d'avoir la valeur principale de logjy. Pourtant il 
n'est pas difficile de comprendre qu'il s'agit d'arriver à 
une formule de la forme 

y = Vi 

y s étant la valeur principale cherchée et £ une quantité 
infiniment petite. La formule précédente.s'écrivant 

logjr = logjKi-+-E> 
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on voit qu'il s'agit de calculer logy avec une erreur 
infiniment petite. 

Ensuite il s'agit de remonter du logarithme au 
nombre. Les élèves devraient savoir sans hésiter que 

logjK — a log a -f- piog à — y loge h- £ 
donne 

Beaucoup écrivent pour y une somme au lieu d/un 
produit. Lorsqu'ils ont évité ou corrigé cette erreur, 
ils laissent chaque facteur sous la forme il n'y a 
pas un élève sur cent qui ait spontanément l'idée de 
remplacer cette expression par a a . Cela se rattache 
d'ailleurs à une circonstance assez générale : ils ne 
savent pas qu'il faut constamment au cours d'un calcul 
rechercher les simplifications qui se produisent, des 
expressions très simples se présentant souvent sous une 
forine très compliquée. Dans la composition de géo-
métrie analytique donnée cette année au concours 
d'admission de l'Ecole des Mines, la moitié des élèves 
ont été arrêtés presque au début parce qu'ils n'ont pas 

remplacé ^ x stl x P a r e~x•> c e a remplacé, pour la 

suite, des calculs très simples par des calculs inextri-
cables. Mais dans le cas indiqué il y a autre chose; ils 
ne sont pas assez familiarisés avec cette double opéra-
tion : prendre le logarithme, puis remonter du loga-
rithme au nombre. Ils savent sans doute le faire s'il 
s'agit de calculs numériques; ils en deviennent inca-
pables dès qu'il s'agit de formules d'analyse. 

Ce qui précède m'amène à parler des expressions 
indéterminées qui se présentent sous la forme av . 
L'idée naturelle, d'après ce qui précède, qu'il s'agisse 
d'expressions de la forme i" , oc°, ou o°, est de prendre 
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* les logarithmes. On est toujours ramené à la forme plus 

simple o X oo. 
Un artifice dont on abuse, lorsqu'il s'agit de la pre-

mière de ces formes, consiste à écrire 

I q«P 

A quoi bon? JN'arrive-t-on pas tout naturellement au 
même résultat en prenant les logarithmes, utilisant le 
fait connu que Iti valeur principale de log(i + a) est a, 
puis remontant du logarithme au nombre? 

En ,1922, les candidats à l'Ecole des Mines ont eu à 
trouver la valeur principale de l'expression 

/ /> y0*2* 
Un = M — i V >Og/i / 

et en déduire les conditions de convergence de la 
série de terme général un. Il suffisait, par application 
des principes qui précédent, d'écrire 

logie,, — log
2
 Al log ( I— ) — — p\oçn — ^ Ê. 

\ lo %rtj \i 

z étant infiniment petit pour n infini, d'où, en remon-
tant du logarithme au nombre 

La série est donc convergente si \. 
L'emploi de l'artifice que je combats a tout naturel-

lement conduit les élèves à croire que la valeur prin-
cipale de uH était e"plogn, négligeant ainsi le fac-

-

leur e 2 (ce qui, heureusement pour eux, ne chan-
geait pas les conditions de convergence). Parmi les 
5o élèves (sur 4oo) qui ont pris les logarithmes, 
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4o environ sont arrivés finalement au même résultat 
erroné parce qu'ils ont cru qu'il suffisait de prendre la 
valeur principale de logw„. Ceux qui n'ont pas commis 
cette erreur ont échoué en général devant la question 
de la convergence parce qu'ils n'ont pas su rem-
placer e~fi[°?n par — • Si mes souvenirs sont exacts, un 

seul candidat a écrit correctement le résultat sous la 
forme »(3). 

Considérons maintenant les expressions indétermi-
nées qui se présentent sous la forme d'une somme ou 
d'une différence de plusieurs quantités qui deviennent 
infinies. Ce qui est à retenir, en vue des applications, 
est ceci : on compare l'ordre de grandeur des diffé-
rentes quantités en question; si l'une d'elles l'emporte 
sur les autres, l'expression totale devient infinie, le 
ternie en question, qui est le terme principal, donnant 
son signe. S'il y a plusieurs termes principaux, on 
regarde d'abord si leurs valeurs principales se dé-
truisent exactement; sinon, la difficulté est résolue. Si 
oui, on effectue des développements en série, que l'on 
poussera jusqu'au moment où l'on trouvera un terme 
non nul. 

Que font les candidats? Ils cherchent à mettre un 
terme en facteur, et pas toujours le terme principal. 

Sans doute cela est-il utile pour démontrer le théo-
rème sur lequel repose la méthode qui précède. Mais à 
quoi bon recommencer la démonstration d'un théo-
rème d'analyse chaque fois qu'on a à l'appliquer? Les 
candidats ne le font pas lorsqu'il s'agit d'un polynome ; 
je ne conçois pas davantage qu'ils hésitent à donner la 
valeur principale, pour x infini, d'une expression telle 
que 

x — \J x — loga?. 
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Sans doute arrive-t-il, dans certaines questions 

d'analyse, que le résultat ne soit pas simple et que 
ce soit la méthode de calcul qu'il faille s'efforcer de 
retenir. Dans le cas indiqué c'est Je contraire, et c'est le 
résultat simple auquel on aboutit que le professeur doit 
s'efforcer de mettre en évidence. 

Il y a environ 20 ans, il y avait certains théorèmes 
que l'on n'avait pas le droit d'appliquer sans en répéter 
chaque fois leur démonstration. Je me souviens d'avoir 
été fort malmené par un répétiteur pour avoir écrit : 
« x- = a2j donc x = zh a ». J'avais omis d'accomplir 
un rite sacré et je n'obtins mon pardon qu'en réparant 
bien vite mon erreur. Le même rite devait s'accomplir 
chaque fois qu'on appliquait les théorèmes concernant 
les limites; il fallait mettre en évidence la quantité e 
telle que.. . , etc. De là les complications invraisem-
blables que l'on introduisait dans la démonstration si 

simple du fait que ) tende vers e ; j'ai pu 

constater cette année aux examens que ces complica-
tions étaient encore conservées par certains profes-
seurs, et je n'ai jamais obtenu la démonstration vérita-
blement simple, telle que je la conçois (qui diffère 
d'ailleurs assez peu de celle qu'on donne maintenant 
dans la plupart des classes de Spéciales). 

J'ai voulu profiter de l'occasion qui se présentait 
pour combattre l 'erreur qui consiste à interdire d'ap-
pliquer certains théorèmes sans en répéter la démons-
tration. Je ne crois pas d'ailleurs qu'il faille rattacher 
à cette erreur celle que je signalais tout à l 'heure con-
cernant la forme indéterminée 00 — 00, mais plutôt à 
un effort insuffisant pour comprendre et expliquer la 
véritable nature des questions où interviennent des 
quantités devenant infinies, et mettre en évidence ce 
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fait essentiel que certaines expressions infinies l'em-
portent sur d'autres. 

(A suivre.) 

Sl!lt LES ÉQUATHIXS DE UGIUMiE 

DU MOUVEMENT D'U\ SYSTÈME \0\ H0L0K0M; 

PAR ÉT. DELASSUS. 

1. Pour ne pas interrompre les raisonnements, nous 
commencerons par démontrer une petite propriété des 
formes quadratiques. 

Soit F (x) une forme quadratique homogène des 
variabTes xK, x2, ..., xn, forme dont le discriminant 
n'est pas nul et qui est supposée définie, son signe 
constant pouvant être indifféremment plus ou moins. 

Soient a , ( . r ) , OLP(X) des fonctions linéaires 
et homogènes des x, fonctions en nombre moindre 
que n et que nous supposerons distinctes. 

Nous cônsidérons la forme bilinéaire 

R(x, y) = ^yoL(x) = 2.x$(y) 

et nous nous proposons de montrer que la forme qua-
dratique homogène à n - \ - p variables x{, ..., xn, 

$>(xy)= F(x)-+- R(x,y) 

est une forme à discriminant non nul. 
Comme les hypothèses et la propriété à démontrer 

se conservent par un changement linéaire quelconque 
de variables, changement supposé non illusoire et à 
coefficients réels, on peut toujours, comme cela ré-
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suite de Îa théorie élémentaire de la décomposition en 
carrés, supposer que F a la forme réduite 

On pourra alors écrire 
n n 

1 1 

La première somme est formée de JI carrés indé-
pendants et tout sera démontré si nous prouvons que 
la seconde, qui est une fonction W des y , est réduc-
tible à une somme de p carrés indépendants ou, ce qui 
revient au même, que son discriminant n'est pas nul. 

Si ce discriminant était nul, on pourrait trouver des 

valeurs des y non toutes nulles, annulant les ^ , donc, 

en vertu de la formule d'Euler, annulant W, donc 
aussi, en vertu de la forme de comme somme effec-
tive de carrés réels, annulant toutes les fonctions ¡ï. 
Pour ces valeurs des y non toutes nulles on aurait 
donc 

quels que soient les et cette identité écrile sous la 
forme 

Eyor (.r ) -= o 

exprimerait que les a ( x ) ne sont pas indépendantes, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. 

L'hypothèse utilisée que F a un signe constant est 
d'ailleurs indispensable, sans elle la propriété de <I> 
n'existerait pas. On le voit immédiatement sur l'exemple 
simple obtenu en prenant 

V = X1X2, R = vIa?1. 
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2. Le principe de Dalembert conduit aux équations 

de Lagrange en montrant que les fonctions q(t) qui 
définissent le mouvement du système matériel doivent 
vérifier les équations de Lagrange qui apparaissent 
ainsi en quelque sorte comme une condition néces-
saire. 

11 y a donc une réciproque à démontrer et l'on se 
borne généralement à la considérer comme évidente 
parce que les équations de Lagrange sont linéaires par 
rapport aux q\ donc déterminent sans ambiguïté les q 
quand on se donne les valeurs initiales qQ et q\. Le 
raisonnement toutefois n'est rigoureux qu'à condition 
de montrer que ces équations linéaires aux q sont 
toujours résolubles sans jamais présenter le cas d'im-
possibilité ou le cas d'indétermination. 

Pour un système holonome à paramètres indépen-
dants la démonstration est immédiate ; 2T2 étant la por-
tion du second degré de la force vive, les q figurent 
dans les équations de Lagrange par l e s ^ ^ e n entendant 

par là les dérivées où l'on a mis les q ' à la place 
des q', le déterminant des inconnues dans nos équa-
tions linéaires n'est autre que le discriminant de T 2 et 
l'on sait qu'il n'est jamais nul. 

Nous remarquerons que T2 possède trois propriétés 
essentielles : 

i° Son discriminant n'est jamais nul; 
2° T 2 a un signe constant; 
3° Ce signe est le signe plus, 

et que la démonstration indiquée ne fait intervenir que 
là première. 

3. Dans le cas des systèmes non holonomes ou dans 
celui des systèmes holonomes avec des paramètres non 

Ann. de Mathémat5* série,"t. III. (Février 1925.) J5 
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ramenés au nombre minimum, nous avons affaire encore 
à des équations linéaires, mais avec des inconnues 
auxiliaires qui sont les multiplicateurs de Lagrange. 

En désignant par xiy . . . , xn les q\ par . . y p 

les multiplicateurs, on a l'identité de Dalembert 

devant être vérifiée quels que soient les 10, et les équa-
tions du second ordre de la liaison 

* I ( . . = O, O L P ( X ) - H . . . = O, 

p est forcément inférieur à n et les GL(X) sont dis-
tinctes. 

Nous avons ainsi n - f -p équations linéaires aux 
n -+- p inconnues x et y et l'on remarque qu'en posant 

<J> = T , ( a r ) + 

ces n + p équations peuvent s'écrire 
— -

ôxi '"' ' 

h . . . = O, 
àyi 

de sorte que le déterminant des n -f- p inconnues 
est précisément le discriminant de la forme quadra-
tique <ï>(.r, y ) , discriminant qui n'est pas nul par 
application de la propriété démontrée au début 
puisque T 2 possède les propriétés exigées pour la 
fonction F. 

La propriété est donc démontrée et il est à remarquer 
le fait curieux que dans le cas où il n'y a pas de multi-
plicateurs de Lagrange, elle résulte uniquement de la 
première propriété de T 2 , tandis que dans le cas des 
multiplicateurs elle résulte des deux premières pro-

âxn 

d<t> 
fyp -f-.. . = o. 
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priétés de T 2 , la seconde étant indispensable "d'après 
la remarque faite. 

HIV T H É O R È M E S U R L E S P R O D U I T S I N F I N I S : 

PAR J. HAAG. 

Appelons produit alterné un produit infini dont les 
facteurs sont alternativement >> i et i. 

T H É O R È M E . — Si, dans un produit alterné P, le 
produit de deux facteurs consécutifs est toujours 
compris entre le premier de ces facteurs et Vunité 
et si le facteur général tend vers un, le produit est 
convergent. 

En effet, soit le produit des n premiers facteurs : 

Pn= Ui ... un. 
On a 

l o g P , i = S , , = logUi -H logW2-H. . . -h logW„. 

Je dis que la série vn = logw,* est convergente. 
D'abord, elle est alternée. Ensuite, ses termes 

décroissent en valeur absolue : car, si un^> i, on a 

Un > I, log Un > — log Mn + 1 ; 

si o n a 

Unun+X< I, —-logWn> log Ufi+i. 

Enfin, vn tend vers zéro, puisque un tend vers un. 
La convergence de la série (vn) résulte donc du 

théorème bien connu sur les séries alternées. La con-
vergence du produit P en est une conséquence immé-

. diate. 
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On sait que le reste Kn de la série a le signe de vn + f 

et lui est inférieur en valeur absolue. Dès lors, si nous 
appelons reste du produit P, le produit infini con-
vergent 

Q/t = W/l-M W/J-I-2 • • • y 
nous avons 

l o g Q „ = 

et nous pouvons affirmer que Q,* est compris entre 
un et le premier facteur négligé. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2352. 
(1918, p. 38.) 

Soit A B A ' B ' une section principale d'un ellipsoïde dont 
les axes sont AA', BB', CC'. Par le sommet C, on mène la 
parallèle CD à Vun des axes AA' de cette section; par le 
sommet C', la parallèle CD' a l'autre axe BB'. Si une 
droite A se déplace en rencontrant constamment l'el-
lipse A B A ' B ' et les droites C D et C D ' , le volume enfermé * 
dans la portion de surface qu'engendre le segment de A 
compris entre les droites CD et C'D' est égal au volume de 
l'ellipsoïde. M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r M . P H I L B E R T DU P L E S S I S . 

Les équations de la droite A sont de la forme 

x = l(z -h c), y = ix(z-c). 

Écrivant qu'elle rencontre le plan z = o en un point de 
l 'el l ipse ABA'B' , on a 

X2 c2 a 2 c 2 

sr**1-

L'él imination de X et (Jt entre ces trois équat ions fait c o n -
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naître l'équation de la surface engendrée 

c2x2 c2 y% 

dont toutes les sections par des plans parallèles à O x y sont 
des ellipses. Pour la cote z , la surface de cette section est 

izab(c2 — z2) 
' = 55 

Le volume demandé a donc pour expression 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Autres solutions de M M . B O U V A I S T , F A U C H E U X . 

2471. 
(1923-24, p. 350.) 

On considère des cubiques circulaires T formant un 
faisceau ponctuel linéaire. <L?enveloppe de leurs asymp-
totes réelles est une hypocycloide à trois rebroussements, 
dont le cercle tritangent (K) est égal, sans lui être iden-
tiqueau cercle (K') lieu des foyers singuliers des 
courbes T. 

Si O est le centre du cercle (K'), les directions asymp-
totiques de r issues de O coupent la courbe en six points 
à distance finie situés sur une conique ( S ). Les coniques (S) 
forment, lorsque T varie, un faisceau ponctuel. Pour que 
les cercles (K) et (K') soient confondus, il faut et il suffit 
que ce faisceau soit équilatère. A . L A B R O U S S K . 

S O L U T I O N 

Par le Commandant Pierre S I C A R D . 

La cubique circulaire variable T peut être représentée par 
une équation de la forme suivante : 

(r) (x2 -h y*) (ax -h by ) -t- A a?2 h- 2 B xy 
-h C y 2 + ï D a ; + 2 E y + F = o, 
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les coefficients 'a, 6, A, B, C, . . . ayant respectivement les 
valeurs 

( a t - v - X i a t ) , (¿I-+-X6J), 
(Ai •+• X A 2 ) , (Bt-HXB,), (Ct + XC,), 

fonctions du paramètre X (variable). 
En posant 

9i = 2 D # -f- -+- F, 

l 'asymptote y = c.r d de la cubique T, d'ordonnée à l 'ori-
gine d, et de coefficient angulaire c, est donnée par l'équation 

?i(i» c) y = c x ~ ' 

Équation de l'asymtopte réelle : 

_ a _ (Afr2 — iabB -h C a 2 ) 
( 1 ) y ~ b{a*-+-b*) 

Asymptote imaginaire ( i ) : 

, , . ( A -h 2 B -h C ¿2 ) (2) y — ix —-—;— v J { a b 1)11 

Asymptote imaginaire ( — ï ) : 

(A — a B t + Gt») 
(3) y = —ix- — (a — bi)'ii 

Enveloppe de Vasymptote réelle (1). — L'équation de 
cette asymptote peut s'écrire 

(4) b*)ax b*)by Ab*—2abB -h Ca2) = o 

et ses coordonnées tangentielles a, v, w sont donc données 
par le système suivant 

(5) A — 2 a 6 B -h Ca 2  

dont on déduit 

u v w>( a8-h Pl) 
(6) a 6 A Vs — 2iit>B -4- Cu* 
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L'équation U n g e n t i e l l e de l ' enve loppe s 'obtient par é l imi -

nation de X entre les d e u x équat ions ( 6 ) . Cette équat ion t a n -
gent ie l l e est d e la forme 

(7) a a 3 -H h ( u 7 - H P * ) « > - H (pu - H qv)uv = o, 

les constantes a , h, p, q é tant données par les équat ions 
suivantes : 

a = C2#i—Ci ¿>2, P == Ai a2—A2ai, h = aj ¿>2—a261? 

p = CIÉIJ— C 2 A ! -h 2(B1 B 2 6 I ) , 

^ = A ^ a — 2 ( B i a s — B 2 « i ) . 

L'équation tangent ie l l e ( 7 ) représente une courbe de tro i -
s ième classe, b i tangente à la droite de l'infini aux deux 
points cycl iques . Cette courbe est, c o m m e on sait, une h y p o -
cyclo ïde à trois rebroussements . 

Cercle ( K ) tritangent à Vhypocycloïde. — Ce cercle (K) 
est concentr ique du cercle (Q) , c irconscri t aux trois points de 
rebroussement de Thypocyc lo ïde . Le rayon du cercle ( K ) est 
le t iers du rayon du cercle (Q) . Or l 'équation ponctuel le du 
cercle (Q) peut s'obtenir fac i lement . En cherchant les c o o r -
données (¿c, y ) des points de rebroussements de l 'hypocy -
cloïde, c 'es t -à -d ire les points (a?, y ) de la courbe où les deux 
tangentes sont confondues , on tombe directement Sur l 'équa-
tion du cercle ( Q ) : 

(Q) 2h*(z* + y*) — h(q + 3oc )x 
- h ( p - h 3 $)y -H</(3a -4-/>(3(3-/>)=o. 

Le rayon RQ du cercle (Q) es t égal ( c o m m e il est facile 
3 

de le vérif ier) à — s/(q — a ) 2 - b ( p — p) 2 . 

Le rayon R* du cercle ( K ; est donné par la formule 

B * = ¿ V ^ - o O ' - M / » - ? ) 2 -

Equation du cercle (K 1 ) . (L i eu des foyers singuliers des 
courbes T.) — Le f o y e r s , y de la courbe ( T ) est le point réel,' 
in tersect ion des asymptotes imaginaires conjuguées définies 
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par les équations (2) et (3) . Ses coordonnées x,y sont définies 
par le système suivant : 

(8) 2 (by—ax) = (A — C), 
(9) ay bx = — B. 

Le lieu de ce foyer, lorsque X varie, s'obtient par é l imina-
tion de X entre (8) et (9). L'équation de ce lieu est 

2 (alb2— ¿>irt2)o2-t- .r2) 
-H [ M C 2 — A 2 ) H- ^ ( A J — C T ) H- 2 ( B 2 A I — B I A 2 ) ] X 

+ l a i ( C 2 - A 2 ) + a î ( A 1 - C 1 ) + 2 ( B 1 6 2 - B 2 è 1 ) ] 7 
+ B 1 ( C Ï — A 2 ) - h B 2 ( A 1 - G 1 ) = O. 

C'est l'équation du cercle (K') . Dès lors il est très facile de 
vérifier que le cercle (K') a mêuie rayon R* que le Cercle (K) . 

Équation de la conique ( S ). — L'équation de la conique ( S ) 
(de l'énoncé) s'écrit immédiatement 

(S) (x*-t-y2) (ax -4- by) -4- Ax2 

-+- 2 Bxy-h C y2 -h 2Dx-h 2 E y -h F 

en désignant par T; les coordonnées du centre de K'. 
Cette conique ( S ) est équilatère, quel que soit le para-

mètre X, si les deux équations suivantes sont satisfaites 

A , -+- GT -4- 4 ( « I Ç -H 6 1 T ] ) = O, 

A2-l- C2-4- 4(^2? -+- b2T) ) = o. 
On en tire 

4 HT = È 1 ( A 2 + G 2 ) - 6 2 ( A 1 - H G 1 ) , 

T \HI \ = a 2 ( A , - h C , ) — a j ( A S h - C 2 ) , 

et, tenu compte des valeurs de £ et TQ, il reste 

Bja 2 —B 2 « i = C2èi —CJ ¿2, Bib^—B$b\ — K^a^—A 

il est bien aisé de vérifier que ce sont les conditions pour que 
les centres des cercles (Q) et (K') coïncident. 
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S U R L ' E N S E I G N E M E N T D E S N O T I O N S R E L A T I V E S A U X I N F I -

N I M E N T G R A N D S E T A U X I N F I N I M E N T P E T I T S D A N S L A 

C L A S S E D E M A T H E M A T I Q U E S S P É C I A L E S 

{Suite); 

P A R P A U L L É V Y . 

Pour terminer la question des expressions indéter-
minées, il reste à parler de celles qui se présentent 
sous la forme d'un produit ou d'un quotient de plu-
sieurs facteurs infiniment grands ou infiniment petits. 
J'ai déjà dit plus haut qu'il suffit de remplacer chaque 
facteur par sa valeur principale. C'est la méthode 
générale, et il est inconcevable qu'on hésite à l'appli-
quer d'abord. Si les valeurs principales obtenues sont 
des expressions simples dont la croissance est connue, 
telles que xa, ex, logx (pour x infini par exemple), 
la question est résolue immédiatement. On sait lequel 
de ces facteurs l'emporte. • 

11 arrive que la solution ne soit pas aussi évidente, 
lorsque l'ordre de grandeur de certains facteurs se pré-
sente sous une forme moins familière. Mais il faut 
indiquer la véritable nature de la difficulté : mettre en 
évidence l'ordre de grandeur de chacun des facteurs. 
Soit par exemple à étudier, pour n infini, l'expression 

( 4 ) ' 

où les deux facteurs ne sont pas d'un des types simples 
qui vient d'être indiqué, mais sont formés par des 
combinaisons simples des fonctions élémentaires con-
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nues. La principale difficulté provient du premier fac-
teur, qui se présente sous la forme uv ; il est donc 
naturel de prendre les logarithmes, et d'écrire 

ce qui résout immédiatement la difficulté. 
On peut avoir des expressions de types très divers, 

qu'on ne peut tous prévoir au cours. L'étude des fonc-
tions représentables par des intégrales définies dépasse 
évidemment le cadre du programme de la classe de 
mathématiques spéciales; toutefois les élèves pour-
raient savoir qu'on obtient une limite supérieure de 
l'intéarale 

en remplaçant / (x) par une valeur constamment plus 
grande, ou en particulier par une constante, égale au 
maximum de f ( x ) dans cet intervalle. 

A propos des formes indéterminées, je ne me con-
tenterai pas d'indiquer les méthodes que je crois 
bonnes. Je veux combattre une méthode que l'on 
applique à tout propos à tort et à travers, celle qui 
repose sur l'emploi de la règle de l'Hospital. C'est en 
pensant à cette règle que j'ai écrit plus haut qu'on 
donnait aux élèves un bâton d'aveugle, après leur avoir 
mis un bandeau sur les yeux. Quelquefois elle réussit, 
quelquefois d ie ne réussit pas; on cherche au hasard 
dans la nuit. Quelquefois il suffit de multiplier haut et 
bas par un même facteur pour faire qu'elle réussisse. 

Prenons l'exemple d'un cas où elle réussit; soit à 
étudier le rapport 

logM n = (Iogrc)
2
— /ñ , 

a 

x — sin x 
> pour x = o. 

I — C O S . Z R 
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En appliquant la règle deux fois, l 'indétermination dis-
paraît : Pourquoi? Parce que le dénominateur est un 
infiniment petit du second ordre et que le numérateur 
est d'un ordre plus élevé. Pourquoi alors ne pas dire : 
« Le numérateur, d'après le développement connu 
de sinir, est équivalent à et le dénominateur à ~ ; 

le rapport a donc pour valeur principale ^ »? Ainsi 
l'on voit ce qu'on fait, et l'on n'a pas l'impression de 
toucher au but par hasard. Lorsqu'il s'agit de fonc-
tions que l'on connaît, il s'agit d'utiliser les connais-
sances que l'on a de ces fonctions, et non d'appliquer 
à tort et à travers la règle de l'Hospital, cette règle qui 
doit, à mon avis, disparaître de la classe de mathé-
matiques spéciales. 

Pourtant il y a un bien joli chapitre d'analyse, se 
rattachant à cette règle. Quoiqu'il dépasse le pro-
gramme de cette classe, j 'en dirai quelques mots, pour 
une raison que l'on verra plus loin. Il s'agit des fonc-
tions représentables par des intégrales définies. Soit 
par exemple l'intégrale 

On ne sait pas la calculer; mais on sait calculer l'inté-
grale 

et la règle de l'Hospital montre que ces deux expres-
sions sont équivalentes. Ici l'expression étudiée est 
définie par une quadrature, et l'idée de déduire ses 
propriétés de celles de ses dérivées s'impose; l'applica-
tion de la règle de l'Hospital est dans la nature des 
choses. 

X• 
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Voici à peu près comment je présenterai la ques-

tion : 
Si f { x ) et g(x) sont deux fonctions positives, dont 

le rapport, pour x infini, tende vers une limite k, on 
peut toujours trouver X tel que.r >> X entraîne 

(k — t ) g ( x ) < f ( x ) <(k-+- t)g(x), 

d'où, si a et b sont supérieurs à X, 
r> !> pb ~ b 

(k — £ ) j g(x )dx < I /(X ) dx < ( k -4- e ) I g(&) dx. 
J a « a a 

Deux cas sont possibles; les deux intégrales sont 
simultanément ou convergentes, ou divergentes. Dans 
le premier cas, on peut faire b infini, ce qui donne 

k l g(x)dxn<j I f { x ) 
J a 

dx. 

Dans le second cas, les trois membres de la double 
inégalité considérée deviennent infinis avec b\ des 
constantes ajoutées à ces membres ont une influence 
négligeable, ce qui permet de remplacer a par une 
quantité x0 indépendante de e. L'inégalité subsiste, à 
condition de prendre b assez grand et de remplacer e 
par 2 s. 11 vient ainsi 

r x r x 

k j g(x)dxnu I f ( x ) d x , [#->00]. 
»0 J"o 

Les régies de l'Hospital, relatives aux formes^ et 

sont ainsi établies, avec une différence dans le lan-
gage; au lieu de parler d'une fonction F ( # ) et de sa 
d é r i v é e / ( # ) , on parle d'une fonction f ( x ) et sa pri-
mitive F (x). La même différence existe entre le théo-
rème des accroissements finis et le théorème de la 
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moyenne, qui ne sont que deux énoncés d'un même 
théorème. 

On sait la relation entre les séries et les intégrales, 
mise en évidence par un théorème connu de Cauchy. 
Le théorème précédent a son analogue dans la théorie 
des séries. Soient un et vn les termes généraux, sup-
posés positifs, de deux séries, S,¿ et les sommes de 
rang n, R,¿ et pn les restes, si les séries sont conver-
gentes. Le théorème est le suivant i si un r»̂  \>n 011 a 

r^j si les séries sont divergentes; p„, si elles 
sont convergentes. 

Il est même facile, en restant dans cet ordre d'idées, 
d'avoir un véritable développement en série de Sn en 
cherchant la valeur principale de Sn — (ou de 
R « —P»). 

On peut compléter ces notions en précisant la rela-
tion entre les séries et les intégrales mise en évidence 
par le théorème de Cauchy. L'inégalité sur laquelle 
repose ce théorème, 

J^n , f%n-\-1 

+ / f ( x ) d x , 
1 Jt 

f ( x ) étant une fonction décroissante, donnant une 
limite supérieure et une limite inférieure de S n i 
donne la valeur principale, si ces deux limites sont 
équivalentes. Dans cet ordre d'idées, on peut aussi 
avoir des développements en série de S n et p„. Je n'in-
siste pas sur ces questions, qui me conduiraient à parler 
de la série trop peu connue d'Euler-Maclaurin, et ren-
voie ceux qu'elles intéressent à mon cours de l'Ecole 
Polytechnique, où elles sont sommairement indiquées. 

De même qu'on peut étudier les propriétés d'une 
fonction en la considérant comme l'intégrale de sa 
dérivée, un moyen d'étudier une quantité Srt, pour n 
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infini , est de la considérer c o m m e somme d'une série 
de terme général un = S^ — et ce moyen est 
dans la nature des choses si un est plus simple que Sw. 
En remontant du logarithme au nombre, on voit que 
l'ordre de grandeur d'une expression f ( n ) peut se 
déduire de l'étude du rapport J ^ ^ N [ ou rr f(n — i) L f ( n ) J 

De là l'intérêt de la règle de d'Alembert pour les séries. 
Mais il ne faut pas la considérer comme une règle 
relative spécialement aux séries; c'est une règle per-
mettant de mettre en évidence l'ordre de grandeur du 
terme général /(/*)> lorsqu'il est donné sous une forme 
tel que le rapport ¿yj -^y^ soit simple. 

Si ce rapport tend vers une limite positive A*, l'ex-
pression 

u„=*\ogf(n -h i) — logf(n) 

tend vers log/c. 11 résulte du théorème qui vient d'être 
rappelé que log/( /?) n log/r, c'est-à-dire que 

Remontant du logarithme au nombre, nous voyons 
que y f ( n ) tend vers la même limite que ^^~n) ' ' 
C'est le résultat connu concernant la comparaison des 
règles de Cauchy et de d'Alembert. 

L'application de cette méthode à la fonction n ! est 
particulièrement indiquée. C'est une fonction telle 
que -—n' v • = n. La fonction a11 est telle que = a. ^ (/i — t)! ^ a"- ' 
Il suffit alors pour comparer ces deux fonctions d'étu-
dier le rapport f ( n ) = ~\ comme J^* 1^ croît dès 

r i J \ / a'1 j (n — i) 
que n> a, n \ croît plus vite que an, et par suite infi-
niment plus vite an (puisqu'elle croît plus vite quefe", 
b étant un nombre supérieur à a ) . 
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Toujours dans le même ordre d'idées, on peut pré-

ciser l 'ordre de grandeur de n \ . L'application de la 
n \ en 

même méthode à - j ^ - montre que cette fonction croît 
ou décroît moins vite qu'une exponentielle ; sa racine 

nième t e n j v e r s l'unité. Donc {/ n ! a pour valeur princi-
pale ^ 

Précisons encore, en étudiant la fonction 
-, f 

ntl \Jn 

Son logarithme est la somme d'une série dont le terme 
général est 

log/(/i) — Iog/(* — i) 

= i-h ( H — - ) log f i— - i rv n J iiri1 

Cette série est donc convergente ; / ( / ? ) tend vers une 
limite, et la valeur principale de n ! se trouve ainsi 
déterminée, à un facteur constant près. Il est facile de 
préciser encore, et de donner un développement en 
série de log/i !. 

Tout ce qui précède dépasse évidemment beaucoup 
le niveau de la classe de mathématiques spéciales; mais 
il est essentiel que le professeur soit inspiré de ces 
principes pour présenter sous son véritable aspect la 
règle de d'Alembert relative aux séries. 

Avant d'aborder les séries, j 'indiquerai comment, à 
mon avis, l'on doit démontrer que le rapport — aug-
mente indéfiniment avec m. On peut évidemment y 
arriver par une application m fois répétée de la règle 
de l'Hospital; d'ailleurs il suffit de faire m = i , et le 
théorème plus général résulte immédiatement de ce 
cas particulier en élevant l'expression étudiée à la 
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puissance mîèm< et remplaçant ensuite mx par x. Cela 
serait dans la nature des choses si ex était défini comme 
solution de l'équation y = y , ou ce qui revient au 
même si log# était défini par la formule 

i C*dx lo = ^ 

Ce serait une intéressante introduction à la théorie des 
fonctions définies par des quadratures, et en particulier 
à la théorie des fonctions elliptiques. Ce serait, à mon 
avis, une erreur d'employer cette méthode dans un 
enseignement plus élémentaire. 

Il est indispensable en effet de définir d'abord la 
fonction exponentielle cvr par ses propriétés élémen-
taires. Elle est définie d'abord si l'exposant est entier; 
il s'agit de la définir ensuite, par des interpolations 
convenables, si x est fractionnaire. Le principe de ces 
interpolations est que si les valeurs de x varient en 
progression arithmétique, celles de ax varient en pro-
gressions géométriques. C'est la vieille théorie, autre-
fois en faveur pour définir les logarithmes, et qu'il 
serait désirable de ressusciter, mais pour définir la 
fonction exponentielle; ainsi exposée elle ne fait que 
préciser une notion intuitive, l'élève étant familiarisé 
depuis longtemps avec la notion de l'exposant. Rien 
n'est plus facile ensuite que de définir le logarithme 
comme fonction inverse de l'exponentielle. 

Il serait intéressant ensuite d'étudier la variation 
de ax en partant de ces propriétés élémentaires. La 
courbe tourne sa concavité vers le haut, et de ce seul 
fait on déduit immédiatement l'existence d'une dérivée 
à droite et d une dérivée à gauche (*), dont on dé-

( l ) Soit par exemple un point M de la courbe, dont l'abscisse 
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montre aisément ensuite qu'elles ont pour valeur com-
mune ke00, k étant le logarithme de a dans un système 
ayant pour base un certain nombre e ; on constate 
encore aisément que e peut être défini comme limite 
de -h pour m infini. L'étude de la série entière 
r e p r é s e n t a n t e conduirait ultérieurement à la série e, 
et le développement de ^ i - f - j ^ j par la formule du 
binôme, moins difficile d'ailleurs qu'on ne l'a cru 
longtemps, apparaîtrait seulement comme une vérifi-
cation d'un résultat obtenu autrement par une méthode 
plus naturelle. 

Je ne veux pas insister sur cette manière d'obtenir la 
dérivée de aa. Ce que j'ai voulu surtout indiquer, c'est 
que la propriété fondamentale de ax, celle qu'il faut 
prendre comme point de départ de la théorie, est que ax 

est une fonction qui devient a fois plus grande chaque 
fois que x augmente d'une unité. Comment alors dé-
montrer que, si a >> i , le rapport f ( x ) = ^ augmente 
indéfiniment avec m? Une méthode s'impose, celle qui 
repose sur la considération du rapport 

f(x) ( i — all  / o — I) \ xj 

qui tend vers a . Donc,.dès que x dépasse une certaine 
valeur X, f ( x ) augmente quand x augmente d'une 
unité. Il reste donc toujours, dès que , r > X - + - i , 
supérieur au maximum M de f ( x ) entre X et X - f - i . 

ax 

En remplaçant m par m i , on voit de même que W-M 

varie en croissant, et qui tende vers un point fixe A; soit B un 
point d'abscisse supérieure à celle de A. D'après le sens de la con-
vexité de la courbe, le coefficient angulaire de MA croit en res-
tant inférieur à celui de AB; il a donc une limite. Tout le reste 
s'en déduit sans difficulté. 
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reste supérieur à un nombre fixe, ce qui prouve que ^ 
augmente indéfiniment. 

Passons maintenant à la théorie des séries, une des 
principales applications des notions qui précèdent. Je 
ne parlerai que des séries à termes positifs (*). 

La première idée à mettre en évidence est que la 
somme d'une infinité de quantités tendant vers zéro 
peut être finie ou infinie. Le meilleur moyen est de 
prendre une fonction connue, dont la dérivée s'annule 
à l'infini. Prenons par exemple la fonction log^r; 
logn peut être considéré comme de la série de terme 
général 

log/i — l o g O — 1; = log (i — M • 
\ n / 

Le terme général tend bien vers zéro, et si cela ne 
résultait pas des propriétés élémentaires des loga-

(') Le professeur est, bien entendu, libre d'exposer les diverses 
parties du programme dans l'ordre qu'il juge préférable. L'usage 
est d'exposer la théorie des séries presque au début du cours, ce 
qui exige certaines modifications à l'exposé des principes dont il 
est question dans le texte, mais ce qui ne saurait dispenser d'in-
sister sur ces principes à un moment ou à un autre. II est d'ailleurs 
possible de ne parler des séries qu'après avoir terminé l'exposé des 
principales notions relatives aux dérivées et aux intégrales. Cela 
implique : i° qu'on expose la théorie de la fonction exponentielle 
sans introduire la série e, ensuivant la marche indiquée plus haut; 
2U qu'on parle de développements en série sans s'inquiéter de la 
convergence, ce qui ne peut présenter aucune difficulté si l'on 
indique que la signification d'un tel développement, limité à un 
terme quelconque, est que le reste est à la limite négligeable devant 
le dernier terme écrit; 3° que l'on distingue la formule de Taylor 
et la série de Taylor. 

Le chapitre sur les séries numériques serait alors immédiatement 
suivi du chapitre sur les séries entières. 

Il me semble que cet ordre est plus dans la nature des choses 
que celui que l'on emploie généralement et présente d'autant 
moins d'inconvénient que les élèves savent ce que c'est qu'une 
série, avant d'entrer en Mathématiques Spéciales. 
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rithmes, on pourrait le déduire de la formule des 
accroissemenls finis; cette méthode montre bien que la 
même remarque s'applique toutes les fois que la dérivée 
de la fonction considérée tend vers zéro. On a ainsi des 
exemples de séries divergentes. En raisonnant de même 

sur la fonction ~ , (a > o), 011 a des exemples de 

séries convergentes. Ainsi, pour a = 1, on voit que la 
série de terme général 

I 1 _ 1 
II // -h 1 n ( n 1 ) 

est convergente. 
Cette idée fondamentale, et la remarque évidente 

qu'il est nécessaire pour la convergence que le terme 
général tende vers zéro, doivent ensuite être com-
plétées par les deux notions suivantes : étude de la 
convergence basée sur la comparaison de la série 
étudiée avec une série connue ; méthode basée sur la 
comparaison avec les intégrales. 

La méthode de comparaison des séries, qui est essen-
tielle, semble généralement assez bien comprise. Je 
signale qu'en général les élèves ne se rendent pas 
compte que cette méthode ne s'applique pas aux termes 
de signes quelconques (dans ce cas on peut souvent 
avec avantage considérer la série comme somme de 
deux autres, ou au contraire grouper les termes de 
manière à avoir une série à termes positifs). Il y aurait 
intérêt à introduire les expressions suivantes, qui 
rendent la méthode de comparaison plus intuitive : la 
série de terme général un sera dite plus convergente 
qu'une série convergente de terme général vn si le rap-
port ~ tend vers zéro ; elle sera dite au moins aussi 
convergente si ce rapport est limité supérieurement. 
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On emploierait de même l'expression de série plus 
divergente, moins divergente, au moins aussi diver-
gente qu'une autre. 

11 s'agit alors de trouver quelques séries simples 
connues qui puissent servir de termes de comparaison. 
Ces séries simples, celles dont le terme général est 

ont précisément été données comme exemples au 
début. Le théorème de Cauchy sur la comparaison des 
séries et des intégrales, utile à exposer à ce moment, 
précisera ce qui aura déjà été dit au sujet de ces séries; 
comme je l'ai indiqué plus haut, il permet souvent, 
non seulement de résoudre la question de convergence 
ou divergence, mais d'évaluer d'une manière très 
approchée la somme S,¿ ou le reste R„. 

La condition de convergence de la série de terme 

général ~ s'obtient si aisément par cette méthode qu'il 

est surprenant qu'on en ait cherché d'autres. La plus 
répandue repose sur cet autre théorème de Cauchy 
d'après lequel, si un décroît constamment, la série de 
terme général un est de même nature que celle dont le 
terme général est aP uaP ( a entier positif). Ou bien 
l'on démontre ce théorème d une manière générale, ou 
bien on le démontre dans le cas particulier considéré. 
Mais la véritable nature de ce théorème apparaît mieux 
si l'on énonce le théorème correspondant relatif aux 
intégrales. Les intégrales 

J f ( x ) d x et J*f(at)atdt 

sont de même nature. On passe en effet de l'une à 
l 'autre, à un facteur constant près, par le changement 



( a®3 ) 
de variable x = ae. Comme tout devient clair dès qu'on 
introduit la notion d'intégrale! 

D'ailleurs le théorème de Cauchy rattachant les 
séries aux intégrales doit surtout servir à trouver des 
séries qui puissent servir de termes de comparaison; la 
série de terme général ~ est particulièrement indiquée 
dans ce but. 

La méthode générale pour étudier la convergence 
d'une série à termes positifs est donc la suivante : mettre 
en évidence l'ordre de grandeur du terme général; si 
Fon n'arrive pas à obtenir sa valeur principale, cher-
cher du moins une limite inférieure et une limite supé-
rieure (l 'une des deux suffit d'ailleurs, maison ne sait 
pas, a priori, laquelle). Une fois cette valeur princi-
pale obtenue, le caractère de convergence ou de diver-
gence de la série étudiée apparaîtra d'une manière 
évidente, si l'on a une idée de la manière dont se 
classent les principales fonctions usuelles au point de 
vue de leur croissance, et du point où la condition 
que la série de terme général so*t convergente 

constitue une coupure dans le classement des fonc-
tions f { n ) devenant infinies. Si le résultat n'apparaît 
pas d'une manière évidente, c'est que l'on aura affaire 
à un type de croissance non encore connu, qu'il s'agit 
de comparer à ceux déjà connus, et il y a intérêt à 
poser la question d'une manière précise sous la forme 
suivante : chercher ce que devient, pour n infini, le 
produit ïia un• 

Si par exemple un a la valeur (4), son ordre de 
grandeur n'apparaît pas immédiatement, cette valeur, 
obtenue par des combinaisons simples des fonctions 
usuelles, n'ayant pas, dans l'échelle des fonctions 
rangées d'après la rapidité de leur croissance, une 
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place que l'on sache par cœur. On forme donc le pro-
duit 

L'aspect de ce produit, dont les différents facteurs sont 
du type conduit à en prendre le logarithme. Par 
cette méthode, on voit qu'il tend vers zéro, quel que 
soit a. La série est donc convergente. 

Au lieu de la méthode qui précède, qu'apprend-on 
aux élèves? Trois règles de convergence, que l'on met 
sur le même pied. Bâton d'aveugle qu'on leur donne 
dans la nuit! 

L'erreur est double. D'abord on n'insiste pas sur le 
fait qu'il s'agit, avaiït tout, de mettre en évidence l'ordre 
de grandeur du terme général, e tà cet effet de chercher 
les simplifications que l'on peut effectuer sans altérer 
cet ordre de grandeur. Aussi, les élèves se trouvent-ils 
en présence d'une expression un peu compliquée, mais 
facile à simplifier, n'y songent-ils pas et commencent-ils 
par former n\J un , ce qui, généralement, ne leur sert 
pas à grand' chose. 

La seconde erreur consiste à ne pas insister assez sur 
la différence profonde qui existe entre la troisième 
règle et les deux premières. J'imagine un professeur de 
géographie voulant apprendre à un élève le moyen de 
reconnaître si une ville située sur une ligne de chemin 
de fer de Paris à Madrid et située à une distance connue 
de Paris est "en France, et qui lui dirait : « Première 
règle : comparer la distance donnée à 588km, distance 
de Paris à Bordeaux; deuxième règle, à appliquer si la 
première ne permet pas de conclure : comparer la dis-
tance donnée à 822km, distance de Paris à la fron-
tière. » Que penserait-on d'une pareille méthode? la 
deuxième règle ne dispense-t-elle pas de la première? 
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La coupure constituée par la notion de convergence 
dans l'échelle de croissance des diverses fonctions ne 
peut pas être située d'une manière aussi précise que le 
pont sur la Bidassoa. Aussi faut-il prendre comme 
terme de comparaison une série qui n'en soit pas trop 
éloignée. 11 n'y a pas intérêt, au point de vue de ce que 
les élèves de Mathématiques Spéciales doivent savoir, 
à exagérer les efforts pour se rapprocher de la cou-
pure, en introduisant par exemple la série de terme 

général . 1—— » et il suffit pour eux de savoir que la 

coupure est entre la série de terme général ^ et celle 

de terme général ^ > a étant un nombre supérieur à 
l'unité d'aussi peu que l'on veut. C'est pourquoi, si la 
situation de la série étudiée par rapport à la coupure 
n'apparaît pas clairement dès que l'on a simplifié autant 
que possible le terme général, doit-on considérer que 
la méthode indiquée est de chercher ce que devient n*un 

pour n infini. 
La valeur de l'exposant à prendre embarrasse les 

élèves. Ils sont hantés par l'idée de distinguer suivant 
que a est ou non supérieur à l 'unité. C'est vouloir aller 
trop vite. Qu'ils commencent par chercher ce que 
devient n* un pour n infini, sans rien préjuger du 
résultat! Il peut arriver que le résultat dépende de ? ; 
ils le verront bien. De toute façon, ce résultat obtenu, 
ils ne doivent pas être embarrassés pour conclure sur la 
question de convergence, à moins d'être précisément 
dans le cas où la règle utilisée ne permet pas de con-
clure. 

Je répète d'ailleurs qu'ils ne doivent même pas se 
donner la peine de former le produit n*un, si un est 
donné sous une forme telle que l'ordre de grandeur 
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de un comparé à celui des fonctions ~ apparaisse 
immédiatement. Ainsi, si 

( 6 ) UN~ 1 > 7 n « w 

la fonction ' f (n ) devenant infinie avec on n'est pas 
excusable d'hésiter à conclure immédiatement. J'ai 
même vu un élève (je ne parle toujours que de ceux 
dont l'examen était bon par ailleurs), qui, ayant 
trouvé avec mon aide que la valeur principale de un 

était —•> a introduit un autre exposant p (car il ne 
faut pas donner le même nom à deux choses diffé-
rentes!), a étudié le produit nP un, m'a expliqué qu'il 
y aurait plusieurs cas à distinguer suivant les valeurs 
de /?, et finalement s'est si bien embrouillé qu'il a 
fallu que je l'aide à nouveau. Sans doute se serait-il 
aperçu que le problème était résolu si on lui avait 
appris à le voir sous son aspect véritable, en lui disant 
qu'il fallait mettre en évidence l'ordre de grandeur 
de un. 

Quant aux deux premières règles de convergence, 
les employer, c'est comme comparer notre station de 
chemin de fer de tout à l 'heure à Orléans ou à Madrid. 
11 convient de réduire au minimum les explications 
relatives à la règle de Cauchy, en disant simplement 
que si une série converge plus rapidement qu'une pro-
gression géométrique (ce qui est une convergence 
très rapide), -on peut parfois le reconnaître simplement 
par l'étude de l'expression y/un. L'importance de cette 
règle si grossière augmentera d'ailleurs par la suite, car 
elle suffît toujours pour trouver le rayon de conver-
gence d'une série entière ( mais ne permet pas de 
décider de la convergence sur la circonférence du 
cercle de convergence). 
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Quant à la règle de d'Alembert, j 'ai déjà indiqué son 

caractère spécial. 11 peut arriver que un soit donné 

sous une forme telle que le rapport soit plus 
u, i 

simple que ua [aux exemples déjà indiqués j 'ajoute 
celui de la série (i -h x)m~\. Alors l'étude de ce rapport 
permet de mettre en évidence l'ordre de grandeur 
de Un ; mais ce procédé if'a rien a voir avec le fait 
que un soit le terme général d'une série, et il faut 
indiquer sa plus grande portée, même si c'est à propos 
des séries qu'on expose cette méthode ( ' ) . 

Pour terminer ces remarques, j 'ajouterai quelques 
mots sur la recherche des asymptotes des courbes dont 
l'équation est résolue par rapport à y. 

Voici tout ce que je dirais sur ce sujet, si j'étais 
chargé de le traiter. 

Pour étudier l'allure de la courbe pour x infini, on 
développe y en série. (Tout ce qui a été dit pour les 
développements en série s'appliquant aussi bien lorsque 
la variable est infiniment grande que lorsqu'elle est 
infiniment petite; bien entendu il s'agit toujours de 
mettre en évidence d'abord les termes principaux, et 
l'on peut être conduit à un développement suivant les 
puissances décroissantes de x , mais non suivant les 
puissances croissantes. Les calculs étant les mêmes; 
cela, ne sert à rien de poser x = ~ pour ramener un cas 

à l 'autre.) Si le développement se présente sous la 

(*) Pratiquement, le professeur ne peut sans doute pas se dis-
penser d'exposer les trois règles. Mais il doit ensuite mettre chaque 
chose à sa place en donnant aux élèves, lorsqu'ils ont à étudier la 
convergence d'une série, quelques indications sur la marche à 
suivre. C'est alors qu'il devra tenir compte des remarques indiquées 
dans le texte. 

Ann. de Mathémal5e série, t. III. (Mars IQSH.) 17 
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forme 
( 7 ) . y — ax -h b 

a et b étant des constantes, et s infiniment petit, la 
courbe est asymptote à la droite y = ax -h b et le 
signe de e donne la position de la courbe par rapport à 
cette asymptote. Dans tout autre cas il n'y a pas 
d'asymptote. On peut ajouter quelques mots pour 
indiquer dans quels cas il y a une branche parabo-
lique, puis traiter quelques exemples. 

Au lieu de cela, que dit-on? 

« i° Je cherche la limite du r a p p o r t ^ ; 
» 2° Soit a cette limite, je cherche la limite 

de y — ax ; 
a 3° Soit b cette limite, je cherche le signe 

de y — ax — b. » 

Sans doute, dira-t-on, cela revient au même. De 
toute façon il s'agit de trouver les trois premiers 
termes d'un développement en série. 

L'expérience démontre que cela ne revient pas au 
même. On doit avoir parlé aux élèves de développe-
ments en séries; on doit leur avoir donné à ce sujet 
des méthodes de calcul très simples. 11 faut leur dire 
qu'il s'agit d'appliquer ces méthodes, et ils ne com-
prennent pas que c'est la même chose si l'on n'emploie 
pas le même langage que la première fois. 

Combien le- résultat est vite obtenu lorsqu'on leur 
dit de développer y en série. Si au contraire on les 
laisse appliquer leur méthode, voici à peu près ce 
qu'on entend au sujet de la différence y — ax : « Je 
m'étonne de trouver la forme indéterminée oo — oo 
(un instant de réflexion); j 'ai l'idée ingénieuse de 
mettre x en facteur et d'écrire x — a j (nouvelle 
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réflexion, examen attentif des deux facteurs); je 
m'étonne de trouver la forme indéterminée oo X o ; je 
vais m'efforcer de lever cette indétermination » Tout 
cela pour arriver à un résultat souvent évident a priori 
car il arrive que la courbe soit précisément donnée 
sous la forme ( 7), ou se ramène à cette forme par une 
transformation simple, dont l'élève aurait l'idée s'il 
savait quelle est la question qui se pose à lui. 

Maintenant que j'ai terminé mes critiques, le lecteur 
peut penser que j'ai pris la plume pour bien peu de 
chose; il y a si peu de différence entre les méthodes 
que je critique et celles que je veux leur substituer! 
Sans doute; les mathématiques ne se transforment pas 
comme le fait la physique lorsque apparaît une théorie 
nouvelle. Mais ce que je demande constituerait pour 
certains professeurs un changement assez profond dans 
l'esprit de l'enseignement, autant que je puis en juger 
par les réponses que je reçois aux examens. 

Il me semble qu'il subsiste encore actuellement 
quelque chose de l'état d'esprit des contemporains de 
Leibniz et de Newton que déconcertaient les méthodes 
nouvelles du calcul infinitésimal. Maintenant encore, 
on cherche trop à tout ramener à des opérations sur les 
nombres. Les quantités qui dépendent d'une variable 
peuvent sans doute s'ajouter et se multiplier comme de 
simples nombres. Mais il se pose à leur sujet des pro-
blèmes qui ne se posent pas pour les nombres, celui 
de la dérivation par exemple, ou celui, dont nous 
venons de nous occuper, de rechercher comment cer-
taines quantités deviennent infiniment petites ou infi-
niment grandes. Ces problèmes ne sont pas difficiles; 
mais il faut s'efforcer d'en comprendre la véritable 
nature, de créer un langage approprié à ces problèmes, 
ne pas craindre d'user et d'abuser de ce langage si 
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commode dont on n'emploie actuellement que quelques 
mots avec la plus grande timidité (*). La difficulté 
qu'éprouvent beaucoup d'élèves à raisonner sur ces 
questions semble due en partie à ce qu'ils sont habitués 
à les traiter avec le langage de l'algèbre élémentaire, 
qui suftit pour les opérations sur les nombres, mais 
qui ne suffit pas dans toutes les branches de l'analyse. 

A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S . M A T H É M A T I Q U E S ( 1 9 2 1 ) . 

Compositions de Mathématiques spéciales. 

Soit (C) la courbe plane définie en axes rectan-
gulaires par les équations 
( (1 ) x = at* -h bfl — x^t, y = a! t* -4- b' t1 — ;V ; 

a, b, a\ b! sont des constantes données; x0 et y0 sont 
les'coordon nées d1 un point qui pourra se déplacer. 

I. Démontrer que la courbe (C) n'a un point de 
rebroussement que si le point M0 se trouve sur une 
parabole (P). Quel est, dans ce cas, le lieu géomé-
trique de ce point de rebroussement et quelle est la 
courbe enveloppe de la tangente de rebroussement? 
A quelle condition celte enveloppe est-elle la déve-
loppée d'une parabole? 

IL M0 étant un point quelconque du plan, la 

(*) Ainsi le signe n<j, qui devrait être d'un usage courant, est à 
peine connu des élèves. Il faut par contre, évidemment, éviter 
l'erreur, fréquente également, qui consiste à créer un langage pour 
avoir le plaisir de s'en servir. Un mot nouveau doit être introduit 
lorsque le besoin s'en fait sentir, et dans ce cas seulement. 
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courbe (C) admet un point double to. Dans quelle 
région doit-on choisir le point M0 pour que co soit 
un point double réel? Calculer les coordonnées du 
point to en fonction de celles du pointM0et montrer 
quà un point u> correspond en général un point M0 

et un seul. Quel est le cas d'exception? Oà se 
trouvent alors les points tels,que M0? 

III. La différentielle de Varc de la courbe (C) se 
met sous la forme 

ds — \/F(7)dt, 

oà F(t) est un poly nome du quatrième degré en t. 
Comment choisir le point M0 pour que la courbe (C) 
soit recti fiable ; c'est-à-dire pour que F (t) soit le 
produit (V un poly nome du second degré par le carré 
d un facteur linéaire, ou pour que F ( i ) soit le 
carré d1 un polynôme du second degré? 

IV. On remplace, dans la: question précédente, la 
courbe (C) par la courbe gauche (F) définie en axes 
rectangulaires par les équations 

I X = cil* -T- ht"1 — TQ t, 
(F) | y = at* -h ù't2— y^t, 

( 5 = a" -f- b"t*~- z0t: 

x ( - o désignent les coordonnées d7un point M0. 
On représente encore par y'F (t) dt la différen-

tiel le-de l'arc de la courbe (F). 
Démontrer que F (t) nest le produit d'un poly-

nome du second degré par le carré d'une fonction 
linéaire, que si M0 est sur une parabole (II) et que, 
dans ce cas, la courbe (F) est une courbe plane. 

Démontrer que1 si F(j) est le carré d'un poly-
nôme du second degré, le point M0 est sur une para-
bole (IF) et que la courbe (F) est alors une hélice. 
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On vérifiera que les plans de (II) et de (IF) sont 

rectangulaires et Von calculera les coordonnées de 
leurs sommets et de leurs foyers. 

V. Les deux points M0 et w étant reliés par la 
correspondance précitée (voir I I ) , si le premier 
décrit une courbe (Q), le second se déplace sur une 
courbe (m). On demande de choisir (Q) de telle 
sorte que les tangentes à ces deux courbes, aux 
points associés M0 et soient parallèles. 

On déterminera Venveloppe des courbes (Q) ainsi 
obtenues et celle des courbes (m) correspondantes. 

S O L U T I O N PAK M . B E H T U A N D G / V M B I E R , 

Professeur à la Pacullé des Sciences de Lille. 

Supposons d'abord 
(d/— ba' o. 

11 est commode, pour résoudre la question 1 qui a, 
presque tout entière, un caractère nettement projectif, 
de considérer en même temps que les points >*) ou 
(#o,t7o)les points respectivement correspondants(X, Y ) 
ou (X 0 , Y0) , dont les coordonnées, par rapport aux 
mêmes axes rectangulaires, sont définies par les for-
mules 

I x = a X -+- b Y , x0 = a X 0 -+- b Y 0 , 
< i ) < 

( y = a'X -h b' V , / 0 = A ' X 0 + Ô ' Y 0 . 

Ces formules définissent une transformation liomo-
graphique très simple, conservant l'origine et la droite 
de l'infini. La courbe C est remplacée par une autre C, 
admettant ou non un point de rebroussement, dans les 
mêmes conditions que C. 

Le point M0 est remplacé par un point M0 décrivant 
une parabole P et l'on remonte aisément à la figure pri-
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mitive par les formules inverses 

i y _ x ~ t>y x — ^ • 
\ ' ab'— ba' ' " ay—ba! y 

ab'—ba' ' 10— a'—6a 
Y = ~~ +

 ? y o _ — a^o-4-ajKo ^ 

Les équations paramétriques de C sont, sans avoir 
besoin de résoudre le moindre système linéaire, 
évidemment 
( c ) X = /3 — / X 0 , Y = t2 — / Y0. 

Pour que C (ou C) ait un point de rebroussement 
au point de paramètre 9 il faut et il suffit que 

(2) X 0 = 3 6*, Yo = *0. 

Ce sont les équations paramétriques de la parabole P : 

(»') (P) 4X»=3Y*. 

Le point de rebroussement (R 0 ) a pour coordonnées 

(3 ) X1==—«2 03, Y | = — 02. 

Ce sont les équations paramétriques de la courbe (R) : 

( Ï Ï ) XJ -H 4 YJ = o. 

Entre les coordonnées de Mw et R0 ont lieu les rela-
tions 

y Xo ^ __ X0 Y0 

3 
< 4 ) ^ _ X0 ==—3 Y1? Y0 — y -

qui définissent une transformation quadratique bira-
tionnelle. 

Les courbes particulières (C), (ou C), qui admettent 
un point de rebroussement forment donc une famille à 
un paramètre (9) défini parles équations paramétriques 4 

( c ë ) x . = * 3 —30*/ , Y = /«—-¿0/. 
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Les paramètres directeurs X^, Y^ de la tangente con-

tiennent le facteur t — Ô, correspondant au point de 
rebroussement et entraînant la diminution d'une unité 
pour la classe de CQ relativement à la çlasse de la 
courbe C générale : la suppression de ce facteur permet 
de prendre pour paramètres, en un point quelconque 

[!"-•>••] 
et, par suite, au point de rebroussement (39, i) : mais 
alors on constate que .ce sont aussi les paramètres 
directeurs de la tangente à R au même point. Conclu-
sion : Le lieu du point de rebroussement, V enveloppe 
de la tangente de rebroussement, Venveloppe de la 
courbe CQ coïncident avec la courbe (R). La corres-
pondance par points M0 et entre ( P ) e i ( R ) a lieu, 
déplus, par tangentes parallèles. 

En revenant aux points ou courbes primitives, les 
mêmes propriétés ont lieu : les formules (i) donnent 
immédiatement les équations paramétriques de (P) , 
(R) ou (C'j)et les formules (V) les équations expli-
cites de ces courbes. Ceci nous permet d'ailleurs de 
résoudre l'unique partie de la question 1 qui n'a plus 
le caractère projectif. 

La relation 
ab -+- a br = o 

est nécessaire et suffisante pour que l'enveloppe (R) 
soit la, développée d*une parabole. 

En effet, (R^ a pour équations paramétriques 

( R ) x = — bf)^ y = — aa'ô*— 6'G*' 

et I on calcule l'arc s par la formule 

( 5 ) ^ = • > . 0 Y F A A 0 + 6 ) 2 + ( 3 « ' O + B ' ) * . 

On suppose abr—baf ^ o : donc le trinôme en 9 
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sous le radical n'est pas carré parfait. Si l'on suppose 
ab - h o! bl ~ o, on a aussitôt 

/ < yt 
ds = , d((i»), y/ a ' 2 } V ^ 

/ I Tn, bï-hb'* s — idaï-t- a2 O2-! — v L 9(tf2-+- a *) J 
- ^ [ ' 3 ^ e -f- ¿> )2 -4- ( 3 ^f 0 -+- ¿>r ) 31 ̂  
" '2;(<72H-a'2 ) 

et l'on constate sans peine que la courbe définie par 
les formules 

2 7 ( a 2 - h a 2 ) 1 ' v ; 1 7 

«27(a2 -f- a 2 ) y J 

est une parabole et admet (R) comnïe développée. 
Si ab 4- a'b' = o, on voit aussi que la parabole P a 

son sommet à l'origine. 
On constate aisément que l'intégrale 

j" (ii + À)/M2+ u du 

n'est algébrique que si ÀUL = O, de sorte que, sans 
insister davantage, on constate que la condition 
ab 4- a b' = o, démontrée suffisante, est aussi néces-
saire. On peut d'ailleurs remarquer que si l'on fait 
tourner les axes O x , Oy autour de l'origine, les quan-
tités (x,y),(a, a'), (b, b'), (x0, jKo) s o n t soumises à 
la même transformation linéaire et homogène, de sorte 
que l'hypothèse ab-\-a'b'= o permet, par une rota-
tion d'axes préliminaires, de supposer ¿> = 0, af = o 
sans diminuer la généralité ; je n'insisterai pas davan-
tage sur ce point et la liaison avec les transformations 
homographiques ou les coordonnées trilinéaires. 
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Si l'on suppose ab'—ba' = o, on écarte le cas où a , 

a ' seraient nuls tous deux et où (C)se réduirait à une 
parabole; si donc a o , on peut écrire b = ma, 
b' = ma', puis 
(G) x — at*-\-bt2—x0t, y = m x — (y0—mx0)t. 
Si donc y0 — mx0 = o, la courbe C se réduit à la 
droite y—mx — o; si y0—mx0v^o, la courbe G 
admet un point de rebroussement indépendant dex()1 

y h, rejeté à l'infini dans la direction ( i , ?n); la tan-
gente de rebroussement est la droite de l'infini. 

II et V. Opérons pour ces deux questions, unique-
ment avec les variables (X , Y) ou (X 0 , Y0 ). 

II. Le cas ab'— ba1 = o est écarté. Les constantes a , 
b, a ' , / / , x0l y0 sont supposées réelles. La cubique C, 
unicursale, admet un point double, unique, donc à 
coordonnées toujours réelles, isolé ou non isolé, sui-
vant que les valeurs du paramètre, et t2, qui leur 
correspondent sont imaginaires conjuguées ou 
réelles. 

Les équations X ( ^ ) = X'(¿2) et Y ( ^ ) = Y(*2) ayant 
été débarrassées du facteur — t2, on a aisément 

t\-h t2= Y 
( 0 , , Y 2 ~ * , - / , = E / 4 X 0 - 3 Y Î . 

( M ¿2 — 1 0 — V 0 

Pour que OJ soit point double, non isolé, on a la 
condition 

4 X 0 — 3 Y J ^ O , 

de sorte que la séparatrice est, comme juste, la para-
bole.(P). Les coordonnées (X' , Y') du point double co 
sont 

I [ X ( I , ) + X ( / F ) ] , ¡¡[Y(ti) + Y(ti)]f 

de sorte que l 'on obtient aisément 
( 2 ) X ' = Y 0 ( X 0 — Y J ) , Y' = X 0 — Y J , 
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d'où l'on déduit aisément 
V X'2 

(«') = X 0 = Y'H- • 

Les formules (2), (2') définissent une transformation 
birationnelle entre les deux systèmes de variables ^X0, 
Y0) et (X' , Y'). 

A un point M 0 (X 0 , Y0) correspond un seul 
point <o(X', Y') par les formules (2). Si X' et Y' ne 
sont pas nulles toutes deux, les formules (2 ') donnent 
inversement un point M0 et un seul, correspondant à 
un point io donné; mais si to coïncide avec l'origine, 
les formules (2 ) deviennent illusoires et l'on s'aperçoit, 
par les formules (2), que les points correspondants M0 

sont répartis sur la parabole d'équation 

( 3 ) X 0 — Y J = o . 

Si l'on étudie les formules (2), ( i r ) du point de vue 
des transformations birationnelles, sans nous pré-
occuper davantage de la question qui les a introduites, 
on remarque que chaque droite de l'un des plans (X 0 , 
Y0) ou (X ; , Y') est transformée en cubique dans l'autre. 
Les formules de transformation peuvent s'écrire avec 
des coordonnées homogènes 

( 4 ) j X0 = X'»Z'-+-Y'», Y 0 = X ' Y ' Z ' , Z 0=Y'*Z' , 

(4') ( X ' = Y 0 ( X 0 Z 0 - Y « ) t Y ' = (X 0 Z 0 — YJ)Z0, Z' = Zg, 

Les points fondamentaux du plan (X 0 , Y0) se 
réduisent à l'unique point à l'infini sur l'axe des X 0 ; 
les formules (2) montrent que, pour X0 infini et Y0 

fini, le point (X', Y') est rejeté à l'infini dans la direc-
tion (Y0 , 1) de sorte qu'au point à l'infini de l'axe des 
X0 correspond toute la droite de l'infini du plan (X', 
Y ); c'est ici qu'apparaît l'utilité des formules liomo-
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gènes (4), (4 )• Servons-nous en effet de ces dernières : 
nous voyons qu'au point Y 0 = Z0 = o (point à l'infini 
de l'axe des X ^ correspond, soit IJ = o, et c'est ce qui 
vient d'être étudié (X 0 devenant infini et Y0 restant 
fini, si l'on emploie les coordonnées non homogènes), 
soit Y'== o; d'après ce qui vient d'être dit, il est néces-
saire dans cette dernière hypothèse que les coordonnées 
non homogènes X0, Y0 deviennent infinies toutes deux, 
de façon que la différence Y*—X f l tende vers zéro 
( branche parabolique dans la direction de l'axe des X0 ) ; 
par exemple, si le point (X0 , Yu) décrit la courbe 

où k est une constante numérique, les coordonnées non 
homogènes Xf et Y ' tendent respectivement vers k eto, 
quand Y7

0 devient infini et l'on obtient ainsi, en faisant 
varier A , tous les points de la droite o : on a donc 
deux droites et non une, correspondant au point à l'in-
fini de l'axe Xp . 

Les points fondamentaux du plan (X/, Y') sont 
l'origine, à laquelle correspond toute la parabole 
X„—YJ — o, puis le point à l'infini sur l'axe X ; . Si 
l'on se donne un chemin déterminé arrivant à l'ori-
gine X ' = Y'= o avec une tangente bien déterminée 
de pente m, on a le point X 0 = m 2 , Y 0 — m suscep-
tible de parcourir toute la pajrabole X(, — Y® = o. Si 
l'on donne, en coordonnées non homogènes, à X7 une 
valeur infinie et à Y' une valeur finie, X0 et \ {) sont 
infinis de sorte que ~ soit nul : on a donc le point à 
l'infini de l'axe X0 ; si l'on fait grandir X' et Y ' indéfi-

• » ' Y' niment de façon que le rapport ^ tende vers zéro, le 
point (X' , Y ) s'éloigne à l'infini dans la direction de 
l'axe des X', les quantités X0 et Y0 augmentent indéfi-
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niment et l'on a 

Xo _ Y'3
 - 4 - Xf» 

•Y0 ~~ Y'X' 

Si donc on fait parcourir au point (X'. Y ) la courbe 
d'équation 

Y ' s - i - X ' â = m Y' X', 

où m est une constante, le point (X0 , Y0) décrit la 
droite de pente ^ issue de l'origine et quand le 
point (X', Y') s'éloigne à l'infini sur cette courbe, le 
point (X0 , Y0) s'éloigne aussi à l'infini sur la droite en 
jeu: donc au point à l'infini de l'axe X/ correspond la 
droite de l'infini du plan X0 , Y0. 

V. Pour ne pas rompre le cours des idées, traiton^ 
maintenant V. Rappelons que M0 a pour coordonnées 
(X0 , Y0) et LO (X', Y ' ) avec les formules 

' X' = Y 0 ( X 0 - Y » ) , Y' = X0 — YJ, 

( T ) < X' , X'2 

f Y o = Y 7 ' X a = Y' — . 

Quand le point M0 vient de la parabole P, le point co 
vient en un point R0 de (R), la courbe G a j an t un 
rebroussement en R0 et nous avons remarqué que les 
tangentes en M0 et R0 aux deux courbes (P) et (R) sont 
parallèles : ces deux courbes se correspondent dans la 
transformation birationnelle actuelle; nous avons vu 
plus haut que (P) et (R) se correspondent aussi dans 
une autre transformation birationnelle, mais quadra-
tique. 

La transformation (T) remplace une courbe quel-
conque de l'un des plans, de degré m, par une courbe 
de degré 3m de l'autre plan, admettant les points fon-
damentaux de ce plan avec un certain degré de multi-
plicité ; si la courbe à transformer, au lieu d'être quel-
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conque, passe par les points fondamentaux, le degré 
de la courbe correspondante s'abaisse. Pour que les 
tangentes aux points homologues de deux courbes 
transformées soient parallèles, il faut que l'on ait cons-
tamment sur ces deux courbes 

dY __ d\ o 
V ) dX' dX0' 

Ceci donne, en conservant les variables X0 , Y0 , 

( 2 ) rfX J - 3 Y0 d\(i dX o -f- ( 3 Yg - \ 0 ) d\rl = o 

C est une équation différentielle du premier ordre à 
laquelle doit satisfaire la courbe (Q) décrite par le 
point M0. Cette équation prend immédiatement, en la 
résolvant par rapport à la forme 

3 
dX0 Y0 dY0 

(3) 2 = ± r i Y 0 

manifestement intégrable : on obtient ainsi la famille 
de paraboles 

(4> 4 Xo — 3 jj = ( Y0 — // )2, 

où h est une constante; toutes ces paraboles ont même 
direction d'axe que P et lui sont bitangentes aux points 
où la droite Y0 == h rencontre P ; donc l'enveloppe des 
courbes ( Q ) particulières est précisément P. Donc 
dans le plan 

(X' , Y') les courbes ( 73) ont pour enve-
loppe la courbe (R) . Avec les formules (T) on a immé-
diatement l'équation des courbes m : 

(X'— ¿Y r ) 2 

et l'on voit bien que les cubiques ainsi obtenues ont 
la courbe (R) pour enveloppe. 
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Til. On a 

F(<) « ibt — x0y--+- — .Ko)8 

se [3at-~h <ibt — x0 +/(3a'/î+2 6'i-/0).| 
X [ 3«/- — .r0 — i (3a'i-'+ ib' t —y*)]. 

Pour que F ( i ) ait une seule racine double, il est 
nécessaire et suffisant que Vune des trois hypothèses 
suivantes ait lieu : 

(a) 3(a -h ia')(x0-h iy*) -h (6 -1- ib' f-— o, 

( b ) 3 ( a — ia' ){x0 — iy0 ) -4- ( b — ib' )2 = o, 
(c) Xo= 3«02h- 266, 3a'02-+-¿¿>'0. 

Cette dernière exprime que le point M0 appartient à la 
courbe (R) déjà étudiée. On a donc, dans ce cas, 

¿¿g 
(1) — = (t — 0)v/[3a(i -+- b) 26J^-H [3 «'(*-+- 8) -hib']* , 

L'arc s s 'obtient alors par une combinaison de fonc-
tions rationnelles et logarithmiques en t ; le trinôme 
en ( ¿ - f - 9 ) sous le radical n'est pas carré parfait, 
puisque abf— bar est supposé non nul ; pour que l 'arc s 
soit algébrique, il faut et suffit que t = 0 soit racine de 
la dérivée du trinôme en t placé sous le radical, d 'où 

ab -f- a! b' 
6 = — — j ( a - -h a - ) 

et alors la courbe (C 9 ) correspondante, non seulement 
admet le point, t = 9, comme point de rebroussement, 
mais est une développée de parabole. La valeur de 6 
obtenue correspond au sommet de la parabole P. 

Si l 'hypothèse ( a ) ou (6) est réalisée, à l'exclusion 
de l 'autre, la courbe (C) est imaginaire. 

Pour que F ( i ) ait deux racines doubles, il faut, ou 
bien que les deux facteurs de F ( i ) soient proportion-
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nels, d'où ab'— ba! — o et - = - , c'est, le cas où (C) a x§ 
se réduit à une droite, ou bien que chaque facteur 
soit carré parfait, autrement dit ( a ) et (b) sont réa-
lisées simultanément. Mais alors si l'on considère la 
parabole (P) déjà rencontrée 

( -i ) X = 3 cit2 -f- ->. ht, y — 3 d t2 -h a b' l , 

cela exprime purement et simplement que la distance 

\/(x — x^p-ï-iy — y{))2 

d'un point variable t de cette parabole au point 
fixe (XQ, y0) s'exprime rationnellement en t ou, si 
l'on préfère, au moyen des coordonnées y) du 
point de P ; le point ( # « , y 0 ) est donc le foyer de P. 
Les coordonnées (XÔ, y0) de ce foyer F et le para-
mètre p se déterminent aisément grâce à cette remarque. 
En effet ( a) et (¿>) réunies donnent 

3 ( a x0 — ci'yQ ) -+- b2 — b'1 — o, 

3 ( a'x0 a y0 ) — 'ibb' = o ; 

d'où pour le foyer F 

_a(b'i—bi)—ia bb' _ d {b1— b'2) — iabb' 
( '1 ) — T7 ô 5 Xo — 5~7 ~ 71T\ ' 

* 

puis 
p,, ^ [ 3 (a -+- i d ) t -r- (b -f- ib' )]2 [3 (a — ici) t-h(b — ib' )]2 

= = 9 ( a 2 d 2 ) 

= V*ax ~f~3a'y 
^ 9 ( a 2 - f - a ' 2 ) 

La directrice a donc pour équation 

( 6 ) 3 ctx-+- 3 d y -+- b2-r-b'2 = o. 
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La distance du foyer F à la directrice, ou se cal-

cule aisément : 
, . i(ab'— ba' f2 

(7) P = — 7 • 
3(rt» -h a 2)2 

IV. On a cette fois 

(i) F(t) = (3ai2-h ibt — x0)--h (3a'-h ¿b't — j0)2 

Pour que F ( i ) ait une seule racine double, il suffit 
de l'identifier avec 

( / ! - 2 e * -4- e 2 ) ( a* -+- a*2 a " 2 ) - h X f -+- î i ± 2 i ± i l j 

et les relations obtenues en égalant les termes en ¿3, ¿2 

et £ permettent, par l'élimination de \ et 9, d'obtenir 
une équation unique entre zo de sorte que le 
point M0 décrit une surface, d'ailleurs tout entière 
imaginaire, possédant une ligne double réelle, mais 
isolée; cette ligne est celle que l'énoncé demande; on 
l'obtient en exprimant que le facteur t — 6 appartient 
à chacun des trois trinômes qui figurent dans F(¿) . On 
a ainsi 

(II) ¿r 0=3a6*-f-2&8, y 0 = 3a'Ô2-f- a6'6, ' *<,== 3a"02-f- 2&"8, 

6)*j [ 3 a (¿ -h 6 ) 4 - 2 6 ] * 
n-[3a'(f"-h 6) -h 2 6' ] 2 4- [3a"(* -4-0) 4 -2 ]2 j. 

Le point M0 décrit alors une parabole (II) ; la courbe Te 
a pour équations paramétriques 

i x = a (i3— 3 62 0~+-6 Çt2—2Qt), 
(Fo) < 7 = 3 6 2 0 - * - & ' ( * 2 -

(z.= a'(t*-r-3B*t) + b1,(t*-r.2et).. 

Les deux courbes (H) et (TQ) sont donc dans le plan 
Ann. de Mathémat5* série, t, III. (Mars J925.) 
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d'équation 

( a ) 

x a b 

y 
z a" b" 

La courbe (Te) correspond par affinité à la courbe 

(Cï) X = t*— 36*i, Y = t * — 2 t l 

déjà rencontrée, qui a un point de rebroussement 
pour t — 8. 

On peut remarquer que, si Ton effectue une trans-
formation de coordonnées en passant du système rec-
tangulaire O x y z à un autre système, rectangulaire ou 
non, OXYZ de même origine, les quantités ( x , y, z), 
(a , a\ a"), (b, b', è"), (x0,y0, z0) subissent la même 
transformation et l'on peut dire que c'est cette simple 
remarque qui domine la solution actuelle. Si donc le 
déterminant A 

a a a 
b b' b" 

y0 

est différent de zéro, on peut réduire les équations 
de T à la forme simple 

( 3 ) Y = Z = 

par affinité. Si le déterminant A = o, on peut par une 
transformation d'axes rectangulaires réduire les équa-
tions de f à la forme 

( 4 ) 

x r=z at3 -h bt2 — x0t, 
[ ¿Z= a't*-+-b't*-y0t, 

J S — o 

et nous voyons bien que O et rejouent alors l'une par 
rapport à l'autre le rôle de P et Ce précédemment. 
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Si F(*) /e carré d1 un trinôme de second degré, 
le po int xQ, ^o coïncide , pour la raison déjà donnée 
au paragraphe précédent , avec l 'un des foyers de la 
parabole ( D ) déjà rencontrée 

(D) a? = 3 a i ! + a ^ , y = 3a*i*-t- 2b't, z = 3a"t*-+-ib"t, 

de sorte que le point M0 décrit la parabole (II ') focale 
de ( i l ) . La tangente au point t de (T) a pour para-
mètres directeurs 

* — y — yo> z — 

[oc, y, z désignant le point de (II) correspondant au 
même t que le point de (T)]. 

Elle est donc parallèle successivement aux diverses 
génératrices du cône de sommet ( x 0 , y Q , z 0 ) s'appuyant 
sur ( i l ) ; ce cône est de révolution, donc (T) est une 
hélice. 

Pour traiter la question sans calculs fastidieux ou 
inélégants, calculons d'abord les coordonnées du 
sommet de ( i l ) . L'axe a pour paramètres directeurs 
( a , a , a"); la tangente au sommet est perpendiculaire 
à l'axe, d'où pour le ti du sommet 

( 3at{ -H b)a h- (3a'*, -h b')a'-\- (3a"i t b")au — o 

ou 
_ ab -+- a' b' -+- a!' b" 

Si l 'on pose 
- ab a! b1 a" b" 

et si l 'on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes 
au sommet, on a, en appelant zt les coordon-
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nées du sommet S de (II) 

x — xt-hx, y = yl-+-y1 z — -h z; 

X0 = X1-hX0, ytzzzyi+yç, z0 = Zx -h 

(7) \ x = Zal2^- ibt, y = 3 A'72 -+- iT/7, 

6 = 3«%-+- b\ V b'\ 

(8 ) F(<) = S ( Ï — 

Faisons maintenant une rotation des axes autour 
de S en prenant pour axes nouveaux SX, SY, SZ les 
droites qui ont pour cosinus directeurs dans les anciens 
axes 

(SX) 

(SY) 

(SZ) 

y/S a- /Sa2> 

b$a*—aSab b'SAa'Sab b" S a2 — a" S ab 

y/Sa2 y/Sa2Sè2—(Sa^n2' v /SÔ>/Sa*S6«~(Sa^* ' / S ^ 2 / S a 2 S ^ 2 — ( S a ^ / 

«'¿>"—¿>'a" «"è — ¿>"a —ba' 
y/Sa2 S62 — ( S a è ) 2 v ' S ^ S ^ - f S a ô ^ v / S a 2 S 6 2 — ( S a è ) 2 

On s'est servi de ce fait que les matrices 

a a a" 
ou 

a a' a" 
b b' b" b b' V 

donnent les mêmes mineurs, et des formules 

¿>Sa2— aSab i o == 

( 9 ) 
S a 2 

T7 ¿'Sa2— a'Sab b == 
S a 2 

jt, __ b" S à 1 — a' S ab 
~~ S a 2 

On aura, en posant 

s/Sa* 
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comme équations paramétriques de (ÏI) 

(£1) X = 3 A ? 2 , Y = 2 B Ï , Z = O; 

( i i ) F ( i ) = (3 A h - X o y + ( ' i B l - Y0)2-+• Z$ 

Si F(£) est carré parfait, on a nécessairement 

On a donc pour le lieu du point M0 la parabole (II') : 

(D') Y0 = o. 

Le foyer de (IF) est le point S; le foyer de (II) est 
le sommet de (O'), ^X == Y = Z == o j - La direc-

2B 2 

trice de (II') est la droite d'équations Y =• o, X = 
On a pour équations de T 

X = A~t$ — Xoï , Y = B t*, Z = - Z 0t; 
ds 
Tt 

formules où l'on doit remplacer X0 par son expression 

B2 

X 0 : 4B2 3 A 

On remonte aisément aux axes primitifs par les 
formules 

aX b Y a'IZ-b'a" 
X = X X H T ! Ô , 

A B / S a ^ 2 — (Saô)* 
y 
Zi = . 

Je n'achève pas les calculs qui maintenant n'offrent 
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plus de difficulté, je signale simplement la formule 

2 (a!b"— 6'«')*-+- (a"b — b"a)* -4- (ab'— ha')* 
3 

( a î - W - t - a ' * ) * 

qui donne le paramètre commun de (II) et (II'). 

S O L U T I O N S DE Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

2409. 
(1919, p. 160.) 

Si deux triangles sont à la fois homologiqu.es et ortho-
logiques, les deux centres d'orthologie sont sur la peipen-
diculaire abaissée du centre d'homologie sur l'axe d'ho-
mologie. 

Application. — Soient M et M7 deux points inverses par 
rapport à un triangle ABC, (Jtj, (¿3; {¿'1, Ĥ  leurs 
projections sur BC, CA, AB; si les droites A ¡JL,, B[x2, 
et AfjLj, Bfi/2, G p.3 sont concourantes, elles se coupent sur 
MM' et les axes d'homologie des triangles ABC, JJLI (UL3 

et ABC, JJLJ JJL2 sont perpendiculaires à MM'. 
R . BOUVAIST. 

SOLUTION 
Par M. R. B. -

On obtient une démonstration rapide par des considérations 
de géométrie dans l'espace. Partons de ce théorème, sur lequel 
Maxwell avait établi sa théorie des figures réciproques en Sta-
tique graphique, avant que Cremona y appliquât les pro-
priétés des complexes linéaires. 

Si deux droites sont polaires réciproques par rapport à 
un paraboloïde de révolution,leurs projections sur un plan 
perpendiculaire à Vaxe du paraboloïde sont rectangu-
laires. 

Soient alors ABC, A'B'C' deux triangles orthologiques, 
D' un de leurs centres d'orthologie, en sorte que D'A', D'B', 
D'C' soient perpendiculaires respectivement à BC, CA, AB. 

On peut considérer ABC comme projection d'un triangle abc 
de l'espace sur le plan de la figure, que je supposerai hori-
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zontal, et trouver un paraboloïde de révolution ( P ) d'axe 
vertical, tel que le pôle d'du plan abc par rapport à ( P ) se 
projette en D'. Cela peut se faire d'une infinité de manières. 
D'après le théorème rappelé ci-dessus, D'À', D'B' et D'C' 
sont les projections de d'd, d'b\ d'c\ polaires respectivement 
de 6c, ca, ab. Soient d le pôle du plan a!6'c',et D sa projec-
tion; da, db, de sont les polaires respectives de b'c', c'a', 
a'b'. en sorte que DA, DB, DC sont perpendiculaires respecti-
vement à B'C', C'A', A'B'. Le point D est donc le second 
centre d'homologie des triangles ABC, A'B'C' (la démonstra-
tion en établit d'ailleurs l'existence). 

Si maintenant les deux triangles ABC, A ' B ' C sont homolo-
giques, 0 étant leur centre d'homologie, les droites ad, bb', 
cc' rencontrent la verticale du point O. Mais les deux 
tétraèdres abcd, a!b'c'd étant polaires réciproques par 
rapport à ( P ) , on sait que les droites aa\ bb\ cc\ ddr sont sur 
une demi-quadrique. La verticale du point O, rencontrant les 
trois premières, rencontre donc aussi la quatrième. Autre-
ment dit, DD' passe en O. 

En outre, la droite d'intersection l des plans a6c , a'b' c' est 
la polaire de dd. Sa projection L, qui n'est autre que l'axe 
d'homologie des triangles ABC, A'B'C', est donc perpendi-
culaire à DD'. 

Le théorème est ainsi complètement établi. 
L'application signalée dans l'énoncé est immédiate. 

Remarque. — Le lemme utilisé est un cas particulier de la 
proposition suivante : Si à partir d'un point quelconque de 
Vespace on projette sur un plan deux droites polaires 
réciproques par rapport à une quadrique, les projections 
obtenues sont conjuguées par rapport au contour appa-
rent de la quadrique. 

La démonstration est facile. 
Cette proposition permet de généraliser l'énoncé 2409, en 

remplaçant les relations d'orthogonalité qui interviennent 
dans la définition des triangles orthologiques par des conju-
gaisons de droites par rapport à une conique. Le raisonne-
ment est identique. 

On conclut aisément de là que l'énoncé 2409 est valable 
sur la sphère. 

Autres so lut ions de 1'AUTEUR et de M. THÉBAULT. 
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( 19*2-1923, p. 80.) 

Soient ABGD un quadrilatère inscriptibtè dans un 
cercle Q, M et N les extrémités du diamètre parallèle à 
la droite de Simson du point D par rapport au triangle 
ÂBG. Démontrer que les droites de Simson des points M 
et N par rapport au triangle ABC sont .parallèles aux 
axes des paraboles circonscrites au quadrilatère ABCD. 

S E R B À N A . G H E O R G H È R E . 

S O L U T I O N 

P a r ÉMILE BALLY. 

Les droites de Simson d'un triangle étant les tangentes aux 
sommets des paraboles inscrites à ce triangle, si l'on envisage, 
au lieu de ces droites, les axes de ces paraboles, l'énoncé se 
transfoime dans le suivant : 

Les axes des paraboles circonscrites à un quadrangle 
ABCD inscriptibles dans un cercle (Q) sont parallèles aux 
axes des paraboles inscrites au triangle ABC et qui ont 
leurs foyers aux extrémités du diamètre de (Q) perpendi-
culaire à Vaxe de la parabole de foyer D inscrite au 
triangle ABC. 

(Le lecteur est prié de faire la figure et de se rappeler la 
propriété élémentaire concernant les tangentes issues d'un 
point X à une parabole de foyer F, la droite XF et la paral-
lèle issue de X à l'axe de la parabole.) 

Joignons DA, et menons DT parallèle à BG, qui recoupe le 
cercle ( Q ) eu T. L'axe de la parabole de foyer D inscrite 
à ABC est parallèle à AT. 

La même construction, appliquée aux extrémités M et N du 
diamètre de ( Q ) perpendiculaire à AT, nous montre que les 
axes des paraboles inscrites à ABC et qui ont leurs foyers 
en ces extrémités M ^ N sont précisément les droites MD 
et ND, c'est-à-dire les bissectrices des droites DA et DT. 

Les directions de ces bissectrices étant celles des bissectrices 
de la paire de côtés opposés DA et BC du quadrangle inscrip-
tible ABCD, sont évidemment celles des axes des deux para-
boles circonscrites à ce quadrangle. 

Autres solutions par M M . G . CONVERS, Gaston ROY et R . BOUVÀIST. 
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SUR LA NGOMPOSITIOX EN FACTEURS DE sin?:* 
ET DE r ( s ) ; 

PAR M. GGOKGKS V A L Ï R O N 

(Strasbourg). 

La méthode suivante me paraît particulièrement 
simple pour obtenir la décomposition en facteurs de 
sin(r:z) et de T(z) comme application de la théorie 
des fonctions de variable complexe, et est peut-être 
nom elle. 

1. Le produit infini 

1 

admet les zéros de sinu^ et vérifie comme cette fonc-
tion l'égalité fonctionnelle 

(O / ( « + 1 ) = - / ( * ) • 

Considérons la fonction 

elle vérifie l'égalité ( i ) , donc est périodique, de pé-
riode 2. C'est une fonction entière car, pour z =• o, 
les résidus des deux termes de la différence sont les 
mêmes, H ( z ) est régulière pour z = o, donc pour 
z = n d'après ( i ) . Je dis que H ( s ) est bornée dans 
tout le plan. Si l'on pose z = x iy, il suffit de le 

Ann, de Mathémat5e série, t. III. (Avril 1926.) 19 
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montrer pour — i <x < i et \y\ >\, Or on a alors 

_ Z1 > n* + y*-x* > 
n2 " «« - ' 

donc 

G ( * ) - 1 2 ! 

Les formules d'Euler montrent d'ailleurs que 
(sinTcz)-1 tend vers zéro lorsque \y \ croît indéfini-
ment. H(^) est donc bornée dans tout le plan, donc 
constante d'après le théorème de Liouville et cette 
constante est nulle puisque H ( s ) tend vers zéro 
lorsque \y\ croît indéfiniment. L'identité de s inus 
et G( s ) est ainsi établie. 

2. Supposons connu que la fonction r ( s ) de 
z = a.: -f- iy, définie pour x >> o par l'intégrale d'Euler 

(2) r(*)= Ç t*-ie-'dt, 

est holomorphe pour x > o et vérifie l'égalité fonc-
tionnelle 

f ( z - 4 - 0 = z f ( z ) 

qui permet de prolonger T(z) dans tout le plan et 
montre que cette fonction est méromorphe et a pour 
pôles simples les points o, — i , — 2 , . . . (voir 
G O U R S À T , t. II, p. 2 7 5 ) . L'égalité (3) montre en outre 

que le résidu du pôle — n est . 
La relation des compléments 

(4) r ( z ) r ( i - z ) - - ^ — = 0 

est alors bien aisée à obtenir. Désignons par g(z) le 
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premier membre de cette égalité, c'est une fonction 
entière car les résidus des pôles dans les deux termes 
de la différence sont égaux; en outre, d'après la re-
lation (3), cette fonction est impaire et vérifie la rela-
tion (i), elle est donc aussi périodique de période 2. 
Montrons qu'elle est bornée dans tout le plan, il suffit 
de le montrer pour 1 < x < 2 et | y | > 1. C'est connu 

pour et, eu égard à la relation (3), il suffit de le 

vérifier pour F (5) . Or en remplaçant ^ par x dans (2) 
on voit que dans ces conditions 

I r ( s ) i < r ( i ) r ( a ) == 2; 

g(z) est bornée, donc constante, et impaire, donc 
identiquement nulle, la relation (4) est démontrée. 

3. La rélation (/¡) montre que F(^) ne s'annule 
jamais puisque sa valeur est n \ pour le pôle z = n-\- 1 

de T(i — z). 777—- est donc une fonction entière dont 

les zéros sont les points o, — 1, — 2, . . . . Soit 

« 

1 

le produit de Weierstrass formé avec ces zéros, c'est 
une fonction entière qui ne vérifie pas la relation (3) , 
on reconnaît aisément que l'on a seulement 

Z P ( Z - + - Î ) = P (z)e~<\ 

où C est la constante d'Euler 

G = lim ( 1 + î + . . . + Ì - log/t ) = lim CN. 
n= » \ 2 n / ji=z <*> 
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Considérons alors la fonction 

( 5 ; W(z)= e^P(z), 

' . satisfait à la condition (3) et l'on a, en consi-
W(z)

 v 7 ' 
dérant le second membre de (5) comme la limite du 
produit des m premiers termes de P ( s ) par eCmZ, 

w / v z(z -h i). ..( z -h m) (6) W ( s ) = hm : 
m = « i .?>.. . m m z 

Le produit est une fonction entière 
périodique, de période i , elle est égale à i pour z = i y 

donc aussi pour z ~ n entier quelconque; la fonction 

K W ( , ) ! • ( , ) - , 
sin7rz 

est donc encore une fonction entière admettant la 
période i . Montrons qu'elle est bornée dans tout le 
plan. Il suffit de le voir pour o 5 oc < i et | y | >> i. On 
sait déjà que 

Y(z) = E i L ± _ * ) 
y Z 

a un module moindre que 2, pour W (3) la formule (6) 
dans laquelle 

i 
2 

n 

donne 

i 

=
2 1 [|

 n* <
 M lyl

> 

M étant fixe, enfin 
[ sinrcz | > Ì çwlrl. 
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K ( s ) est donc bornée et par suite constante et tend 
vers zéro lorsque \y\ croît indéf in iment , K ( s ) est 
ident iquement nul le . W ( s ) es t ident ique à p̂ -— 

l 'express ion ( 5 ) de est celle de Weier s t ras s r t ( z ) 
l 'égalité ( 6 ) est cel le de Gauss. 

SUR 

QUELQUES APPLICATIONS »ES MÉTHODES VECTORIELLES; 

P A R M. G E O R G E S BOULIGAND. 

1. J'ai donné , dans mes Leçons de Géométrie vec-
torielle, n° 69 , une théorie intr insèque des formes 
quadratiques de vec teurs , indépendante du nombre 
des d imens ions de l'espace., inspirée d'une définit ion 
classique de la forme polaire, au m o y e n de l ' iden-
tité (») 

q (a u -+- [ iVj = X * q ( u ) -+- 2 À ¡i p ( U, V) -4- 4u2Q(v). 

> -y 
Si P s'annule pour deux vecteurs U et V , on dit q u e 
ces vecteurs sont conjugués par rapport à la forme Q . 
Il n'y a pas de difficulté à saisir le l ien qui existe entre 
cette définit ion et les not ions familières de la théorie 
des pôles et des polaires. 

O n peut d'abord remarquer que les relations qui , à 
l 'exemple de P ( i l , v ) — o, sont indifférentes à la m u l -

(*) Of. W E Y L , Temps, espace, matière, p. 21 et suivantes. 
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t ipl icatiôn de chaque vecteur qu'el les renferment par 
un scalaire, expr iment des propriétés projectiles; le 
centre de projec t ion , c'est l 'origine c o m m u n e qu'on 
pourrai t , arbitrairement, assigner aux vecteurs tels 

-v > 
que U , V . O n peut encore dire qu'on obt ient la géo-
métrie project ive à n d imens ions en prélevant, dans la 
géométr ie l inéaire à |— i , les théorèmes sur les vec-
teurs l ibres qui concernent , d'une manière exclusive, 
leurs directions. 

N o u s avons jus tement ici un exemple de cette nature. 
E n écrivant que P ( A U + ¡JLV) est nul , nous expr imons 
aussi le fait suivant : en attribuant une même ori-
gine à tous les vecteurs dont nous parlerons, le vec -

^ > . 

teur X U - f - u i V ne peut se trouver sur le cône d'an-
nulat ion de Q , sans qu'il en soit de même du vec-

± > 
teur X U — ULV. Or le lecteur verra sans peine que le 
faisceau des vecteurs concourants et coplanaires 

> -y > -v -y > 
U, V, XU-4-^-V, XU — u V 

est harmonique , et ceci nous ramène à des proposi t ions 
c lass iques , qui se trouvent ainsi rattachées à notre 
théorie d'une manière suff isamment nette pour qu'il 
ne soit pas nécessaire d'insistSr. 

II. La théorie des diamètres et plans diamétraux des 
quadriques n ' e s* qu'un cas l imite de la précédente . 
Mais on peut retrouver rapidement ses résultats e s s en -
tiels à partir d'un autre po int de vue. Proposons -nous 
d'étudier un champ scalaire du second degré. O n 
peut util iser les remarques suivantes : 

j° S o n champ de gradients est un champ vectoriel 
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du premier degré, possédant les m ê m e s é léments de 
symétr ie . D o n c le centre d'un champ scalaire du second 
degré est le point , s'il existe, où le gradient s 'annule. 
Et m ê m e , s'il existe une infinité de centres , ce sont 
encore des points d'annulat ion du gradient. 

2° U n champ vectoriel du premier degré est inaltéré 
par une l iomothét ie faite de son centre , ce qui expl ique 
que les quadriques de niveau d'un champ scalaire du 
second degré so ient homothét iques et concentr iques . 
Except ionne l l ement , le centre peut être rejeté à l' infini, 
et l 'homothét ie dégénérer en translation. 

3° La sect ion d'un champ scalaire à trois d imens ions 
par un plan est un champ scalaire à deux dimensions 
dont le gradient est la project ion orthogonale ( ' ) du 
gradient du premier sur le plan de sect ion. Il s 'ensuit 
que le diamètre conjugué d'une direct ion de plans, 
c'est-à-dire le lieu des centres des champs scalaires du 
second degré, s 'obtient en exprimant l 'orthogonalité 
du gradient, relatif au champ à trois d imens ions , 

soit / ( M ) , et de ces plans. Soi t v un vecteur normal. 
Ce diamètre conjugué aura pour équation 

-V ^ > 
y = X g r a d / 

A désignant un scalaire indéterminé , relation qui équi -
vaut aux équations classiques 

oc p y 

4° Pare i l l ement , le plan diamétral conjugué des 

( ^ O n pourrait se passer, dans cette question essentiellement 
linéaire, de considérations métriques, en introduisant la notion de 
gradient linéaire (toc. cit., n° 113). 
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droites parallèles à v est aussi le lieu des centres des 
champs à une dimension, interceptés par ces droites. 
Il est donc défini par 

> > 
v . g r a d / = o 

III. Je voudrais enfin rectifier deux erreurs, com-
mises dans le travail cité, au cours de rédactions trop 
hâtives. 

La première est relative aux ombil ics (n° 138 ) . Il 
n'est pas exact qu'un ombil ic livre nécessairement pas-
sage à une infinité de lignes de courbure. D u fait que 
la direction d'un champ devient indéterminée ( le 
champ est ici celui des directions principales) , on n'a 
pas le droit d'en conclure qu'il passe au point d'indé-
termination une infinité de l ignes de champ. C'est là 
un fait bien classique depuis les mémorables travaux 
de Poincaré sur les intégrales réelles d'une équation 
différentielle. Mais, pour ce qui concerne plus parti-
culièrement les ombilics, M. Picard a fait une étude de 
la question au Tome 111 de son Traité d'Analyse (*) : j e 
me borne donc à remarquer que, par un ombil ic d'une 
quadrique, il ne passe qu'une seule l igne de courbure 
réelle. 

La seconde se rapporte aux équations différentielles 
totales de la forme 

( i ) P dx Q dy rh R dz = o. 

En général, cette équation n'est pas complètement 

( l ) Section III du Chapitre IX. Voir aussi une Note complémen-
taire au Tome IV de la Théorie des surfaces de Darboux. 
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intégrable , mais on peut , en adoptant le po int de vue 
de Pfaff, chercher les l ignes C qui satisfont à l 'équa-
tion ( i ) . So i t V ( M ) le vecteur de composantes P, Q , 
R : une l igne G est astreinte à cette condi t ion d'être 

> 
n o r m a l e , en chaque point M à Y ( M ) . D é s i g n o n s 

> ' . > 
par s? ( M ) le vecteur unitaire eoll inéaire à Y ( M . ) O n 

; > > 
passe de ¿/M aux accroissements géométr iques dX et dv 
par deux transformations l inéaires. Les déplace -
ments ¿/M sur les courbes C satisfont à v. dM = o, et > > 
c o m m e d'autre part on a v . dv = o, Y é tude de la cor-

> 
respondance entre ¿/M et dv est un problème de g é o m é -

> 
trie plane, dans un plan normal à c . Le point sur lequel 
j e désire préc i sément attirer l 'attention est que cette 
correspondance n'est pets autométrique, excepté si 
la condi t ion d'intégrabil ité est satisfaite. E n consé -
quence , j ' invite le lecteur à supprimer les sept der -
nières l ignes de la Note en petits caractères de la 
page 288 . 

Vo ic i la démonstrat ion. Soient d et S les caractéris-
t iques de deux déplacements inf ini tés imaux effectués à 
partir d'un point M sur deux l ignes intégrales d e 
l 'équation (1). D'après une propriété classique du rota-

> 
t ionnel d'un champ vectoriel , appl iquée au champ v ( M ) 
(loc. cit., n° 1 6 2 ) , nous avons 

dM.û—dv.m = (rot?, oM, du). 

E n général , le second membre n'est pas nu l ; la trans-

format ion (¿¿M , 8 e ) n'est donc pas autométrique. P o u r 
qu'el le le soit, il faut et il suffit que l 'on ait 

> > 
rotP.(SM A dM) == o 
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ou ce qui revient au même 

> > > 
(2) v.votv = o, 

ce qui nous fournit bien, sous sa forme classique, la 
condit ion d'intégrabilité. Si nous revenons au vec-

> 
leur V , en vertu de la relation 

> / -y\ > -> > > > > 
rot \hv) = h rote -f- grad h A v — * ? 

la condition ( 2 ) conservera la forme 

> >• > 
A'. rot V — o. 

Revenons, dans le cas général, aux l ignes intégrales 
de l 'équation (1). En chaque point M d'une telle l igne C, 

» •> > -V t 

construisons le trièdre fondamental T , N , B. Nous 
avons 

-V > • - > 
y = N cosO H- B si il 0 où 0 -<a 

en divisant et en appliquant les formules de Frenel , on 
trouve aisément 

en appelant 0 la courbure, T la torsion de (C) et T un 
^ > > vecteur tel que le trièdre T, F, v soit trirectangle et 

direct. Le vecteur F, en théorie des surfaces ( théorie qui 
est englobée dans la présente) , serait la normale géodé-

> 

sique. En remarquant que a même valeur pour toutes 
les courbes intégrales tangentes en M à une droite 
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donnée , on voit que les quantités p cos9 et 7 — ̂  sont 
éga lement b i en déterminées en M pour chaque tan-
gente i ssue de M. O n rattache ainsi à la théorie des 
champs vectorie ls des proposi t ions , d'ailleurs anciennes , 
suivant lesquel les le théorème de Meusnier et le t h é o -
rème d'Ossian Bonnet sont valables pour les courbes 
intégrales d'une équat ion aux différentiel les totales. 
L'étude de ces théorèmes et de leurs conséquences a 
été approfondie par M. Axel Egnel l dans sa T h è s e 
(Géométrie infinitésimale vectorielle, Paris, 1919) . 

> 
S u p p o s o n s en particulier que le champ V ( M ) soit 

un champ de moments . Les courbes ( C ) sont alors les 
courbes dont les tangentes appart iennent à un com-
plexe de droites de moment nul . Le plan osculateur 
se confond avec le plan po la ire -du complexe et l 'on 
a & = 11 en résulte que la relation ( 3 ) se réduit alors à 

S - f 
ds ~~ 

-V 
et que l'angle ¿/M, clv est cons tamment droit. D o n c , 

> 
dans ce cas, la transformation l inéaire ¿/M, dv s 'obtient 
en composant une rotation d'un droit avec une autre 
transformation l inéaire, qui n'est autre qu'une h o m o -
thétie de rapport T. D o n c ic i , -7 ne dépend que de M et 
n o n de la direct ion M T de la tangente . N o u s retrou-
vons ce théorème classique de Lie : To ates les courbes 
d'un complexe linéaire qui passent en M ont même 
torsion ('). 

( ! ) Ce théorème est le point de départ d'un intéressant 
article de M. Lainé, qui paraîtra ici prochainement. 
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REMARQUE SUR UNE INÉGALITÉ CONCERNANT LES MODULES 
DES RACINES D UNE ÉQUATION QUELCONQUE ; 

PAR M . W . S T O Z E K . 

M. K. P. W i l l i a m s , dans ses notes insérées dans le 
Bulletin of the American Mathematical Society, 
1914, 1922, N e w - Y o r k , a dédui t certaines inégal ités 
relatives aux modules des racines d'une équat ion algé-
brique, en se servant des déterminants et de l ' inégal ité 
de M. Hadamard. O n peut , cependant , démontrer ces 
inégal i tés par des méthodes é lémentaires de la façon 
suivante : 

Envisageons l 'équation 

(1) \\n(x) = X'1 -+- Ulxn~l -h . . .-+- an-\x -h an = o. 

L'équation 
(2) (x — t)\Yn(x) = o, 

où t dés igne un paramètre arbitraire, possède toutes 
les racines de l 'équation (1), et en plus, la racine x = t. 
Il en résulte que la borne supérieure des modules des 
racines de l 'équation ( 2 ) , pour toutes les valeurs du 
paramètre i , doit être en même temps une borne supé-
rieure des modules des racines de l 'équation ( 1 ). Pour 
obtenir cette borne supérieure , mettons l 'équation ( 2 ) 
sous la forme 

( 3 ) O i — t)xn 

-h (ofj — tax)xn~l -4-...-h{an — tan-\ )x — tan — o. 

S u p p o s o n s , dans la- suite, q u e nous nous occup ions 
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seulement des racines de l'équation ( 3 ) , qui satisfont à 
l'inégalité 

( 4 ) _ M > i . 

Nous obtenons de l'équation ( 3 ) 

x = {t — «!) + (*.«! — a2) ~ - • • 

d'où 
lx | t — | . I H-L ¿ . « J — a2 | -h... 

I x I 

ou bien, en appliquant l'inégalité de Schwartz , 

(5) t - ax \2+\t.ai — ai\*->r... 

I x 1*«-+-* 
i 

Mais il résulte de l'inégalité ( 4 ) que 

1 ~~ TÏT* > 

Donc , en multipliant les deux membres de l ' inéga-
lité ( 5 ) par i — r—^' nous trouverons 

\x\ 

\x I 2 — I g [| t — a , |2-+- [ tax — a , 1«-+-... 

-4-1 tan-i - an |2 1 tan |2] ~ j ^ p r ] ; 

d'où, en augmentant le second membre, nous obte-
nons 
( 6 ) a i | s - + - | i a i — a , ] « - ^ . . . 

-h | tan-1 — an |t-t-1 tan |3]*. 
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Cette inégalité a été déduite sous l 'hypothèse ( 4 ) , mais 
il résulte de sa forme même qu'elle est vraie aussi pour 
les racines de l'équation ( i ) ou ( 2 ) , pour lesquelles 
| x | <C 1, c'est-à-dire que l'inégalité ( 6 ) est vraie pour 
toutes les racines de l'équation (1) ou ( 2 ) . En posant 
dans l'inégalité ( 6 ) 1 = o , puis 1, nous trouvons 
comme bornes supérieures des modules des racines de 
l'équation (1) : 

( 7 ) | ^ i = V̂ 1 \ |2 H" . . . "h \ et n |2, 

(8) \x\ + an\*+-\an\* C1). 

Il reste encore à savoir pour quelles valeurs du para-
mètre ¿, le second membre de l'inégalité ( 6 ) atteint son 
minimum. 

Si nous posons 
a,, = y.p-+- i (p = 1,1, .... n), . 

t = S -+- i rn 

un calcul facile montre qu'i ljexiste toujours un seul 
minimum pour 

n — 1 

* = 1; , 

k=i 
n-l 

' ^ ( « L + W ) 

(*) J'avais d'abord déduit l'inégalité (7) directement de l'équa-
tion (1), et l'inégalité (8) de l'équation (x — 1) VV„ (x) = o. C'est 
M. S. Banach qui m'a conseillé d'introduire le paramètre t. 
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D o n c , si le minimum a lieu pour un t = £ -f- it\ dont 
le module diffère peu de zéro, l'inégalité ( 7 ) est mei l -
leure que l'inégalité ( 8 ) ; s i , au contraire, le minimum 
a l ieu pour un t dont le module diffère peu de l'unité, 
l'inégalité ( 8 ) est meilleure que l'inégalité ( 7 ) . Evidem-
ment, nous obtenons la meilleure des inégalités ( 6 ) en 
y faisant t = £ -f- r/), où £ et r{ sont définis par les for-
mules ( 9 ) (*) . 

( l ) Note de la rédaction. — Nous donnons ici le calcul indiqué 
par M. Stozek. Utilisant ses notations nous poserons ap — ap-f~i?F , 
mais nous donnerons li p toutes les valeurs entières de — i à + n + i, 
en posant 

ao = r> = 1= 0. 

La quantité qui ligure entre crochets au second membre de (6) 
est 

n 

— 1 
n 

= 2 [ ( M - - + V - Pp^)']. 
— i 

Donc 
m — A (£2-f- rf-4-ij - 2 B£ — 2 Cr\, 

avec 
n 

— 1 
n 

n 

—1 

Le minimum tn0 de m, et les valeurs et TI;) qui le fournissent, 
sont donnés par 

AÉ0 — B = o, A T10 — C = o, — B^— Cri0-f- A = m%\ 
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PROBLÈME DE PONCELET ET PROBLÈME ANALOGUE ; 

PAR M . BERTRAND G A M B I E R , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Lille. 

1. Poncelet a montré qu'étant donnés une première 
conique C 0 , un triangle T autopolaire relativement à C 0 , 
et un entier il existe oo1 coniques conjuguées 
par rapport à T, telles que chaque couple (C 0 , Cj) 
admette oo4 polygones P„ de n côtés inscrits dans C 0 et 
circonscrits à C, ; pour un tel couple (C 0 , C f ) , on peut 
prendre arbitrairement, soit le premier sommet s u r C 0 , 
soit le premier côté tangent à CV Cette quest ion, 
devenue classique, a été l'objet de nombreux travaux. 
Je voudrais montrer comment on peut la résoudre en 
n'employant que les propriétés les plus simples des 

d'où 
B2H- C2 

m , = A — • 

Or il est clair que l'on a 
A = S | a _ 

et, si l'on pose a'p = a — 13 i, 

donc finalement on a 
B + C i = Za'pap+l', 

Les S portent sur les indices p allant de —i à n; mais il est 
clair que, dans le premier, on peut ne faire varier p que de o à n 
et, dans le second, de o à n — i. H. L. 
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seules con iques ; j 'engagerai néanmoins à lire la solut ion, 
basée sur les fonct ions e l l ipt iques, donnée , par exemple , 
dans le traité d'Halphen, soit la solut ion si é légante , 
donnée d'après Cayley , par M. Lebesgue aux Annales 
de Toulouse (1922), basée sur les propriétés des 
cubiques générales et la théorie des groupes de points 
rés iduels . 

Je montrerai que la construct ion de po lygones n n 

inscrits dans une con ique C 0 , de façon que chaque 
couple de deux sommets vois ins soit conjugué par 
rapport à une nouvel le conique T se ramène à la ques -
t ion étudiée par Poncelet , et inversement . O n obtient 
d'ailleurs un résultat, accidentel , mais curieux, à savoir 
que si deux coniques C 0 et C, admettent 00 ' quadri la-
t è r e s 4 de P o n c e l e t , el les admettent 001 hexagones n 0 

du nouveau problème. 
N o u s verroîis aussi que l 'étude du problème de 

Ponce le t est en relation étroite avec l' itération de subs-
t i tut ions rationnelles effectuées sur des p o l y n o m e s 
h o m o g è n e s à 3 variables. 

2 . Etant données deux coniques LJ, d un point 
arbitraire A 0 de C 0 , j e mène une tangente à C4 qui 
coupe C 0 de nouveau en A , ; de A , je mène à C, la 
tangente autre que A 0A< ; j 'obt iens ainsi le po int A 2 

sur C 0 , et cont inue ainsi de façon à obtenir une chaîne 
A 0 A 4 . . . A/ de i côtés, inscrite dans C 0 et circonscrite 
et C , . La droite A 0 A ; , variable avec A 0 , enve loppe 
mani fes tement une con ique G/, car par tout point de G 0 

passent deux chaînes et deux seulement admettant A 0 

pour premier s o m m e t ; les deux tangentes issues de A() 

à C; ne se confondent que si les deux tangentes issues 
de A 0 à Ci se confondent , donc C; appartient au 
faisceau linéaiie ( C 0 , G f ) , quel que soit C entier i. 

Ann. de Mathémat5e série, t. III. (Avril 1925.) 20 
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Cette remarque est essent ie l le et d o n n e la clé du pro-
blème (*). 

So ient A 0 A , A a . . . An et A 0 A ' t . . .A'n les deux chaînes 
d'ordre n i ssues d'un po in t que l conque de C 0 : la droite 
AnA'n enve loppe la c o n i q u e C2« et l 'on a une ident i té 

( 0 Ij;n-i Co-H 

sont des fonct ions algébriques rat ionnel les 
et entières des coeff ic ients qui entrent dans les premiers 
membres C 0 et C, des équat ions des con iques du début . 
Si l 'on écrit les équat ions numér iques 

( 2 ) h f l = 0 , 

( 3 ) hn+i = O, 

tout couple de coniques C 0 , C< satisfaisant ci l2n = o 
(ou 12,i+\ = o ) admet 001 polygones P 2 n de Poncelet 
(ou 001 polygones P2«+i de Poncelet). 

Il faut expl iquer un paradoxe : étant donné le point A 0 , 
les droites A j A j , A 2 A ' 2 , . . . , A&A'#l, qui enve loppent res-
pect ivement C 2 , C 4 , . . . , C -¿n-, quand A 0 décrit C 0 , ont 
des équat ions rationnelles par rapport aux coordonnées 
de A 0 ou, si l 'on préfère, par rapport au paramètre t qui 
individual ise A 0 sur Go- On a toujours quatre solutions 
du problème P2rt ou P 2 / î + i , car el les correspondent 
aux tangentes c o m m u n e s aux con iques C 0 et C 2„ pour 
P 2 n et Ci, C on pour P 2 n + i : mais ces solutions sont 
impropres, et connues a priori. 

E n effet , prenons c o m m e A 0 u n point c o m m u n à G0 

et Ci : A t et A\ sont confondus , A a et A'2 aussi , . . . , A„ 
et A'n auss i ; c'est cette remarque qui nous a montré 
que A 0 appartient à C/, quel que soit i. Les droites A t Ar

t,-

(*) On peut remarquer qu'une chaîne de zéro côté donne comme 
enveloppe C0 et qu'une chaîne de un côté donne C r 
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A.2 A j , . . A j i A ' a , correspondant à cet A 0 particulier, 
sont des tangentes c o m m u n e s à C0 et C 2 , ou C 0 et C 4 , 
ouCû et C 2 n . La chaîne particulière 

A « A I . . . A I XQ A I . . . X N - I A A 

parcourue à partir de cet Anparticulier, pris comme 
premier sommet, «pee A^A,^ comme premier chaî-
non, se replie en A0 sur e l l e -même et se referme en A„ 
de sorte qu'el le donne un P2« impropre y partir de cet 
A„ particulier avec la tangente autre que A w A » _ i n e . 
referme plus la chaîne ; partir sur la chaîne particu-
l ière A „ A R _ , . . . A I A 0 d 'un sommet Ai autre que A „ , 

soit avec la tangente A , soit avec la tangente A / A / + 1 

ne referme pas la chaîne avec 2 n chaînons . Les quatre 
points c o m m u n s à C 0 et Ci donnent donc les quatre 
solut ions P2,/ prévues a priori, mais impropres . 

D e même , soit B0 u n point de contact avec G0 d 'une 
tangente c o m m u n e à C 0 et Ci ; soit B0 BI la tangente 
à CI issue de B0 et autre que la tangente en B0 à C0 ; la 
chaîne B0 BT B 2 . . . B,/ s'en dédui t et l 'on a mani fes tement 
B'T = B0, B'2 = BI, . . . , B';/ = B„_I ; la droite B^B,^ 
est donc la droite B^B',, relative à ce B0 particulier ; 
donc la chaîne BW B ,^ . . . BI B0 B0 BT . . . BN_ JB,, se 
referme b ien en B n par (2/1-1-1) . chaînons consécut i f s , 
et donne un P 2 „ + 1 impropre ; mêmes observations que 
plus haut, il faut partir de B„ (et n o n de B;) et avec la 
tangente BnBw_.i . 

F o r m o n s d o n c l 'équat ion de AnA'n au m o y e n du 
paramètre t de A 0 et expr imons que cette droite 
t ouche C 0 ou C x : nous avons une équation du qua-
trième degré en t 

(4) E(0 = o 

qui co ïnc ide , sauf un facteur numérique en t, mais 
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fonction des coefficients de C 0 et Cj, so i t I 2 / / ou I 2 7 l + 1 , 
avec l 'équation 

( 5 ) e{t) — O 

que nous pouvons écrire à l'avance, relative aux points 
c o m m u n s à C 0 et Ci ou aux points de contact avec C 0 

des tangentes c o m m u n e s à C 0 et Ci. Ce facteur \2n 

ou n'est pas numérique par rapport aux coeffi-
cients de C, et C 0 , s inon on n'aurait jamais de po ly -
gones P„, quel les que fussent C 0 et Ci : or l 'existence 
de po lygones réguliers dément cette imposs ibi l i té . 
Quel que soit /i, il existe donc des couples de coniques 
admettant des polygones P„ de Poncelet. 

N o u s re tombons donc sur le m ê m e résultat que plus 
haut : lu o, impossibi l i té des P n véritables ; = o, 
00' po lygones P„. Il suffit donc d'avoir constaté l 'exis-
tence d'un po lygone P„ ( v é r i t a b l e ) inscrit à C 0 , c ir -
conscri t à Ci pour en déduire l 'existence de 001 po lygones 
de même e s p è c e ; cela t ient à ce que, en dehors des 
quatre tangentes impropres du cas général , la con ique 

C 0 (ou Ci) admetavec la con ique Cn si 11 est pair ^ou 

si n est impair^ n tangentes nouvel les , de sorte qu'il y a 

identité des deux coniques . 

3. D a n s le cas où les po lygones P n véritables existent , 
o n peut partir d'un point arbitraire de C 0 et l 'on revient 
en ce point au bout de n chaînons . Etud ions à ce po int 
de vue les points particuliers A 0 c o m m u n s à C 0 et Ci 
et l e s po ints B 0 de contact avec C 0 d 'une tangente c o m -
mune à C 0 et Ci . 

i° Ex is tence du p o l y g o n e P 2 / î : en partant de A 0 , n 
c h a î n o n s conduisent en un nouveau po int c o m m u n 
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à C0 et Ci ; en partant de B 0 avec la tangente à C t dis-
tincte de la tangente en B 0 à C 0 , n — i chaînons 
conduisent en un nouveau point de contact d'une tan-
gente commune. 

2° Existence du polygone : partant de A 0 , 
n chaînons conduisent en un point B0 de contact 
avec G0 d'une tangente commune ; inversement, partir 
de B 0 conduit en A 0 . 

L'un de ces critériums nouveaux est nécessaire et 
suffisant. 

Sans avoir recours à ces critériums particuliers, 
nous pouvions donner des exemples de o o \ P 3 , P4 ou 
P 5 , puisque l'on peut faire passer une conique par 3 , 
4 ou 5 points arbitraires et inscrire une conique dans 
un polygone de 3, 4 ou 5 droites arbitraires. Avec les 
nouveaux critériums on peut donner des exemples 
graphiques de P 0 , P7 ou P8 en se donnant arbitraire-
ment C0 et une chaîne spéciale convenablement choisie ; 
par exemple pour l 'octogone, trois cordes consécutives 
de C0 et les tangentes aux deux extrémités déterminent 
complètement la conique Ci tangente à ces cinq droites 
(tandis qu'une chaîne de quatre cordes de C 0 donne-
rait quâtre tangentes à Ci et les points de contact de 
deux d'entre elles). 

4. Dans le cas général, la suite il l imitée 

Co Ci G j . . . G n C r t + i . . . 

n'est pas périodique. Dans le cas de polygones effec-
tifs P 2 , n on a la réduction exprimée par le schéma 

^ G0 Gt G2 . . . G in-j, . . . Cîn-t Gjrt-1 G in Gin+i Cjrc+î ..., 
( } i GûGlCi...Ci, . . . G , Ci C0 Cl G2 . . . . 
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P o u r les po lygones P 2 , 2 + ! o n a de m ê m e 

( ) i ' ' ' * ' * Ca/t—2 Ca«—i C2« C2/l4-i G ^ - ^ C ^ + i . . . , 
| C 0 G | C 2 . . . C ; > 4 - I . . . C3 C 2 CI GQ CI C 2 . . . . 

Réc iproquement , écrire la seule équat ion C^ = C 2 w _ P 

suffit pour exprimer la possibi l i té des P 2 W ; cela fait 
b ien une équat ion un ique , puisqu'i l s'agit de con iques 
d 'un m ê m e faisceau l inéaire ; mais ce procédé , qui a 
l'avantage de ne pas obl iger à former success ivement 
les équations des con iques C 2 , G, , . . . jusqu'à C 2 n 

compris , a l ' inconvénient d' introduire des solut ions 
é trangères ; ainsi écrire C 2 = C 2 „_ 2 entraîne soit P 2 / î , 
soit P2«_4? c o m m e on le voit en écrivant de nouveau 
les l ignes ( 6 ) en y remplaçant 11 par 11 — 2. D e m ê m e , 
écrire C2W = CM entraîne soit P2^4-15 soit t -¿n— j j ce 
mode particulier de calcul fait donc apparaître, c o m m e 
facteurs parasites, des invariants déjà rencontrés dans 
les calculs success i fs relatifs à P 3 , P / f , . . . , Pw , P r t + , , . . . . 
Ecrire C — C 0 n ' introduit pas de tels facteurs para-
sites . 

Mais si n n'est pas premier , quel que soit le mode 
de calcul employé, on retrouve c o m m e facteurs étran-
gers les condi t ions déjà rencontrées pour les diviseurs 
de n ; en effet un p o l y g o n e proprement dit P„ i par-
couru n2 fo is consécut ivement est encore un p o l y g o n e 
( n o n repl ié ) de ^ / ¿ o côtés . O n saura donc é l iminer ces 
facteurs parasites. 

O n remarquera que , si p est premier avec n , et si 
C 0 et C4 admettent des po lygones P„, il en est de m ê m e 
d e C0 et C^ ; si p et n ont u n plus grand c o m m u n divi-
seur 8, C(l et C p admettent des po lygones P„ . , 

S 
Enf in une dernière remarque très s imple : si l 'on 

é tudie le cas P 2 / / , la con ique C„ se réduit nécessaire-
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ment à u n point et ce point est Fun des trois sommets 
d u triangle autopolaire c o m m u n à C 0 et Ci : se donner 
C 0 et ce triangle donne donc trois séries analyt ique ment 
dist inctes de con iques Ci. C'est ce qui expl ique pour-
quoi , en cherchant les quadrilatères à la fois inscr ip-
tibles dans un cercle et circonscrits à un autre, on 
trouve deux catégories d ist inctes : R, R, étant les 
rayons des cercles C 0 , C, et D la distance des centres , 
o n a soit 

K i = D , 
soit 

I I I 

(R — D) 2 + ( R T H 5 7 = Rf ' 

de sorte que dans le premier cas C 0 passe par le centre 
de G, et les sommets opposés du quadrilatère sont 
symétr iques par rapport à la l igne d^s centres , tandis 
que dans le second cas, les diagonales du quadrilatère 
passent toutes deux en l 'un des cercles de rayon nul 
appartenant au faisceau ( C 0 , G , ) . ' 

O n remarquera qu'il est intéressant de supposer les 
po lygones P72 réels, donc C 0 et C, réel les toutes deux , 
la totalité ou une port ion de C 0 étant extérieure à C 4 . 
Or, pourvu que les équations de C 0 et C t so ient à 
coeff ic ients réels, le triangle autopolaire c o m m u n est 
réel et l 'un des sommets est intérieur à C 0 *. donc par 
une perspect ive réelle qui renvoie le côté opposé à 
l'infini, on peut supposer que C 0 et C4 ont le même 
centre et que C 0 est du genre ellipse; cela fait, la 
transformation homograpl i ique bien c o n n u e transforme 
C 0 en un cercle : on peut donc , sans restreindre la 
général i té , prendre les équat ions des con iques sous la 
forme réduite 
(c0) x* y2 - 1 =°> 

x2 yi i 
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les notat ions étant chois ies de façon que les formules 
de récurrence que nous déve lopperons plus bas aient 
la forme la plus s imple . Q u a n d on revient aux équa-
tions générales (précédant l 'homographie ou p e r s p e c -
t ive) , il suffit de remarquer que l 'équation 

C 0 — X Ci = o 

se réduit à deux droites pour X = a{, b{, c 4 ; donc on 
se rappellera que cr,, 6 , , c, sont les racines de l 'équat ion 
b ien connue 

A — e x - + - e , x * — A i = o 

dont le premier membre est le discriminant de C0 — XCi. 

o. So i en t (cos'f0, sin<p0)les coordonnées du po int A 0 . 
La droite A 0 A f a pour équat ion 

x cos 1
— h y s m i cos - —— = o. 

'X 1 

La condi t ion de contact avec Ci prend la forme 

(¿>i-h Ci—ai)coscp 0 coscpi 

-h (c{ -f- a{ — bi) sincpo si" — ( « î -+- — Cj) = o, 

de sorte que l 'équation de Ai A'j est 
( 8 ) x ( ¿ i + r c t — < 7 i ) c o s c p 0 

+ ( c 1 + a 1 - 6 1 ) s inç 0 — ( a , -j- bv — Ci) = o. 

N o u s avons donc la condi t ion d'existence des quadri-
latères P/( 

I4== (¿>! -+- c t — ai) (Ci H- ai— ¿>i) (at-h bx — Cj) = o. 

[ S i l 'on appl ique ceci à deux cercles rapportés à leur 
l igne des centres et à leur axe radical 

C0 == x1 -¥- y* — ia x -h c = o, 

Ci == x^-ï-y*— ia'x -f- c = o, 
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les racines de l 'équation en \ s 'obst iennent aisément et 
l 'on trouve 

. . R 2 + - R Î - D2 R2 
Ai-+-À2 = 5 '3 = 

de sorte que 
X 3 = X ! - H >, 2 

donne D = ± R et X3 = ± : ()M — X2) donne la relation 
a n n o n c é e plus haut. ] 

D e l 'équation ( 8 ) on dédui t l 'équation ponc tue l l e 
de C 2 

C 2 = (¿>1 -h et— arfx* 

-f- (ci -h ai — bi Yy*— (ai-h 61— c ^ 2 — o. 

et l 'on trouve immédiatement en posant 
J3== a] -h b\-{- c\ — 2bici— 2C1a1— 2aâ 

C 2 = I3C0-f- 4 Ci G t. 

La condi t ion d'existence des triangles P 3 est donc 

I3 — o. 

D'ai l leurs, si l 'on adopte la seconde marche de calcul 
proposée et si l 'on écrit que A , A', est tangente à Ci o n 
trouve pour cp0 l 'équation 

(9 ) Cl — axy cos2<p0 

-f- bi(ci H- ai — bi)7 sin2cp0 — (a, -f- bt — )* = o, 

qui , par adjonct ion au premier membre de la quant i té 
ident iquement nul le 

— 4 bi Ci cos2 cp0 — a{ srri* f 0 H- 4 c \ 

devient * ' 
l 3 ( a i cos29o-+- sih2<p0— Ci) = ô, 

et nous vérif ions ainsi toutes les c irconstances annoncées 
a prioti. 
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N o u s v o y o n s aussitôt que A 2 A , j o u e par rapport à 

C 2 le rôle de A 4 A', par rapport à C^, la conique C 0 

restant la m ê m e dans les deux cas. Si donc on pose 

a 2 = 

(io) [ b.2 = 

c2 = 

(¿»H r CI — TTI)2 

I 

( C I H - A , — 

I 

(a i+^-c,)2' 

on a, d'après les calculs qui précèdent , appl iqués à C 0 

et C 2 , 

Cv = (al -+- b\-4- c\ — ibi c2 — i c2 a2 — >xa2 b2 ) C0 -I- 4 ci-i b2 c2 C2, 

et ceci fournit aussitôt la relation nécessaire pour les 
hexagones P c , obtenue en annulant le coeff ic ient de 
C 0 de façon que C/t et C 2 co ïnc ident . Cette relation se 
d é c o m p o s e en 

( h ) U — ! . — + — i — j - v — ; — ) 

\bi
Jrci—ai c4«i—6i ax-\-bx—ciJ 

* ( ^ - h r t i — by a | - i -6 i — ci ¿>i -f- c\ — a t ) / L_ 
\aJ-+- bi-

i i 
•Ci ¿>i-t-Ci — ax Cj+rtt—b\t 

^(¿i-H-CI — «j + cj + - - èj ai-\-bi— Ci) 

Le premier facteur qui est symétr ique en aly bt, e, ne 
peut être que le facteur 13 parasite, relatif au tr iangle; 
c'est ce que l 'on vérifie sans pe ine en le rendant ent ier ; 
o n ne garde donc que les trois derniers qui expr iment 
d'ail leurs que C 3 se réduit à l 'un des sommets du 
triangle autopolaire. 

Expr imons maintenant C4 en C 0 et Ci, ce qui est 
facile en remplaçant C 2 par l 'express ion déjà obtenue^: 
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o n a 

(12) C 4 = = [a\-h c\— 2 b%ct— 2 A J ¿>2H- 4 « 2 ^ 2 0 2 I 3 ] G Q 

-h l 6 a j ¿>2C2 Cl Cj. 

La condi t ion d'exis tence des joe/iVa^o/ies est donc 

(13) a\ -f- b\-\- c\— 2b2c2 — ic±ai— 2as.6* + 4«2¿2CjI3 = o. 

N o u s savons que -cette condi t ion doit contenir le 
facteur parasite I3 relatif aux P 3 ; cela a été signalé par 
la décompos i t i on (11) de l 'express ion 2 S b 2 c 2 — S a * ; 
o n trouve ainsi les condi t ions définit ives pour l 'hexa-
gone ou le pentagone 

(il') ï'6== [(«1-+- ¿I+Ct)»—4(«ï H- biCi)] 
X [ ( a t + 6 , - h Ci)*— 4(/>î-+- C , a , ) ] 

X [ ( « i h- ¿1-4- c t ) 2 — 4( c ] -H a i 61 ) ] = o, 

( i 3 ' ) i /
6 - t - 4 i î = o. 

La forme (12 ) de C4 masque l égèrement la condi t ion 
d' identité de C 4 avec C 0 , c 'est-à-dire d'existence des 
quadrilatères P 4 : il suffit de rendre l 'équation entière 
en a x , ou de mult ipl ier par 

( 6 1 - h e t — * i i y ( c l - h a i — ¿t — ¿1)* 

pour retrouver la condi t ion 14 = 0. 
P o u r obtenir la condi t ion relative à Y octogone P 8 , il 

suffit d'exprimer que C 0 et C 2 admettent des quadrila-
tères d e P o n c e l e t ; on trouve ainsi 

I 8 ~ (è2-+- c 2 — a 2 ) ( c j - h a 2 — ¿2) ( « 2 + ¿>2— c 2 ) = o. . 

Ces exemples suff isent pour montrer la souplesse et 
la puissance de la méthode . 

6 . Ind iquons maintenant c o m m e n t par. récurrence 
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on trouvera les équations des coniques C 2 , C 3 , 
C*, G2?2 ••• successives. Prenons l'équation d e l à 
conique Cn sous la forme 

«« On Cn 

alors le calcul fait au début du paragraphe 4 s'applique 
aussi bien au couple (C 0 , C w ) qu'au couple (C 0 , Ci) : 
posons donc 

¡*«= bn-h cn— an 

Pn = cn-+- an— bn ou 

T » = «»-H cn oc*-4-Les paramètres <p0 et sont liés par la relation 

(15) a n coscpo coscpn-+- ¡3,, sincp0 sin<çn— o, 

l 'équation de A„ A'w est 

(16) inx coscpo-H P « 7 s i n ? o ~ T n = 

l 'équation ponctuel le de C 2 n est 
(17) yJ = o . 

(La condit ion de possibilité des P4rt est aw j^y,, = o . ) 
Pour abréger écrivons 

(18) = X , = l i . «1 «/ 

O n a donc 

cosço cos<p«-i-h {!„_! siricpo sin = o, 
(19) , . . . . 

( cosç^- icoscp« - f - f i i sincprt-, sin?p„ —; Ai = o, 

et l 'é l imination de entre les écjua-
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t ions (19) donne 
(20) [ — s i n c p 0 - j - In-ipi sincpfl]2 

-h [— l n - i costp^-h Xj cos 
— [{JLJ coscp0 sin jJL/j—i sincpo cos<p„j2 = o. 

Cette relation (20), malheureusement, est vérifiée, en 
parasite, par l'angle ou <p'w_a, au l ieu d'être s imple-
ment vérifiée par <p„ et D o n c le premier membre 
de ( 2 0 ) est identique au produit 
( 2 1 ) II„[cos90 cos<p„4- tun_2 sincpo sin?„ — Xw_2] 

X [coscp0 cosçfc-h ¡in sintp0 sin<pw — \ n ] . 

Ordonnons donc les premiers membres de ( 2 0 ) ou 
(21) suivant les quantités suivantes, à l 'exclusion de 
toute autre^ 
, N ( sin2 cp0 sin2©n s i n 2 s i n 2 o p n 
(22) j . . 

( sincpo sin cp„ cos©0coscp„ sin cp° coscp0 sin o n cosep* 

les termes du type de la première l igne ( 2 2 ) donnent 

H-î -H ¡4-i = 

Les termes de la seconde l igne ( 2 2 ) donnent 
11 {¿1 "kn-i \J-n-1 = Hrt[ Xw_2}lrt-h [ l n _ 2 X w ] , 

= H N [ X R T _ 2 4 - X „ ] , 

2 ^ 1 ^ - 1 = HrtffXrt-2-t-

Cela fait 7 équations pour les inconnues ¡Àn, H n à 
calculer en fonct ion des quantités 1, ¡ ¿ 0 = i , 
\ i y [Ax, [/,„_! supposées déjà calculées. Ces 
équations sont compatibles bien entendu; les deux 
dernières équations ( 2 3 ) donnent 

I - U n = (I - Xf ) (I - (J^-t) = (I - Xî_4) (I - tf ). 
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Si l'on pose 

i — Af i — Aj_j ¿>1 Cj — ai 

k est une quantité connue et l'on a les formules, qui 
résolvent la quest ion, 

( H ^ i - . A r ' O - X ï X i - X » . ! ) , 

/ r . 1 f^n— — n 2 > (26) Ht l 

_ Pn-1 (-t/i — jy-

1 j ut2 . 
La constance du rapport signifie s implement 1 . w 

que toutes les coniques C /t contiennent les points com-
muns à C 0 et C<. Le calcul ainsi conduit montre que 
les équations de Cw et C2 / l s 'obtiennent ensemble; 
dans notre méthode, nous avons besoin de former 
l'identité 

lin-f-iCpH- l j w Gi. 

Or on a le droit d'écrire, en prenant 

C2n==x*-h [x2^2—X2, I«» 1 = 1 + l 

(•¿y) <1x1=1 in+i 

X?, = 'îre+l" 

a, 
Un 
v 

I î n y 
Cl 

de sorte que » 

(a i ~~ I — «i —c, X* = (a, — c f)I t»+ i . 

Ces relations montrent clairement que la condition 
Ian = o s'obtient en cherchant le plus grand commun 
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diviseur des express ions ¡A*—i et A * — i , qui sont 
rat ionnel les en a â , Ci et l'égalant à zéro ^on retrouve 

d'ailleurs ici la constante du rapport 1 ""* !*f ) • O n 
* H J 

remarque d'ailleurs que C2n ayant pour équat ion 

il y a à étudier les quatre combinaisons 
^n — ¡¿n = 1, X„ = i, ixn = — if 

— — I, ¡¿a = », 

X#i = — I, = — I . 

Mais l 'équation (16) ob tenue pour AnAn ou 

x cos cp0 -4- \Lny cos — = o 

montre que la première combina i son est à rejeter, car 
on aurait alors An = An = A 0 et il s'agirait d 'un Pn et 
n o n pas d'un P 2 „. La combina i son >VI = — i , ¡JL̂  = i 
par exemple ¡montre que est tangente au point 
cp0 - f - iz à C 0 : c'est le po int diamétralement opposé à A 0 : 
on pourra donc se borner à chercher le plus grand 
c o m m u n diviseur de i Xn et — i ; une permutat ion 
circulaire effectuée ensuite sur c t donnera les 
d e u x autres diviseurs analogues ; en égalant chacun à 
zéro, on a l 'une des séries C | admettant avec C 0 oo4 

p o l y g o n e s P 2 „. O n aura de m ê m e pour P 2 W + 1 à égaler 
à zéro le p lus grand c o m m u n diviseur de — bh ¡¿J, et 
(X| — c t ou s implement le quot ient • 

7 . Ici se place la r e m a r q u e - s i m p l e : si n=pq, 
l 'exis tence de P n pour C 0 et Ci revient à l 'existence 
de pour C 0 et C^ ; autrement di t , si 

( 2 9 ) f p i ^ i t bu Ci) = o 
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e s t la condition d'existence des P p pour C 0 et C M la 
condit ion 
< 3 o ) f p ( * q i Cg) = o 

est la condit ion d'existence des PPQ pour C 0 et 
Nous avons précisément, au paragraphe précédent, 
montré comment aq, bq, cq s 'obtiennent rationnellement 
au moyen de dans l 'expression ( 3 o ) on 
remplace aq, bq, cq par ces expressions en bc{ ; 
c'est cette opération que j 'appelle substitution (a i , bi, 
Ci ; a^, cq). Si donc on effectue la décomposit ion 
de l'entier n en facteurs premiers 

/i = / ? Q r K t l l , 

on pourra partir par exemple de l 'express ion 
f p ( a u b u c^ 

et l'on y effectuera P — i fois successivement la substi-
tution (« i , Ci ; ap, bp, cp), puis dans le résultat 
obtenu Q fois la substitution (al7 bx, c1 ; aq, bq, cq) et 
ainsi de suite. 

8 . Appl iquons ce qui précède à la recherche des 
condit ions d'existence de Pn et P2 / i . La relation relative 
aux PN 

< 3 l ) fn(<*l, b u C I ) = 0 

sera remplacée pour les P2 / i par la condit ion 

( 3 2 ) i n [ ( è i + c , - « , ) 2 ' (ci H - a , ' ( a t - h ô i - c O 4 ! = ° 

ou du moins la relation (32) rendue entière, débarrassée 
d u facteur parasite éventuel fn ( a M 6 , , Ci) relatif à un 
P„ parcouru deux fois est la condit ion cherchée pour 
les P 2 n . 



I 
/ ax — à1, Ct = c>, 

(33) 
a 

Bt-bCi—AÏ 

où j 'écris A t , Bj, Ci pour plus de clarté. Je cons idère 
(at1 bi, Ci), ( a , è , c ) , ( A , , B, , C i ) c o m m e des 
coordonnées ponctue l les h o m o g è n e s ; la transformation 
plane ( A j , B t , Ci ; aif bt, c t ) n'est pas birat ionnel le , 
car au point ( A 4 , B t , C i ) correspond bien rat ionnel -
l ement un seul po int ( a 1 } Ci), mais au point 
( a , , 6 i , Ci) correspond quatre points ( A , , B1? C , ) , 
(A'„ B'„ C',), (A';, b;, C;>, ( A ; , B;, Q q u e nous 
pouvons supposer correspondre auxpoints intermédiaires 
respectifs (a , c) , ( — a , 6 , c ) , (a , — 6, c), ( a , 6 , — c ) . 

O n a donc 

d'où l 'on conc lut entre les points (A x , Bx , C x ) , 
(A'4 , B' n Cj ) les formules birat ionnel les involut ives 

N o u s al lons trouver une simplif ication considérable 
dans le cas où l 'entier n est impair. Mettons en év idence 
la parité et écr ivons la condi t ion relative aux P 2 n + o 
soit 

O n a d'abord ce résultat : l ' e x p r e s s i o n / 2 r t + , ( a f , b t 1 c 4 ) 

(35 ) 
A't = Ai, Bj = Ai — Ci, Cj = Aj — Bj, 

A I = A I , B I = A I — C ^ , CI = A J — B ' , . 

(36) / î« -n(#1 i bu ci) = o. 

Ann. de Mathémat5* série, t. III. (Avril 1925.) 21 
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est symétr ique en cly et de plus l 'équat ioh 
(37). f*n+x(a*tb\c*) = o 
se d é c o m p o s e rationnellement en quatre facteurs, 
dont l 'un, rendu entier en A 1 ? B l 5 G1? reprodui t 
f 2n+i ( A-i, B<, G, ); ce facteur est symétr ique en a , c; 
nous le dés ignerons par R 2 w + i ( a , è , c) et il correspond 
à u n P2nH_i parcouru deux fois ; on a l ' identi té 
(38) / 2 n + i ( a 2 , £ r 2n+i(a,b,c) R a, by c), 

X Rî»+i(«, — b, c) R211+1 (a, — c ) , 

où e est un facteur numér ique ; chacun des facteurs 
R - 2 n 4 - i ( — c ) et analogues correspond à l 'une des 
trois séries de P 4 n + 2 qui s e d i i férentient l 'une de l'autre 
par le cho ix du sommet du triangle autopolairc T où 
passent les diagonales de PV/î+2 j o ignant les sommets 
opposés . E x e m p l e : 

f¿(abi, Ci)~a\ -+- b\+- c\ — ib\C\ — — la^bi, 
f3(a2, c2)== — ( a + 6 + c ) ( - a + è + c ) (a -b-+c) (a -+b—c) . 

O n peut encore remarquer qu'en raison de la symétrie 
de R2n-M en b, c les trois facteurs R 2 n + 1 (— a , c ) , 
R 2 / H _ I ( « , — c ) ou R 2 „ + 1 ( a , 6 , — c ) se déduisent 
l 'un de l'autre par permutat ions circulaires. 

D'autre part b, c) exprimé en A 1 ? B x , Ci 
donne la relation / 2 „ + 1 (A1 ? B l 9 C!) = o, donc 

R 2 / H - l ( ~ b , C ) 

donne de m ê m e / 2 n + 1 (A',, B',, C',) = o : donc , en vertu 
de ( 3 5 ) , Véquation 
(39) f2n+i(au a, — c1} a t — 6,) = o 

esf la condition nécessaire et suffisante d'existence 
d'une série de P 4 n + 1 si 

/an-MÍ«!, bu Ci) = o 
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est la condition nécessaire et suffisante d}existence 
des P 2 n + 1 . 

E n vertu de la symétr ie , écrire 

revient au m ê m e qu'écrire 
fm-t-ti^u a \ — cu 

N o u s avons ainsi, dans le cas où n est impair, cons idé -
rablement abrégé les calculs : .sous la forme ( 3 2 ) , il y 
a en effet une d é c o m p o s i t i o n en quatre facteurs à 
effectuer, nous avons montré c o m m e n t on trouve 
chacun d'eux. La vérification est aisée à faire pour le 
triangle et l 'hexagone [voir formules (i i ) e t ( i i ' ) ] . 

D a n s le cas où l 'on part d'un po lygone P2w, le 
procédé de simplif ication ne s'applique plus ; il faut 
revenir à la formule ( 3 s ) ; nous supposons que 
l ' équat ion 
( 4 o ) f2n(au Ci) = o 

soit l 'une des condi t ions , irréductible, d 'existence 
d'un P2„ pour lequel les diagonales jo ignant deux 
sommets opposés passent par un sommet déterminé 
de T ; l 'équat ion 

( 4 0 fin[(bi ( a ^ U c i ) » ] = ° 

ne se décompose plus ; c'est la condi t ion nécessaire et 
suffisante d'existence de P4„, relatifs au m ê m e s o m m e t 

du triangle conjugué c o m m u n T . La vérif ication est 
facile à faire : pour le quadrilatère, on a eu , par 
exemple , 

bx H- Ci — ax = o, 

d'où, pour l 'octogone, la relation 
i i _ 

b x y (a i + bi — c,)2 ( 6 t H - c , — « i s ~ 



( ^ ) 
ou si l'on préfère 

¿*H-c2 — a * = o 

qui est indécomposable. ( A suivre.) 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

j É P R E U V E THÉORIQUE. — I . Enoncer et démontrer le théo-
i r f' ( z ) rème relatif à l'intégrale —r— / dz prise le long 111, J f ( z ) 

d'un contour fermé (C) à l'intérieur duquel la fonc-
tion f ( z ) n1admet pas d'autres singularités que despotes. 

II. On donne une courbe (C) ayant pour équations 
paramétriques 

x = a cosô, y =z a sinô, £ = a s i n 2 0 , 

où a désigne une constante et 8 un paramètre. 
Le plan osculateur en un point M de cette courbe coupe 

Vaxe des z en un point A. Déterminer les lignes asympto-
tiques de la suif ace engendrée par la droite AM lorsque M 
parcourt (G). Pouvait-on prévoir que la détermination de 
ces lignes asymptotiques n'exigerait qu'une quadrature? 

III. Intégrer l'équation 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — II. Le point A a pour coor-
données o, o, — 3 z , de sorte qu'on a à chercher les lignes 
asymptotiques de la surface réglée ayant pour équations para-
métriques 

\ = xt, Y =yt> Z = — Zz ^ z t. 

Calcul classique conduisant à une seule quadrature parce 
qu'on connaît a priori deux lignes asymptotiques qui sont 
Taxe des z(t = o) et la courbe C(f = i). 

III. En posant y* = z on est ramené à une équation linéaire 
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de forme classique qui, en posant x = e*y se ramène à une 
équation linéaire du second ordre à coefficients constants dont 
l 'équation caractéristique admet les racines ± 2. En remon-
tant on arrive à l'intégrale générale cherchée 

V 
x2 

J EPREUVE PRATIQUE. — On donne en coordonnées rectan-
gulaires la surface (S) ayant pour équations paramé-
triq ues 

x=aus\x\v, y = au, z — a(i — w)cost>, 

où a est une constante positive donnée et où u, v sont deux 
paramètres. 

Montrer que cette surface est engendrée par une droite 
qui s'appuie en un point A sur l'axe 0 z , en un point B sur 
la droite y = a, £ = o, de telle sorte que la longueur ÀB 
reste constante. 

Soit £ la portion de la surface (S) engendrée par le seg-
ment de droite AB, A restant du côté des z positifs et B du 
côté des x positifs. 

i° Calculer le volume V compris entre S, le plan yOx 
et le plan yOz. 

2° Soit T la portion de la ligne de striction de ( S) qui 
se trouve située sur S. Calculer Vaire de la surface 
conique engendrée par le segment de droite OP (0 dési-
gnant Vorigine des coordonnées), lorsque P parcourt T. 

On pourra exprimer les coordonnées d'un point M de 
cette surface conique situé sur OP en fonction du para-

O M metre v et du paramétré w — ^^ . 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. —,Les courbes v = const. sont 
les droites considérées dont 1rs points A et B sont u = 0 
et u = 1. 

2 est la port ion de surface S obtenue en faisant varier a de o 

a i et v de o a - de sorte que 2 
V = / I z dx dy 



( 278 ) 
devient, exprimée en u et v, une intégrale double étendue à 
un rectangle. 

Le point de striction sur la génératrice v est donné par 

u = sin2p et T est obtenu en faisant varier p de o à - • Les i 
coordonnées d'un point de la surface conique seront 

x = aw sin3p, y = aw sin2t>, z = at*> cos3i>, 

la surface cherchée sera une intégrale double étendue au rec-

tangle obtenu en faisant varier w de o à i et c de o à - » 

Bordeaux, novembre 1924.) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Etant donnée Véquation aux 
dérivées partielles (notations classiques) 

p — q2x — z = o, 

intégrer complètement les équations des caractéristiques 
et déterminer Vintégrale z = c p ( x , y ) telle que cp(o,y) = jk2 

identiquement. 

I f . Etant donnée une courbe gauche (G), on mène en un 
point M de cette courbe la tangente la normale princi-
pale M7) et la binormale M£. Soient MD la bissectrice de 
l'angle ÇMÇ et (S) la surface engendrée par MD quand M 
parcourt (G). On prend sur MD un point P défini par 
MP = u Y/2; former Véquation du plan tangent en P À (S) 
rapportée aux axes M£, MTJ, MÇ et en déduire à quelle 
condition la surface (S) sera développable. La courbe (C) 
est, dans ce cas, une hélice; montrer que la surface (S) 
est alors le cylindre sur lequel est tracée cette hélice. 

Dans le cas général où (S) n est pas développable, 
former l'équation différentielle de Riccati donnant ses 
lignes asymptotiques non rectilignes. 

I N D I C A T I O N S S U R LA S O L U T I O N . — I. Les équations des carac-
téristiques sont 

dx _ dy _ dp _ dq 
I ~~ — iqx ~ p ~~ q 



et l'intégrale demandée s'obtient alors par l'application 
immédiate de là méthode de Gauchy; c'est , = £ 4(i — x) — 3e~* 

II. Considérant l'arc s de (G) comme étant le temps, on con-
naît le mouvement du trièdre MÇr,Ç : translation de compo-
santes i , 0 , 0 et rotation de composantes - = ï > o, T et R 

1 R 
étant les rayons de torsion et de courbure. 

Le plan tangent au point w, o, u de ( S ) a sa direction 
déterminée par la génératrice et par la vitesse d'entraînemeilt 
de cê point; on trouve ainsi, en posant 

La surface sera développable si sa direction est indépen-
dante de M, c'est-à-dire si l'on a R = T. ( C ) est alors une 
hélice et le plan tangent précédent est Y^O, c'est le plan MÇÇ 
dont ( S ) est ainsi l'enveloppe, plan qui, d'après les propriétés 
de l'hélice, est le plan tangent au cylindre sur lequel elle 
est tracée, donc ( S ) est ce cylindre. 

Dans le cas général, une ligne asymptotique de S sera 
obtenue en considérant u comme fonction de s et écrivant 
que l'accélération du point a , O, u, calculée d'après une 
méthode classique est dans le plan tangent précédemment 
écrit. On trouve ainsi une équation en u qui s'exprime immé-
diatement en p sous la forme de Riccati : 

É P B E U V E PRATIQUE. — Calculer la valeur de Vintégrale 
de variable complexe 

le plan 
(X — — Y — (Z — u)v — o. 
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prise de o à ^ le long d'un chemin tracé tout entier dans 
le premier angle de coordonnées. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — • O n r a m è n e le c h e m i n à u n 
petit arc de cercle de centre origine suivi du chemin recti-
ligne sur l'axe réel, chemin interrompu par une petite demi-
circonférence autourNdu pôle z = i . 

(Bordeaux, novembre 1924.) 
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M É T H O D E S ET PROBLÈMES DE G É O M É T R I E M O D E R N E , p a r 

M. Marcel Y von. 1 vol . de 112 pages (autographié ) . 
Paris, l ibrairie Crovi l le -Morant . 

Un excellent petit Livre, auquel on ne peut reprocher que 
de se présenter sous la forme trop modeste d'une sorte de 
Recueil d'exercices à l'usage des élèves de mathématiques spé-
ciales. En réalité, il s'agit d'un Ouvrage d'initiation à une foule 
de théories importantes négligées dans l'enseignement, beau-
coup plus tourné aujourd'hui vers l'algèbre et l'analyse que 
vers la géométrie : transformations homographiques et corré-
lation, transformations conformes, faisceaux ponctuels et tan-
gentiels de coniques, théorèmes de Poncelet, inversion, etc. 
C'est vraiment assez riche pour 112 pages. Et une alliance heu-
reuse de la géométrie pure et de la géométrie analytique. Trop 
de Livres sont écrits en vue d'illustrer une méthode, éliminant 
tout ce qui refuse d'en relever. Cela ne donne guère idée de 
ce qu'est l'invention, dont le propre est de créer ses méthodes 
à propos des questions qui se posent. L'Ouvrage de M. Marcel 
Yvon (pseudonyme) enseigne qu'il ne faut pas avoir de parti 
pris, que tel problème doit être attaqué par le calcul et tel 
autre en faisant la figure. Chose utile ^n un temps où le 
« problème » proprement dit est peu cultivé dans le» classes, 
où presque tous les exercices ne sont que des applications 
immédiates du cours. R. B. 
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PROBLÈME l)E PONCELET ET PROBLÈME ANALOGUE 

(suite et fin) ; 

P A R B E R T R A N D G A M B I E B , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Lille. 

8. Il est facile d'interpréter géométriquement les 
résultats exposés au paragraphe précédent ; cela nous 
permettra même de résoudre un problème nouveau 
analogue à celui de Poncelet et en rapport étroit 
avec lui. 

La substitution ( a x , b1, c1\ ap, bp, cp) fait corres-
pondre à un point du plan ( a l 5 b^ cx), rationnellement, 
un seul point ( a p , bp, cp) ; au point (ap-, bp, c^) 
correspondent inversement un groupe fini de points 
(^1? Si le point ( a l 9 est pris au hasard 
dans le plan, l'itération de cette transformation, qui 
n'est ni birationnelle ni involutive, donne succes-
sivement les points 

( 5 2 ) ( a i , b u c , ) , ( d p , bp, Cp), {ap*> bp>, Cp*), . . . 

qui correspondent aux coniques 

( 4 3 ) Cj, C p , C p», . . . 

définies au paragraphe 2 et formant une suite indéfinie. 
Si C0 et CI admettent des polygones PN, autrement dit 
si ( o j , b-±, appartient à la courbe d'équation 

f n ( a u b u CL) = O, 

les coniques ( 4 3 ) forment une suite périodique se 
Ann. de Muthémat., 5* série, t. III. (Mai 1925.) 22 
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reproduisant soit de n en /t, soit de ^ en ̂  où S est u n 
diviseur de n. O n est ramené au problème b ien c o n n u 
d'étudier les restes, suivant le module /Ï, de la suite 

i p /?2 pz .... 

D a n s le paragraphe précédent , nous n'avons envisagé 
la quest ion que pour p = 2 ; pour ne pas al longer, 
bornons -nous à ce cas p = i. C'est parce que nous 
devons remplacer a p a r 

1 1 1 
( B, -h Ci — Aj )2 ' ( C , h - A t - B t ) « ' (Aj -h Bj — Ci )3

 ' 

que nous avons écrit les formules ( 3 3 ) . 
Si nous partons de la c o u r b e S^+j d'équation 

( 3 6 ) / « m - t ( « i , à u c i ) = o, 

les quatre points ( A ^ B ^ C j ) , (A\, B't, C J , (A'^B'j, C ' ) , 
(A™, B j , C") correspondant au m ê m e point Cj) 
décr ivent quatre courbes dist inctes dont la première 
est S2/M_n les autres étant S ^ n S i"^. 11 en résulte 
cette fois qu'au l ieu d'étudier une transformation 
plane qui n'est pas birationnelle, n o u s avons une 
transformation birationnelle de courbe à courbe 
entre S 2 n + 1 et S2/J+1 où i est l 'un des entiers o , 1 , 2 , 4-
B o r n o n s - n o u s à la transformation birat ionnel le ainsi 
obtenue sur S2„+ 1 : les quantités s 'exprimant 

rationnellement sur S , ^ au moyen de ^ 
est nécessaire pu i sque 

. 1 1 „ 1 1 ^ 1 1 

S/b j VCi V«i V«i V*>i 

que les express ions 

v/6tC!, y/cxau /«î^i 
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s'expriment rationnellement, sur S2/H_n au moyen de 
(a1} bly Cj). 

La vérification est aisée pour le triangle, car 

3(«i, bt, ci) == a\ -h h- c\ — ibxCi — îa^j 
== (— a -h Ci)2— Ci 
== ( ai— bi-^CiY-— 4 et«! 
= ( ai -h — Cl )2 — 4 <zt 

Nous allons même voir le moyen géométrique simple 
de définir cette correspondance birationnelle sur S2 w + i J 
le point (A1 ? B1? C^) coïncide avec le point (an} bn, cn) 
déduit du point b^ c 1 ) . 

E n effet, la droite A„AW relative au point A 0 de 
départ sur G0 a pour équation [voir plus haut formules 
(16) et suivantes] 

a n x cosipo-H P « ^ s i n c P o ~ ï « = 

Elle est donc la [polaire de A0(cos<p0 , sin<p0) par 
rapport à l a c o n i q u e 

(r„) 

Comme la conique coïncide avec G,, on a 

( 4 4 ) « t = PS = Tw 

et ces équations prennent une'forme plus simple si l'on 
pose comme plus haut 

(45) bt= b\ c1=c2. 

E n choisissant convenablement la détermination de 
a , 6, c elles montrent que Tn n'est autre que la conique 

Xt y l Z ( r ) h^r = o. v 7 a b c 

Or on peut remarquer que ïa conique V obtenue en 
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prenant pour le point ( « , 6 , c) l 'une des quatre 
pos i t ions déf inie par ( 4 5 ) est telle que la polaire 
réc iproque de C 0 par rapport à T soit C< ; l 'enveloppe 
des droites coupées h a r m o n i q u e m e n t par C 0 et T a 
pour équat ion 

( c ; ) 1 

Ai ' Bt C, 

où l 'on a 

( 4 6 ) 2 A T = } - + - ! , 2 B 1 = ' + - 1 - , 2 C b c c a a b 

Mais alors les équat ions ( 4 5 ) et ( 4 6 ) reconst i tuent 
le système de départ ( 3 3 ) . Ici l 'une des quatre 
c o n i q u e s F est préc i s ément r„ , parce que C2„ et C, 
co ïnc ident ; le pôle de AnA'n est préc i sément A 0 de 
sorte que A0An et A 0 A „ sont deux droites coupées 
harmoniquement par C 0 et Yn, donc tangentes à une 
con ique C4 qui n'est autre que C„ : le nombre n est 
premier avec 2/1 + 1 de sorte que les droites jo ignant 
de n en n les sommets de P2/H_i sont toutes tangentes 
à Cn et forment le p o l y g o n e P2/2+1 inscrit dans C 0 , c ir-
conscri t à Cn (ou G | ) , les sommets consécut i f s étant 
conjugués par rapport à ( o u T). Le point (A 1 ? B1? C x ) 
qui sert à définir G1 ? c'est-à-dire co ïnc ide donc 
avec ( a n , bn1 cn)\ ce point ( A l 5 B t , Gx) s 'obt ient donc 
b ien rat ionnel lement , sur en tenant compte de 
l'équation de S2#H_n au m o y e n du point (a^ bx, La 
subst i tut ion birat ionnel le ainsi trouvée sur n'est 
ident ique que pour le triangle (n — 1); d'ailleurs 
écrire que ( a l 7 CjJ, dans la transformation plane, 
co ïnc ide avec son transformé (A 1 ? B1 ? Cj ) entraîne les 
équat ions 

* 

a( b* -+- c* — a* ) = b ( c* a* — 6* ) = c ( a* 4 - b* — c* ) 
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qui n'ont d'autre solution commune que celles de 

a -h b c = o 

et par suite font retrouver S 3 . Le point ( a ^ est 
d'ailleurs le point (A2, B 2 , C 2 ) déduit de (A x , B1? Cj) : 
en effet, si dans les formules (10) nous employons les 
grandes lettres A M B i ? C , , et A 2 , B 2 , C 2 , nous trouvons 
pour A 2 , B>, C-2 en fonct ion de A1 ? Bx , Ci les valeurs 
fournies pour a , , C\ en fonction de Ai, Bi, Ci par 
les formules (33 ) ; or pour que la transformation Irra-
tionnelle sur S 2 / / + 1 entre (cti b\ C\) et (Ai Bx , Ci) fût invo-
lutive, il faudrait que bi, coïncidât avec 
(Aw, B„, G,t) : donc sur S2w+1 la transformation Irra-
tionnelle est iuvolutive pour n = 2 (pentagone) , mais 
ne l'est plus si n ̂  3. 

Le polygone se trouve être à lui -même son 
propre polaire réciproque relativement à cette conique T 
qui échange C0 avec C4 et le sommet A 0 avec la corde 
A ^ A ^ j , côté opposé à A() dans P2„+1 ; or on voit 
aussitôt, géométriquement ou analytiquement par 
l'équation de A.nAn et les équations (44)? q u e > Oi 
étant l'un des sommets du triangle T conjugué commun 
à C0 et C { , la droite A0O< perce C0 en un point que 
j'appellerai B,, et qui est pôle de A„A„+ 1 par rapport 
à F'; cette construction répétée sur chaque côté de P2/i+1 
donne un polygone de 4 n - \ - 2 côtés 

A 0 B 0 A I BT A 2 B 2 . . . A / B , A/H-I B , ^ . . . A . 2 / I + 1 B 2 / I + 1 A 0 

où B/ est le pôle de A / A / + , et où deux sommets 
consécutifs sont conjugués par rapport à F', chaque 
côté touchant la conique enveloppe des sécantes 
coupées harmoniquement par C 0 et Y'. 

Nous avons ainsi trouvé l'interprétation géométrique 
des opérations analytiques effectuées. 
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Problème analogue au problème de Poncelet . 

9. Ce qui précède montre l'intérêt du problème sui-
vant : Etant données deux coniques C 0 , T, dont on peut 
sans restreintre la généralité ramener les équations à 
la forme 
(G 0) - ^ + < r 2 _ l = o, 

x2 y2 i 
( y ) — — = o, 

' a b c 

existe-t- i l un polygone izn de n côtés inscrit dans C 0 , 
dont les sommets consécutifs sont conjugués par 
rapport à F ? 

S'il en est ainsi, les côtés de TZ71 enveloppent la 
conique C< enveloppe des droites coupées harmoni-
quement par C0 e t T ; l 'équation tangentielle de CJ est 

«*> + C * » ) ' 

et si Ton pose 

/ x 1 1 A 1 1 1 1 
( i ) A , = B { = 1 , C L — h 7-5 b c c a a b 

la conique Cx a pour équation ponctuel le 

tri x* r'2 1 
(Ci) zr + t — — = ai bi Ci 

D o n c , nou's reprendrons l'invariant ( a { , ¿>M c 4 ) 
trouvé précédemment; nous y ferons la substitu-
tion ( i ) et nous aurons la condition nécessaire et suffi-
sante d'existence de oo4 7zn en égalant le résultat à zéro. 
Inversement les formules ( i ) donnent 

2 2 2 (») ~ = &1-+- Ci— au - = ci + a,- bi} -=ai-+-b] — cu 
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de sorte que si C et C t admettent oo* po lygones P n de 
Ponce le t , il existe une conique T et une seule parta-
geant h a r m o n i q u e m e n t les côtés . Il résulte de là qu'en 
jo ignant de p en p les côtés d'un p o l y g o n e T Z H J o n 
retrouve un nouveau po lygone de n ou -g côtés , de 
déf ini t ion semblable . 

C 0 et T étant données a priori, nous n'avons en 
général que les p o l y g o n e s impropres et repliés, déjà 
s ignalés , au nombre de 4- A ce point de vue, le 
point A 0 étant pris au hasard sur C 0 , les cordes A 0 A , 
et A q A J s 'obt iennent en coupant C 0 par la polaire 
de A 0 relat ivement à T, d'où résultent A1 et A\ ; pour 
que A1 et A't co ïnc ident , il faut que cette polaire 
touche CQ, il faut donc que A 0 soit sur la con ique y 
polaire réciproque de C 0 par rapport à F : ces deux 
droites particulières A 0 A X et AqA^ sont d'ailleurs les 
tangentes issues de A 0 à C l 5 de sorte que cet A 0 parti-
cul ier se trouve sur Cx : donc les points c o m m u n s à C 0 
et à la con ique y d'équation 

/ x .r2 1 

donnent les po lygones impropres iz.2n et sont les 
points de base du faisceau linéaire engendré par les 
coniques D'autre part, les tangentes à C0 aux points 
c o m m u n s à C 0 et T sont tangentes à Cx : ce sont donc 
ces points qui fournissent les solut ions impropres TC2«+I* 

Ceci expl ique pourquoi la recherche d'un trièdre 
trirectangle, inscrit dans un cône du second degré 
que lconque C0 , d o n n e toujours quatre so lut ions , 
impropres , en prenant une génératrice isotrope I du 
cône, puis encore une fois cette génératrice I, puis la 
génératrice nouvel le J où le plan tangent à C 0 le l o n g 
de I coupe C 0 ; les trois droites I, I, J sont deux à deux 
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perpendicula ires , mais ne forment pas un trièdre véri-
table. 

Le triangle TT3 fourni t la relation b ien c o n n u e 

( 3 ) a -H b 4 - c — o . 

Le quadrilatère condui t à trois relations du type 
b1-{- cx — a-L == o ou ^ = o, ce qui n'a l ieu que si Y 
dégénère en deux droites; cela est clair a priori, car dans 
A o A - ^ G A S la droite A X A 3 a pour pôles A 0 et A 2 

s imultanément , de sorte que si A0 et A2 sont dist incts , 
F se réduit à deux droites A et Ax et les deux droites 
A 0 A 2 , A X A 3 concourent au point double (A, Ax) et 
sont conjuguées par rapport à A et Ax. Par contre si 
n'existe pas en général , b ien que P., ex is te , on constate 
que TZ2 existe , b ien que P2 n'existe pas; il suffit que C0 

co ïnc ide avec y, de sorte que a2 = b2 = c2 et la 
con ique Y est l 'une des con iques 

¡ x 2 -+- y2 + i = o, 

** - y 2 —1 = », 
— x2-^ y2 — 1 = 0. 

Pour le pentagone au lieu de partir de l'invariant 
compl iqué 

h b u c i ) 

calculé précédemment , il suffît de remarquer que dans 
le pentagone t:5, AQA3LA2 A'2 A\ A 0 , le côté A 2A' 2 est 
tangent à Cj* or la droite A 2A' 2 s 'obtient en menant de 
A 0 les tangentes à la conique ( y ) d'équat ion 

x 2 y 2 i _ 
tf + t 2 " ? - °> 

de sorte que nous retrouvons ici un ealcul traité au 
paragraphe 4 : dans l 'équation (8), on remplace a11 bx, ex 
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par a 2 , 6 2 , c 2 et l 'on a ici pour équat ion de A 2A' 2 

(5) c2 — a*)cos<p0 

c2 -+- a2 — 62) sin cp0 = a2H- ¿>*— c2. 

La condi t ion de contact avec Cx fournira la condi t ion 
vraie pour TT5 et la condi t ion parasite relative à n 3 . O n a 

(6) (¿>2-b c 2 — a 2 ) 2 ( ^ 4- i j cos2<p0 

+ ( c î + f l î - + s i n 2?o 

Si l 'on pose 

(7) T == + ¿>4-+- c4— 2^2C2— ac*«» — 

la condi t ion pour que ( 6 ) soit identique en <p0 est 

(8) (T + 4 6 . C . ) ( 1 + I ) 

La première équat ion ( 8 ) donne 

T ( ! ~~ a ) = 4 « c ( a + c ) - / i k ( 6 + c) 

OU 

(a — 6 ) [ T — 4 a è c ( a -4- b + c)] = o. 

Les équations ( 8 ) ex igent donc 
T = 4 «6c ( a -h b -h c ) 

et en supprimant la so lut ion parasite a-\-b-\-c —OAM 
triangle, 

(9) (— a b -T- c ) (a •— b c) (a -+- b — c) -h 4abc = o. 
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10. Puisque dans un polygone izn chaque sommet 
tel que A 0 est le pôle relativement à T de la diago-
nale A J A J jo ignant les sommets consécutifs à A , il en 
résulte que l 'existence d'un n relatif à C 0 et T revient 
à l 'existence d'un Vn relatif à C 0 et y, obtenu enjo ignant 
de deux en deux les sommets de iz in. D o n c la condit ion 
(10) fn(au bu ci) = o, 

relative à un P /t deviendra la condit ion 
(11 ) fn(a*,b*,c*) = O 

relative à un TU2«; mais la condition (11) relative à un 
Tz2n entraîne la condit ion 

( r 2 ) f n [(bT^^a^ ' ' = 

relative aux V2 n pour C0 et Cx . Nous avons donc 
retrouvé d'une façon intuitive les circonstances déjà 
signalées. Nous savons que si n est pair, en supposant 
fn relatif à une seule série de P„, l 'équation (11) ne se 
décompose pas. Nous savons que si n est impair, 
l 'équation (11) contient une solution impropre relative 
à un 7zn parcouru deux fois; un facteur, propre, à con-
server est alors, n étant impair, 

/„(«t, ai— bu ai~Ci)r=o 

ou, pour avoir un Tz2n relatif à C0 et I \ 

(13) + 
J \b c b a c a) 

Inversement la condit ion d'existence d'un (C0, T) 
étant 
(14) ?«(«, b, c) = o, 

on a la condit ion d'existence d'un P„ (C0 , C x ) 

(15) ©„( 7 - > î y- , ^ ) = o, 
\ 6 t - i c i — a j Ci-hai — bi ai-hbi—Ci/ 
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et par suite la condi t ion d'existence d'un (Cq, T) 

( i 6 ) ? » ( 6 . + c * - a » ' ¿ r r à i i y « ' â ^ h ^ ) = z 0 -

Les mêmes remarques ont l ieu : si n est impair, l 'équa-
t ion (16 ) se décompose rat ionnel lement en quatre 
facteurs, dont l 'un, impropre , reproduit cp;i ( a , 6, c ) ; 
mais alors les facteurs propres sont obtenus d'une façon 
remarquablement s imple : 

( <?//(— a y 6, c) = O, 
0 7 ) \ ?n( a, —b, c) = o , 

V <p„( a , — c) — o . 

Si rc est pair, ce procédé ne réussit plus , l 'équation ( i 6 ) 
ne se décompose pas. 

A p p l i q u o n s ceci à Y hexagone : le triangle donne 
a -f- b -f- c = o. D o n c l 'hexagone donne 

(18) ( b -h c — a)(c-i-a — b)(a-\-b— c) = o. 

Mais alors nous retrouvons u n résultat obtenu c o m m e 
condi t ion des quadrilatères P 4 relatifs à C 0 et T; C 0 et 
T admettent simultanément des quadrilatères P4 et 
des hexagones Il est facile de vérifier géométr i -
quement ce fait par la géométr ie ; C 0 et Y peuvent être 
réduits à deux cercles dont le second a son centre toj 
sur C 0 ; prenons un point A 0 de C 0 et menons une 
corde arbitraire A 1 A 1 de C 0 perpendiculaire à AqU^; 
le cercle o^ se trouve p le inement déterminé par la 
condi t ion que A 0 soit pôle de A1A /

1 ; la droite A 0 A 2 est 
alors la perpendiculaire abaissée de A 0 sur o ^ A r de 
sorte que les angles A^A-lO^ et AgAgO)! sont égaux 
c o m m e ayant leurs côtés perpendiculaires , et par suite 
les arcs o^A^ et to 1A 2 sont égaux dans la chaîne 
A't AQA1A2 on aboutit par trois chaînons au point A 2 
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symétr ique de A\ par rapport à . la l igne des centres , 
donc la cont inuat ion de la chaîne par trois chaînons 
nouveaux recondui t de A 2 en A j et l 'hexagone TT6 est 
formé ; la fermeture des P., est d'ailleurs immédiate 
( l e lecteur fera sans pe ine la f igure) . 

O n peut faire ici l 'applicatiou d'une propriété générale 
citée par Halphen : nous avons vu plus haut que l 'on 
peut , de quatre façons différentes, trouver une con ique 
directrice d'une transformation par polaires réc iproques 
échangeant C 0 et F : donc il exis le oo1 hexagones cir-
conscrits à r , d e u x côtés consécut i f s de cet hexagone 
étant conjugués par rapport à C 0 . Cela fait donc un 
ensemble de trois propriétés géométr iques dist inctes 
réalisées p a r l e couple C 0 , Y et traduites par Y unique 
relation b-\-c — a = o. 

Le cas de Y octogone est immédiat , puisque le 
quadrilatère P7| donne , c o m m e on l'a vu, 

( ¿ i + Ci — ax ) (ci-h (i\ — ¿>1 )( aj -h ¿>1 — rt ) = o . 

O n a donc pour TTs 

( 1 9 ) ( / ; 2 H - C2 — « 2 ) ( c 2 - f- a - — b * - ) ( « * - + ¿>2 — c 2 ) = o . 

Si nous prenons par exemple- deux cercles C 0 et Y de 
rayon R et R x respect ivement , la distance des centres 
étant D , 
( C0 ) x2 -1- y2 — 2 a x -+- c = o , 

(F) —ia'x-+-c = o, 

nous écrirons entre les racines de l 'équation en À du 
faisceau C 0 — Y = o l'égalité = > e n P r e n a n t 

R2-h R?— D2 R2 
A _ — T A . _L_ 1 . T . . X3 = 1, X, -h X 

O n trouve ainsi 
R? 

(20) D2— R2 = db DRj sj'i. 
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S o i e n t donc O l e centre de C 0 et w2 deux points in -
verses l 'un de l'autre par rapport à C 0 , c ^ étant intér ieur 
à C 0 et T étant le point de contact avec C 0 d 'une tan-
gente issue de to2. Si l 'on prend le centre de T en a>2, on a 

D 2 - R2 == W j T 2 = D x R1 == ^ i p i . 
sfl 

Si l 'on prend le centre de T en t o n a 

— ( D 2 — R2 ) = u)! T 2 = D x t» l W ï , R t = 
S/1 

D o n c on peut chois ir le centre de T arbitrairement 
soit à l ' intérieur, soit à l 'extérieur de C0 , le rayon de Test 
égal au quot ient par y/2 de la distance du centre de T 
au pied de sa polaire. 

lift PROBLÈME m; PERCUSSIONS ; 

PAR G. BOU LIGAN D. 

1. Étudions d'abord le problème suivant : 
On considère un fil flexible, inextensible et sans 

masse, suspendu par une extrémité O, et le long 
duquel on dispose invariablement des masses ponc-
tuelles en des points M n M 2 , . . M „ . Le système est 
en équilibre dans sa position verticale, et Von sup-
pose que 

W T l = ïïJFt = . . . = M 

Soient m{, ..., mn les masses placées aux points 
en question. On fait agir simultanément sur elles 
des percussions horizontales et parallèles, d'inten-
sités respectives P M P 2 , . . V n . En désignant par l 
la longueur totale, déterminer Vétat des vitesses du 
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système, à l'instant immédiatement postérieur à la 
production de ces impulsions. 

N o u s avons fait la figure dans le cas de n = 4 et 
nous avons pris c o m m e axe O x la pos i t ion d'équil ibre 
du sys tème. So i t OM^M^, M'/t une pos i t ion vir-

Fig. i . 

0 y 

tuel le que l conque : nous la déterminerons par ses 
angles 

o i v T o M ' , = 6, , O x , O M ' n = Q f l m 

Les c o o r d o n n é e s des différentes masses dans cette 
pos i t ion seront d o n n é e s par des équat ions de la forme 

/ 

Xi = — ( C O S O I H- c o s 0 2 - b . . . -T- COS 8|) , 

yi — i ( s in6 i n- s inô 2 - h . . . -+- sin 6/). 

D e là, o n passe aux vitesses 

x ' i ^ — ^ (6'4 s in8! -h 0'2 sinÔ2 -+-. . . -+- 8,- s in6 / ) , 

y / = = L ( e ; cos8 t -+- e'2 co se 4 -+ - , . . -+ - e^-cosO/). 
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Dans la posit ion utile Oa?, tous les 9/ sont nuls. 
D o n c - y * se réduit à 

5 <
e
ï 

d'où, pour cette position, la valeur de la force vive 

( i ) 2 T = ^ [ m ^ + m ^ H - Q i j ' - f - . . . 

+ mr t(e' i + e'2 + . . . + ô'/t)*]. 

La réponse est alors immédiatement fournie par les 
équations de Lagrange relatives aux percussions. L'une 
de ces dernières, appliquée à M/, a pour compo-
santes (o , P/ ) . Son travail virtuel est donc P/Sjv . La 
somme des travaux virtuels sera ^ P / S ^ - ou encore 

i 

(<i) i t Pi •+• H- 80,) + . . . -h P„(86, + SÔ2-+-... -H 8Ô„)]. 

Il faut écrire que l'on a } pour les valeurs i , 2, . . . , n 
de l' indice ¿, 

ou simplement, puisque les vitesses initiales sont 
nulles, 

_ = P,- -+- P / + 1 - + - . . . -h P n , 

d'où les équations 

mn («', -l- «',-+-...+6'„) = ^ P„, 
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d'où l'on tire 

(3') 

0 

n P2 

l m 2 

n _Pi 
/ m\ 

d'où finalement 

( 3 bis) 

Le problème est donc résolu. 

2. Posons-nous maintenant la même question, mais 
en supposant une répartition continue des masses le 
long du fil ainsi qu'une répartition continue des impul-
sions simultanées. Te l serait le cas d'un fil vertical 
soumis à un courant d'air très brusque. Il s'agit encore 
de trouver les vitesses qui succèdent au phénomène de 
percussion ainsi produit. A cet effet nous donnerons 
dans l'intervalle (o , l) de variation de x la den-
sité ainsi que la densité d'impulsion T B ( X ) . Soient 
s l 'abscisse curviligne d'un point sur la l igne dessinée 
par le fil, dans une posit ion virtuelle quelconque, 
6 l'angle de la tangente dans le sens des s croissants 
(qu i est également ici celui des x croissants) avec Ox. 

Nous aurons, pour la force vive, 

(4) ?.T = 
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express ion qu'on peut déduire de ( i ) , e n faisant 
croître n indéf in iment . O n pourrait d'ai l leurs l'obtenir 
aussi par un calcul direct , en remarquant que dans une 
pos i t ion virtuel le , un point courant de l'arc é tudié a 
pour coordonnées 

x = I cos ft ds, y = I sinÔrfs. 

O n en cféduit ~ et ^f : ce sont des fonct ionne l les 
ôt Ot 

l inéaires et h o m o g è n e s de ^ 
° ôt 

ôx r s • A ^ ^ °y r* A ^ 
—- = — / sinô —-- ds, -f- = / cos6 — ds. 
Ot J0 Ot àt J0 àt 

Dans la pos i t ion uti le , ^ est nul le quel que soit s , et 
l 'on a 

°y / Cx^ / x ^ - f . (x ) = / -T- ( x ) ds. 
à* J o t i 

On a d'ailleurs 

ce qui donne la formule ( 4 ) . L'express ion obtenue est 
une fonct ionne l le h o m o g è n e et du second degré de 
pour l ' intervalle o £ # < 

Calculons maintenant le travail virtuel correspondant 
à u n e déformation infinitésimale du fil. Pour la définir, 
il suffit de donner la variation 80 en fonct ion de x . Sur 
l 'é lément ( x , x-+-dx) agit une percuss ion de c o m p o -
santes o et w(x)dx. La s o m m e des travaux virtuels 
sera 

Jf T3 ( x ) t y d x , 
0 

Ann. de Mathéniat., 5e série, t. III. (Mai 1925.) 23 
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où l'on doit prendre 

B y = f 66 ds, 
«A 

d'où l 'expression du travail percutant 

(5 ) 6£ = j f dxw(x) J^ oO ds , 

qui est bien, dans les condit ions étudiées, la limite 
de ( 2 ) . 

Cela posé, l ' intervention d'une infinité de degrés de 
liberté ne fait nullement obstacle à l'application de la 
méthode de Lagrange au problème actuel. C'est ce 
qu'on peut montrer en reprenant l 'équation fondamen-
tale de la dynamique des percussions 

(6 ) S (m Px) ùx -H 2 ( m A/' — Py) by = o 

applicable à tous les systèmes satisfaisant à la condi-
tion des travaux virtuels. Nous rappellerons seulement 
qu'un fil flexible satisfait bien à cette condit ion. L'équa-
li3:1 ((>) doit être vérifiée pour tous les Sx, 8 y compa-
tibles avec les l iaisons. Les liaisons consistent actuelle-
ment dans la condit ion de conservation des longueurs 
sur le fil. Pour l'exprimer, il est indiqué d'utiliser les 
valeurs y) des coordonnées d'un point du fil 
exprimées pour chaque valeur s de l'abscisse curvil igne à 
l'aide la fonct ion 6(5) , car cette dernière, ainsi que sa 
variation BQ, sont arbitraires. D'ail leurs, pour la posi-
t ion utile, nous avons = o . L'équation ( 6 ) devient 
alors, en y remplaçant A par'sa valeur 

J J ~ (s)ds — J BB ds j = o , 

où toute la quantité entre crochets doit être intégrée 
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par rapport à x. Posons 

? ( * ) = f S < - > * 

et cherchons d'abord f(x), c'est-à-dire la primitive 
de — (x). Il faut écrire que l'on a 

f \ [ ? ( X ) V ( X ) - W ( T ) ] f 
«-0 f Jo 

80 ds ! dx == o, 

quelle que soit la fonct ion S8 dans l'intervalle |(o, / ) . 
Or, d'après la formule de Lejeune-Dirichlet relative à 

Fig. 2. 

une intégration dans le triangle O A B du plan # O s , la 
condition précédente peut s'écrire 

J 86 ds J [p(x)y(x) — w ( x ) ] d x = o, 

elle exige que l'on ait 

(7) J [?(x)y(x) — Ts{x)]dxz=o 

quel que soit 5, ou enfin que 

?(*) = 
w(x) 
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U n a donc finalement pour définir l'état des vitesses 
après la percussion 

v J J àt dx \ p / 

11 est clair que la formule ( 7 ) et la formule (7 bis) 
pourraient s'obtenir à partir des relations (3 ) et (3 bis) 
par passage à la limite. 

Cet exemple se rattache à une théorie générale : 
extension des méthodes de la dynamique analytique 
aux systèmes comportant une infinité de degrés de 
liberté. Dans le cas où ces degrés sont en nombre fini, 
un problème de percussions conduit à la résolution 
d'un système d'équations linéaires, en nombre égal à 
celui des paramètres indépendants. Dans le cas d'une 
infinité de degrés de liberté, on pourra obtenir des 
équations intégrales linéaires ( f ) : ici, ces équations 
sont particulièrement simples et susceptibles d'une 
résolution immédiate. 

SUR UN POINT 
DE LA THÉORIE DES COMPLEXES DE DROITES ; 

PAR E. LAINÉ. 

Nous représenterons une droite quelconque par les 
équations 

x = az -h/, 
y = b Z g, 

( ' ) On doit supposer que les masses sont réparties sur un 
ensemble continu pour obtenir des équations intégrales : le raison-
nement serait à reprendre par exemple si les masses étaient 
réparties, le long de la position verticale du fil, sur 'un ensemble 
parfait discontinu. Il faut alors utiliser l'intégrale de Stieltjes. 
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et nous prendrons, suivant les notations de M. Ves-
siot ( 1 ), l 'équation du complexe sous la forme 

( 0 ¿r = <K«, * , / ) . 

D e plus nous choisirons comme paramètre sur une 
courbe quelconque du complexe la variable z. En dési-
gnant par des accents les dérivées par rapport à z , on 
aura donc 

a=zx', b = y\ f = x — x'z, 

et l 'équation des courbes du complexe s'écrira 
(2) y — yz — 07 — x'z) = o. 

Les coefficients directeurs de la binormale seront 
égaux à 

x' . . x" 
— i , —J.y X — Y — • 

y" J y" 

En dérivant l'équation ( 2 ) par rapport à z , on aura 
d'ailleurs 

x" __ Z -f- tyy. 
y" ~~ —<Kr'' 

ce qui montre que le rapport ~ ne dépend que des 
éléments du premier ordre. Si donc deux courbes du 
complexe ont en commun un élément du premier ordre, 
elles ont aussi en ce point même plan osculateur : c'est, 
comme il est bien connu, le plan tangent au cône du 
complexe associé à ce point, le long de la tangente 
commune aux deux courbes. 

Après avoir établi ce résultat, Sophus Lie, voulant 
généraliser une propriété des complexes linéaires, a 
ensuite tenté de démontrer ( 2 ) que deux courbes du 

i1) Leçons de Géométrie supérieure, p. 261. 
(*) Cf. Geometrie der Beruhrungstransformationen, p. 3io. 
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complexe , qui ont en commun un élément du premier 
ordre, ont aussi même torsion au point correspondant. 
Mais sa démonstration, qui repose sur la dérivation de 
certaines relations non identiquement vérifiées, est 
manifestement inexacte. Nous appellerons, pour s im-
plifier, « propriété de Lie » la propriété d'égalité des 
torsions, et nous allons chercher à déterminer tous les 
complexes qui possèdent la propriété de Lie. 

Nous poserons 
x" z -+- 4v 

= —: I
T — = u . 

Soient d'autre part (a", ¡3", y") les cosinus directeurs de 
la binormale, la torsion, d'une courbe du complexe. 
On aura, en désignant par p un coefficient de propor-
tionnalité, 

— P, y"=9(x'~ uy'), 
c/x2 = ¿/a"2 -4- r/(5"2 -4- d f 2 > 

et l'on en déduit, après quelques simplifications aisées, 
¿/T2

 , , 

Donc, pour que la torsion soit indépendante des élé-
ments du second ordre, il faut et il suffit qu'il en soit 
de même de u', ou encore de — • Or on a 

u 

u __ i -+- j y — z <\iy>f ) -h y " <\>y'y' 
H ~~ ' ' Z -h 

_ tyf-t-* " * - x" (fr * ~ y" tyjfy* _ 

C- 1> 1 » " Z -+-

Si 1 on remplace x par y — > on aura 

u' - = e t + / e , , 
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0» et 6 2 ne dépendant que des éléments du premier 
ordre. D'ailleurs 

e = tyy ) ( ty.r'.r' — 2 * tyx'J -f- >S2 ^/ / ) 

En chassant les dénominateurs, on obtient finalement 
l'équation 

Telle est la condit ion nécessaire et suffisante pour 
que le complexe défini par l'équation ( i ) possède la 
propriété de Lie. Cette équation doit être vérifiée quand 
on tient compte de l'équation (2), donc identiquement 
puisqu'elle ne contient pas y . 

Observons que l'équation ( 3 ) est satisfaite pour tout 
élément du premier ordre appartenant à la surface des 
singularités (* ) ; mais il est clair que. pour un pareil 
élément, les calculs qui ont conduit à l 'équation ( 3 ) 
deviennent illusoires. 

Nous allons maintenant déterminer les fonctions A 
qui satisfont à l 'équat ion(3) . O n peut évidemment 
considérer, dans cette équation, les variables x\ y , z 
et f=x— x'z comme autant de variables indépen-
dantes. Le premier membre de l'équation ( 3 ) étant un 
polynome en z , tous les coefficients de ce polynome 
doivent être nuls; or il existe un seul terme en zk, 
de coefficient <bff : on aura donc, en revenant aux 
variables a , 6, / , 

ô = A ( a , b ) - h / B ( a , b), 

(*) Cf. V E S 8 I O T , Leçons, p. 2 6 3 . 
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A et B désignant deux fonct ions inconnues . En tenant 
compte de cette valeur de t|/, on voit que le premier 
membre de l'équation ( 3 ) est un polynome e n / e t £ , 
et en égalant à zéro les coefficients de ce polynome, on 
obtient un système d'équations aux dérivées partielles 
auquel devront satisfaire les fonctions AJ et B. Ce sys-
tème se réduit à quatre équations distinctes, savoir 
, V r> M àH 
^ B ¿ ï + s ^ 0 ' 

o ¿2A ¿2A /àB àA dB àX\ (5) B ^ + a B ^ g - h ^ + a ^ ^ - ^ ^ j - o , 

d\d2A / àA àA\ 
( 6 ) ^V^àb-'ïa) 

/àB àk 
[àb àâ 

àkà2\ àk/àBàk dB d\\ 
* àb àa2 àb\àb àa àa db) 

/àk\2 à2 k àk àk à2 A /àk\2à2k 
(7' \àa ) HW ~~ 2 àa db daàb \àb ) la* 

Posons 

.. à A àk 

il viendra successivement dV = B 
à2 A à2 A àB àA 

àa = B àaàb ' àa db 
àU = B à*A à2 A àB àA 
7b = B àb2 "f àa db hàblb 

d'où résulte, compte tenu de ( 4 ) , 
à* A à2 A à2 A dU „àU 

B2 -37T.-+- 2 B — -77 + ^ y + B - . àb2 àaàb oa2 oa àb 

Les équations ( 5 ) et ( 6 ) peuvent alors s'écrire 
àV n àU (àB à\ àB àA\ 

( 5 ) 1B + * \Tb ^ - à ï à b j ^ 0 ' 

( } Ob àa àa àb : 2âb\àb àa da àb) ~ 



s implement 

d'où 
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àA. 
àb Multiplions (5 ) ' par — ^ et ajoutons à ( 6 ) ' ; il reste 

n â V 

U = 20(a), 

0 désignant une nouvelle fonction 'inconnue : cette 
dernière équation, jointe à 

àB à A àB àk 
( 8 ) T - -Ti T T" — 6 ( a )> v 7 àa <)b Ob àa v 

est donc équivalente aux équations (5V et (6) ' . 
Considérons maintenant le système 

^B dB 
15 

on en tire 
âtt àA __ à\ __ __ ¿m 

àa àb àb da ~ 2 àb (a)' 

et par suite, d'après ( 8 ) , 
. àB d'(a) ( l o )

 # = 

D'autre part, on tire de ( 4 ) 
r 

i àB _ _ ¿B _ Q'(a) # 

B da ~ ~~ àb ~~ i 6 ( a ) ' 
on aura donc 

i 
B == 

Or l'équation ( IO ) montre que doit être une fonct ion 
linéaire de b ; si l 'on pose 

4,(6) = «6 
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on aura successivement 

et enfin 

i « 

a = — I 
1 

0 = , ( a a 7)2 

(M; B = î ± t f . 
a a + y 

Nous supposerons d'abord a ^ o . Alors l 'équa-
tion ( 6 ) s'écrit 

db H~ g ÔJL ÎM _ a . 
a a -t- y da ( a a + y)*' 

d'où l'on tire 
( l a ) A = - / a f r - h 

+ Y/ a ( a a -+- Y ) 

tp désignant une fonct ion à déterminer. Les valeurs (i i ) 
et (12) de B et A satisfont aux équations ( 4 ) , ( 5 ) et ( 6 ) ; 
portons-les dans l 'équation (r ) : cette équation s'écrira, 
toutes réductions faites, 

: O. 

P O n peut donc écrire, en posant ~ = ¡3,, I = y t , et 
désignant par X, JJL, V trois autres constantes arbitraires, 

À a -4- p. 6 -h v b 
r> = a-h Yi a -h Yi 

l 'équation (1) s'écrit alors 

ag — bf— -{xg — \a — }j.b — v =0. 

C'est l 'équation du complexe linéaire le plus général 
( n o n spécial) . 
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Supposons en second lieu a = o. Alors la fonction B 

se réduit à une constante, \ ainsi que la fonction 6(a), 
et l'équation (9) prend la forme 

, àk àk 
X Tb + Ta = * 

[JL désignant une constante arbitraire. On en déduit 

A = ui a -h 73 ( 6 — X a ), 

et pour déterminer la fonction inconnue m, il suffit de 
remplacer A par sa valeur dans l'équation (7) : elle 
s'écrit alors, toutes réductions faites, 

[J.? m" = o. 

On devra donc avoir : 

Ou bien O, et alors on retrouve des complexes 
linéaires ; 

Ou bien ¡JL = o, la fonction rn restant arbitraire. Les 
complexes correspondants sont définis par une équa-
tion de la forme 

(I3) g~\f=m{b-\a). 

Ce sont des complexes spéciaux, formés des tangentes 
à un cylindre arbitrairement choisi. Les courbes de ces 
complexes sont définies par l'équation différentielle 

y — zy' —\(oc — zx') — m(y' — X x' ), 

d'où l'on tire 
(y" — Xx")(z -h m') = o. 

Ainsi, en dehors des courbes tracées arbitrairement sur 
le cylindre (qui est ici la surface des singularités), les 
courbes du complexe vérifient l'équation 
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d'où 

y — \ x -+- ¡JLZ - + - v == o : 

ce sonl des courbes planes, tracées dans les plans tan-
gents au cylindre. Le calcul précédent montre d'ailleurs 
inversement que les seuls complexes dont les courbes 
soient planes sont définis par l'équation ( i3) . 

En résumé, pour qu'un complexe non spécial possède 
la propriété de Lie, il faut et il suffit qu'il soit linéaire. 
Cette propriété appartient en outre aux seuls complexes 
spéciaux formés des tangentes à un cylindre arbitraire. 

Remarque. — Si l'équation du complexe ne con-
tient ni / , ni g , on constate très facilement que le théo-
rème précédent lui est encore applicable. 

[M24i<5] 

DÉMONSTRATIONS ÉLÉMENTAIRES 
RE PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DU TORE ; 

PAR RAOUL B R I C A R D . 

1. Le tore jouit des propriétés suivantes : 

I . T H É O R È M E D E V I L L A R C E A U . — Tout plan bitan-
gent au tore le coupe suivant deux cercles (cercles 
de Villarceau). 

I I . T H É O R È M E D E S C H O E L C H E R ( , ) . — Les cercles de 
Villarceau coupent sous le même angle tous les 

(*) Voir l'article de A . MÀNNHEIM, Sue le théorème de Schœl-
cher (N. A., 1903, p. io5). 
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parallèles (et par conséquent aussi tous les méri-
diens) du tore. 

III. Uellipse, projection d'un cercle de Villar-
ceau sur le plan équatorial du tore, a pour l'un 
de ses foyers le pied de Vaxe de la surface sur ce 
plan. 

Vu l'intérêt de ces théorèmes connus, il m'a paru 
désirable d'en posséder des démonstrations aussi élé-
mentaires que possible. Celles-ci ont ce caractère et 
sont peut-être nouvelles. 

2. Je désigne, dans ce qui suit, par R le rayon du 
cercle méridien du tore et par D la distance à l'axe du 

Soient (voir figure) OZl'axe du tore ; OXla trace d'un 
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plan bitangent sur le plan équatorial; Ow la trace sur 
le même plan d'un plan méridien quelconque du tore; 
iù le centre de l'un des cercles méridiens contenus 
dans ce plan; M l'un des points où le plan bitangent 
coupe le cercle méridien. On a 

0 « = D, w M = R. 

Soient encore P la projection de M sur Ow; Q celle 
de P sur OX; S celle de O sur coM. L'angle 6 se 

retrouve en PQM. On a donc 

PM « M 
s i n P Q M = = — . 

^ QM O &> 

D'autre part, en évaluant de deux manières diffé-
rentes l'aire du triangle OtoM, on a 

SO.coM = P M . O w 

ou 
CD M _ PM 
Ôoj ~ ~SÔ' 

Donc 
P M P M . rwi 
QÂT = so et QM = so-

Les deux triangles rectangles OQM, MSO sont 
égaux, et l'on a 

OQ = MS. 

Marquons maintenant sur OX un point A tel que 
OA — R, et cela de telle manière que les points O, Q, 
A aient la même disposition que les points M, S, to. 
On a QA = So). Par conséquent, les deux triangles 
rectangles AQM, to SO sont égaux, ce qui donne 

MA = O m = D. 

Il résulte de là que le point M décrit, quand on fait 
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varier le plan méridien OZw, un cercle de centre A et 
de rayon D. Si Ton remplace le point M par le second 
point de rencontre du plan bitangent avec le cercle 
méridien considéré, 011 trouve pour lieu un cercle égal 
au premier, ayant pour centre le point symétrique 
de A par rapport à O. 

Le théorème 1 est donc démontré. 

3. Le quadrilatère gauche OAMw est un iso-
gramme (*), c'est-à-dire qu'il a ses côtés opposés 
égaux deux à deux. Il possède un axe de symétrie, 
qui est la droite joignant le milieu I de OM au milieu 
K de Aco : en effet de l'égalité des triangles OAM, 
Mo>0, il résulte que l'on a AI == toi. Par conséquent 
RI est une médiatrice de Aco; c'est de même une 
médiatrice de OM, donc, etc. 

Cela posé, considérons l'angle sous lequel se 
coupent en M le cercle de Villarceau et le parallèle du 
tore. La tangente au cercle de Villarceau est MT, per-
pendiculaire à AM dans le plan AMO; la tangente au 
parallèle est MU, perpendiculaire au plan OMW. Con-
sidérons les symétriques de ces droites par rapport 
à IK. La symétrique de MT est la perpendiculaire 
à W O dans le plan C D O M : c'est donc OZ. La symé-
trique de MU est la perpendiculaire OC élevée en O 
au plan MOA. On a donc 

T M Ï J = Z O C = Ô. 

Ainsi, les cercles de Villarceau et les parallèles se 
coupent sous l'angle constant f). C'est le théorème II. 

4. La projection du cercle de Villarceau sur le plan 

( ! ) Ce terme est de M. T. Bennett (voir plus loin). 
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équatorial du tore est une ellipse ayant le point A 
pour centre et la droite AX pour grand axe. Les lon-
gueurs a et b du demi-grand axe et du demi-petit axe 
de cette ellipse sont données par 

a — D, b = z DcosO, 

d'où, avec la notation ordinaire, 

r = Ds inÔ = H. 

Par conséquent l'ellipse a bien un foyer en O (théo-
rème III). 

5. Imaginons que le point M décrive le cercle de 
Villarceau avec une vitesse constante. Ce mouvement 
peut encore être obtenu en faisant tourner le plan OZ co 
autour de l'axe OZ, en même temps que le point M 
décrit Je méridien contenu dans le plan. Il résulte de 

l'égalité des angles OAM, MtoO que la vitesse de ce 
mouvement relatif est constante aussi. 

6. Appelons dièdres de Visogramme les quatre 
dièdres dont chacun a pour arête un côté de Tiso-
gramme, ses faces passant par les deux sommets non 
situés sur le côté considéré de l'isogramme. Les dièdres 
d'arêtes Ow et MA sont égaux à les dièdres d'arêtes 
OA et toM sont égaux à Cl. ils sont donc tous cons-
tants, et l'on se trouve en présence d'un cas particulier 
du théorème sur lequel est fondé le mécanisme si 
remarquable de M. Bennett (*) : un isogramme peut 
être déformé, les longueurs de ses côtés et les 
grandeurs de ses dièdres étant conservées. 

( l ) Voir M. D ' O C A G N E , Cours de Géométrie, t. II, p. 55. — 
R. B R I C A R D , Cinématiquç et mécanismes, p. 109. 
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Dans le cas général, aucun dièdre de l'isogramme 

n'est droit, et le mécanisme se rattache au théorème 
suivant, qui contient celui de Villarceau comme cas 
particulier (et qui est également connu) : la surface 
de révolution, lieu d'un cercle C tournant autour 
d'un axe quelconque, contient encore des cercles 
autres que les parallèles, les cercles C et les symé-
triques de ces derniers par rapport aux divers plans 
passant pq,r Vaxe de la surface. 

C E R T I F I C A T S D E C A L C U L D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

Alger. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — 1. Question de cours. Maximum et 
minimum d'une fonction de deux variables indépendantes. 
Étude détaitlèe du cas douteux. 

Application : Distance d'un point à une surface. 

II. Problème : i° Intégrer l'équation aux dérivées par-
tielles 

q*y -hpx — 7 = o; 

Equations des courbes caractéristiques (Relations 
entre x, y, z); 

3° Déterminer la surface intégrale passant par la 
courbe : 

y = x2-h I. 

z — x2— 1 ; 

4® Cette surface a pour équation 
x2— 1 

Equations des lignes asymptotiques de cette surface; 
5° Former Véquation donnant la direction des lignes 

•de courbure (on n'intégrera pas). 
Ann. de Mathèmat5* série, t. III. (Mai 1925.) 24 
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INDICATIONS SUE LA SOLUTION. - O n a à i n t é g r e r l e s y s -

tème 
dx _ dy _ dz _ — dp _ — dq 
x ~~ iqy ~ iy—px p q1 — i 9 

on a les intégrales immédiates 

(1) px=p0x0i 

O) y(q2— 0 =yo(qî — i), 

q-hl 0 yo-Hi 

En substituant y et px = poX0 dans les troisième et cin-
quième rapports, il vient 

dz _ y2-4-1 ^ 

d'où 

(4) 

En éliminant/>, q entre ( i ) , (2 ) , (3 ) , (4)? on a les équa-
tions des courbes caractéristiques. 

En posant pour abréger 

X — î l . Îîl 
x* q0 -+-1 

on obtient 

[ X 2 — 1 q0 1 

= yo(qi-i). 
3° Pour déterminer la surface qui passe par la courbe, on 

pose 
Xq- W, 
y 0 = i - h U2, 

ZQ = a 2 — 1 ; 
/>o et seront déterminés par 

(çl — *)y<>+ p*x 0 = 0, 
p o - h z q n U — 2 w •= o. ' 
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Une solution évidente est : 

Ço=i, / > o = o ; 
d'où 

p=z o, q =1. 

On a une première surface 
y — z = 2 . 

La solution intéressante est 

m* — i 4 u 
q o = Z ¡ ¡MM ' ^ u2 + i 

On en déduit 

Les équations des courbes caractéristiques deviennent 

XH-I 
^ R - R ^ 0 ' 

4 ^y _ — 4 m*. 
( I — X ) 2 M*-4-1* 

d'où 
a?1— i 

= y — ^ a?* -h I 

4° L'équation des l ignes asymptotiques est 

ix dy dx -4- y dx* - -—r- = o, J J i + ^ 
dx = o, x = const. 

et 
dy i — 3 a?1 , 
— t—r dx = o; y ix(x*-t-i) 

d'où 

x*y = c ' ( i -h a?2)2. 

5Ç Lignes de courbure : 
dx -f- /rote _ dy -+- qdz 

dp ~~ dq ou 

[(H-p*)s — pqr]dx*-+- \ t ( \ p * ) — r(i -+- q*)] dx dy 

•+• — *(i H- ? s ) ] rfr1 = 
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Pour le cas actuel, 

4 xy x2 — i 
P = ? = i ' 

i — 3a?2 4x 

On trouve 

f ( x 2 -h 1)^-4- 4jK2(i-f- 3 a?4)] ¿¿r2 

— — 3.r2)(#2-}- 1) dx dy — 4 # 2 ( i -f- x2)2 dy2 — o. 

K P R E U V E P R A T I Q U E . — 1. On donne les paraboloides 

x2 

3 - Y » - * * = <>, 

3 

i° Volume compris entre ces deux surfaces et les 
plans xO z, y O z. 

20 Centre de gravité de ce volume. 

II: On considère Vintégrale 

dz f (z -4- «2) _ zy-

i° Calculer cette intégrale le long d'un cercle de centre 
origine, de rayon supérieur à i. 

2° Le long d'une couronne circulaire de centre 0 {un 
cercle de rayon supérieur à 2, le petit cercle de rayon 
compris entre 1 ei 2). 

3° Calculer l'intégrale réelle 
i l 

X 
dx 

f
0 (x-\-1)yx*(i—x)2' 

I N D I C A T I O N S S U R LA S O L U T I O N . — I . Les deux paraboloides 
se coupent suivant une courbe qui se projette sur xOy sui-
vant l'ellipse 

x2-h4y2= 4-
On a 

— **) = 4 — — 
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Si l'on pose 

x — i r cosO, 

y = r s in6 , 
on aura 

o < 6 < ^ , o < /' < i , 

J ï® = 

V = j J ( z l — z2)dxdy = J J 4 r(i — r 2 ) dr dd, 

2 

J J { z x — zt)xdxdy = ^ J 4 r ( i — r 2 ) s r cos6 dr db 
7T 

= f cose ¿6 r — /•*) = 
• A» »̂ o 

d'où 

i ï ï ' 

V T J = ^ J" 4r(i — r 2 ) r sin0 = yr> 

r6 

V Ç = F J*z dx dy dz — f* j dœ dy \ 

or 

z\ — z\ = ( i — r2) [̂ 4 — ^ cos0 — '2r2 sin2ô J , 

c'est-à-dire simplement 

d'où 

^ 36 
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II. i° En prenant pour coupure la demi-droite o i + ao, 

posant pour un point quelconque M, 

z = re'<P, z — i = r'e'V 
avec 

O < <p < 27t, 0 < ^ ' < 2 i r , 

je précise les radicaux de la façon suivante : 
3 3 3. 

2 2 2 . , , 
(i — zf = 

De sorte que pour un point compris entre o et i (<p = o, <p' = TZ, 
le radical soit réel. 

Chacune des déterminations de radical est monodrome 
quand on tourne à la fois autour des deux branchements o , i . 
A l'extérieur du cercle de rayon supérieur à 2, il n'y a pas de 
point critique. L'intégrale a la même valeur quel que soit le 
rayon du centre. Gomme z f ( z ) o quand | z | augmente indé-
finiment, 

f . 
= o. 

c 

2° Entre les deux cercles C ( r > 2 ) , c ( r < r < 2 ) , il 
n'y a que le pôle simple z = — 2. 

Donc 

L -H / =2TTiR, 
J c \ - V 

R étant le résidu relatif à ce pôle, 

R = l im(z -f- i ) f ( z ) = 
fy z*(l — zf 

Pour ce poittt z = — 2, on a 

r = 2, r' = 3, 
(p = 71, Cp' = 7U. 

En appliquant les formules déterminant le radical on a 
donc 

)/ z*(\ — *)2 = 2*3~5e5 ; 
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d'où 

C - ! - J . « I = — 2K¿2, 5 3 5 e d . 

3° Intégrons le long du contour formé de c et d'une cou-
pure le long de l'axç réel positif, — contour à l'intérieur 
duquel il n'y a pas de point critique. Les intégrales sui-
vant les petites circonférences entourant les points o et i 
tendent vers zéro. Il reste seulement 

/ +f +f *f +f\->> 
(bord sup.) (bord sup.) ^ r (bord inf.) (bord inf.) ^ c % 

D'autre part, en un point de o , i , bord supérieur, 

<p = o, 
?' = 

et sur le bord inférieur . 
Cp — 2 7t, 

<p'= 71. 

En deux points v is -à-vis le radical se retrouve multiplié 
?2 lit 

Donc 

/ --/ 
•M (inf.) sup.) 

X e - ¡ 2 / * 

d'où l'égalité finale 

C 1 / 3 « ^ 3 2 3 . 
/ \ I — e 5 Y = = — F 

o W ) r N^ 

f o 

DFO? 7C I 
= 7 7 = X 

, 0 + Vil s i n 3 ^ 
5 

(Alger , juin 1924.) 
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L E C T U R E S DE M É C A N I Q U E (La Mécanique enseignée par 
les auteurs originaux), par M. E. Jouguet. 2 vol. 
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La naissance de la Mécanique, vni-206 pages et 
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Gauthier-Villars, 1924. 

L'Ouvrage de M. Jouguet, dont la première édition parut 
en 1908, est certainement connu, et apprécié, de nombre de 
nos lecteurs. Ces Lectures de Mécanique, d'une conception 
fort originale, réalisent une attachante histoire de Vélabo-
ration des Principes, histoire par les textes, judicieusement 
choisis et commentés. Une telle étude, très objective, éclaire 
singulièrement les formes actuelles de la science et les volumes 
de M. Jouguet peuvent être recommandés à tous les étudiants. 

Ceux que l'histoire des sciences intéresse y trouveront la 
meilleure des initiations. Les œuvres des anciens Maîtres sont 
d'un intérêt souvent très inégal. Il faut quelque expérience 
pour les apprécier en dégageant la portée générale des mé-
thodes. Le lecteur apprendra à le faire en suivant ici, sur 
d'importantes citations des grands classiques, le dévelop-
pement des concepts fondamentaux de la Mécanique. 

Le nouveau tirage des Lectures de Mécanique comporte 
de nombreuses additions : signalons en particulier la Note 
où, d'après les Études sur Léonard de Vinci de P. Duhem, 
l'auteur expose les doctrines de l'école parisienne du xive siècle 
et analyse leur influence sur les savants de la Renaissance. 
Dans l'une des Notes qu'il a ajoutées à sa première rédaction, 
M. Jouguet nous fait espérer, comme suite au présent Ouvrage, 
une histoire de la Mécanique des corps déformables et de la 
thermodynamique : tous les lecteurs en souhaiteront la 
prompte réalisation. J. P. 
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S U R L E S S I N G U L A R I T É S D ' U N P A S S A G E A LA L I M I T E 
E F F E C T U É D A N S LA S O L U T I O N D ' U N E É Q U A T I O N 
A U X D É R I V É E S P A R T I E L L E S ; 

PAR MAURICE R O Y , 

Ingénieur au Cops des Mines. 

Un liquide visqueux continu et indéfini repose sans 
mouvement sur un plan horizontal 5 = 0. 

A l'instant t = o, on applique en chaque point du 
fluide une force constante, de grandeur k par unité de 
masse, parallèle à l'axe des x (*). 

Le mouvement d'un point quelconque est défini, à 
chaque instant, par sa vitesse u parallèle à Ox. Celle-ci 
ne dépend que de s et de i et vérifie l'équation aux 
dérivées partielles du type parabolique 

du . à2u 

où v désigne le coefficient de viscosité cinématique 
du liquide. 

On suppose que le liquide adhère à tout instant au 
plan z = o, 

( 2 ) u(z, t ) = o pour z — o, ¿ ^ o . 

D'autre part, à l'instant initial t == o, le fluide est en 
repos, 

( 3 ) u(z, t ) = o pour z = 0, t = o. 

( , ) Ce problème a été étudié pour la première fois par M. J. Bous-
sinesq (Comptes rendus, t. 90, 1880, p. 736). 

Ann. de Mathémat. 5e série, t. III. (Juin 192a.) 25 
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La solution u(z, t) qui vérifie ( i ) et satisfait aux 
conditions (2) et (3) est unique ( 1 ) . On peut l'obtenir 
très simplement de la façon suivante : 

Posons ( a ) 

\Jvt 

l'équation (1) devient une équation différentielle en 

( 4 ) cp"-h ^ Çcp'—<p H- i = o, 

dont la solution générale est 

Les conditions aux limites (2) et initiales (3) déter-
minent les constantes A et B. 

Un calcul facile montre que la solution cherchée 
peut s'écrire 

(5 ) 

a désignant la valeur, positive et inférieure à y/rc, de 
_ l? 

e ^ 
7 - 5 ^ d s . 

Etudions la variation de la fonction w lorsque le 
coeficient v tend vers zéro. 

( ' ) Nous invoquerons ici un certain nombre de propriétés clas-
siques des équations du type considéré pour lesquelles on pourra 
se reporter à la Thèse de M. M. Gevrey (Paris, igi3). 

(2) Cf. L . LECORNU, Cours de Mécanique professé à l'École 
Polytechnique, t. III; Gauthier-Villars, Paris, 1918. 
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Pour cela, il est intéressant de former ~ et — • On a oz àt 
àu , N , , / w , v i 

En tenant compte, d'autre part, de la variation de la 
fonction ©(Ç) lorsque Ç varie de zéro à -f- oo, il est aisé 
d'effectuer le passage à la limite envisagé. 

L'allure de la fonction 'f (Ç) est représentée par la 
courbe I de la figure i. 

Fig. i . 

Si l'on représente la fonction u(z, t) par une sur-
face, la déformation de celle-ci lorsque v tend vers 
zéro est celle qu'indigne la figure 2. 

De même, on a représenté par les figures 3 ̂  et 4 
l'allure de la déformation, dans les mêmes conditions, 
des surfaces yj(-3, t) == ~ ^ (s, t) représentant le « tour-
billon » en chaque point du fluide. 

T2 = — v p JJ (s, t) représentant l'effort tangentiel 
engendré par la viscosité et s'exerçant parallèllement à 
D x sur un élément normal à Oa? ( p = densité du 
fluide). 
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L'étude de ce passage à la limite donne lieu aux 
remarques suivantes : 

i° Lorsque v est différent de zéro, la solution 
u(z, t) du problème est une fonction analytique, à 

Fig. 2. 

chaque instant, de la variable 5. Cette fonction est 
aussi analytique, pour chaque valeur positive de z, 
de la variable lorsque t est positif. Mais cette der-
nière propriété n'est plus exacte pour l'instant ini-
tial t = o. 

Si, pour z positif, on calcule les dérivées partielles 
successives par rapport à pour t — o, de la fonc-
tion Yt

y 011 constate que celles-ci sont toutes nulles. On 
ne peut donc développer cette fonction, pour t = o, 
en série de Taylor car la fonction se réfugierait tout 
entière dans le dernier terme du développement limité. 

Lorsque v tend vers zéro, la fonction u(z , t) se 
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réduit à la limite à 

!u(z,t) = kt pour z > o, * = 

u — o pour 2 = 0, t = o, 

et cette limite présente une double singularité. Pour 
z positif, la solution limite, considérée comme fonc-
tion de est analytique de cette variable, même 
pour t = o. Par contre, pour t positif, elle n'est plus 
fonction analytique de la variable z que pour z positif. 
Elle perd en effet ce caractère d'analyticité pour z = o. 

20 La fonction t) présente des particularités 
analogues à celles de la fonction u(z , / ) . Sa limite, 
pour v = o, se réduit à 

Tj(z, t) = o pour ¿ > 0 , t = 

t ) infini pour ¿ = 0, ¿ ^ o . 

Le « flux de tourbillon » entre deux plans indéfinis 
normaux à Ox et distants de l'unité a pour expression 

ï j f Tz^' '>]*=.- [»(*, t)]z=0j. 
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Lorsque v tend vers zéro, il est aisé de constater 

que, bien que le tourbillon r, augmente indéfiniment 
pour z = o,le flux 4> reste fini pour toute valeur finie 
de 

Fig. 4. 

v = v 2 < v , . 
V = O . 

Plan (P) : solution du repos. 

3° La fonction T2 présente des particularités ana-
logues à celles des fonctions u et YJ. Sa limite, pour 
v = o, se réduit à 

(8 ) T 2 = v p ^ O , ¿) = o P o u r ' = 0. 

En d'autres termes, cette limite est identiquement 
nulle. Cette particularité est digne de retenir l'atten-
tion. Elle n'est nullement évidente a priori car, des 

deux facteurs variables v et ^ que comprend la fonc-

tion To, le premier tend vers zéro et le second aug-
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mente indéfiniment dans le passage à la limite consi-
déré. 

4° Enfin, on peut faire une dernière remarque. Si, 
dans l'équation du mouvement ( i ) , on suppose direc-
tement v = o, on obtient l'équation 

dont la solution immédiate est 

Oo) u = kt + ty(z), 

^(s ) étant une fonction arbitraire que la condition ini-
tiale (3) suffit à déterminer. Celle-ci montre en effet 
que la fonction ^ est identiquement nulle et la solution 
unique du problème est 

( 1 1 ) u — ht. 

C'est la solution indiquée par l'Hydrodynamique 
classique des liquides parfaits ou dénués de viscosité. 

On voit que, suivant cette conception, la condi-
tion (2) est incompatible avec l'équation (9) et la con-
dition (3). On ne peut, alors, imposer l'adhérence 
du liquide parfait à la paroi. 

C'est à une conclusion opposée que nous sommes 
parvenus en effectuant le passage à la limite précé-
dent, c'est-à-dire en faisant tendre v vers zéro dans la 
solution (5) de l'équation (1) répondant aux condi-
tions (2) et (3) et non dans cette équation elle-même. 
Les deux solutions directe et limite du problème cor-
respondant au cas du liquide parfait v = o présentent 
donc la différence d'une singularité constituée, pour la 
seconde, par une discontinuité pour £ = 0 ainsi que 
le fait ressortir la comparaison de (6) et (11). 
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[0*8(1] 

S U R LE M O U V E M E N T A D E U X P A R A M È T R E S 
A U T O U R D ' U N P O I N T F I X E ; 

P A R R A O U L B R I C A R D . 

1. J'ai publié ici-même ( 4 ) une étude sur le mou-
vement à deux paramètres dans le plan et sur la sphère, 
et dans une Note des Comptes rendus ( 2 ) j'ai précisé 
un résultat obtenu dans la dernière partie du précédent 
travail. Je vais reprendre la question sous une forme 
plus développée. 

Quand un solide S possède un point fixe 0 , sa posi-
tion dépend de trois paramètres. Si ceux-ci sont fonc-
tions d'une même variable, S est animé d'un mouvement 
à un paramètre ou mouvement M4, et l'on sait (théo-
rème de Poinsot) que ce mouvement peut être obtenu 
en liant S à un cône qui roule sur un cône fixe, les 
deux cônes ayant pour sommet commun le point O. 
Si les trois paramètres sont fonctions de deux variables 
indépendantes, on dit, par une extension commode de 
langage, que S est animé d'un mouvement à deux 
paramètres, ou mouvement au deuxième degré de 
liberté, ou plus brièvement mouvement M2. Le but de 
cet article est de rechercher si l'on peut énoncer, pour 
un mouvement M2 autour d'un point fixe, un théo-
rème analogue à celui de Poinsot sur le mouvement M{. 

*) N. A., 1913, p. 3oa. 
(2) C. /?., i " semestre 1918̂  p. 734. 
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Au lieu du mouvement de S, on peut considérer 

celui d'une sphère 2, de centre O, liée à S et glissant 
sur une sphère fixe S0. Toute propriété de ce dernier 
mouvement peut se traduire immédiatement par une 
propriété du mouvement de S autour de O, et récipro-
quement. C'est classique. Suivant les cas, il peut être 
plus avantageux de parler du mouvement de S ou de 
celui de S. 

2. Soient O^oJKo^o un trièdre trirectangle fixe, 
trièdre trirectangle lié à S. Soit encore 

O0X0 0 0JK0 OO^O 

a T 

0 y a! 7 ' 

Oz a!' r Y" 

le tableau des cosinus directeurs des axes du trièdre 
mobile. Le mouvement M2 est défini, si l'on se donne 
ces cosinus, en fonction de deux variables indépen-
dantes u et v. Ce mouvement M2 contient une infinité 
de mouvements M,. On définira l'un de ceux-ci en se 
donnant u et v en fonction du temps t. 

Prenons S dans une position (M, P) et donnons à ce 
solide, à partir de cette position, un mouvement M4 

particulier. On sait que ce mouvement est tangent à 
une rotation dont l'axe a pour équations, par rapport 
aux axes mobiles, 

x _ y __ z 
P~ q 

p, q, r étant donnés par des formules classiques, dont 
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je récris la première, 

„daf „di p = et s- 4- P - f - + y - r r dt dt 1 dt 

du r du du / dt 

On peut poser 

dv 
dt 

^ du ^ dv 

„ dv 

P4 , Q<, P2 , Q2 , P3, Q3 ne dépendant que de u et de r, 
c'est-à-dire de la position considérée. Si, partant de 
cette même position, on fait varier le mouvement M,, 
on reconnaît que l'axe de rotation décrit le plan 

x y z 
P I Q I R I 

P 2 Q 2 R 2 

Ainsi, étant donné le mouvement M2 d1 un solide S 
autour d?un point O, si Von donne à S, en partant 
d'une même position, tous les mouvements M, con-
tenus dans M2, le lieu des axes instantanés de rota-
tion est un plan passant par O. J'appellerai ce plan 
le plan des axes. La perpendiculaire élevée au point O 
sur le plan des axes sera dite la droite polaire ins-
tantanée du mouvement M2. 

On voit comment cela se traduit sur la sphère : étant 
donné un mouvement M2 sur la sphère et une posi-
tion (F) de la figure mobile sur cette sphère, on peut 
donner à la figure, en partant de (F), une infinité de 
mouvements M, contenus dans M2. Les centres instan-
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tanés de rotation correspondants ont pour lieu un 
grand cercle, le grand cercle des centres. Les pôles 
de ce grand cercle seront dits les pôles instantanés 
du mouvement M2. 

3. Désignons par 20 la sphère fixe, par 2 la sphère 
qui, entraînée dans le mouvement M2, glisse sur 20. 
Marquons sur 20 l'ensemble des pôles instantanés P0, 
et sur 2 les points P qui viendront, pour les diverses 
positions de cette sphère, coïncider avec les pôles cor-
respondants P0 (pour chaque position, on peut choisir 
l'un ou l'autre de deux pôles P0, antipodes l'un de 
l'autre, mais, le choix une fois fait, le point P corres-
pondant de 2 est déterminé sans ambiguïté). 

Les points P0 couvrent la sphère 20 ou tout au moins 
une région de cette sphère. De même les points P 
sur 2. 

Nous avons ainsi défini une certaine correspondance 
ponctuelle entre 20 et 2. Proposons-nous .d'en recher-
cher le caractère. On voit que nous procédons comme 
dans l'étude du mouvement Mf. Pour celui-ci, la con-
sidération des centres instantanés de rotation conduit 
à définir une correspondance entre les points de deux 
certaines courbes, tracées respectivement sur 20 et 
sur 2. Ces deux courbes roulent l'une sur l'autre, en 
sorte que la correspondance dont il s'agit est par éga-
lité d'arcs. Ici, nous reconnaîtrons que la correspon-
dance entre les points P0 et P est une correspon-
dance par égalité d'aires. 

Pour établir cela j'utiliserai certaines propriétés des 
aires sphériques auxquelles j'ai consacré un article 
récent ). 

(*) Sur les axes et les courbes supplémentaires en géométrie 
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4. Je donnerai d'abord une démonstration résumée, 

qui peut suffire au lecteur curieux seulement d'idées 
générales et indulgent pour le manque de rigueur. 

Soit, pour une position donnée de 2, C le grand 
cercle des centres {fig- i ) (4) . Donnons à S, à partir 

de cette position, un mouvement Mh fermé (c'est-à-dire 
ramenant S à sa position initiale) et contenu dans 
le mouvement M2. Ce mouvement s'obtient par le rou-
lement d'une courbe fermée T, liée à S, sur une courbe 
fermée T0, liée à 20 . Ces deux courbes ont même 
longueur totale. Elles se touchent en un point I qui 
appartient à C. 

Soit, à un autre instant, I'0 le point où T, en roulant 
sur r 0 , sera venue toucher cette dernière tourbe. Ce 
point, marqué sur T, est actuellement en F tel que 
arc II' = arc II'0. Le grand cercle des centres C'0, cor-
respondant à la nouvelle position, passe parl'0. Traçons 
le grand cercle Cf qui, entraîné dans le roulement de T, 

sphérique (N. A.f nov, 1924« P- 41-) J'emploie ici les notations de 
cet article, auquel je renverrai par l'abréviation (A.). 

(*) Sur cette figure et sur la suivante, les grands cercles sont 
représentés par des droites. 

Fig. 1. D-
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vient coïncider avec C'0. Il pas ¡se par le point I' et 
coupe T sous le même angle 0 que G'0 coupe IV 

Cela posé, construisons la figure supplémentaire de 
la précédente ; T0 et T ont pour supplémentaires deux 
courbes fermées G0 et G qui ont même aire, les deux 
courbes T0 et T ayant même longueur totale (A, n° 9). 
Aux points I'0 et F correspondent deux grands cercles K/0 

et K', touchant G0 et G aux points M'0 et M' qui sont 
les pôles des grands cercles tangents à T0 et à T aux 
points F0 et F. Les grands cercles C'0 et G ont pour 
pôles les points P'0 et P' des grands cercles K'0 et K', 
et l'on a 

a r c M /
0 P /

0 = a r c M ' P ' = 6. 

P0 est le pôle instantané du mouvement M2 de S, 
pour la seconde position considérée, et P' est le point 
de S qui viendra se confondre avec P'0. 

Au cours du mouvement M, considéré, P'0 et P' 
décrivent deux courbes fermées (P'0) et (P'). Je dis 
qu'elles ont même aire. En effet l'aire (P') est égale à 
l'aire de G augmentée de l'aire balayée par l'arc de 
grand cercle M'P'. Cette dernière aire a pour élément, 
d'après la formule qui donne l'aire d'une calotte sphé-
rique, 

da — (i — cos M'P') d<p = (i — cos 8) ¿ftp, 

d<p étant l'angle de contingence sphérique de G au 
point M', De même, l'aire (P'0) est égale à l'aire de G0, 
augmentée de l'aire balayée por M0 P'0, qui a pour élé-
ment 

d ( t 0 = (i — cos 6) rfçot 
» 

d<p0 étant l'angle de contingence de G® au point M'0. 
Mais les angles de contingence en M'0 et en M7 sont 
égaux aux arcs élémentaires de T0 et de T en F0 et en 1', 
et ces arcs sont égaux, puisque T roule sur T0. On a 



( .334 ) 
donc drso = dv. Par conséquent, les aires totales 
balayées par M^P'0 et par M'P' sont égales, et puisque 
d'autre part G0 et O ont la même aire, on a bien 

aire(P' 0 ) = a ire(P') . c. Q. F. D. 

La démonstration précédente ne peut être tenue pour 
satisfaisante que si l'on est assuré que les courbes T0 

et T sont régulières (A, n° 2), ce qui peut fort bien ne 
pas être. Si T0 et F ont des points d'inflexion ou de 
rebroussement, l'égalité des aires (G0) et (G) est rem-
placée par une congruence. Les aires balayées par K'0 

et par K' restent bien égales, mais il n'est pas certain 
qu'elles s'ajoutent avec le même signe à (G0) et à (G), 
si bien que l'exactitude du résultat reste douteuse. 
Il faut revoir la question de plus près. 

5. Considérons deux positions 2 et 2' de la sphère 
mobile ( f i g . 2), et soient C0 et C'0 les grands cercles des 
centres correspondants, tracés sur la sphère fixe. Pour 
éviter l'introduction d'indices sur la figure, cellerci est 
supposée tracée sur la sphère mobile. La figure tracée 
sur la sphère fixe aurait le même aspect que la pre-
mière, les diverses lettres de celle-ci étant affectées 
de l'indice zéro. C et C sont les grands cercles qui 
viennent successivement coïncider avec C0 et avec C'0. 

On peut passer de la première position à la seconde 
par une infinité de mouvements M< contenus dans M2. 
Considérons-en deux. Le premier s'obtient en faisant 
rouler un certain arc de courbe II', tracé sur S, sur un 
arc de courbe l o ^ tracé sur E0. De même le second 
s'obtient en faisant rouler un arc de courbe JJ' de S 
sur un arc de courbe J0J'o de 20. I et J sont sur le 
cercle C, V et J' sur le cercle C'. De même I0, J0, I'0, 
J'o, 
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Comme les points singuliers (points de rehaus-

sement, points d'inflexion, points doubles) sont excep-

tionnels, on peut supposer les deux positions consi-
dérées assez voisines pour que les quatre arcs II', JJ', 
IF0, JJ'0 soient tous réguliers. On peut aussi supposer 
les deux mouvements M, introduits assez voisins pour 
que les deux premiers arcs soient de même sorte, et 
aussi les deux derniers. Pour fixer les idées, supposons 
les quatre arcs à gauche. 

Les deux quadrilatères II'J'J et I0roJ'oJ0 ont leurs 
côtés deux à deux de même longueur, et leurs angles 
sont aussi égaux. 

Construisons maintenant les figures supplémentaires. 
Les arcs II' et JJ' ont pour supplémentaires des arcs 
réguliers MM' et NN'. C et C' ont pour pôles des 
points P et P' tels que les grands cercles PM et PN soient 
tangents à MM' et à NN' en M et en N, et que les 
grands cercles P'M' et P'N' soient tangents aux mêmes 
arcs en M'et en N'. Le point P pouvait être choisi de 
deux manières : on fera en sorte qu'il n'y ait pas de 
rebroussements en M et en N. Le choix du point P' 
dérive du précédent par continuité, en sorte que M' 
et N' sont des points de rebroussement. 

Quand S se rend de la première position à la seconde 
par le premier mouvement, le point P d'écrit un 

Fig. 2. 
p . 
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arc PAP'; le second mouvement lui fait décrire un 
arc PBP'. 

On a sur la sphère S0 une figure analogue. 
Cela posé, on voit d'abord, en raisonnant comme 

au n° 4, que l'on a les égalités d'aires 

(1) ( P M M ' P ' A P ) = . . . , 

( 2 ) ( P N N ' P ' B * » ) = . . . 

en ne prenant pas la peine d'écrire les seconds 
membres, qui ne diffèrent des premiers que par l'in-
dice zéro. 

Considérons d'autre part l'aire limitée par le con-
tour PMM'P'N'NP. Elle a pour expression, à ikiz près 

(A, n° 6), — J c e t t e intégrale étant prise le long 

du contour. Les intégrales prises le long des arcs de 
grands cercles qui font partie de celui-ci sont nulles. 
Le point de rebroussëment M' donne un terme égal 
à —7T, et le point de rebroussement N' un terme égal 
à + 7 i . Les points anguleux P et P; donnent des termes 

égaux respectivement à — NP, PM et à — M'P', P'M'. 
Donc 

( P M M ' P ' N ' N P ) e= — f dcp— f d<? 
«Ai M' «An-N 

— N P ^ P M — N Í ^ f I n ' (mod2ir) . 

Sur la sphère £0, on a une égalité semblable, les termes 
du second membre ayant les mêmes valeurs que dans 
la précédente. Cela est vrai pour les intégrales, à cause 
des égalités telles que 

I c/cp = longueur de i r = longueur de loi'© = I do, 
MM' 
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et pour les angles, à cause de 

NP, PM = 7i — l o n g u e u r l J = 
Donc 

( P M M ' P ' N ' N P ) - . . (mod27c). 

Si 1' on rapproche suffisamment les deux positions 
de S, et si Ton fait aussi les deux mouvements con-
sidérés suffisamment voisins, les deux membres de la 
relation précédente sont très petits. La congruence se 
change donc en égalité et l'on a 

( 3 ) ( P M M ' P ' N ' N P ) 

Ecrivons alors les égalités (i), (2) et (3) en mettant 
l'aire d'un contour C sous la forme qui résulte de sa 
définition (A, n° 4), 

( C) == J (1 — c o s O M ) d e (mod47c) , 

O étant un pôle quelconque, M un point décrivante, 
l'angle de deux arcs de grand cercle OM infiniment 

voisins. On a 

( 4 ) ( P M ) - h ( M M ' ) H - ( M ' P ' ) + ( P ' A P J ^ . . . , 

( 5 ) ( P N ) h - ( N N ' ) - k ( N ' P ' ) - f - ( P ' B P ; s s . . . , 

( 6 ) ( P M ) + ( M M ' ) + ( M ' P ' ) - H ( P ' N ' ) + ( N ' N ) H - ( N P ) = = . . . . 

En faisant la combinaison — (4)-H (5 ) -h (6), on 
trouve 

( P A P ' ) h - ( P ' B P ) = ( P A P ' B P ) = = ( P 0 A 0 P I B 0 Po) (mod4 i r ) . 

Mais comme les deux aires sont très petites, la con-
gruence peut être remplacée par une égalité. 

Si les arcs II' et JJ' d'une part, I0F0 et J'J'0 avaient 
été supposés de sortes différentes, on aurait trouvé 

( P A P ' B P ) = — ( P 0 A 0 P ' 0 B 0 P 0 ) . 

Ann. de Mathémat., 5° série, t. III. (Juin 1925.) 26 
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Le théorème du n° 3 est donc complètement dé-

montré. 

6. J'indiquerai ici un sujet d'études qui me paraît 
intéressant : on vient de voir qu'à tout mouvement M2 

autour d'un point fixe on peut attacher une corres-
pondance ponctuelle sur la sphère, qui conserve les 
aires. Est-il exact que, réciproquement, toute cor-
respondance de cette nature puisse être rattachée à 
un certain mouvement M2 autour d'un point fixe? 
Je suis porté à le croire, mais je ne sais pas le 
démontrer. 

Le fait supposé vrai, on voit aussi se poser la 
question suivante : étant donnée la correspondance 
(P0, P), il faut, pour réaliser le mouvement M2, 
non seulement amener en coïncidence successivement 
chaque point P avec le point correspondant P0, mais 
encore définir à chaque fois l'orientation de la sphère S. 
Il y a donç à rechercher comment cette orientation 
dépend de la correspondance donnée. 

7. Le théorème du n° 3 rend presque intuitif le 
théorème célèbre de Gauss sur la conservation de la 
courbure totale dans la déformation d'une surface. 

Rappelons d'abord ceci : soient M un point d'une 
surface S, m le point qui lui correspond par représen-
tation sphérique. Si le point M décrit sur S une courbe 
fermée d'aire C2, le point m décrit une courbe fermée 
d'aire o>, et la courbure totale de S en M est la limite 

du rapport ^ • 

La démonstration est si brève qu'on peut la donner 
ici. Il est clair qu'il suffit d'établir la proposition, dans 
le cas où Q a pour contour un quadrilatère infiniment 
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petit MM,M2M3, ayant pour côtés des lignes de cour-
bure infiniment voisines deux à deux. Alors Faire to 
est limitée par un quadrilatère m* m2/w3m4, ayant 
ses côtés parallèles à ceux du premier. 

On a 
,. u> .. mnt\ m\ini 
lim — = lim • —rr— • il M M , M , M J 

On voit tout de suite que, R et R/ étant les deux 
rayons de courbure principaux de S en M, on a 

m/n, i .. rrix m2 i 

M M ^ = R ' M T M ; = R ' ' 

d'où la proposition. 

8. Gela posé, soient S0 et S deux surfaces applicables. 
Je ne retiens des propriétés de ces surfaces que leur 
définition, c'est-à-dire le fait qu'il existe entre elles une 
correspondance ponctuelle conservant les longueurs 
des arcs. Il en résulte immédiatement que cette corres-
pondance conserve aussi les angles et les aires. 

A une géodésique de S0 correspond une géodésique 
de S, car la propriété de minimum de longueur se con-
serve quand on passe de S0 à S. 

S0 étant supposée fixe, donnons à S un mouve-
ment M, tel que chaque point de S vienne successive-
ment coïncider avec le point correspondant de S0 , et 
cela de telle manière que les courbes tracées sur S et 
passant par le point considéré soient tangentes aux 
courbes correspondantes de S0 . 

Prenons S dans une position telle que cette surface 
touche S0 au point M, et traçons une géodésique G0 

de S0 passant par le point M ( f ig . 3). Il lui correspond 
une géodésique G de S. Donnons à S un mouve-
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ment M4, contenu dans le mouvement M2 défini ci-
dessus, tel que le point de contact des deux surfaces 
décrive G0. D'après une remarque précédente, ce point 

Fig. 3. 

de contact décrit G, relativement à S, *et G roule 
sur G0. 

Or on sait ( ' ) que, lorsqu'une courbe G roule sur 
une courbe G0, son mouvement est à chaque instant 
tangent à une rotation dont l'axe passe par le point de 
contact des deux courbes et est contenu dans le plan 
qui passe par leur tangente commune et le point de 
rencontre de leurs axes de courbure au point consi-
déré. Ici, G0 et G étant des géodésiques respective-
ment de S0 et de S, leurs plans osculateurs sont 
confondus en un même plan qui contient la nor-
male MN, commune à S0 et à S en M. Donc leurs axes 
de courbure X et X0 sont parallèles, leur direction 
commune étant parallèle au plan tangent en M. Donc 
enfin Vaxe Y de la rotation tangente à M, est une 
droite de ce plan tangent. Il décrit ce plan, quand on 
fait varier les géodésiques G0 et G. 

(!) N. A.y 1922, p. 58. 
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Considérons alors l'image sphérique du mouve-

ment M2 de S, c'est-à-dire le mouvement M2 d'une 
sphère 2 de rayon i, de centre O fixe, et telle que les 
directions liées à cette sphère soient constamment 
parallèles aux directions liées à S. 2 glisse sur une sphère 
fixe 20. Tous les mouvements M, de cette sphère sont tan-
gents à des rotations dont les axes sont parallèles à ceux 
des rotations tangentes aux mouvements correspondants 
de S, car on passe d'un mouvement à l'autre par une 
translation qui n'altère pas les directions des axes de 
rotation. On voit donc que, pour la position considérée, 
le grand cercle des centres de 2 est parallèle au plan 
tangent en M à S et à S0, et que le pôle du mouvement 
est à l'extrémité d'un rayon parallèle à la normale MN. 

Pour un mouvement fermé (c'est-à-dire ramenant 
le solide mobile à sa position initiale) infiniment petit, 
le point M décrit sur S0 une courbe enfermant l'aire 
infiniment petite Q0 et le point m décrit sur une 
courbe enfermant l'aire infiniment petite to0. On a, 
R0 et R'0 étant les rayons de courbure principaux de S0 , 

I _ coo 
Ry RQ OO 

Si l'on considère le mouvement réciproque, c'est-à-
dire celui de S0 par rapport à S, on a, avec des notations 
analogues, 

I __ 10 
RR7 ~ ¡ T 

Mais Q 0 = Q , puisque les surfaces sont applicables, 
et (o 0 = d'après le théorème du n° 3. Donc 

R 7 Î V = R Ï V C O F D 
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A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S 
( S E S S I O N D E 1 9 2 4 ) . 

Remarque sur le problème de Calcul différentiel 
et intégral ; 

P a r P A U L FLAMANT. 

La propriété qui fait l'objet de la deuxième partie (4) 
admet deux réciproques car, en dehors des hypothèses 
générales, interviennent les trois faits suivants : 

i° La correspondance est définie par une loi (A); 
2° Elle transforme les courbes F en courbes F< 

de même longueur; 
3° Elle fait correspondre aux trajectoires orthogo-

nales des F celles des F,. 
3° est la conclusion du premier énoncé; i° est la 

conclusion de la réciproque signalée par M. Gambier 
(et qui vient la première à l'esprit). L'autre réciproque 
aura 2° pour conclusion. 

En prenant les courbes orthogonales en question 
comme courbes coordonnées, l'hypothèse 3° se traduit 
par 

F = o, Ft = o. 

Par suite, l'hypothèse i° se traduit par 

( E — E J X G — G , ) = o, ou bien E = E1 } ou bien G = G J . 

( l ) Voir l'énoncé page g5 et la solution page ioo du présent tome 
des Nouvelles Annales (numéro de décembre 1924). 
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Par suite, si les longueurs sont conservées pour 

une famille unique et si deux familles orthogo-
nales donnent deux familles orthogonales, c'est 
pour Vune d^elles que les longueurs sont conservées. 

S U R L ' I N D É T E R M I N A T I O N 
DE C E R T A I N S P R O B L È M E S D E F R O T T E M E N T ; 

P A R H . B E G H J N . 

Dans l'étude de l'équilibre avec frottement d'un 
système de solides invariables soumis à certaines forces 
données, la l^i de Coulomb et les lois habituelles de là 
mécanique des solides invariables conduisent quelque-
fois à une indétermination. 

Dans un /écent article (Nouvelles Annales, 1923), 
j'ai émis l'avis que cette indétermination était 
due, non pas à l'impecfection de la loi de Coulomb, 
mais à l'insuffisance des données du problème. Pour 
être complètes, ces données devraient porter, non seu-
lement sur les positions d'ensemble des solides, mais 
sur l'état initial de leurs déformations infiniment petites. 

Je me propose, dans le présent article, de justifier 
cet avis en montrant que, suivant l'état initial de ces 
déformations, on obtiendra, dans la réalité, soit l'une, 
soit l'autre des solutions que la théorie des solides 
invariables indique comme également possibles. 

Soit, par exemple, un solide S en contact aux 



( 344 ) 
points A|, A2, avec des obstacles fixes, et soumis, 
d'autre part, à des forces données F«, F2, . . ., F„. 

Je suppose que l'étude de l'équilibre de ce solide au 
moyen de la loi de Coulomb et de la mécanique habi-
tuelle des solides invariables conduise aux deux solu-
tions suivantes : 

Première solution. — Existence de deux vecteurs 
réactions R4, R2, en A, et A2, intérieurs aux cône's de 
frottement, formant, avec les forces F4, F2, . . . , F„, un 
système de vecteurs équivalent à zéro. 

Deuxième solution. — Existence de deux vecteurs 
réactions R',, R'2, en A, et A2, et d'un système de forces 
d'inertie initiales — — m2 J2, . . ., — m p 3 p , 
formant, avec les forces données F<, F2, . . . Fn, un 
système de vecteurs équivalent à zéro, les réactions R#, 
R2 vérifiant la loi de Coulomb pour le déplacement 
imaginé (1 ). 

Je suppose que le solide S soit parfaitement élas-
tique, c'est-à-dire que ses efforts intérieurs à un instant 
quelconque soient fonctions uniquement de l'état des 
déformations à cet instant. 

J'abandonne le solide S sans vitesse en faisant agir 
sur lui les forces données F4 , F 2 , . . . , F„ et les forces R,, 
R2 définies dans la première solution. Ces forces 
formant un système de vecteurs équivalent à zéro, le 

(* ) Je remarque incidemment que, si a, jà, y, ... sont les paramètres 
dont dépend la position géométrique du solide S, ces forces d'inertie 
initiales correspondent à des valeurs nulles des dérivées pre-
mières OL , y', . . . des paramètres par rapport au temps, et à 
des valeurs, non toutes nulles, des dérivées secondes a", fT, y", . . . 
Dans ce cas particulier où les vitesses sont nulles, la distribution 
des accélérations dans le solide S est hélicoïdale, comme s'il s'agissait 
de vitesses. 
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solide S reste au repos, et ses déformations infiniment 
petites prennent, sous l'influence de ces forces, un 
état (&), dans lequel chaque petit élément du corps est 
en équilibre sous l'action de celles des forces données 
qui lui sont appliquées et des efforts le long de sa sur-
face, efforts qui sont caractérisés par la valeur de ces 
déformations elles-mêmes. 

Si j'applique aux obstacles fixes en A| et A2 les 
forces p4, p2 obtenues en changeant de sens les forces 
R n R2, ces obstacles prennent un état (O) de défor-
mations infiniment petites. 

Le solide S et les obstacles étant ainsi déformés, je 
les place au contact en et A2 et supprime les forces 
R ( , R2, pf, p2. Les éléments en présence au point A< 
exercent alors immédiatement l'un sur l'autre des 
réactions égales aux forces R,, o, supprimées ( 1 ) ; de 
même, les éléments en présence au point A2 exercent 
l'un sur l'autre des réactions respectivement égales 
à R2 et à p2. Le système entier reste donc au repos, 
chaque élément conservant son état initial de défor-
mation. 

J'imagine maintenant le solide S abandonné sans 
vitesse et soumis, d'une part, aux forces données F4 , 
F2, . . ., F„, d'autre part, aux forces R,, R'2 définies 
dans la deuxième solution, d'autre part enfin, à des 
forces <ï>2, . . ., <&p, appliquées aux différents élé-
ments qui composent S, et qui soient justement iden-
tiques aux forces d'inertie — m { 3 { , — m p 3 p in-
troduites par la deuxième solution. 

( ! ) Tout autre système de réactions au point Ax entraî-
nerait pour l'élément du corps S une force d'inertie (R t) — (R< ), 
pour l'élément de l'obstacle une force d'inertie opposée (pt ) — (p't ) ; 
on vérifie immédiatement que leur direction serait en contradiction 
avec la loi de Coulomb. 
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Ces forces que je suppose agir sur S formant un 

système de vecleurs équivalent à zéro, le solide S 
reste au repos et'prend un certain état (£') de défor-
mations infiniment petites. 

Si, de même, j'applique aux obstacles fixes, en At 

et A2, des forces p'̂  et p'2 directement opposées aux 
forces IV, et R2', ces obstacles prennent un état (0 ! ) de 
déformations infiniment petites. 

J'opère alors comme précédemment : le solide S 
et les obstacles sont placés au contact dans ces états ( Cf) 
et (Of) de déformations; puis je supprime les forces 
R',, R;, p,', p'2, aussitôt remplacées par des réactions 
mutuelles qui leur sont respectivement égales; le 
solide S reste donc au repos, les états de déformations 
restant (Cf) et (G') . 

Je supprime enfin les forces <î>i, <ï>2, . . . , A l'ins-
tant précis où disparaissent ces forces, rien n'est changé 
à l'état des efforts intérieurs, puisque ces efforts sont 
déterminés par les états ( C') et(O'); les petits éléments 
qui composent S ne sont donc plus en équilibre : 
chacun d'eux prend une force d'inertie, qui est préci-
sément celle des forces <ï>n . . ., qui lui était appli-
quée et qui vient de disparaître. Ce sont là les forces 
d'inertie qui ont été prévues par la deuxième solution. 

Le solide, ainsi abandonné dans Vétat (£f), prend 
donc exactement le mouvement prévu par cette 
solution. 

Je remarque incidemment que le déplacement élé-
mentaire du corps S conserve l'état (Cf) de ses défor-
mations, puisque les forces d'inertie initiales prises 
séparément par ses différents éléments correspondent à 
un mouvement d'ensemble ne comportant aucune nou-
velle déformation. Il en est de même pour l'état (Of) 
des déformations des obstacles. 



• ( 34: ) 
Pour simplifier les notations et mettre en évidence 

toute la simplicité du raisonnement, j'ai supposé un 
seul solide en contact avec des obstacles fixes. Mais il 
est manifeste que ce raisonnement s'applique sans 
modification à un nombre quelconque de solides en 
contact avec frottement entre eux et avec des obstacles 
fixes. 

J'ai supposé d'autre part des corps parfaitement 
élastiques, dans lesquels les efforts intérieurs ne dépen-
dent que de l'état des déformations. Il n'y a rien à 
changer à ce qui précède, si cette élasticité s'accom-
pagne d'une certaine viscosité, c'est-à-dire si les efforts 
dépendent en outre des vitesses, puisque les vitesses 
initiales, dans la position considérée, sont supposées 
nulles. Mais ce qui précède ne s'applique pas si, dans 
les limites de l'observation, les corps sont susceptibles 
de prendre des déformations permanentes. 

Je viens de montrer qu'en choisissant convenable-
ment l'état initial des déformations infiniment petites 
du système considéré, on peut à volonté réaliser soit 
l'une, soit l'autre des solutions fournies par la méca-
nique habituelle des solides invariables. Si l'état initial 

'est différent des états ( £ 0 ) , (C'O'), le problème est 
plus complexe à étudier : il est évidemment complexe 
d'essayer de distinguer, parmi les états de déforma-
tions, ceux qui réalisent soit l'une, soit l'autre de 
ces solutions. 

L'objet de cette Note était d'ailleurs uniquement 
d'établir que, dans les cas d'indétermination des pro-
blèmes de frottement, les diverses solutions doivent 
être acceptées au même titre, comme également 
réalisables, et que, par conséquent, il n'y a aucun 
choix à faire entre elles, tant que Vétat initial des 
déformations ríest pas précisé. 
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S U R L E S V O L U M E S T O U R N A N T S ; 
PAR P. PAPILLON. 

1. Aux nombreuses propriétés concernant les héli-
coïdes, et dont Mannheim a énoncé un grand nombre 
au début de ses Principes et développements de Géo-
métrie cinématique, il convient de joindre la suivante : 

Les contours fermés tracés sur Vhélicoïde central 
relatif à deux vecteurs donnent, en tournant autour 
de ceux-ci, des volumes de révolution en rapport 
constant. 

Telle est la conclusion à laquelle est parvenu M. A. 
Buhl dans un article récemment paru ici-même (Nou-
velles Annales de Mathématiques, 5e série, t. I I , 
juin-juillet 1924). Les lignes qui suivent ont pour 
objet la généralisation de cette propriété des héli-
coïdes, des surfaces de révolution en particulier, pro-
priété qui, il n'est pas inutile de le noter, ne dépend 
toujours que d'une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, linéaire. 

2. Position du problème. — Considérons k axes 

" D „ I > 2 , . D / , . . . , D * , 

arbitrairement distribués dans l'espace, et soient 

V „ V*, V/, V* 

les volumes de révolution engendrés par la rotation 
d'un contour fermé (C) autour de ces axes, respective-
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ment; soit enfin J Faire limitée à la projection du con-
tour sur un plan donné (P). 

Nous nous proposons de rechercher toutes les sur-
faces (S) sur lesquelles on peut tracer des contours (C) 
tels que l'on ait 

(i) iri\ Vj 4- V2 -f-... -H rrti V/-h•. ,-f- /râ V* = n. J, 

les coefficients 

étant des constantes données. 
Pour former l'équation du problème, nous rapporte-

rons l'espace à trois axes rectangulaires Ox, Or, O^, 
le plan xOy coïncidant avec le plan donné (P), en 
sorte que 

Tout axe Dj sera déterminé par l'un quelconque de ses 
points A ¿(a/, ôt-, ci) et par ses paramètres directeurs X/, 
pif-, v/. Rappelons alors l'expression générale du volume 
tournant engendré par une cloison (voir A. B U H L , 

Géométrie et Analyse des Intégrales doubles, 
p. 24-25) 

qui s'écrit encore, en mettant en évidence les coeffi-
cients — — q, -H 1, de la normale à (S), 

P - q +1 

mu m2) mi, mk, n 

x — a y — b z — c 
dx dy< 

L'équation du problème, qui définit les surfaces (S), 
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s'écrit 

i — k 

2
 T U i 

i = l 

-P —9 + 1 

& V / 

x — at y — bi z — c/ 

_ n 

nz ' 

la sommation s'étendant aux k axes précédemment 
considérés. Si nous posons 

(3) 

P = V m A / , 
i = 1 

Q = S/N/FJI/, 

R = 2 m,-v/, 

L = 2 m.i(yibi— p/c / ) , 

M = Z m / ( X / C / — v / a / ) , 

N = S m / f p i / f l / - X/6,-) — — y 

l'équation (2) devient 

(4) p(L — R / + Q^) + ?(M — Pz-+-Rx) = N— Ç)x-\- Py. 

3. Résolution de C équation (4). — C'est là une 
équation .aux dérivées partielles du premier ordre, 
linéaire. Le système à considérer pour l'intégrer est 

I g = 

/ fy = — P ^ 4 - M, \ at 

j J - P j r - Q . + N , 

i étant une variable auxiliaire. 
Nous n'insisterons pas sur la classique résolution de 

ce système; on se reportera, par exemple, au Traité 
à'Analyse infinitésimale de Rouché et Lévy, t. II, 
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p. 652 et suiv.). On trouve ainsi, sans grande difficulté, 

IP * Q / + R z = (PL + QM + R N ) t -h 

R(PL -f- QM) - F2(Py — Qar) - (P*+- Q*)N = p cosF. i , F ( Q L — P M ) — F R ( P A ? -+- Q y ) H - F ( P * - V - Q«)s = — ¡S s ioF. i , 

avec 
F 2 = P2-+- Q2-1- R2, 

a et |3 étant des constantes arbitraires. 
On en déduit, afin d'obtenir l'équation finie des sur-

faces (S), 
¡32= A*4-B*, 

— A et B désignant respectivement, et pour abréger 
l'écriture, les premiers membres des deux dernières 
équations (4) — et 

T^ A A F.t = Arc cos^r-

ir 

qui peut prendre la forme équivalente 

i B (5 ) ¿ = ^ Arc t a n g - . 

En tenant alors compte de la première (4) et de (5), il 
vient : 

P L - h Q M - f - R N . f B 
Y x + Q / + I U = Arc t a n g - -+- a, 

d'où, en liant a et p par une relation arbitraire, 

/ P L -f- Q M -+- R N G 
P * + Q r + R , = Arc tang - + / ( + B«), 

/ avec 

i A ==E R ( P L -4- Q M ) - ( P 2 - h Q ^ - h R*) ( P y - Qx) - ( P » + Q*)N,. 

\ B = = ^ / P S + Q S - F - R 2 ( Q L — PM) — R ( P x + Q y ) - h ( P * + Q * ) z . 

Telle est l'équation des surfaces (S). 
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4. Interprétation géométrique de (6). — Sous 

cette forme, la définition géométrique des surfaces (S) 
n'apparaît pas très clairement; mais effectuons le chan-
gement de coordonnées indiqué par la substitution 
orthogonale suivante : 

Q y (p»_|_ Q?)N — R ( P L -h QM) 
X = 

Y = 

Z = 

^ p T j T Q ï ( P 2 - h Q*-+- R2) v/P2-4-Q2  

P j + Q y - h R^ 

v/(P* + Q ! + R2) ' 

R ( P ^ - i - Q , r ) — Q 2 ) * __ QL — PM 
( p 2 _ h Q 2 K 2 ) P2 Q2 R2 

sur laquelle se vérifient les six relations fondamentales. 
L'équation (6) devient : 

. , v PL n- QM + RN Z v , 
( 7 ) Y = P 2 h . q ^ r 1 - A r c t a n g - + F ( X 2 - f - Y 2 ) . 

Les surfaces (S) sont donc des hélicoïdes conve-
nablement disposés par rapport aux axes D. 

On retrouve sur (7), ou sur (6), tous les cas parti-
culiers indiqués dans l'article déjà mentionné, et jus-
qu'au plus simple d'entre eux, proposé au Certificat de 
Calcul différentiel et intégral à Toulouse (juillet 1923). 

On remarquera enfin que si 

( 8 ) PL -f- QM -h RN = o, 

les hélicoïdes se réduisent à des surfaces de révolu-
tion . 

Revenons au cas général; les hélicoïdes (S) admettent 
pour axe la droite 

Z = o, X = o, 

"soit, dans l'ancien système de coordonnées, 
j R ( P ^ - 4 - Q < r ) - ( P 2 + Q « ) z = Q L - P M J  

{ 9 ) ) (P 2 + Q 2 - H R 2 ) ( P j — Q * ) = R(PL-hQM)—(P2-HQ*)N. 
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5. Cas particulier de n — o. — La relation ( i ) 

prend alors la forme plus simple 

(i') mIVi-i-mjYj + ..,+ mjVf-f-.. .h- mk\k= o. 

Nous allons donner une interprétation cinématique 
du résultat. Convenons de représenter chaque rotation 
par un vecteur situé Sur l'axe de rotation, et dont la 
valeur est égale au coefficient m correspondant : ainsi, 
à la rotation autour de l'axe correspondra le vec-
teur (V/) de direction X/, jx/, v/, et de valeur algé-
brique /nt\ Dans cette hypothèse, 

P, Q, R; L, M, N 

représentent respectivement les composantes, suivant 
les axes, de la résultante du système des vecteurs (V), 
et de son moment résultant par rapport à l'origine O. 

T H É O R È M E . — L'axe hélicoïdal est axe central 
pour le système des vecteurs de rotation. 

On vérifie, en effet, simplement que les équations (9) 
sont en général équivalentes au système 

L — Qz -h Ry __ M — Rx 4- Pz __ N — Px-b Qy 
P " "Q ~ R 

dans lequel deux équations seulement sont indépen-
dantes, et qui font connaître l'axe central d'un système 
de vecteurs. Ce raisonnement suppose d'ailleurs, et 
ceci est ultra-classique> 

PL + QM + RN?£o, 
P ^ + Q ' + R V o . 

Signalons enfin que la condition (8) s'interprète aisé-
ment : 

Les surfaces (S) sont de révolution tersque le 
Ann. de Mathémat5* série, t. IH. (Juin 1925.) V) 
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moment résultant est perpendiculaire à la résul-
tante générale, en particulier lorsque Vun de ces 
deux vecteurs est nul. 

Ainsi, par exemple, les surfaces ( S ) sont de révo-
lution si l'on a 

ai = bi = Ci — o, 

c'est-à-dire si les axes de révolution sont concou-
rants: on peut alors en effet prendre pour origine ce 
point de concours, auquel cas le moment est nul. 

Nous sommes ainsi conduits, par des problèmes de 
volumes tournants, à tous les théorèmes généraux 
attachés à l'hélicoïde central d'un système de vecteurs. 

C E R T I F I C A T S D E C A L C U L D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Qx, Oy, O S étant trois axes 
rectangulaires, à un point M de coordonnées (oc, y, z) on 
fait correspondre le plan P représenté par Véquation 

y ( \ — x) a?(Y — y)-h k(x, y)(Z — z) = o, 

k ne dépendant que de x et y. Soit T une courbe gauche 
telle que le plan osculateur en l'un quelconque de ses 
points coïncide avec le plan P associé à ce point, et soit y 
la projection de F sur le plan xOy. 

i° La fonction k(x, y) étant supposée donnée, former 
Véquation différentielle à laquelle satisfont les courbes y. 
(On vérifiera que par un point quelconque du plan xOy 
passent deux courbes y, soient yt et y2.) 

2° Déterminer la fonction k(x, y) de manière qu'il existe 
des surfaces S dont toutes les lignes asymptotiques soient 
des courbes T. Cela fait : 



( 355 ) 
a. Trouver les surfaces S pour lesquelles les courbes yt 

et f2 sont constamment confondues. 
b. Trouver les surfaces S dêveloppables. 
( Traiter a et b indépendamment l'un de Vautre.) 
3° Déterminer k(xt y) de manière que yi et soient 

constamment orthogonales ; en particulier, de manière que 
les courbes soient des cercles de centré O et les 
courbes "f2> leurs diamètres. 

II. Trouver les fonttîons monogènes analytiques 

de la variable complexe x = x-\-iy telles que le rap-
port p ne dépende que de la variable y. 

(Poit iers , novembre 1924.) 

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer l'intégrale définie 

ÎTZ cos m x . dx 
1-h a c o s # 

ou a est un nombre réel compris entre o et 1 et m un 
entier. 

(On cherchera, de préférence, à appliquer la méthode 
des résidus.) 

Application numérique : 

3 
OL = -, m = 2 et m — 10. 

5 

(Poitiers, novembre 1924.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. i ° La carac tér i s t ique du plan P 
associé au point courant de T est contenue dans le plan 

y'(X — x)-\- x'( Y — y ) 

- ( & ' ( z - j ) - -
les dérivées élant prises par rapport au paramètre repré-
sentatif de T. Pour que cette caractéristique soit la tangente 
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afc F, il faut et il suffit que i'onr ait 

yx'-+- xy1 kz' = o, 
, , idk , dk A , 

On tire de là l'équation différentielle 

/ dy ^ \ idk dy ^ <M\ _ ^ kdy = (/ 

\ dx ^ / \ày dx ^dx) 2 dx ° 

qui définit les courbes 7 ; cette équation une fois intégrée, 
les courbes T se déterminent par une quadrature. 

20 Les surfaces S satisfont à l'équation aux différentielles 
totales 

y dx x dy k(x, y) dz = o. 

Pour qu'elle soit complètement intégrable, on doit avoir 

k^f(xy). a. On a ( x y f — / ) * = x^y*/'2 ; d ' o ù / = a sfxy ( a const.). 

b. Il faut • ^ ( - f = o, soit encore 2 x y f ' ^ f . et 
DO, y) \x y j JJ 

Ton retrouve le résultat de a , comme il était évident 
a priori. Les surfaces S sont des cônes, 

z = — la y/xy 4- const. 

3° On trouve k — fix^—y*) et, dans le cas particulier, 

© = b sjx2 — y2 (b const.) . 

II Si l'on prend P = YQ, on trouve 

dx dy ày dx 

La condition d'intégrabilité donne 

— Y ' = a ( Y * - 4 - i ) , d'où Y = c o t « ( y — 

puis 

<Q-:e«<*-*,) s i n a ( 7 - 7 o ) , P = ea{x~xo^ cosa(y — yo) 
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et 

/ ( * ) = ea{z~z9> (a const. réelle). 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I • . * -
s/\ — oc2 

Application numérique.— Ii = 0 , 4 3 6 3 4 ; Ij = 0,0000665o4-

B I B L I O G R A P H I E . 

LEÇONS DE GÉOMÉTRIE VECTORIELLE, préliminaires À l'étude 
de la Théorie d'Einstein, par 6r. Bouligand. 1 vol. 
25 X16 ,5 dé VIII-356 pages. Vuibert, 1924. Prix : 25fr. 

Ces Leçons dépassent beaucoup le cadre classique des traités 
d'Analyse vectorielle. L'auteur n'a point limité son programme 
à l'exposé des méthodes de calcul intrinsèque, mais il a su 
rattacher au développement même de ces méthodes l'étude, 
présentée sous une forme très suggestive, des théories les plus 
fécondes de la Géométrie actuelle. Aussi, dans cet Ouvrage, 
Pétudiant ne trouvera-t-il pas seulement à acquérir la pra-
tique du nouveau calcul. Il assurera encore, et sur des bases 
extrêmement solides, sa formation scientifique. II verra en 
particulier, sur bien des exemples, comment le progrès des 
mathématiques peut dépendre des rapprochements établis 
entre théories qui, à première vue, pouvaient paraître très 
éloignées. 

L'Ouvrage se divise en trois Parties où l'auteur envisage, 
successivement, les opérations vectorielles en géométrie 
linéaire, en géométrie métrique et les opérations infinitési-
males. La distinction ainsi faite entre les points de vue linéaire 
et métrique dégage, avec une parfaite netteté, le rôle fonda-
mental, en géométrie métrique, d'une forme quadratique inva-
riante. Le lecteur est ainsi préparé, dès le début du Livre, 
aux généralisations qui jouent un lôle si essentiel dans la 
théorie de la relativité. Il comprendra d'autre part toute 
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l'importance de l'étude des groupes de transformations et sera 
amené à réfléchir sur les principes delà Géométrie : une inté-
ressante Note sur ce sujet termine d^ailleurs le Volume. 

L'étude des opérations infinitésimales occupe, naturellement, 
la plus grande partie de ces Leçons, avec des applications 
nombreuses et très variées. Un substantiel exposé des théo-
ries fondamentales de la Géométrie différentielle met en relief, 
de façon particulièrement heureuse, les avantages de la 
méthode vectorielle. Bien des détails retiennent l'attention et 
il faut au moins signaler quelques pages sur la construction 
abstraite et autonome d'une géométrie à deux dimensions, 
pages où sont clairement distingués les points de vue de Rie-
niann et de M. Weyl . Nous sommes ici tout près de la théorie 
de là relativité et deux des Notes qui terminent le Livre (sur 
le Calcul tensoriel et sur les multiplicités de Riemann à plus 
de deux dimensions) sont une introduction directe à cette 
étude. 

Mais ce serait restreindre la portée du Livre que d'y voir seu-
lement un préliminaire à l'étude de la Théorie d'Einstein. En 
l'écrivant, l'auteur a ceriainement songé, avant tout, aux étu-
diants qui se préparent à l'enseignement et à la nécessité pour 
eux d'une culture mathématique vraiment compréhensive. 
Nos lecteurs, qui ont pu apprécier la collaboration de M. Bou-
ligand à cette Revue, n'auront pas de peine à imaginer l'in-
térêt que présentent, à cet égard, les présentes Leçons de géo-
métrie vectorielle. 

J. P. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

2470. 
(19M-192V, p. 3i5.) 

Soit PQR un triangle équilatéral circonscrit à une 
parabole, QR touchant la courbe en son sommet S, PQ la 
touchant en M, PR en N. Soient F le foyer de la parabole 
et KL la corde focale perpendiculaire à l'axe, K et M 
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étant du même côté de Vaxe. Soient B le point commun à 
SK et FM, C le point commun à SL et FN. Soit enfin A 
le point commun à BN et CM. Démontrer que : 

i° FM passe par R, FN par Q; 
2° Le triangle évidemment isoscèle ABC est rectangle 

en A; 
3° AQ et AR sont les deux trisectrices de V angle BAC; 

BP et BR celles de l'angle ABC, CP et CQ celles de 
l'angle ACB. J . A . M O R E N . 

I° Le foyer F de la parabole S est sur le cercle circons-
crit T et la droite de Simson de ce point par rapport à ABC 
est la tangente au sommet, donc F est diamétralement opposé 
à P sur F. 

FQ rencontre AR en N; comme FR est bissectrice de 
l'angle PFN et de plus perpendiculaire sur PN, 

PR = RN, 

et par suite, d'après la propriété de la sous-tangente, N est le 
point de contact de PR avec la parabole. Par symétrie FR 
rencontre PQ en M, point de contact de PQ avec 2 . 

2° et 3° Si IJ est le diamètre de F parallèle à QR, KS passe 
par J ; si d'autre part N! est l'intersection de FR avec IJ, on a 

I N T S F J Ô J Ô V / 3 - F - I . 
— = - x - = = - x - = - = -+-1 avec . = — % 

B F S O J NJ J N , ^ 

et par suite, 
m ; _ 2 

BF ~ v/3 •+• i ' 
d'où 

BR _ y/3 _ PR 
BF ~~ ^ ~~ P F ' 

donc B est le centre du cercle ex-inscrit dans l'angle F au 
triangle PFN. JR rencontre OF en A centre du cercle ex- ins-
crit dans l'angle R au triangle FRN, d'où il résulte que A, N 
et B sont en ligne droite. Par symétrie A, M et G sont en 
ligne droite. 
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Or on sait que 

/ s P F N 
PBN = 9 o ° - = 3o°. 

2 
D'autre part, 

/ \ 
F À H = Ï 5 ° . 

Ces trois relations mettent en évidence les propriétés 
indiquées. G. ROY. 

ESTIONS PROPOSÉES. 

2479. Une quartique bicirculaire ayant un point double O à 
distance finie admet deux foyers non singuliers réels F et F'. 

Démontrer q̂ ae les cordes de cette courbe, portées, par OF 
et OF', sont égales. 

2480. Toute surface algébrique du troisième ordre fait 
partie de l'enveloppe de ses surfaces, diamétrales. 

$481. L'enveloppe des surfaces diamétrales de la surface : 
y*-*- s * — o se décompose en cinq surfaces algé-

briques distinctes. 

2182. Pour une quartique gauche unicursale F (quartique 
de Steiner) deux quelconques des quatre conditions suivantes 
sont équivalentes : 

Les quatre ̂ points de Y où le plan osculateur est stationnaire 
forment un groupe équiharnvonique. 

Les points de contact des plans osculateurs menés à V par 
un point quelconque de la courbe sont en l igne droite. 

Les points de contact des quatre plans osculateurs startion-
naires sont dans un même plan. 

1Ï existe une inimité de trièdres dont les arêtes sont tan-
gentes à r . 

A . L A B R O U S B E . 
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SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS ENTIÈRES ; 
P A R G . V A L I R O N . 

Je rappellerai d'abord les propriétés, d'ailleurs 
faciles à retrouver, d'une des fonctions introduites par 
Jacobi dans la théorie des fonctions elliptiques. Si l'on 
pose 

+ 00 

( M < o , 
00 

on a 
S<*> = S ( ï ) 

et 

( I ) S(z) = zqS(zq*\ 

ce qui montre que la fonction est de la forme suivante : 

o 

A étant une constante (*). Dans le domaine 

I<7KM<I<7I- 3 , 

S ( z ) est donc holomorphe et ne s'annule qu'au 

point z=—c'est cette propriété qui sera utilisée. 

Les fonctions entières que nous allons considérer 
sont de la forme 

« 

(!) Voir le Traité d'Analyse de Jordan (3e édition), t. II, p. 483. 
Ann. de Matkémat5e série, t. III. (Juillet 1925.) 28 
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g(x) étant une fonction réelle ou complexe de l'entier x 
vérifiant la condition 

(3) lim 
f O P 

On se propose d'étudier les valeurs prises par f { z ) 
dans le voisinage du point à l'infini et à cet effet de 
ramener le cas où g(x) est quelconque à celui où cette 
fonction est égale à i ; plus précisément de comparer 
les valeurs de f ( z ) et de S ( z ) . L'idée directrice est 
celle qui a été introduite dans ces questions par M. Bo-
rel : pour les grandes valeurs de z la valeur de la fonc-
tion est donnée approximativement par un groupe de 
termes entourant le terme maximum. Nous poserons 
donc 

et nous supposerons que le point Z décrit la couronne G 

Z étant dans C et n preiîant les valeurs entières succes-
sives supérieures à un certain nombre /i0, le point s 
défini par (4) balaye l'extérieur d'un certain cercle T, 
| 3 | > /•„. Les valeurs prises par f ( z ) à l'extérieur de ce 
cercle T sont les valeurs prises dans C par la suite des 
fonctions holomorphes dans C 

Nous ne considérerons pas ces fonctions directement, 
mais les fonctions 
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£ étant toujours défini par (4). On a 

gn(Z)= ^ g(n, m)qm*zm 

m= — n 
avec 

De la condition (3) on déduit aisément que, s étant 
arbitrairement petit, le module de g ( n , m) est égal 
à (i-+-QÔ)7"2 dès que n est assez grand ( |Q |< / i ) . Par 
suite tend uniformément vers S(Z) lorsque n 
croît indéfiniment et que Z est intérieur à C. On obtient 
donc régalité 

(5) f ( z ) = [S(Z) 4- s(Z)] g(n)q»>z», 

¿(Z) tendant uniformément vers zéro dans C, c'est-
à-dire une valeur asymptotique de f(z), sauf dans le 

voisinage des points correspondant à — Mais on a 

en outre une valeur approchée des zéros de f { z ) et 
d'une façon générale des zéros de f ( z ) — P(s)7 

P(^) étant un poljnome. Car, d'après la condition (3), 
g(n) est égal à etn~ (e étant arbitrairement petit) le 
second facteur du second membre de (5) croît donc 
indéfiniment plus rapidement que toute puissance de z 
et les zéros de f ( z ) — P(^) sont donnés par l'équation 

S ( Z ) = e t ( Z ) 

dont le second membre reste aussi petit que l'on veut 
à l'intérieur de C pourvu que n soit assez grand. 
D'après un théorème connu et généralement attribué à 
Rouché (*), cette équation a une seule racine dans C 

(*) Voir le Cours d'Analyse de M. Goursat (3e édition), t. II, 
p. 121. 
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égale à — " 7 i « ) e t Pa r suite les zéros de 
f ( z ) — P(<s) dont le module est supérieur à un certain 
nombre dépendant de P(^) sont les points 

~ ^ (:1 + ) ( Km T U = o), 
ô \

 11
 ) 

dont les modules vont en croissant. Ces zéros sont 
distribués sur une courbe qui se comporte dans les 
couronnes R, KR (K fini) comme une spirale loga-
rithmique. [Pour une même fonctiony(s) les zéros des 
fonctions f ( z ) — P(^) sont d'ailleurs liés par une rela-
tion beaucoup plus serrée que celle trouvée ici.] 

Lorsque q et (^(.r) sont réels et P(s ) à coefficients 
réels les zéros obtenus sont réels puisque leurs modules 
sont distincts, il n'y a qu'un nombre fini de zéros 
complexes. Il en est de même pour les zéros de 
f(zq) — P(s ) lorsque g(x) et P ( z ) sont réels et q 
imaginaire pure. 

Certaines des fonctions (2) vérifient des équations 
fonctionnelles linéaires simples. f\ (z) correspondant 
à g(x) = 1 est solution de l'équation 

dont la résolution est ramenée (en posant cp = f \ -+- '}) 
à celle de l'équation (1) de S (5), la solution générale 
est donc 

G (z) étant une fonction invariante par la substitu-
tion (z, zq-). La fonction/o(-s) correspondant à 

g( o) = i , 

vérifie l'équation différentielle fonctionnelle 

(7) *'(*) = 
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Les équations obtenues en ajoutant un polynome au 
second membre de (6) et (7) admettent respectivement 
pour solutions A / 1 ( ^ ) + P ( ^ ) e t / 2 ( 5 ) + P(5). En pre-
nant g (o) = 1 et g(n) = n\ on obtient une fonc-
tion fz(z) solution de l'équation encore très simple, 
mais d'un type différent du précédent 

On formera de même les équations vérifiées par les 
fonctions obtenues en prenant g(n) égal à (/¿!)/% 
p étant entier. Parmi les autres fonctions simples de la 
forme (1) figureront naturellement les dérivées et pri-
mitives successives des fonctions précédentes, mais 
aussi les primitives généralisées (multipliées par une 
puissance convenable de z) de ces fonctions, par 
exemple les fonctions correspondant à g{x) = y 1 ( OC —f— a ) 
T étant la fonction eulérienne de seconde espèce et 
a ayant sa partie réelle positive. 

Les méthodes de Laguerre (*) permettent de recon-
naître que, pour ces fonctions particulières, les zéros 
sont tous réels lorsque q est réel. 

S U R Q U E L Q U E S É Q U A T I O N S NON L I N É A I R E S 
AUX D E R I V E E S P A R T I E L L E S DU P R E M I E R O R D R E ; 

PAR A. BUHL. 

J'examine ci après quelques problèmes à énoncés 
géométriques qui entraînent des équations non 

(1) Journal de Math., I 8 8 3 ; Acta math., 1884. 
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linéaires aux dérivées partielles du premier ordre. Il 
n'est pas absolument aisé de trouver de tels problèmes 
si Ton veut qu'ils soient explicitement accessibles à la 
méthode d'intégration, au moins jusqu'à l'obtention de 
l'intégrale complète. Et ce n'est que dans ce cas qu'ils 
ont une valeur pédagogique, qu'on peut les proposer 
aux élèves comme exercices ou comme problèmes 
d'examen. 

Les exemples qui suivent ont justement servi à illus-
trer mon Cours d'Analyse de la Faculté des 
Sciences de Toulouse. Ils n'ont évidemment point de 
hautes prétentions mais peuvent, il me semble, avoir 
celle de s'ajouter naturellement à des Recueils d'Exer-
cices tels que ceux de Frenet ou de Tisserand. 

Les dernières questions nous ramènent à des sujets 
déjà traités dans les Nouvelles Annales (octobre 1923, 
juin 1924) par l'auteur et par M. Vincensini (jan-
vier 1926). Il s'agit de volumes tournants propor-
tionnels à l'aire d'une cloison génératrice. 

1 . Généralités. — Rappelons, sans démonstration, 
que l'intégration de l'équation 

(0 F g ) = o 

repose sur la considération du système 

/9X dx ^dy -dp —dq 
K } î î F ? F x + p F z F r + q F z 

dont il convient fde trouver une intégrale 

(3) < P ( x , y , z > p f q ) = a. 

De (1) et (3) on peut alors tirer p et q et former 

( 4 ) dz= p dx -+- q dy. 
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C'est là une équation aux différentielles totales tou-

jours intégrable car le système (2) a précisément été 
formé pour exprimer son intégrabilité. L'intégra-
tion de (4) introduit une nouvelle constante arbi-
traire by d'où, pour (1), Vintégrale complète 

( 5 ) o(x, y, z; a, b) = o. 

L'enveloppe à deux paramètres, a, 6, de cette famille 
de surfaces est Vintégrale singulière de (1); l'enve-
loppe, à un seul paramètre 6 = est Vintégrale 
générale, laquelle dépend de la fonction arbitraire ^ (a). 

L'intégrale complète (5) possède, à la fois, les pro-
priétés géométriques traduites par les équations (1) 
et (3). Ainsi, pour les équations 

( 6 ) ? ) = Q , 

le système (2) donne immédiatement l'intégrale 

( 7 ) a p - h Q? = o. 

Celle-ci représente des cylindres à génératrices 
parallèles à la direction a, ¡3, o. Une intégrale complète 
d'une équation (6) est donc ainsi constituée par 
une certaine famille de cylindres. 

Rappelons encore qu'une intégrale complète peut 
(i Ant être obtenue sans passer par toute l'analyse 

précédente. Ainsi, pour l'équation des surfaces déve-
loppables, 

(8) q) = o. 

avec a et b liés par F (a, 6) = o. 
De même, à l'équation 

( 9 ) ¥{x,p)-*-G(x, q) = o, 
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on fait immédiatement correspondre une intégrale 
complète en posant 

F ( # , / ? ) = « , G (x,cj)=. — a. 

2. Notations géométriques. — Soit M un point 
d'une surface S rapportée à trois axes rectangu-
laires O x y z . En M, nous considérerons une normale 
MN, à S, perçant O x y en N. La projection de M 
sur O xy sera P. Dans le plan MNP, nous considére-
rons aussi une tangente MT, à S, laquelle percera O xy 
en T. On aura 

( 1 0 ) N P = P T = - • 

Ces formules généralisent les notions de sous-nor-
male et de sous-tangente relatives aux courbes planes. 

3. Surfaces telles que le rectangle de diago-
nale PN et de côtés respectivement parallèles à Ox 
et O y ait une aire constante A-. — Le point N ayant 
pour coordonnées x -f- pz et y-h qz, on a immédiate-
ment, pour^l'équation aux dérivées partielles des sur-
faces en question, 

(11) pq z2 = À"2. 

Cette équation est du type (6). L'intégrale complète 
est 

>ik(ax + + 

L'intégrale générale dépend de l'élimination de a 
entre les deux équations 

o = **( + 
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Pour A (a) polynome, on pourrait certainement 
avoir une riche moisson de surfaces algébriques jouis-
sant de la propriété indiquée. Pour ¿ ( a ) = C2, on a 
ainsi 

— C*)*^ I 6k* xy. 

On peut aussi étudier (i i) en posant u = z2, ce qui 
ramène l'équation à la forme 

<)a du , . 
= o u p q = ^ . 

On est alors ramené à l'étude de surfaces dévelop-
pables. 

4. Surfaces telles que le rectangle de diago-
nale PN, déjà considéré, ait même aire que le rec-
tangle analogue de diagonale OP. — L'équation 
aux dérivées partielles est 

(12) pqz*=xy. 

Ici il est encore indiqué de poser u = z-, ce qui 
ramène l'équation à la forme 

( I 3 ) P Q ~ 4 X Y = O . 

Pour cette dernière le système (2) est 

dx __ dy _ dp ___ dq 

<1 ~ P ~ f\y ~ 

et donne, entre autres combinaisons possibles, 

d'où, en tenant compte de (i3), 
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Formant (4), on a immédiatement 

u = z2 = y \ j — a H- b 

et ceci est bien une intégrale complète de ( i3) , mais 
nous sommes précisément dans un cas qui permet de 
montrer que le hasard des combinaisons intégrables, 
dans un système (2), vaut souvent moins que quelque 
méthode plus particulière mais intuitivement adaptée 
à l'équation à intégrer. Ainsi ( i3) peut s'écrire 

JL = 
9 ' 

ce qui est du type (9). Soit a la valeur commune de 
ces rapports ; on a immédiatement 

y2 
u = z2= ax- -4- h b a 

et ceci est bien encore une intégrale complète mais 
beaucoup plus maniable que celle trouvée d'abord. Pour 
avoir l'intégrale générale de (12), il reste à éliminer a 
entre les deux équations 

Y2 

z* = «a?2-h — -+- <!/(«), a ' 

Là encore, pour A (a) polynome, de nombreuses 
surfaces algébriques peuvent être obtenues. Ainsi, 
pour A (a) — C, on a 

z2 = 2 xy -h G. 

Pour ^ ( a ) == a + C, on a 
(z-— G)2= 4 J 2 ( # 2 - H I ) . . 

Remarquons au moins les quadriques dont l'énoncé 
donne une propriété simple. 
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5. Surfaces telles que NP = ¡jt.OP si ¡jl est un fac-

teur constant. — On a immédiatement 

Il est encore indiqué de poser u = z2, ce qui ramène 
l'équation à la forme 

Celle-ci est encore du type (9) et il suffit de poser 

p*— 4îjl2j2— q*~ 4#2H-2 

pour avoir l'intégrale complète 

— — — = f J a ï dx -h fs/y1 — aldy -f- b. 
IV- J J J 

Les quadratures sont faciles mais peu maniables. 
Ce problème conduit à des réflexions opposées à 

celles du paragraphe précédent. 
Ici l'intégrale complète a été trouvée très simplement 

mais il ne s'ensuit pas qu'elle soit très simple. 
Si, pour l'équation du présent paragraphe, on forme 

le système (2), des combinaisons simples conduisent à 
l'intégrale complète 

z2 
— = (x2—y2) sina 4- ixy cosa-f- ¡3 

beaucoup plus maniable, beaucoup plus aisée, à 
étudier, au point de vue géométrique, que celle déjà 
obtenue. 

On voit qu'on ne peut pas se considérer comme 
pleinement satisfait lorsque, par une seule méthode, 
on a obtenu une première intégrale complète d'une 
équation (1); reste à savoir si une seconde, plus avan-
tageuse, ne serait pas engendrée par une autre méthode. 
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6. Surfaces définies par une propriété quel-

conque, mais intrinsèque, du triangle MNT. — Une 
telle propriété du triangle MNT peut évidemment 
toujours se traduire par une relation entre les seg-
ments NP et PT exprimés en (10). L'équation aux 
dérivés partielles des surfaees S en litige sera donc de 
la forme 

0 4 ) />2+<72 = <!><>). 

Cette équation exprime aussi que les surfaces S sont 
coupées par tous les plans parallèles à O x y sous un 
angle qui est constant tout le long d'une même section. 
Ces sections sont donc des lignes de courbures pour la 
surface. Tout ceci rend le problème abordable de 
plusieurs manières et n'aboutit qu'à des moulures 
engendrées par une courbe plane quelconque dont le 
plan roule sur un cylindre quelconque de génératrices 
parallèles à O :. Au point de vue géométrique, ceci est 
élégamment discuté dans les Leçons sur les applica-
tions géométriques de VAnalyse de Louis Raffy 
(p. 166). Au point de vue analytique l'équation ( i4) 
est du type (6); l'intégrale complète est 

On peut en déduire facilement les propriétés géo-
métriques indiquées. Un cas particulièrement impor-
tant est celui où $>(<3) se réduit à une simple 
constante ; on" a alors la surface dont le plan tangent 
fait un angle constant avec un plan fixe qui est ici le 
plan O xy. C'est l'hélicoïde développable, lieu des 
tangentes à une hélice tracée sur un cylindre quel-
conque de génératrices parallèles à O^. 

7. Surfaces telles que la plus courte distance de 
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la normale et d'une droite fixe soit fonction donnée 
de l'angle de ces droites. — Prenons la droite fixe 
pour axe Os; l'équation aux dérivées partielles des 
surfaces demandées est 

< I 5 ) — 

Les deux derniers membres du système (2) donnent 

(16) p- q2 — const . = tang 2 £. 

Nous aurons donc une intégrale complète constituée 
par des hélicoïdes développables dont le cylindre 
de base T aura ses génératrices parallèles à Os. Mais 
la normale à un tel hélicoïde est tangente à F et sa 
distance à Os 

py — qx _ _ / ( tang 'e ) _ . _ J ] _ = R 

s / p - ' - b q 1 t a n ^ £ t a n S £ 

est une certaine constante. Le cylindre base T est donc 
un cylindre circulaire, d'axe Os et de rayon 

R = 7j cot £. 

Le calcul confirme aisément tout ceci. De ( i5) et 
(16 j on tire p et q, on forme dz, d'où, en coordonnées 
semi-polaires et par une intégration immédiate, 

z n C. /lancés , dr 

C'est bien là un hélicoïde, de pas réduit r{. 11 faut 
montrer que ses sections, par des plans de cote s cons-
tante, sont des développantes de cercle toutes égales 
entre elles. 

Soit MT une tangente à un cercle de rayon OA. Le 
point M est censé décrire la développante, le seg-
ment MT étant égal à l'arc AT. La tangente en M à la 
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développante fait avec le rayon vecteur OM un angle V 
égal à l'angle MOT, si bien que l'équation 

r c o s V = R ou = — i ~ 

d'après 
r tang V = —, 

doit définir les développantes en question; c'est ainsi 
qu'on les reconnaît dans (17). 

Quant à passer de l'intégrale complète (17) à l'in-
tégrale générale de (i5), ce sera, le plus souvent, 
impraticable. Il faudrait, dans (17), remplacer rà 

par/(tang2 s), puis G par une fonction arbitraire de e, 
soit C(e), puis chercher l'enveloppe, pour £ variable, 
de la famille d'hélicoïdes développables ainsi consti-
tuée. Dans (17), l'intégration en r est facile mais 
complique plutôt l'aspect des choses. Malgré ces 
difficultés, nous allons examiner deux équations (15 ) 
particulières comme répondant, tout au moins, à 
des problèmes à énoncés remarquables. 

8. Surfaces dont la normale touche un cylindre 
de révolution. — C'est là un problème bien connu 
mais qui doit être brièvement rappelé comme étant 
l'un des plus simples donnant lieu à une équation du 
type (io). On a alors, R étant le rayon constant du 
cylindre, 

f(p~-+-<f) = K v V = / ( t a n g * e ) = R tange. 

L'intégrale complète (17) devient 

Ici l'enveloppe, avec G(e) pour G, se compose de 



développantes de cercles analogues à celles de l'inté-
grale complète. Ceci tient à ce que l'intégrale générale 
donne toujours des moulures dont le cvlindre base est 
le cylindre de révolution donné; c'est le fait qui 
était connu d'avance ou bien facile à prévoir. 

9. Surfaces sur lesquelles on peut détacher des 
cloisons d'aire S, à contour quelconque, donnant, 
avec Oz comme axe de rotation, des volumes tour-
nants V tels que V — a S. — L'équation du problème 
est 

Bien que l'expression de V soit aisée à obtenir, on 
peut se reporter, à cet égard, à mon opuscule Géomé-
trie et Analyse des Intégrales doubles (p. 25). 
Comme l'équation intégrale (18) doit être vraie quelle 
que soit la cloison S, elle donne l'équation aux dérivées 
partielles 

(19) py — qx= s/i 
2 7C 

qui est encore du type (i5). On a 

s 

Tî = / ( t a n g * s ) = 
a R = Tl cot a 

-m cose •21T sine T 

d'où 
2 7TT) R 

L'intégrale complète (17) devient ici 

(21) 2 i t^cos£ = a ( C — 0 ) 4 - / y ^ ^ r 2 si r ï r * sin2 e — a 2 — r 
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Le pas réduit Y} étant appelé /*, cet hélicoïde déve-

loppable est celui que donne M. P. Vincensini dans 
un récent et intéressant article Sur une propriété 
de la développante du cercle et de Vhélicoïde déve-
loppable (N. A., janvier 1925). La formule (20) est 
de M. Vincensini. Théoriquement, les surfaces S 
comprennent non seulement les hélicoïdes (21) mais 
toutes leurs enveloppes pour e variable et C remplacé 
par C(e). Ces surfaces S forment une famille dépen-
dant d'une fonction arbitraire. Mais pratiquement de 
telles enveloppes ne semblent pas aisées à expliciter et 
le résultat de M. Vincensini gagne en importance 
comme étant, quoique très particulier, le seul peut-
être qu'on puisse facilement se représenter au point de 
vue géométrique. 

S O L U T I O N DU P R O B L È M E DE M A T H É M A T I Q U E S É L É M E N T A I R E S 
( A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S , 1 9 2 2 ) . 

I. Etant donnés trois points B, C, on propose 
de déterminer un point D tel que les faces du 
tétraèdre ABCD aient des aires équivalentes. 

On calculera, en fonction des côtés a, 6, c, et des 
angles A, B, C, du triangle ABC, le rayon de la 
sphère inscrite, celui de la sphère circonscrite, le 
volume, les cosinus ou les sinus des dièdres ou des 
demi-dièdres du tétraèdre ABCD (ordre laissé à la 
disposition des candidats). 

II. Les sommets AB restant fixes : 
Où doit-étre le point H, orthocentre du triangle 
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ABC, pour que les dièdres du tétraèdre ABCD 
soient tous aigus ? 

Quel est le lieu du point H quand les orthocentres 
des quatre faces du tétraèdre sont dans un même 
plan ? 

III. Soient deux sphères concentriques, S et s, 
de rayons R et r. A quelles conditions existe-t-il 
des téttaèdres T dont les sommets sont sur la sphère 
S et dont les plans des faces sont tangents à la 
sphère s ? Examiner si ces tétraèdres T ont leurs 
faces équivalentes. Comment faut-il choisir une 
droite A pour qu'elle soit une arête d'un tétraèdre T ? 

IV. Les sphères S et s étant données, que peut-on 
dire des centres de gravité et des orthocentres des 
faces de tous les tétraèdres T qui sont inscrits dans S 
et circonscrits à S ? 

Le plan de la face BCD et le sommet A étant 
fixés, étudier le déplacement des arêtes CD, DB, BG. 

Etudier les sphères S autres que s tangentes aux 
plans des faces d'un tétraèdre T et, en particuliery 

la disposition des centres de ces sphères. 
Soit A' le centre de celle des sphères ex-inscrites 

à l'un quelconque des tétraèdres T, qui est placé au 
delà de la face BCD par rapport au sommet A. 
Démontrer que la distance de ce point A! au centre a> 
de l'une des circonférences tangentes aux trois côtés 
du triangle BCD est dans un rapport constant avec 
le rayon de cette circonférence. 

S O L U T I O N P A R M M . G H A Z E L E T C O N V E R S . 

Avant d'aborder directement le problème, nous allons 
étudier quelques propriétés d'un tétraèdre ABCD 
satisfaisant aux conditions de l'énoncé. 

Ann. de Mathémat.y 5" série, t. III. (Juillet 1925.) 29 
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Remarquons en premier lieu que les quatre hauteurs 

A a, B ¿>, Ce, Dd du tétraèdre sont égales et qu'il en est 
de même des hauteurs Dôc, Chc dans les faces ABD, 
ABC. Il en résulte l'égalité des triangles rectangles 
DÛ?OC, Cchc dont les plans sont perpendiculaires à 

Fig. i. 

D 

l'arête AB, et par suite le plan bissecteur intérieur du 
dièdre AB coupe DC en son milieu. La droite qui joint 
les milieux des deux arêtes opposées est donc l'inter-
section des plans bissecteurs intérieurs des dièdres 
correspondants; autrement dit, le centre de la sphère 
inscrite coïncide avec le centre de gravité G du 
tétraèdre, et le rayon de cette sphère est égal au quart 
de la hauteur. 

En outre, le segment DG, divisé en deux parties 
égales par le plan bissecteur intérieur du dièdre AB 
aux faces duquel il est limité, est parallèle au deuxième 
plan bissecteur de ce dièdre. En d'autres termes, le 
plan bissecteur intérieur du dièdre AB est perpendicu-
laire à tout plan parallèle aux arêtes AB et DG ; la droite 
joignant les milieux de deux arêtes opposées est donc 
la perpendiculaire commune à ces deux arêtes ; le centre 
de la sphère circonscrite coïncide aussi avec le point G; 
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les sphères inscrites et circonscrites sont concen-
triques. Il en résulte que les cercles circonscrits aux 
faces du tétraèdre sont égaux. Deux triangles tels que 
ABC, ABD ont donc même base, même aire, et même 
rayon de cercle circonscrit. Dans de telles conditions, 
on se rend compte aisément que ces triangles sont eux-
mêmes égaux. Les faces du tétraèdre ABCD sont donc 
non seulement équivalentes, mais égales. 

Si l'on suppose que ces faces sont des triangles 
absolument quelconques, cette égalité n'est possible 
que si l'on a 

DG = AB, DA = BC, DB = AG, 

autrement dit si les arêtes opposées sont égales deux à 
deux. 

En résumé, dans un tel tétraèdre : 

i ° Les faces sont égales, les arêtes opposées égales 
deux à deux. 

2° Les sphères inscrite et circonscrite sont concen-
triques et leur centre commun coïncide avec le 
centre de gravité du tétraèdre. 

Remarque. — Le paralléllogramme I A I U J A ^ B formé 

Fig. 2. 
D 

par les milieux de quatre arêtes opposées deux à deux 
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est ici un losange. Les droites qui joignent les milieux 
des arêtes opposées sont rectangulaires. Le tétraèdre 
se reproduit par des rotations de i8o° autour de ces 
droites. 

11 est dès lors facile de construire un tel tétraèdre 
connaissant une de ses faces ABC. Le quatrième 
sommet D est à l'intersection des sphères décrites 
de A, B, C, avec BC, AC, AB comme rayons respectifs. 
]Vous obtenons ainsi deux points D et D/ auxquels 
correspondent deux tétraèdres symétriques. On verra 
un peu plus loin la condition de réalité de ces deux 
points. 

Remarque. — Si nous désignons par g le centre de 
Fig. 3. 

gravité du triangle ABC, O le centre de son cercle 
circonscrit, la projection du point D sur le plan de la 
face ABC se fera en un point d la droite g0 tel que 

OU, = — 3Ôlf, 

comme d'ailleurs zOg = gH (H étant l'orthocentre 
du triangle ABC, 

gd=— a^H; 

par suite d est l'orthocentre du triangle DADBDC 

homothétique dont le rapport — 2 du triangle ABC 
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par rapport à son centre de gravité. De ce fait et de 
l'égalité des arêtes opposées, il résulte que si nous 
rabattons les plans des faces de sommet D sur le plan 
de la face ABC, la figure ainsi formée par l'ensemble 
de ces triangles sera précisément le triangle DADBDC 

considéré. 

Calcul des éléments du tétraèdre ABCD. — Nous 
désignerons dans ce qui suit par r le rayon de la 
sphère inscrite, R celui de la sphère circonscrite, h la 
hauteur du tétraèdre; par V son volume, a, J3, y les 
dièdres relatifs aux arêtes BC, CA, AB ; ha la hauteur 
du triangle ABC relative au sommet A, p le rayon du 
cercle circonscrit à ce triangle, et S sa surface. 

Dans le triangle rectangle Dd8A, nous avons la rela-
tion 

Dd = h* = m\ — dàl = ha — dl\. 
Or 

do\ = | — /l„ | = | 2 AH — ha I . 

Un calcul simple donne 
l a ô c c o s A , 1 , ¿ c s i n A 

d§\ = = ha avec ha = : 
\ h a I a> 

d'où 
/i2 = 4 bc cos A — 4 « î c o t 2 A, 

/ i » = 2[<7>2H-c2-4-a2) — 8?2], 
_ h* _ b* -4- c2 -h a 2

 2 r _ __ _ __ p ? 

6 2 + c 2 + a 2 
R2 = r2 -h p 

À peut s'exprimer autrement; remplaçons dans 
l'expression précédente a, 6, c respectivement par 

(') Le lecteur constatera facilement qu'on peut simplifier l'expo-
sition précédente, en observant que les tétraèdres de l'énoncé sont 
inscriptibles dans des parallélépipèdes rectangles. 
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2 p sin A, 2psinB, 20 sin C, 
"sin2 A -4- s in2B -4- sin2G 

/ i*= 16 p2 

h2 = 16 p2 s in 2 (B h- G) -h sin2B -4-fsîn2G 

= i6p 2 cosA cosB cosC. 

Cette formule nous montre que la condition nécessaire 
et suffisante pour que les points D et D< soient réels 
est que les angles ABC soient aigus. Cette condition, 
d'ailleurs, exprime simplement que dans un trièdre du 
tétraèdre une face est plus petite que la somme des 
deux autres. 

Le volume V nous sera fourni par la formule 

V = 
h S 

V2 = 
h2 S 2 

S 2 = 

i6p2 

V2 = 

h2 = i6p2co^ A cos B cos G, 

a2b2c2 

cos A cos B cos C. 

Calculons enfin les cosinus des dièdres du tétraèdre. 
Si 0 A désigne la projection du point O sur le côté J3C 

t a n s ; = <Jo 
« a tang* 2 = 

p cosA 
p2cosA cosB cosG cosBcosG 

cos A p2 cos2 A 
cosB cos G 

sin B sin C — 2 cosB cos G cos A 
cosB cos G sin B sin C 

cos A 

cosa — 1 — 

cos« = i — 

cos V = i — 

tang B tangC ' 
2 

tangC tang A ' 

tangB tang A 
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II. Les lieux que nous nous proposons de recher-

cher dans cette question étant évidemment des surfaces 
de révolution autour de la droite AB, il nous suffira, 
pour les déterminer, de déterminer leur méridienne, 
en fixant également le plan ABC. 

a. Ou doit être le point H orthocentre du triangle 
ABC pour que les dièdres du tétraèdre soient tous 
aigus ? La condition nécessaire et suffisante pour qu'il 
en soit ainsi est que le point d soit à l'intérieur du 
triangle ABC. Un dièdre ne pourra devenir obtus que 
si le point d traverse l'un des côtés du triangle. Cher-
chons donc la condition pour que la projection d du 
point D tombe sur l'un de ces côtés. 

i° Pour que d soit sur BC, il faut et il suffit que 

ou 
i Ai l = A ha. 

Le point H est alors milieu, de Ah a , et le lieu de ce 
point est la circonférence TA décrite sur Aïc, le étant 
le milieu de AB. 

2° Pour que d soit sur AC, H doit être sur la cir-
conférence FB de diamètre Blc. 

3° Pour que d soit sur AB, H doit être le milieu de 
C hc. 

Or 

d'où 

lYÏJic = Bhckhe. 

Si je considère sur Chc le point E tel que 

hc E = \/ô.hc H, 
ce point tel que 

hj? = khcBhc 
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décrira la circonférence de diamètre AB; le point H 
décrira donc l'ellipse (e) de grand axe AB, obtenue en 
réduisant les coordonnées de cette circonférence dans 

le rapport 
v'2 

En rapprochant tous ces résultats, on obtient facile-
ment que la condition nécessaire et suffisante pour 
que les dièdres du tétraèdre soient tous aigus, est 
que le point H soit dans la portion de plan exté-
rieure aux cercles FA et TB et intérieure à l'el-
lipse (e). Les cercles FA et Tu sont d'ailleurs les cercles 
osculateurs à l'ellipse (s) aux extrémités du grand axe. 

b. Quel lieu doit décrire H pour que les quatre 
orthocentres soient dans un même plan ? 

Représentons le tétraèdre ABCD et ses trois axes 

Fig. 4. 

de rotation (droites joignant les milieux des arêtes 
opposées) Gjk, G^. La rotation de 180° autour 
de x'Gx amène A sur D, B sur C; cette rotation 
échange deux à deux les quatre orthocentres; de 



quatre orthoeentres sont dans un même plan, ce plan 
est conservé dans ces trois rotations ; c'est donc un des 
plans de coordonnées. Le quadrilatère formé par ces 
orthocentres admet d'ailleurs dans son plan deux axes 
de symétrie rectangulaires passant par G et dans 
chacune de ces symétries ses sommets s'échangent 
deux à deux. Ce quadrilatère est donc un rectangle 
situé dans l'un des plans # 0 y , yOz, zOx, ayant pour 
centre G et ses côtés parallèles aux axes. 

Supposons le rectangle dans le plan xOy; ce plan 
coupe le tétraèdre suivant le parallélogramme 1AIB JA JB, 
et le rectangle des orthocentres est inscrit dans ce paral-
lélogramme, H est donc le milieu de Chc. D'ailleurs 
s'il en est ainsi, il est clair, que les quatre orthocentres 
seront dans le plan xOx. Nous retrouvons pour lieu 
de H Vellipse précédente (e). 

Pour que les quatre orthocentres soient dans 
Vun des deux autres plans de coordonnées, H doit 
décrire Vu ri des cercles Tv ou r„. 

III. Examinons tout d'abord si les faces d'un tétraèdre 
répondant à la question ont leurs faces équivalentes. — 
Le centre du cercle circonscrit à une face quelconque 
est le point de contact de cette face avec la sphère (s). 
Les cercles circonscrits aux quatre faces sont donc 

égaux. Par suite, deux angles tels que ¿DB et ACB sont 
égaux ou supplémentaires. 

Snpposons en premier lieu que la sphère (s) soit la 
sphère inscrite au tétraèdre (T). Alors 

ADB = ACB = C, CAD = CBD = C'. 

BDG = BAC = A, ABD = AGD = A'. 
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Ecrivons que, dans chaque face, la somme des angles 

est égale à deux droits 

2rfr = A -1- B + G = A + B' + C' = A' + B + C' = A' + B' + C. 

On en déduit 

A == A', B = B', G = C'. 

Les faces du tétraèdre sont donc semblables. Gomme 
elles ont une dimension commune (le rayon du cercle 
circonscrit), elles sont égales. 

Si la sphère (.9) n'est pas inscrite, ou bien elle est 
ex-inscrite, dans le trièdre de sommet D par exemple; 
les angles en D sont alors les suppléments des angles 
A, B, G, et leur somme égale à quatre droits, ce qui est 
impossible, ou bien elle est située dans un comble 
(DG par exemple); le centre du cercle circonscrit 
doit être situé par rapport au triangle ABC dans l'angle 
opposé par le sommet à l'angle en C, ce qui ne saurait 
avoir lieu. Ces deux dernières hypothèses sont à 
écarter. La sphère (s) est la sphère inscrite à un 
tétraèdre (T) et les faces de ce tétraèdre sont 
équivalentes. 

Or, il est facile de voir que, dans un tétraèdre à faces 
équivalentes, le rapport — peut prendre toute valeur 
supérieure à 3 et n'atteint cette valeur limite que 
lorsque le centre de gravité d'une face coïncide avec 
son orthocentre, c'est-à-dire lorsque les faces sont des 
triangles équilatéraux. le tétraèdre est alors régulier. 
Par suite l'unique condition à laquelle doivent satisfaire 
les rayons des sphères (S) et (s) est que le rapport — 
soit supérieur à 3. 

Condition pour que A soit une arête. —D'abord (A) 
doit être sécante à (S) et non à (s). Donnons-nous (A) 
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et soit w le cercle de section de (S) par le plan tangent 
à (s) mené par A. La hauteur du tétraèdre est d'ailleurs 
connue et égale à 4 . Donc D appartient au cercle de 

section de (S) par le plan parallèle au plan ABC à la 
distance /\r. Ce cercle se projette sur le plan du 
cercle to suivant le cercle pointillé. L'orthocentre H du 
triangle ABC doit être sur ce cercle; il est aussi sur 
l'arc supplémentaire de l'arc Sous-tendu par AB. Pour 
que cet arc coupe le cercle pointillé, AB doit couper le 
cercle moyen entre les deux cercles précédents et doit 
être extérieur à celui qui a pour rayon la demi-
différence des rayons de ces cercles. Si d désigne sa 
distance au centre commun O des sphères ( S ) et (s), 
un calcul simple montre que d doit satisfaire à la 
double inégalité 

Fig, 5. 

B 

A 

R2 — 3 r* I v / ( R 2 _ / . 2 ) ( R 2 _ _ g / . 2 ) < ^ 

< 
R2 — 3 7*2 

-f-v/(R 2— r2) (R2— 9 r 2 ) . 2 

Remarque. — On peut obtenir tous ces résultats 
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par une voie un peu différente. Supposons acquis que 
la sphère (s) ne puisse être que la sphère inscrite à un 
tétraèdre ABCD supposé existant, satisfaisant aux con-
ditions de l'énoncé. Le triangle BCD est inscrit au 
cercle (C) section de (S) par le plan BCD et circons-

Fig. 6. 
A 

crit à l'ellipse (E) section par ce même plan du cône 
de révolution de sommet A circonscrit à (s). Le point 
de contact O du plan BCD avec (s) est foyer de (E) et 
est centre de (C). D'ailleurs le théorème de Poncelet 
nous montre que le second foyer de (E) est l'ortho-
centre H du triangle BCD. On en déduit que (C) est 
cercle directeur de (E). 

La figure .ci-dessus est la figure du théorème de 
Daudelin. Les triangles OKA et O 0 A| sont égaux. 

Donc 
OAi = AK, 

OÀ| , grand axe de l'ellipse (E), est égal à MN. 
Donc 

AK = MN. 
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Si nous désignons par ip le périmètre de AMN 
A K — p — M N ; 

« 2 M N = > , A M H - A N = 3 M N . 

Par ailleurs 

- M F - A \R MIN _ A M 
O F ~ M F ' ~ A M A M -+• AIN ~ T " 

Par suite 
A O _= 3 0 F . 

Il en résulte que le point O centre commun de (S) 
et (s) est centre de gravité du tétraèdre. La droite 
joignant les milieux de deux arêtes opposées est 
leur perpendiculaire commune. Le tétraèdre est 
équifacial. 

On peut remonter les calculs en sens inverse, et Ton 
voit que, pourvu que F soit extérieur à (S), il existe 
des tétraèdres (T). On retrouve la condition R >> 3/ \ 

Pour qu'une droite AB soit arête d'un tétraèdre (T) 
il faut et il suffit que la droite BF soit extérieure à (s). 
On vérifie facilement que l'on retombe sur la double 
inégalité écrite plus haut. Cette méthode nous donne 
du même coup la solution d'une des questions pro-
posées dans la dernière partie. Si le point A et le 
plan BCD sont fixes, il résulte de ce qui précède que 
l'enveloppe des côtés BC, CD, DB est l'ellipse (E). 

IV. Les centres de gravité et les orthocentres des 
faces d'un tétraèdre (T) quelconque sont situés sur 
des sphères concentriques aux deux premières et ayant 

respectivement pour rayons — et ^R2— 8r2. Les centres 

de gravité sont évidemment les sommets d'un tétraèdre 
équifacial et il en est de même des orthocentres, le 
tétraèdre qu'ils forment admettant mêmes axes de 
symétrie que le tétraèdre (T) primitif. 
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Etude des sphères (S). — Désignons toujours 

par F le centre de gravité de la face BGD. Les points 
AOFA' forment une division harmonique. Donc 

Q F _ _ ÂJF i 

OA Â7Â ~ 

Ô Â = — OA'. 

Le centre h! de Ici sphère ex^inscrite dans le trièdre 
de sommet A est donc le symétrique du point A par 
rapport au centre commun des sphères inscrite et 
circonscrite. Le rayon de cette sphère est d'ailleurs 
égal à la moitié de la hauteur du tétraèdre. Même 
remarque pour les points B' C' D'. 

Le point A' appartient d'ailleurs aux sphères de 
diamètre BC, CD, BD; car 

Â/B 2 = 4 R 2 _ Â B 2 , 

Â ' C 2 ^ 4R 2 — ÂC 2
? 

2 2 / 2 2 \ 
A'B + A'C = 8 R 2 — ( AB -H AG ) 

= 8 R 2 — DG 2 -4- D B 2 = B c \ 
car 

8R* = BG2-}- B D 2 - Î - D G 2 ( v o i r I ) . 

Il appartient donc aussi aux sphères de diamètre BL, 
L étant le pied de la bissectrice intérieure de l'angle 
en B. 

Donc 
A'I _ LI _ l 

A'I i ~ LIj ~~ ¿iy 

I, l{ étant respectivement les centres et les 
rajons du cercle inscrit et d'un cercle ex-inscrit au 
triangle BCD. 

Par suite 
A'I _ AVTi _ _ A/I3 # 

l ~ li ~~ h ~ h 
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D'ailleurs le cône de sommet A' et ayant pour base le 
cercle inscrit est capable d'un trièdre trirectangle cir-
conscrit. Il est donc capable d'une infinité de trièdres 
trireetangles. On obtient ainsi une infinité de triangles 
BCD. On peut montrer qu'il est possible d'obtenir 

Fig- 7-
B 

ainsi un triangle semblable à un triangle quelconque 
donné à l'avance. [Ce sont des triangles cironscrits à 
un cercle fixe et inscrits à une conique fixej, par suite un 
triangle coïncidant avec la base d'un tétraèdre (T). 
T A ' I . , . Le rapport —j-1 ainsi que ceux qui lui sont égaux, est 
donc constant (1 ). 

A'O On pourrait démontrer de même que le rapport — -

est constant, p désignant le rayon du cercle circonscrit 
au triangle BCD. 

Il n'existe pas de sphère S située dans un comble. 
Les plans bissecteurs de deux arêtes opposées étant 
parallèles, le centre d'une telle sphère est en effet 
rejeté à l'infini. 

(*) Il est facile à voir que ce rapport est égal à ^2. 
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CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

E P R E U V E THÉORIQUE. — Un système sans frottement peut 
se mouvoir dans un plan vertical fixe xOy sous la seule 
action de la pesanteur„ Ce système est constitué par un 
disque circulaire homogène de rayon R, de masse M, assujetti 
ci rester en contact avec Vhorizontal Ox, en même temps 
que par une tige rectiligne homogène AB, de longueur i l , 
de masse M', qui s'appuie sur la circonférence du disquey 
à laquelle elle est tangente, tandis que Vextrén\ité A de 
cette tige glisse sur Ox. 

i° En se plaçant dans un intervalle de temps où ces 
liaisons sont simultanément réalisées, former et discuter 
les équations différentielles qui déterminent en fonction 
du temps les trois paramètres 

OÂ=x, ( A ^ A B ) = 0, ( A ^ C D ) = CP, 

G désignant le centre du disque et CD un rayon marqué 
sur le disque. 

i° Calculer les réactions de Ox sur la tige et sur le 
disque. 

3° On fixe brusquement Vextrémité A de la tige. Trouver 
le nouvel état des vitesses du système après le choc ainsi 
produit. (4 heures.) 

(Poit iers, novembre 1924.) 

E P R E U V E PRATIQUE. — Déterminer analytiquement et géo-
métriquement le mouvement du trièdre trirectangle Oxyz 

- autour de son sommet O, sachant que son arête Oz fait 
un angle constant 6 = CL avec la verticale ascendante OZ\ ; 

> 
que la rotation instantanée Q est située dans le plan xOy 
et fait avec Ox un angle égal À XI, où X désigne un coef 
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Jicient constant. Le plan zOzx ayant tourné de quatre 
droits autour de la verticale, montrer que la position 
finale de Oxyz est distincte de sa position initiale. Évaluer, 
en fonction de a, V amplitude de la rotation qui fait passer 
d'une position à Vautre, (i heures.) 

(Novembre 19*14.) 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I . E P R E U V E THÉORIQUE. — 

La force vive a pour expression 

- » [ ( - - ^ 

-h M ' — 2 lx'6' s in6 -+- | P-V*^ 

tandis que la fonction de forces est 

Les équations de Lagrange relatives aux paramètres cp et x 
(qui expriment respectivement le théorème du moment c iné -
tique pour le mouvement du disque autour de son centre, et 
le théorème du mouvement du centre barre-disque en pro-
jec t ion horizontale) donnent les intégrales premières 

M Ü L - ^ ) W(x'— IV s in 6 ) = K , 
\ I— c o s ô / 7 

qu'on peut adjoindre, pour déterminer le mouvement , à l ' in-
tégrale des forces vives 2 T = 2 U -h h. En éliminant x' et cp', 
on obt ient , pour définir le paramètre principal 6, l 'équation 

! ÂT^-W' Ísi" 6 - ] 2 + cos* 6 -h I [ 6'* = h — 2 f sin & | M + M [ l(i — c o s 0 ) J 3 ) l 

dont la discussion rappelle cel le d7un mouvement pendulaire. 

Pour effectuer les calculs des forces de liaison, employer 
de préférence les théorèmes généraux. On évalue d'abord la 
pression de la tige sur le disque, soient N sin 0 e t — N cos Ô 
ses composantes . Alors N sin 6 = Ma?'; la réact ion de Ox 
sur le disque est N cos 0. Enfin, si l'on applique au mouve-

Ann. de Matkémat., 5* série, t. III. (Juillet 1925.) 3 o 
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ment de la tige le théorème du moment cinétique par rap-
port à son milieu I. il vient 

( 6 \ M ¿2 
N i / — R cot - ) — / cosG N' = - y - Ô " . 

Enfin, une fixation brusque de l'extrémité de la tige 
introduit une liaison persistante exprimée par x — const. 

y 

IM-

ac [ / 

1 

\Q 

N 

^ B 

o A § 
oc 

La méthode analytique donne alors deux équations expri -
dT ^T , , 

mant l invariance de —, et —, • La vitesse angulaire o n est 
ao 

pas altérée. Quant à 8', elle prend une valeur 6'j définie par 
l'équation 

M ( x' ) -f- M '(x'— /6' sin 0 ) 
\ i — cos6 / 

e' ( M R , -u M'/ sinO^ = O, 
\ Ï — coso / 

dans laquelle on laisse subsister les notations x', 6' pour 
désigner des valeurs antérieures au choc. 

E P R K I V K PRATIQUE. — En vertu de la constance de 6, les 
composantes de la rotation instantanée se réduisent à 

= sin6 sin^p, q = <{/ sin 6 coset, r •= <]/cos6 4-<p\ 

Par hypothèse, r est nul. Donc i|/ c o s ô - h = o. En outre, 
on peut écrire directement p = u> cosX* et q = co sin>^, 

> 
w désignant la grandeur de Q. On a ainsi 

<1/ Sin 0 = r,>. 71 — © = \ t . © ' = — X, 
' •> • 1 
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Ces formules permettent de déterminer l e mouvement du 
trièdre et de Constater que le plan xOy roule sans glisser 
sur un cône de révolution d'axe Oz i et de demi-angle au 

sommet ~ — a. Quant à l'amplitude de rotation demandée, 

c'est celle de l'angle obtenu par développement de la surface 
latérale du cône. 

SOLUTION DE P E S T I O N S P R O P O S É E S . 

2445. 
( 1920, p. 279; 19-22-1923 p. 160.) 

Une ellipse étant donnée, il existe pour chaque tangente 
deux cercles passant par les foyers et tangents à cette 
droite. Les points de contact des deux cercles avec la droite 
sont sur les tangentes à la courbe aux sommets du petit 
axe; les deux cercles se coupent sous un angle constant. 

G. F. et R. B. 
SOLUTION 

Par M . G . ROY. 

Soit MM' une tangente à l'ellipse qui rencontre les tangentes 
à la courbe aux sommets B et B' du petit axe en M et M' 
respectivement; si K est l'intersection de MM'avec le grand 
axe, on a 

(1) K F . K F ' = K Ô 2 - ( a * - £ * ) 

et 

MM*2 - ( I M - w w y 

= 46»-+-KO2 —4a*; 
d'où ( 2 ) KM2 = KM'2 = KO" — (a*— b»). 

Les relations ( i ) et (2) montrent que les cercles FF'M et 
FF'M' sont tangents à MM',. 

Si u> et o>' sont les centres de ces cercles et p et p' les rayons, 
on a en considérant les triangles semblables wBM et M'm M 
( m pied de la perpendiculaire abaissée de M sur la tangente 
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en B'), r,/B'M' et M'/nM, 

et 

B'io' = B'M' • -, BM - B'M' 
WB B'B 

les deux dernières relations donnent 

to to = 
MM' 

F Ï Ï 

Si V est l'angle sous lequel se coupent les deux cercles 

R E M A R Q U E A U S U J E T D E L \ Q U E S T I O N 2 3 5 2 ( 1 9 2 4 - 1 9 2 5 , p . 1 9 6 ) . 

La propriété qui fait l'objet de cette question est un cas 

Si deux surfaces réglées S et L' sont coupées par deux plans 
parallèles P et P' de telle façon que les sections soient respec-
tivement équivalentes et si de plus les sections de S et par 
le plan z équidistant de P et P' sont équivalents, les volumes V 
et V' limites par S, P et P' d'une part, X', P et P' d'autre part 
sont équivalents. 

Cette proposition est une conséquence immédiate de la 
formule de Sarrus. 

L'ellipsoïde étant une surface réglée, le théorème ci-dessus 
lui est applicable. On peut d'ailleurs remplacer dans l'énoncé 
de la question 2352, AA', BB' et CCr par trois diamètres c o n -
jugués de l'ellipsoïde. G. ROY. 

to'to = p2 -4- p ' 2 — a p p ' c o s V 
ou 

Si a = b \f•?. les doux cercles sont orthogonaux. 

particulier de la suivante : 
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