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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

[0!5b]
LA SEMI-CONTINUITE EN GEOMETRIE ELEMENTAIRE ;
Par Mauvrice FRECHET,

I. REMARQUES SUR LA DEFINITION DE L’AIRE D’UNE SUR-
FACE cotrRsE. — La définition de l'aire d’une surface
courbe S a donné.lieu a2 de nombreax et importants
travaux, depuis que 'objection bien connue présentée
par Peano et Schwarz a entrainé I'abandon de la défi-
nition de I'aire de S comme limite de l'aire des surfaces
polyédrales inscrites dans S et convergeant vers S,
sans autre condition.

Sans entrer dans le détail de ces travaux, il nous
suffira de constater qu’ils ont pour but d’attribuer a
toute surface courbe S ou an moins a celles qui appar-
tiennent a une catégorie aussi générale que possible un
nombre qui sera appelé l'aire de la surface, et qui
jouira des propriétés que .la notion intuitive d’aire
permet d’en attendre. Dans le champ Q des surfaces S
(qu’on pourra appeler quarrables) auquel 'une de ces
définitions permet d’attribuer une aire A, -on aura
défini une, « fonction de surface » A(S). C’est un
exemple élémentaire de ces fonctions dénommées
« fonctionnelles » par M. Hadamard pour rappeler que
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(2)
leur argument S n’est pas nécessairement une variable
numérique, mais un élément de nature quelconque.

Une condition qui s’impose naturellement a toute
définition de I'aire d’une surface courbe, c’est que cette
définition coincide, dans le cas ot S est une surface
polyédrale, — c’est-a-dire une surface constituée par
un nombre fini de polygones plans contigus — avec la
définition classique fournie par la géométrie élémen-
taire. En particulierle champ Q constitué parl’ensemble
des surfaces quarrables devra nécessairement contenir
le champ = des surfaces polyédrales. On peut alors
formuler le probléme consistant a définir laice d’une
surface courbe de la facon suivante.

Une certaine fonction de surface A(P) est définie
par les méthodes de la géométrie élémentaire sur le
champ = constitué par l'ensemble des surfaces
polyédrales P. 1l s’agit de définir un champ Q plus
étendu que = — aussi étendu que possible — et sur
lequel on prolongera la fonction A(P) en construisant
une fonction B(S) définie pour toute surface S du
champ Q et égale 2 A(S) sur le champ initial .

Des probléemes de ce genre se présentent fréquem-
ment en géométrie élémentaire. Par exemple lorsque
ayant défini la mesure des angles commensurables
avec I'unité d’angle on passe a la mesure des angles
mcommensurables avec l'unité d’ angle Mais cet
exemple nous montre que pour déterminer la solution
on impose d’avance une condition au prolongement :
celle de fournir une fonction continue sur le champ
prolongé.

Il est bien e\'ldent que cette condition ne peut étre
imposée sur le champ prolongé que si elle est déja
vérifiée sur le champ initial.

Par conséquent si I'on veut appliquer cette méthode
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ou une méthode basée sur la méme idée ('), il faudra
d’abord étudier quelles sont les propriétés de la fonction
donnée au point de vue de la continuité sur le champ
initial. C’est ce que nous voudrions faire ici dans le
cas ou ce champ est celui des surfaces polyédrales et
ou la fonction est D'aire telle qu’elle est définie en -
géométrie élémentaire. Le résultat obtenu peut étre
eonsidéré comme contenu implicitement dans les tra-
vaux sur l'aire d’une surface courbe et le mode de dé-
monstration est une application a ce cas simple de la-
méthode développée par M. Baire dans ses Legons sur
les théories générales de I’ Analyse, p. 210. Mais je
‘ne crois pas que le résultat ni sa démonstration aient été
publiés indépendamment de la théorie des surfaces
courbes. II m’a paru qu’ils pourraient intéresser les
lecteurs de ces 4 nnales comme un exemple de lutilité
que peuvent présenter pour la géométrie élémentaire
certaines notions modernes comme la semi-continuité
introduites a l'occasion de fonctions éompliquées et
peu courantes. Clest aussi une nouvelle preuve du fait
généralement peu connu que les notions qui peuvent
paraitre les plus subtiles et les plus artificielles dans la
théorie des ensembles linéaires et la théorie des fonc-
tions d’une variable se trouvent au contraire indispen-
sables et d’une utilisation courante pour les fonction-
nelles les plus simples et les plus anciennement
connues. C'est ainsi que dans son Traité sur le Calcul
des Variations, M. Tonnelli a constamment recours a
la semi-continuité des fonctionnelles qu’il étudie.

II. ProprifTEs DE L’AIRE D'UNE SURFACE POLYEDRALE

(') Cette méthode est app'liquée dans un Mémoire qui sera
publi¢ prochainement dans Fundamenta Mathematicee.

&
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CONSIDEREE COMME FONCTION DE SURFACE. — Envisageons
donc 'aire A(P) d’une surface polyédrale comme une
fonction de surface dans le seul champ = des surfaces
polyédrales. Comme je I'ai indiqué plus haut, pour
appliquer la méthode de prolongement ordinaire il
faudrait s’assurer que, dans ce champ, A(P) est une
fonction continue de P, c’est-a-dire que si les surfaces
polyédrales Py, P,, ..., P,, ... tendent vers une sur-
face polyédrale P, 'aire A(P,) tend vers I'aire A(P).
Or il R’en est rien, comme on s'en assure faci-
lement. Considérons d’abord le cas ou P est réduit a
un triangle T=ABC et découpons celui-ci en n?
petits triangles homothétiques a ABC. Puis considé-
rons ces triangles comme bases d’autant de pyramides
semblables a une pyramide O,ABC ayant pour
base ABC et appelons T, I'cnsemble des surfaces laté-
rales de ces petites pyramides. Si, par exemple, O, se
déplace sur une perpendiculaire au plan du triangle
passant par l'intérieur du triangle et si la distance /2,
de O, au plan ABG est infiniment petite par rapport

. o b ha ) . .
« « - C « —
v n, la hautcur - des petites pyramides qui cons

tituent T, tendra vers zéro avec /iz’ donc la surface T,
convergera vers T. D'autre part 'aire A(T,) sera égale
a Taire latérale de la pyramide O,ABC. Or en pre-
nant i, = H, H, ou y/n, on voit que l'on pourra faire
n

tendre cette aire latérale vers n'importe quel nombre
égal ou supérieur a 'aire A(T) du triangle ABC ou
méme vers U'infini.

Si maintenant on considére une surface polyédrale P
et sionla décompose en triangles auxquels on applique
la méthode précédente, on voit qu'étant donnée une
surface polyédrale P, on peut construire une suite
de surfaces polyédrales P, qui converge vers P de
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telle maniére que U'aire A(P,) converge, comme on
le voudra, soit vers A(P), soit vers un nombre arbi-
trairement choisi supérieur a A(P), soit méme vers
Uinfini.

Il est méme possible, comme cela sera montré
ailleurs ('), de modifier la construction de Schwarz de
fagcon a pouvoir imposer aux surfaces P, la condition
d’étre formées de triangles inscrits (2) dans la surface
polyédrale P (?).

Ainsi Uaire d’une surface polyédrale est, duns le
champ, pourtant bien simple, constituée par toutes
les surfaces polyédrales, une fonctionnelle discon-
tinue. Les méthodes intuitives de prolongement usitées
en géométrie élémentaire ne peuvent donc s’appliquer
méme au cas simple ou la fonction a prolonger est I'aire
d’une surface polyédrale.

Cependant on pressent que cette fonction ne peut
étre d’une discontinuité irrémédiable et totale.

C’est grace a la notion de « semi-continuité » intro-
duite par M. Baire dans la théorie des fonctions de
variables réelles que nous pourrons caractériser le
genre de continuité partielle de I'aire dans le champ =
des surfaces polyédrales.

-~ Une fonction A(P) définie dans un champ =
d'éléments P est dite semi-continue inférieurement
en Py sur le champ =, si, Py étant un élément du
champ =, A(P,) est égal au « minimum » de A(P)
enPysur . Le mot « minimum » est ici pris dans un sens
généralisé. Le minimum de A(P)en P, sur = estici la
plus petite des limites vers lesquelles peut tendre A (Py)

(') FrEcHkT, Annales de la Société Matheématique polonaise,
t. I, 1924. .

(?) C'est-a-dire dont les.sommets sont sur P.

(?) Dans exemple de Schwarz la surface limite est un cylindre.
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lorsque P, est un élément qui reste sur le champ =
en tendant vers P, tout en restant distinct de P,.
Désignons ce minimum par Ar(P,). Si A (P) est
semi-continue inférieurement en P,, on doit avoir
A(Py) = Ar(Py). »

Nous allons montrer que I'aire est une telle fonction
sur tout le champ = des surfaces polyédrales, c’est-a-
dire quel que soit P, sur =.

D’aprés ce que nous avons vu plus-haut, quelle que
soit la surface polyédrale Py, et quel que soit le nombre
BZA(P,), on peut construire une suite de surfaces de
polyédrales P, P, ... distinctes de P, et convergeant
vers Py de sorte que A(P)) converge vers B. Par
suile ' o
(1) Ax(Po)S A (Py).

Il reste a montrer que A(P,) n’est pas inférieur
aA(Py). A

Utilisons ict le raisonnement de M. Baire simplifié
en P’adaptant au cas des surfaces polyédrales.

“Soit P, Py ... P, ... une suite de surfaces polyédrales
qui converge vers une surface polyédrale Py. Que
ces surfaces soient polyédrales ou non, on entend
par la qu’'on peut établir entre P, et P, une correspon-
dance ponctuelle H,, (1) telle que le maximum &, de la
distance de deux points M, M, correspondants tend
vers zéro avec ;l Une face I de P, est une région poly-
gonale qui correspond, par H,, 2 une certaine por-
tion F, de P,. Soit m,, la projection du point M, de F,,
sur le plan de F. OnaMm,SMM,23,. Lorsque M par-
court le contour de F, m, reste a I'intérieur de la suite
de rectangles de largeur 26, ayant chacun pour axe de

(') On suppose bien entendu cette correspondance biunivoque
et bicontinue.
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symétrie un des cotés du contour F prolongé dans les
deux sens d’une longueur §,. Soit &, laire.de la
région g, commune a F et a la suite de ces rectangles.
Lorsque M parcourt 'intérieur de F, le point m, par-
court une région qui comprend au moins la région f,
obtenue en enlevant g, de F. Cette région est limitée
parun ou plusieurs polygones et son aire est A (F) — o,.
Donc F, comprend au moins une région F, de P,
limitée par un ou plusieurs polygones et qui se pro-
jette sur le plan de F suivant f,. On a

A(FL,)2A(fn) = A(F) —op.
En faisant la somme des relations analogues relatives
aux différentes faces F de Py, on aura
(2) A(P)2SA(F,)2SA(f,) = A(Py) — Sa,,.
Lorsque n croit indéfiniment, &, tend vers zéro;

donc chacune des aires s, tend vers zéro et, comme
leur nombre est fixe, 2o, tend vers zéro. L'inégalité

(3) A(PO)_A(Pu)ézqn

montre que st A(P,) tend vers une limite, cette limite
est au moins égale a8 A(P,); on a donc :

(4) Ar(Po)Z A(Po).
On déduit finalement de (1) et de (4)
Ax(Po) = A(Py).

Ainsi nous avons démontré que si l'on considére
comme une fonction de surface 'aire A(P) d'une sur-
face polyédrale P, la géométrie élémentaire nous
Sournit Uexemple d’une fonction trés simple et trés
importante qui dans le champ trés simple, «, constitué
par l'ensemble des surfaces polyédrales : 1° n'est
pas continue, 2° est semi-continue inférieurement.
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Remarques. —1°1l y alieu d’observer, — sil’'onnous
permet de sortir ici du domaine strict de la géométrie
élémentaire — que la semi-continuité inférieure
de A(P) est en un certain sens uniforme dans le
champ =, au voisinage de P,. ‘

En effet désignons par (Py, P,) et appelons distance
des surfaces polyédrales (P, P,) la borne inférieure
du maximum 8, de la distance de deux points corres-
pondants de P, et de P,, quand la correspondance H,
varie ('). D’autre part, soit L, la somme des longueurs
des arétes de Py, celles qui appartiennent a deux faces
étant comptées deux fois. On aura

< 3
EO‘,,:‘ (Lo+ '1!’08,,) On,

r, ¢tant le nombre des arétes de Py, comptée chacune
autant de fois qu’il y aboutit de faces de P,. D’ou

A(Py) —A(P,)S(Lo+ 279 %,) 8n,
d’on
(5) A(Py) — A(P,) S| Lo+ 2ry(P, Pu)] (P, Pp).
Par suite on peut déterminer un nombre 7 tel que sous
la seule condition (P, P) <<, on ait pour une surface
polyédrale fixe P, et une surface polyédrale variable P :
A(P)—A(P) < pour (Py, PY <.
Il suffit de prendre
2( Lo+ rom)m < =

L’inégalité (5) n’est pasla plus stricte qu'on pourrait
¢erire connaissant Py et seulement (P, P,). Il serait
intéressant de la préciser.

2° Dans ce qui précéde, la définition de la limite

(1) C'est la méme définition que nous avons adoptée dans le cas
plus général de deux surfaces continues quelconques dans un
travail paru dans les Annales de la Soc. Math. polonaise, t. II,
sous le titre Sur la distance de deux gsurfaces.
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d’une suite de surfaces que nous avons adoptée corres-
pond a ce qu’en Calcul des Variations on appelle voisi-
nage d’ordre zéro.

On sait qu’on peut considérer l'aire d’'une surface
courbe comme continue si ’on substitue a la définition
de la limite adoptée plus haut celle qui correspond au
voisinage d'ordre 1, c’est-a-dire celle ou la correspon-
dance entre deux surfaces voisines est telle que non
seulement les points correspondants mais aussi leurs
plans tangents soient voisins.

Mais il est manifeste que si I'on voulait introduire
cette condition dans’étude de l'aire des seules surfaces
polyédrales on ne se débarrasserait de la discontinuité
de I'aire qu’en introduisant la discontinuité des plans
tangents. '

(L17])
SUR LES CERCLES FOCAUX;

Par REnE GARNIER.

M. H. Lebesgue a montré récemment (') comment
on peut étudier simultanément les deux séries de
cercles bitangents a une conique a centre (2). Nous
allons établir que ces deux séries sont les seules;
nous nous appuierons uniquement sur la définition
des coniques par un foyer F et une directrice (A),
en n’invoquant aucune autre notion que celles du
programme de, la classe de Mathématiques.

1. En partant de cette définition, cherchons le lieu

(1) Nouy. Ann., 5° série, t. 1, 1923, p. 34o.

() M. Lebesgue a étudié par un procédé analogue les cercles
focaux de la parabole. Les considérations suivantes montrent éga-
lement que ces cercles forment une série unique
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des milieux des cordes d’'une conique (C), pa-
ralléles a une direction donnée.

Soit P l'intersection d’une droite (D) avec (A) et
soit o 'angle des droites (D) et (A). Les points de (C)

K
1/
p
Ll o«
N, H
Q
K
N L
(@ )]
)y

qui appartiennent a (D) se trouvent sur le cercle lieu
des points M tels que
P q
MF

—_— = esina

Mp

(e, excentricité de la conique). Le centre Q de ce
cercle se projette sur ’axe focal en un point I qui est
le centre du cercle lieu des points tels que le rapport
de leurs distances & F et a H soit esina. On a done

JF _ etsin’a

FH — 1— e?sin?a’
ainsi, le point I ne change pas lorsque (D) se déplace
parallélement a elle-méme.

Cela étant, le milieu du segment découpé sur (D)
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par (C) coincide avec la projection N de Q sur (D). 1l
s'agit de trouver le lieu de N. Or, menons par F une
paralléle a (D) coupant en K et K/ les droites IQ et (A),
et menons encore par I une perpendiculaire a (D) cou-
pant en L' et Lles droites IQ et (). Je dis que le lieu
cherché est la droite KL.

En effet, appelons N’ 'intersection de KL avec (D),
et N" lintersection de KL avec la perpendiculaire
a (D) menée par Q; notre assertion sera justifiée si
nous montrons que N’ et N” coincident en un point N.

Oron a

LN L'Q LP LN
IK:L_/K:m: ﬁ C.Q..'F.D‘

Désignons alors par 3 I'angle de (D) avec son dia-

métre; il viendra :

tang § = FL TFH sinz _ 1—e?sin2a
gF = KF ~ cosz IF ~ e?sinacosa

Excluons le cas ou (C) est un cercle; 'angle 8 ne
pourra étre droit que lorsque (D) est paralléle (') ou
perpendiculaire a 'axe focal.

2. Ceci posé, observons que tout diamétre (3) d’une
conique (C) passe par le point de concours S des tan-
gentes a {C) menées aux deux extrémités M, M’ d'une
corde de direction conjuguée a (8) : car st M, M| est
une corde paralléle a MM’ et infiniment voisine de MM/,
les droites MM; et M'M/, se coupent sur le diamétre.
Dés lors, s'il existe un cercle bitangent a (C) en M
et M, on aura SM = SM/; le triangle SMM’ étant
isoscéle, sa médiane (8) est une hauteur, ce qui exige
que MM’ soit paralléle (') ou perpendiculaire a I'axe
focal.

(1) On écarte le cas de la parabole. — La formule précédente
montré d’ailleurs immédiatement que tous les diamétres de la
parabole sont paralléles a I'axe. T ’ ’
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|H'Bi)
SUR LES FAISCEAUX DE CUBIQUES PLANES CUSPIDALES;
Par L. GODEAUX,

Professeur 4 ’Ecole militaire (Bruxelles).

Considérons une cubique plane cuspidale C (c’est-
a-dire possédantun point de rebroussement ou cuspide).
On sait que, par un point P de C passe une seule
tangente a cette courbe dont le point de contact Q soit
différent de P. Inversement, la tangente en un point ()
de la courbe C a cette courbe, la rencontre encore en
un point P. On a ainsi une correspondance biration-
nelle (P, Q), non involutive, entre les points de la
courbe G (*). Considérons maintenant un faisceau |C|
de cubiques planes cuspidales C. Par un point P du
plan passe une seule courbe de |C|; a ce point P faisons
correspondre, sur cette courbe, un point Q par la
construction qui vient d’étre indiquée. Inversement, a
un point Q du plan, faisons correspondre le point P
appartenant a la courbe de |G| passant par Q. Nous
avons ainst défini une correspondance birationnelle
entre les points P, Q du plan. Clest cette correspon-
dance birationnelle que nous nous proposons d’étudier
dans cette Note.

1. 1l résulte tout d’abord d’un théoréme de M. Ber-
tni (2), que si les courbes d’un faisceau possédent

(1) Voir, par exemple, CLEBSCH-LINDEMANN, Legcons sur la Géo-
métrie (raduction Benoist), tome II, Paris, 1880, p. 341 et suiv.

(?) BERTINI, Sul sistemi lineari ( Rend. Ist. Lomb., 1880) ou Geo-
metria proiettiva degli iperspazi, Pise, 1907, p. 227. Pour une
autre démonstration, voir SEVERI, Geometria Algebrica, p. 28;
Padoue, 1908, ou Algebraische Geometrie; Leipzig, 1921, p. 21.
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toutes un point singulier, celui-ci est fixe, c’est-a-dire
est commun a toutes les courbes du faisceau.

Cela étant, dans un faisceau | C| de cubiques planes
cuspidales, le point de rebroussement est un point
fixe A. Nous allons de plus montrer que toutes les
courbes C ont méme tangente de rebroussement.

Choisissons, comme triangle de référence, le triangle
formé par la tangente de rebroussement x,=o, la
tangente d’inflexion z;= o et la droite z,= o joignant
le point de rebroussement A au point d’inflexion d’une
des courbes du faisceau. L’équation de cette courbe
pourra s’écrire

r?—3xixry=o.

L’équation d’une autre cubique du faisceau pourra
s’éerire
Sy, T2y x3)=ax}+3bzx} x>+ 3cxy2} + dx}

+gxirs+harizs+lryzoxs=o,

avec la condition {* — 4 g/t = o exprimant que le point A
est de rebroussement. .

Une courbe quelconque du faisceau |G| est repré-
sentée par

(1) S(zy, 23, w3)+ (23 — 32} 23) = 0.

Pour que cette courbe posséde un point de rebrous-
sement en A, on doit avoir

IP— h(g —3N)=o,

quel que soit A; & et I doivent donc étre nuls et le
résultat annoncé en résulte.
N
2. Nous allons montrer que le faisceau | C| posséde
une cubique dégénérée en trois droites issues de A et
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une autre cubique dégénérée en la droite zy=o et
une conique tangente en A a la droite z, = o. ’

11 suffit, en effet, de prendre 2 :%g pour obtenir

une courbe décomposée en trois droites by, by, by
passant par A. .

Prenons au contraire A = — d; la cubique du faisceau
se décompose en la droite a, d’équation z, =0 (tan-
gente de rebroussement) et une conique I', tangente a
la droite @ au point A (z,=x,=0).

Nous connaissons donc deux courbes’

by+by+ b3, a—+T,

du faisceau, qui nous permettent de le définir.

~Observons tout d’abord que tout point commun a
ces courbes est commun a toutes les courbes du fais-
ceau |G|, et réciproquement. Il en résulte que les
courbes du faisceau ont en commun :

1° Les points By, By, B; ou les droites b,, b,, 0,
rencontrent respectivement la conique I' en dehors
de A;

2° Le point A.

On en conclut que le point A absorbe six intersec-
tions de deux cubiques du faisceau.

3. Prenons actuellement comme triangle de réfé-
rence le triangle formé par la droite a(z;=o0), la
droite b, (zy'= o) et la tangente 3= o0 a la conique
au point B,.

La conique I' a pour équation

. rir3—cxri=o,
soit d’autre part

. oS
ax,zy+ bxi+dx}=0

I'équation quadratique des droites &,, b;. Toute courbe
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du faisceau |G| aura une équation de la forme
(2) 2z (xez3—cx})+ hay(azyzy+ bxi+dzi)=o.

C’est cette équation (2) que nous prendrons désor-
mais pour définir le faisceau | G|, A étant le paramétre
variable.

4. Proposons-nous de rechercher le lieu des points
d’'inflexion des courbes du faisceau. On sait que les
points d’inflexion d’une courbe sont situés sur la
hessienne de cette courbe. Dansle cas de la courbe (2),
la hessienne se réduit a

z}[Mazi+ 3bzy)—cxy] = 0.
La droite

(3) Mazi+3bxy)—cxy=o0

détermine sur la cubique (2), en dehors du point A,
I'unique point d’inflexion de cette courbe.

Le lieu des points d’inflexion des courbes de |C|
s’obtiendra en éliminant A entre les équations (2)
et (3); on obtient ainsi la droite z, = o et la cubique

(4) azrir;—2bcxy+ cdriz, +3bx xyr3=0,

qui posséde, en A, un point double ordinaire dont
P'une des tangentes est la droite a (2, = o) et qui passe
par les points B,, B,, Bs.

5. Considérons le réseau de cubxques planes repré-
senté par I'équation
(5) wi(zyzs—cx})+rws(azizs+bal+da})

“+ pay (@123 — cx})=o,

ou A, w sont des paramétres variables.

Toutes ces courbes (5) ont, en général, un point
double ordinaire au point A, 'une des tangentes étant la
droite a(z, = o), 'autre étant la droite 2, + pz,=o.
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De plus, les courbes (5) passent par les points B,
B,, B,. : "

Les courbes du réseau (5) données par p. = o sont
précisément les courbes du faisceau | C|; par suite, si
les courbes (5) avaient en commun un point fixe
distinct de A, By, B,, B;, ce point serait également
commun aux courbes de | G|, ce qui est impossible.

Deux courbes arbitraires du‘réseau (5) ont en com-
mun neuf points parmi lesquels les points B,, B,, B;,
simples, et le point double A qui compte pour cinq
points d’intersection, puisque latangente a aux courbes
en ce point est commune. Il en résulte que deux
courbes du réseau (5) ont en commun un seul point,
variable avec ces courbes.

Observons enfin que la courbe (4), lieu des points
d’inflexion des courbes de|C |, appartient au réseau (5);

on 'obtient en faisant A :2, w=3 -

6. Désignons par = le plan du réseau (5) et rappor-
tons projectivement les courbes du réseau (5) aux
droites d’un second plan ='. En d’autres termes, si X,,
X,, X; désignent les coordonnées homogénes ponc-
tuelles du plan «', et o un facteur de proportionnalité,

posons
o Xy =2 (®x123— cx3),

(N p X = za(2173— c2}),
pXs=zs(az zs+ b+ dai).

" On déduit de ces formules, en les résolvant par
rapport a x,, Z,, s, et en désignant par ¢ un facteur
de proportionnalité,

cxy = X}Xj,,
() cxy =X, X;Xj,
o7y =X} (aXi+ bXy+ ¢X;) -+ dX} X,.
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Les formules (I) et (II) définissent une correspon-
dance birationnelle entre les points (zy, 23, z3) de ©
et les points (X,, X,, Xy) de n'.

Aux droites de ©' correspondent les cubiques du

réseau (5) dans =, et aux droites
A
axy+ By +yrz=0

de = correspondent les cubiques

(6) aX3X;+BX Xo X; +yXs(aX; X,

o olan o + 56X+ cXyXy+dX2)=0
u p an .

Les courbes (6) ont en commun les points fixes
suivants :
Un point double A" (X, =X,=0);
Un point simple A{ (X =0, bX;3+ cX;=0);
Un point simple Bj(X;=X;=0);
Deux points simples :
B, B,(Xs=o0, aX; X+ bX2 + dX} = o).

Le point double A" absorbant quatre points d’inter-
section, .car les tangentes en ce point sont variables,
deux cubiques du réseau (6) ont en commun un seul
point variable avec ces courbes, comme cela résulte
d’ailleurs de la théorie des correspondances biration-
nelles.

7. Les points A, B,, B,, B, de =, A’, A, B), B}, B
de = sont des points singuliers pour la correspondance
qui vient d’étre définie. A chacun d’eux correspondent,
dans I'autre plan, une infinité de points.

Considérons par exemplele point A'(X; = X,=o).
Les deux premiéres des formules (I) montrent que tous
les points de la conique T' (z,23— cz]=o0) corres-
pondent a ce point.

Ann. de Mathémat., 5 série, t. III. (Octobre 1924.) 2
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Un raisonnement analogue montrera que : au
point A correspondent les points de la droite a; aux
points B}, B}, B} correspondent les points respective-
ment des droites by, by, b;; au point A correspondent
les points des droites X, = o0, X ;= 0; aux points B,,

P ’ ?
B,, B; correspondent respectivement ~les droites
[A— IR/ T IR/ o !
b\=A'B,, t,=A'B), b, = A'B|.

Il convient d’examiner de plus prés la correspon-
dance entre le point A et les points des droites
X‘ =o, X3 = 0.

Considérons le point donné par

X1=0’ ’ X3+kX2=O.
Les formules (I) donnent

ri(x 23— cx})=o0,

w1 x3—cx}i+ k(axyxs+ b+ dxl)=o.

La premiére de ces équations se décompose en deux
autres qui représentent la droite et la conique T', toutes
deux tangentes a la troisiéme courbe, quel que soit k.
Il en résulte qu’aux points de la droite X, = o corres-
pond le point infiniment voisin de A sur la droite @, ou
mieux, les points infiniment voisins successifs a ce
dernier.

Considérons maintenant le point donné par X;= o,
X, =kX,. Les formules (1) donnent '

zy(azx 2+ b+ dz})= o, xy = kz,.

Il en résulte qu’aux points de la droite X;= o0 corres-
pondent ’ensemble des points infiniment voisins de A.

8. Soit P un point du plan =; par ce point passe
une cubique du faisceau | C|. Soit Q le point de cette
courbe, distinct de P, tel que la tangente a cette courbe
passe par P. Appelons T la transformation birationnelle
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ainsi déterminée, comme on l'a déja vu, entre les
points P, Q du plan =.

Les points communs a toutes les courbes de |C|
seront des éléments singuliers de la transformation T.

D’autre part, les points P, Q coincideront soit
lorsqu’ils seront au point A de rebroussement, soit
lorsqu’ils seront en un point d’inflexion d'une courbe
de | C]. La transformation T laisse donc comme seuls
points invariants le point A et les points de la

cubique (4).

9. A un couple de points correspondants P, Q corres-
pond un couple de points P, Q' du plan =’ et ainsi se
trouve définie une transformation birationnelle T’ entre
les points P/, Q' du plan =",

Cette transformation T’ peut étre définie directement.

Observons tout d’abord qu’aux cubiques de C corres-
pondent, par les formules (I), les droites passant par
le point O'(X, = X;=0) dans le plan «".

Soit mdintenant P’ un point de «'. Les cubiques (6)
passant par P’ découpent, sur la droite O'P’, une invo-
lution du second ordre et possédant par suite deux
points de coincidence. 11 y a donc deux de ces cubiques
qui touchent O'P’ en un point en général distinct de P’
L’une de ces cubiques est la courbe X, X,X;=o0 qui
posséde un point double en O’; la seconde cubique
est par suite rationnellement déterminée et nous dési-
gnerons par Q' le point de contact avec la droite O'P".

Inversement, par un point Q' de =’ passe une seule
cubique (6) tangente en ce point a la droite O'Q’.
Cette droite rencontre encore la courbe en un point P'.

Ainsi se trouve déterminée directement la transfor-
mation T'. :

Observons maintenant que le point O’ est certaine-



(20)

ment invariant pour T’, car il y a certainement une
cubique (6) ayant un point d’inflexion en O’. Les
autres points invariants pour T’ ne peuvent étre que
les points d’'inflexion des cubiques (6) dont la tangente
‘passe par O'. Le lieu de ces points a pour correspon-
dant, dans =, la cubique (4), lieu des points d’inflexion
des courbes de |C|. Or, cette cubique fait partie du
réseau (5); par suite, T’ posséde un point invariant et
une droite de points invariants. C’est donc nécessaire-
ment une homographie.

10. Nous allons établir les formules donnant ’homo-
graphie T". '

Soient (Zy, Z,, Z;) les coordonnées d’'un point Q'
de n'. Pour que la tangente en ce point a une cubique (6)
le contenant, passe par O’, on doit avoir

BZ\Zs+y(2aZ,Zy+ 3013+ 2cZy L+ dL2 )= o.

Par suite, la cubique en question a pour équation

X%x;; X1X2X3 XQ((IX|X2+6X3+CX2X3+ dX?)
27 1,1,Z, Zy(aliZy+bL3+ cLyZy+dLY) |=o.
o YAY A 2aZyZLy+ 301+ 2c¢Z, L3+ dL3

Les coordonnées du point correspondant P’ sont de

la forme
Y, Y Y;

L, L+ k"I

L’équation précédente donne
k=— ;—)(aZ,—F 36Zy+ cZs),

et, par suite, les formules donnant ’homographie T’
sont
(T Y, _ Y, _ Y

) TBZ T ali+ablit ol . —bZ,
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Sous cette forme, on voit immédiatement ‘que le
point O:(X, = X;=10) et les points de la droite

aX;+3b6Xs+cX;=0

sont invariants. On vérifie que les formules (I) font
correspondre a cette droite la cubique (4) du plan =.

11. Une fois connues les transformations (I), (II),
(T’), on obtient sans difficulté les formules donnant la
transformation T et la transformation inverse T—!. Si
P(y.,x2, ¥3)s Q(54, 32, 33) sont deux points corres-
pondants, p, 5 des facteurs de proportionnalité, on a

py1=—0523,(3133— c3}) (az,3:+ bzl +d3}),
pye= 513:(as13s+ bz3+ dz})
(T) X (az3 23+ 2b212933—bczl+ cdzl z,),
o¥s=23y(az}z3+ 20312333 — bcz}+ cdz?z,)?
+ dz3(31,83—c33)
X (a3}s3+ 20312233 — bczd+ cd 53 zy).
633 =—8b2y3(y1y3— cy$)? (ayys+ byi+ dy?),
ez = 4by2(y173— cy3) (ayrya+ byi+dyi)
X (@ay1ys+bysys+cdyiys)
(T-1) lozz=(ay1ys+ bysys—+ cdyiy:)?
X (byr1yeys—ayiys—ecdytys—2bey})
+4bdy(y1ys—cy3)? '
\ X (ay1¥3+bysys+cdysys).

Ces formules montrent que les transformations T,
T~ sont distinctes, c’est-a-dire que T n’est pas involu-
tive, ce qui résulte d’ailleurs de la définition géomé-
trique de cette transformation.

On voit de plus que les courbes K, que T fait
correspondre aux droites de =, sont du septiéme ordre.
De méme, les courbes K, que T~ fait correspondre
aux droites, sont du septiéme ordre. Mais il est aisé de
voir que les courbes K, K, ne se comportent pas de la
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méme maniére aux points communs a toutes les courbes
du faisceau |G |. Pour étudier les singularités de ces
courbes, il nous sera plus facile d’utiliser la corres-
pondance birationnelle entre les plans«, ', définie plus
haut.

12. Soient d une droite de =, K la courbe que T lu
fait correspondre. Aux courbes d, K correspondent
dans =’ une courbe d’ du troisiéme ordre appartenant
au réseau (6), et une courbe K’ transformée de d’

pour T’. Si
aX%X;—l— QX|X2X3+ yX%(aX,—i— bX2+ CX3)+ '\{dx% Xg: o
est ’équation de d', celle de K’ sera

-—abeX_,%— §X1X3((1X1+ 2bX2+ CX3)
-+ ‘{Xg(er'}‘ Q.bX2+ (3){3)2
+ydX}(aX;+2bX,+ cX3)=o.

On voit aisément que la courbe K’ passe, quels que
soient a, 3, v, une fois par les points A(X; = X, =0)
et les points

X3=O, (aX,—.L-‘LbX,) [Xg(dXi—*—‘Zng)—PdX%]:O,

deux fois par le point
X;=o, 20X+ cX;=o.

Les tangentes en ces points sont variables avec o, {3, v-

L’ensemble des cubiques K', obtenues en faisant
varier &, (3, v, forme un réseau de degré un, c’est-a-dire
que deux courbes telles que K’ se rencontrent en un
seul point variable avec ces courbes.

A une courbe K’ correspond, dans =, une courbe du
neuviéme ordre qui se décompose en la conique
Z, 23— c}= o (puisque K’ passe simplement par A) et
en une courbe K du septiéme ordre.

‘ D
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La courbe K'rencontrant les droites &}, &;, b;, cha-
cune en deux points variables avec a, 3, y, en dehors
de A, la courbe K passe deux fois par chacun des
points By, B,, B;, les tangentes en ces points étant
variables.

La courbe K' rencontre l'ensemble des droites
X, =0, X3= 0 en quatre points fixes, en dehors de A’.
I’un de ces points est d’ailleurs double. Il en résulte
que le point A est quintuple 4 tangentes fixes pour K,
deux des tangentes étant confondues avec a(z,= o).

Comme nous l'avons vu, aux points de la droite
X,=o .correspondent les points infiniment voisins
successifs au point infiniment voisin de A sur a. Par
suite, K" ayant un point double sur X, = o, le point A
posséde deux points doubles infiniment voisins succes-
sifs situés sur la conique

2bryzy—bexi+ acxyxs+ cdxl = o,
qui correspond (avec la droite z,=0) a la droite

26X+ cX3=o.

Cette conique oscule précisément au point A, les
deux branches de la courbe K tangentes a a.
En résumé :

La transformation T fait correspondre aux
droites des courbes K d’ordre sept possédant :

Un point quintuple & tangentes fixes A auquel
sont infiniment voisins successifs deux points
doubles ;

Trois points doubles a tangentes variables By,
Bg, B3.

13. Désignons par K, une courbe qui correspond,
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dans 7', 4 une courbe K, de=. On trouve aisément que
cette courbe a pour équation

—8b2aX} X3+ 468X X;3(aX+ bX,+ cX;)
“+ y(aX;+ bX,+ cX;)?
X (—aX;+ bX,—cX;)
+ 4dbyX}(aX;+ bXy+cX;z)=o.

Cette courbe K passe, quels que soient a, 3, v,
simplement par les quatre points
X1= o, bXQ—CX;;:O;
X;=o0, (aX;+bXy) [b?Xi—(a*—4bd)X}] =0,

et doublement par le point A’(X, =0, 86X, +cX;=0).
On en conclut, en raisonnant comme plus haut, que:

La transformation T~' fait correspondre aux
droites des courbes K, d’ordre sept possédant :

Un point quadruple a tangentes fixes A, la
branche touchant la droite a ayant une courbe
osculatrice fize;

Trois points triples a tangentes variables By,

B., Bs.

Actuellement, la courbe de = qui correspond a K/, se
compose d’une courbe K, et de la droite a (z,=o0)
comptée deux fois.

[V1ia]
SUR LES THEORIES VECTORIELLES ET SUR LA CINEMATIQUE
(QUESTIONS DE TERMINOLOGIE) ;
Par Raour BRICARD.

1. La théorie des systémes de vecteurs, fondement
de la statique et de la cinématique, fait aujourd'hui
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partie du programme de la classe de Mathématiques
spéciales. Elle est donc couramment enseignée. Mais
la terminologie en usage ne me parait pas toujours
heureuse, "et les notations ne sont pas aussi fixées
qu’elles devraient 'étre. Je-me propose d’indiquer ici
les facons de dire et d’écrire auxquelles je m’arréterai
volontiers. Comme il convenait, J’ai cherché a étre le
moins original possible, s’agissant de choisir plutot
que d’innover. ' :

Je signalerai aussi ce qu’il est bon, selon moi,
d’introduire du Calcul vectoriel proprement dit dans
I'enseignement de la statique, et cela dés le début. 11
semble qu’on professe chez nous une certaine méfiance
a Iégard de ce calcul, probablement par crainte d’un
symbolisme dont nous n’avons pas le goit, et dont il
faut convenir que certains ont abusé. Il n’en est pas
moins vrai qu’il est des conceptions qui s’imposent
aujourd’hui a tout mathématicien. Il faut penser a un
vecteur en sol avant de penser a ses composantes X,
Y, Z. 1] faut rattacher le moment & un produit vectoriel
et non pas le produit vectoriel & un moment. Nous
sommes ‘certainement sous ce rapport en retard sur
I'étranger (*).

Comme le reconnaitront les lecteurs a qui sont fami-
liers les Eléments de calcul vectoriel, de MM. Burali-
"Forti et Marcolongo (traduction francaise de Lattés),
ce qui suit se ressent de leur influence.

Je profiterai de I'occasion pour dire quelques mots
sur le langage de la cinématique, bien que le sujet soit
différent. '

(') Un pas important vient d'étre fait avec le beau livre de
M. Georges BouLicand, Lecons de Géomeétrie vectorielle (Paris,
Vuibert, 1924). Mais cet ouvrage d’une haute portée ne s’adresse
Pas a des débutants. v .
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2. Au commencement, il faut insister, plus qu’on ne
le fait toujours, sur la différence profonde de nature
entre le vecteur libre et le vecteur glissant. Ce sont
des étres tout a fait distincts, a tel point que si j'osais,
je voudrais prévenir toute confusion entre eux en dési-
gnant le second par le terme de glisseur (ce qui, en
outre, serait plus concis). Pour ne pas aller trop loin,
conservons les expressions composées qui ne différent
que par les épithétes. On peut supprimer celles-ci
quand on ne redoute pas de méprise, mais il faut étre
prudent.

Pour définir les vecteurs des deux sortes, le mieux
me parait étre de partir delanotion de segment orienté,
qui ne présente pas de difficulté. Le segment orienté

d’origine A et d’extrémité B sera désigné par AB. On
définit a la maniére ordinaire I'équipollence de deux
segments orientés. Cela fait, convenons d’écrire de la
maniére suivante une telle équipollence :

—> >
(1) Vecteur libre de AB = vecteur libre de CD.

On est ainsi conduit a attacher a tout segment orienté
une certaine fonction de ce segment, son vecteur libre,
fonction qui prend la méme valeur pour tous les segments
équipollents au premier et pour ceux-la seulement.

Un vecteur libre, étant une abstraction, ne peut étre
figuré : on ne peut en figurer qu'un segment orienté
représentatif, ce segment orienté pouvant d’ailleurs
étre remplacé par un segment orienté équipollent
quelconque. De méme, on ne peut figurer une longueur
en soi : on ne peut que figurer un segment ayant cette
longueur, ce segment pouvant étre remplacé par un
segment quelconque égal (congruent, dirait-on a
Pétranger), au sens de la géométrie élémentaire. Pour
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: —
noter le vecteur libre du segment orienté AB, on peut
employer la notation (1), raccourcie si 'on veut en
.. .
Vect AB, mais il faut se garder d’écrire AB tout court,
’ —> —>

parce que AB = CD serait susceptible d’interprétations
diverses.

Je crois avantageux d’introduire tout de suite la
notation de Grassmann et d’autres auteurs :

—>
Vect AB=B — A,

le vecteur libre apparaissant ainsi comme la différence
symbolique de deux points. Cette notation se justifie
par le fait qu’en traitant comme une égalité algébrique
Pégalité

B—A=C—D,
on en tire les conséquences exactes

A—B=D—C, B—C=A—D.

Enfin on notera souvent un vecteur libre par une
lettre unique, en employant un caractére spécial tel
que u (égyptienne). L’égalité

B—A=u
étant traitée comme une égalité algébrique, on en tire

B=A-+nu,

d’un emploi commode. On a fréquemment en effet,
étant donné un point A, a considérer le point B, extré-
mité d’un segment orienté ayant A pour origine et u
pour vecteur libre. On“dira plus briévement : le point
A"—|— u.

Le module d’un vecteur u est le nombre essentiel-
lement positif qui mesure la longueur d’'un segment
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orienté de vecteur u, l'unité de longueur étant choisie.
On le note mod u. _

Les expressions vecteurs libres paralléles, vecteurs
libres paralléles et de méme sens, vecteurs-libres
paralléles @ une droite, etc. se comprennent d’elles-
mémes.

3. Le support d'un segment orienté est la droite,
indéfiniment prolongée, qui contient ce segment. On
dit souvent qu’un vecteur glissant est un segment
orienté, deux segments orientés équipollents etde méme
support n’étant pas considérés comme distincts. Il me
parait plus net de dire qu’'un vecteur glissant est le
systeme formé d’'une droiteD et d’un vecteur libreu
paralléle a D. On a ainsi une définition nominale.

Un vecteur glissant ne peut étre figuré que par un

segment orienté représentatifﬁ, celui-ci pouvant étre
remplacé par I'un quelconque des segments orientés
équipollents et de méme support. Dans bien des cas,
on peut sans inconvénient désigner par la méme nota-

tion t(i?v le segment orienté et le vecteur glissant qu’il
représente. Une autre notation, a laquelle conduit immé-
diatementla définition, est (D, u). Elle est meilleure que
la premiére, parce qu’elle ne fait intervenir que des
éléments absolus du vecteur glissant. Mais la question
de commodité passe souvent avant la logique. C’est
pourquoi je préconiserai comme fréquemment avanta-
geuse une troisiéme notation : Au, u étant le vecteur
libre du vecteur glissant, et A T'origine d’un segment

orienté représentatif quelconque. On a donc
: )
Aua=A'y,

si A’ est un point quelconque du support de Au.
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4. Je ne rappellerai pas les définitions bien connues
de la somme de plusieurs vecteurs libres, du produit
scalaire etduproduitvectoriel de deux vecteurs libres.
Le premier a depuis longtemps droit de cité dans 'ensei-
gnement, mais on y parle beaucoup plus timidement
du produit vectoriel, je ne sais pourquoi. Les notations
les plus recommandables me paraissent étre celles de
Burati-Forti et Marcolongo, u><v et u A v. J’aime
mieux U ><X Vv que u .V, employé par M. G. Bouligand
dans ses récentes Lecons de Géométrie vectorielle. Le
point est un peu maigre. Il semble humilier le produit
scalaire devant le produit vectoriel, et il n’y a pas de
raison pour cela.

Je n’estime pas qu’'en Spéciales il faille pousser
jusqu’al’étude dudouble produitvectorielu \ (v A\ w)
et du produit mizte u >< (v/\w). Je dirai toutefois,
puisque 'occasion s’en présente, qu’il me parait plus
simple d’écrire ce dernier produit uvw, en supprimant
les signes. On en a le droit a cause de

ux(v/\w):(u/\v)xﬁr.

5. Le moment d’un vecleur glissant Au par rapport
4 un point O est le vecteur libre (A — O) A u. Sans
doute, on peut le considérer comme un vecteur glissant
dont le support passe parle point O, et ¢’est méme plus
naturel @ priord, mais le développement ultérieur de
" la théorie est plus souple si 'on considére le moment
comme un vecteur libre.

6. Un systéme devecteurs glissants peut étre nommé
plus briévement un torseur, ce que plusieurs font déja.
N’oublions pas que la parole a une puissance créatrice,
et qu'un mot unique est plus propre qu'une périphrase
a faire concevoir I'individualité d’un étre. Aurions-nous
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une idée aussi nette de l'ellipse, si nous nous obstinions
a lappeler le lieu des points tels que la somme de
leurs distances, etc.? Or un torseur, qui se présente
comme systéme de certains éléments, se comporte bien
comme un étre synthétique, a la notion duquelil importe
de parvenir. On peut modifier a I'infini sa constitution
intime, sans qu'il cesse d’étre le méme torseur.

Un torseur, constitué par les vecteurs glissants A, u,,
A,u,, ..., A,u,, sera désigné par la notation

n
E=An+~Au+...+Au, =2 Ajuy,
1
c’est-a-dire qu'il sera considéré comme somme de ses
vecteurs glissants. De la sorte, le torsear formé par
la réunion des torseurs G et &' sera désigné par 6+ &'.

On appellera torseur opposé a & et 'on désignera
par — G le torseur £ A; (— w;).

Le moment d’un torseur par rapport 4 un point est
la somme des moments individuels de ses vecteurs
glissants par rapport a ce point. On dit habituellement :
moment résultant. On peut supprimer l'épithéte.

Levecteur Zu;, désigné comme résultante générale,
somme géométrique du lorseur, peut étre appelé plus
simplement le vecteur (libre) du torseur.

Un couple est un torseur de vecteur nul constitué
par deux vecteurs glissants. Il ne faut pas dire que les
supports de ceux-ci sont nécessairement distincts, car
alors un couple nul ne serait pas un couple.

Un torseur de vecteur nul a méme moment par
rapport a tout point de 'espace. On peut donc parler
d’une maniére absolue du moment d’un tel torseur, en
particulier du moment d’un couple. Ne pas dire 'axe
d’un couple. C’est un abus de langage.

. Quand deux torseurs ont méme moment par rapport
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a un méme point de 'espace, quel que soit ee point,
on dit qu’ils sont équivalents. Je préfére dire égaux,
parce que I'équivalence des torseurs jouit des propriétés
de V'égalité. On écrira & =&'. De méme un torseur
équivalent a séro seradit plus simplement torseur nul,
et l’on écrira § — o.

11 est ais¢ de voir que I'on peut traiter comme des
égalités algébriques les égalités entre torseurs. Ainsi

Yon a
E+(—8)=o.

De &, + &, = &3 -+ &,, on a le droit de tirer
61 = 63 -_ Gz -+ 65, etc.

Le torseur & =X A;u; a deux invariants : 1° un
invariant vectoriel, qui est son vecteur u =3u;;
2° un invariant scalaire, appelé son automoment,
qui est le produit scalaire m ><u, m étant le moment
de T par rapport a un point O quelconque.

Le probléme essentiel de la théorie des torseurs est
d’en opérer la réduction, c’est-a-dire de trouver un
torseur, constitué aussi simplement que possible, qui
lui soit égal. On sait qu’il existe o réductions a un
systéme de deux vecteurs glissants et oo? réductions a
un vecteur glissant et a un couple. La réduction cano-
nique est telle que le moment du couple soit paralléle
au vecteur du torseur, et elle n’est possible que d’une
maniére. Le support du vecteor glissant qui intervient
dans la réduction canonique est appelé en général 'axe
central du torseur. Je vois un pléonasme dans are
central, et il me semble que le terme d’aze sans plus
est suffisant.

7. En cinématique, la premiére distinction a faire est
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celle du déplacement et du mouvement. Le dépla-
cement est I'opération théorique qui fait correspondre
a une position d'un solide une autre position, sans
qu’on ait égard aux positions intermédiaires. Le mou-
vement est P'opération physique dont le résultat est
un déplacement. L’étude des déplacements n’est qu'un
chapitre de la géométrie pure. Elle ne fait pas intervenir
la considération du temps.

Dans ses ouvrages, Mannheim appliquait le terme
de déplacement aux mouvements, en indiquant par la
qu’il ne s’occupait que de leurs propriétés géométriques,
et ne parlait jamais ni de vitesse ni d’accélération. Il
est clair que la distinction entre le mouvement et le
déplacement, au sens de Mannheim, est secondaire :
car ce que Mannheim étudiait, c’était une suite de
positions dépendant d’une maniére continue d’une
variable, et 'on peut toujours appeler ¢ cette variable
sans rien changer a la nature des choses.

La théorie des déplacements tend & prendre une
forme classique. On définit d’abord un certain nombre
de déplacements fondamentaux, dont les produits
donnent tous les déplacements possibles.

Ces déplacements fondamentaux sont la translation,
la rotation, le renversement, le vissage. Les deux
premiers termes sont acceptés par tous. Le renver-
sement est la rotation de 180° autour d’une droite.
Darboux adoptait cette expression dans ses premiers
écrits, par exemple dans une note additionnelle aux
Legons de Cinématique de M. Keenigs. Dans ses
Principes de Géométrie analytique, parus a la fin de
sa vie, il I'a changée, pour des raisons que j'ignore, en
celle de retournement. Je crois qu’il a eu tort, je dirai
pourquot tout a 'heure.

- Le vissage porte aussi le nom de déplacement héli-
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coidal ou de:déplacement de verrou. Je préfére
I’expression la plus concise.

A coté du déplacement, opération générale qui fait
passer d’une figure & une figure directement égale, il
faut considérer 'opération générale qui fait passer .
d’une figure a une figure inversement égale. Le terme
de retournement, qui apparait pour la premiére fois,
si je ne me trompe, dans le Cours de Géométrie de
I’Kcole Polytechnique de M. d’'Ocagne, me semble
excellent, et c’est pour cela que je conseillerai d’em-
ployer renversement dans le sens indiqué plus haut.
Il suffit d’ailleurs de remarquer que lorsqu’on est
renversé parune automobile, si grave que soit'accident,
on n’en sent pas pour cela son ceeur passer de gauche
a droite; tandis qu’en retournant un gant de la main
droite, on en fait un gant de la main gauche.

Un retournement particulier d’'une grandeimportance
cstla symétrie plane ou symétrie par rapport a un plan.
On ditaussi inversion plane. Jaime autant la premiére
expression.

Les mouvements fondamentaux sont le mouvement
de translation, le mouvement de rotation, le mouve-
mentdevissage. On peutdire simplement translation,
rotation et vissage, c’est-a-dire désigner ces mouve-
ments de la méme maniére que les déplacements corres-
pondants, quand cette synonymié n’entraine pas de
confusions, ce qui est le cas ordinaire.

Une exposition bien comprise de la cinématique
(théorique ou appliquée) doit étre dominée par I'idée
de mouvement relatif. Sans aborder la question méta-
physiqae de savoir sile mouvementabsolu estconcevable
ou non, il est incontestable que nous ne pouvons étudier
que les mouvements relatifs de divers solides en présence
A, B, G, .... Il est commode de désigner ces mouve-
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ments par des notations telles que (%)) (%); enet
d’écrire symboliquement

(8)_(C) (B
(K “\B/\&)’
pour exprimer que le premier de ces mouvements

résulte de la composition des deux autres. Remarquer
qu’on peut écrire aussi bien

C By /C
(3)=(x)(5)

car la composition de deux mouvements, phénoménes
simultanés, est commutative, ala différence de la multi-

plication de deux déplacements, opérations successives
* (on reconnait méme, eny réfléchissant, que la compo-
sition des mouvements n’a rien de commun avec celle
des d¢placements, et qu’il est pour cetteraison préférable
d’employer le terme de multiplication dans ce dernier
cas).

A B .
Les deux mouvements (F) et <K> sont souvent dits

inverses 'un de I'autre. Je crois qu’il vaut mieux dire :
réciproques. Le mouvement (nverse de celui d’un train
qui est allé de Paris a Marseille est celui qui le raméne
de Marseille a Paris. Le mouvement réciprogue est
celui de la voie, par rapport a un voyageur qui se croit
immobile.

J’aurais pu, dans cet article, invoquer diverses auto-
rités a I'appui de quelques éxpressions peu répandues.
Je n’en ai rien fait, pour mettre le jugement du lectear
plus a son aise, et aussi pour m’épargner des recherches
ennuyeuses. Je n’ai d’ailleurs jamais estimé que le nom
de la Bruyére donnat du prestige a « ... qu'il y a des
hommes et qui pensent ».
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§COLE POLYTEGHNIQUE (CONCOURS DE 1924).

Premiére composition de Mathématiques.

I. Soit la courbe représentée par l’équation

I
- ——
(x’—2z+ro);/x2+ 16

(1) "y=

calculer Uaire indéfinie dans les deux sens com-
prise entre cette courbe et Uaze des z.

Il. 1° Construire la courbe représentant les va-
riations de la fonction

1
“(2) =oxe 4+ 43— 1522+ 182,
) Y

2° Trouver un polynome P(x) tel qgue y —P(x)
tende vers zéro pour x croissant indéfiniment..

3° Placer la courbe y = P(x)surla figurerepré-
sentant la courbe définie par Uéquation (2).

Nota. — On ne demande pas de calculer par approxima-
tion les coordonnées des points & tangente horizontale.

1. Développer en série entiére en x la fonction
y =arctang(x +1)

et déterminer le rayon de convergence de la série.

Deuxidme composition de Mathématiques.

On considére les hyperboles équilatéres H admet-
tant un foyer F et telles que les directrices corres-
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pondantes D passent par un point fize O (le
Joyer ¥ est supposé donné): C

1° Démontrer que le point O admet la méme po-
laire par rapport a toutes ces hyperboles.

2° Par un point P du plan il passe deux hyper-
boles U réelles ou imaginaires, construire leurs
directrices relatives au foyer F.

3° Dans quelle région du plan doit se trouver le
point P pour que les deux hyperboles H qui y pas-
sent sotent réelles? Cette région est limitée par une
conigue T'. Trouver la polaire du point O par rap-
port a cette conique. _

4° Trouver Uenveloppe des hyperboles H. En
combien de points chaque hyperbole touche-t-elle
son enveloppe? Comment sont répartis les points
de contact?

5° Quel est le liew que doit décrire le point P
pour que les diréectrices D des hyperboles H passant
par ce point fassent entre elles un angle donné w?
Démontrer que ce lieu se décompose en coniques et
que chacun des points O et F admet la méme polaire
par rapport a toutes ces coniques.

SoLurion
Par M. A. CrobION.

1° C’est un théoréeme classique que la polaire du
point O pat rapport a H est la perpendiculaire menée
par le point F a FO. Cette polaire est donc fixe. La

condition que H est une hyperbole équilatére n’inter-
~ vient pas. H pourrait étre une conique quelconque de
foyer F et de directrice D.

2° Une hyperbole équilatére est une conique

d’excentricité égale a /2. Donc la directrice d’une
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hyperbole équilatére H passant en P est 4 une distance

de ce point égale é%g Elle est donc tangente au
* 2 .

cercle C de centre P et de rayon égal a % On peut
mener par le point O deux tangentes a ce cercle, dis-
tinctes et réelles ou imaginaires, ou confondues. A
chacune de ces tangentes correspond une H satisfai-
sante.

3° Pour que H soit réelle, il faut et il sufﬁt que la
construction de ces tangentes soit possible, ¢’est-a-dire
que le point O soit extérieur au cercle C, ou encore
que I'on ait

PO PF .
fz
Considérons le lieu des points tels que 'on ait
po = °E.
Va2

C’est, comme on le voit, un cercle dont un diamétre
est dirigé suivant OF, les extrémités de ce diamétre
divisant harmoniquement le segment OF. O est a 'in-
térieur, I a Uextérieur de G. S1 P est alextérieur de G,
on a

. PO > —-—_"
\/ 2
et H est réelle. Sl P est a l’mtemeur de G, H est ima-
ginaire.

La polaire du point O, par rapport-& G, se confond
avec la droite trouvée au 1°. - ) -

4° Considérons d’abord deux hyperboles distinctes H
et H', de directrices D. et D'. Elles se coupent en quatre
points, réels ou imaginaires. Soient M 'un d’eux, I et’
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ses projections sur D et sur D'. On a

MF
Ml =M= —-
‘/-

2

Donc le point M est sur 'une des bissectrices de
'angle (D, D). Réciproquement, les deux bissectrices
de cet angle coupent H aux quatre points d’intersection
de H et de H'. Si maintenant on fait tendre H' vers H,
I’une des bissectrices considérées tend vers D. Elle ren-
contre H aux points de contact des tangentes issues a
cette conique de point F, c’esi-a-dire sur les isotropes
issues de ce dernier point. Ainsi deux des points carac-
téristiques de H décrivent les isotropes qui se coupent
en F. L'enveloppe comprend donc ces deux isotropes,
comme i} était évident a priori.

La seconde des bissectrices de 'angle (D, D') tend
vers la perpendiculaire élevée en O a D. Cette perpen-
diculaire rencontre H aux deux autres ‘points caracté-
ristiques, dont le lieu constitue la partie intéressante
de 'enveloppe.

Soit M 'un d’eux. Sa distance a D est MO. On a

donc
MF

Va
D’ou il résulte que-le lieu de ce point, c’est-a-dire
Uenveloppe de H, n’est autre que le cercle G du 3°.

5° D’apres le 2°, le point P doit étre tel que les tan-
gentes issues du point O au cercle de centre P et de

MO = —=

rajon 7 fassent entre elles I'angle w ou 'angle = —w
(je suppose I'angle donné w compris entre O et =). On
a donc, soit

PO smg— EE»

2 “2
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soit P
PO sin ~—2 = POcoS‘-.”.—-: -E.,
.3 /5
d’ou _ ‘
PF _ > 8in = ou ‘\/Ecos‘2
PO — 2 ' 2

Le lieu du point P se compose done, en général, de
deux cercles.

Par rapport a chacun d’eux, la polaire de chacun des
points O et I est la perpendlculau‘e élevée a OF par
Pautre pomt

Siw= ;, les deux cercles se réduisent a la média-
trice de OF.

Remarques. — 1° On reconnait aisément que, dans
une hyperbole équilatére, le centre est le point symé-
trique d’un foyer par rapport a la directrice correspon-
dante.

D’ou I'on conclut que le liew des centres des hyper-
boles H est le cercle de centre O et de rayon OF.

On trouvera encore des cercles comme lieux du
second foyer, des sommets ou du pied de la seconde
directrice de. H. Tous ces cercles sont homothétiques
et passent par I. On en conclut que la seconde direc-
trice et ’axe non transverse de H passent par des
points fizes situés sur OF.

2* Tous les résultats établis se généralisent immé-
diatement, en supposant que les H sont des hyperboles
semblables a une hyperbole donnée quelconque.

Epure de Géométrie descriptive.

On considére un systéme d’azes rectangu-
laires Oz, Oy, Oz : Oz étant dirigé en avant,
Oy vers la droite et Oz versle haut, et la droite (T)
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qui a pour équations
y=a, x4z =o0.

L'aze vertical Oz tournant autour de (T) engendre
un hyperboloide de révolution que l'on coupe par
un cylindre de révolution dont U'aze est Oz, et le
rayon 2a, et on limite la figure par deux plans
horizontaux ayant pour équations z == 2a. On
demande de représenter les deuzx projections du
solide compris entre les deuz plans horizontauz
précédents, a U'intérieur a la fois de I’ hyperboloide
et du cylindre.

On déterminera un point courant de chacune des
courbes d’intersection avec sa tangente, ainsi que
les points remarquables avec leurs tangentes.

On distinguera ' les parties vues des parties
cachées:

Sur la projection wverticale, on couvrira de
hachures verticales (ou d’une teinte claire a lencre
de Chine), la partie de la figure ou U'on voit la
surface du cylindre.

Onindiquera sommairement,en margede Uépure,
la méthode employée pour construire les courbes et
leurs tangentes, et l’on signalera les particularités
qu’'on aura remarquées; on pourra aussi donner les
équations des courbes qui interviennent dans
Uépure.

Disposition des données : a = 4™ sur la projec-
tion verticale, on place Os paralléle aux grands
cotés de la feuille, et Uorigine dcs coordonnées
a 8™ au-dessus du centre de la feuille. Sur la pro-
Jection horizontale, Uorigine sera placée a 8™ en
avant du centre de la feuille.

.




(41)

[0'2a]
SUR LES AIRES ET LES COURBES SUPPLEMENTAIRES
EN GEOMETRIE SPHERIQUE ;

Par Raour BRICARD.

1. Le présent article ne renferme probablement rien
de bien nouveau. Il a pour objet de préciser certaines
notions courantes sur les aires et sur les courbes supplé-
mentaires, en géométrie sphérique.

2. Définitions et conventions. — Suivant I'usage,
je prends comme unité de longueur le rayon de la
sphére sur laquelle sont tracées les figures étudiées, de
sorte que l'aire totale de la sphére estle nombre 4=.

A chaque point de la sphére on peut attacher un
sens positif de rotation sur la sphére autour de ce point
(parce que la sphére est une surface bilatérale). Je
conviendrai que ce sens est celui de droite a gauche,
pour un observateur debout sur la sphére au point
considéré.

FYappelle arc régulier un arc de courbe sphérique
jouissant des propriétés suivantes : en chaque point il
a un grand cercle tangent bien déterminé, et un cercle
osculateur (nécessairement tracé sur la sphére) autre
qu'un grand cercle ou un cercle-point. En un point
d’un arc régulier, le centre de courbure sphérique
est celui des deux poles du cercle osculateur qui est le
plus rapproché, et le rayon de courbure sphérique
est le plus petit des deux rayons sphériques du méme

cercle. Il est compris entre o et g, bornes exclues ( sauf
peut-étre en des points exceptionnels).
Ann. de Mathémat., 5° série, t. III. (Novemb:
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Quand un point M parcourt un arc régulier AB en
allant de A vers B, le centre de courbure sphérique
en M est constamment & gauche ou a droite du point M.
Je dirai, suivant le cas, que 'arc AB est & gauche ou
a droite. Deux arcs, 'un a gauche. Vautre a droite,
sont de sortes différentes. Pour un déplacement infini-
ment petit du point M dans le sens indiqué, le grand
cercle tangent en M tourne, autour d’un point infini-
ment voisin de M, d’un angle infiniment petit do
(angle de contingence sphérique). Cet angle de
contingence est constamment positif pour un arc a
gauche et négatif pour un arc a droite.

Un arc régulier et le méme arc, parcouru dans le
sens opposé, sont de sortes différentes. Un arc régulier
et Varc antipode (c’est-a-dire 'arc lien des points de
la sphére diamétralement opposés a ceux de Iarc
donné) sont aussi de sortes différentes, étant bien
entendu que les deux arcs sont supposés parcourus
simultanément par des points qui ne cessent pas d’étre
antipodes I'un de Pautre.

Les courbes considérées ici seront formées d’arcs
réguliers successifs en nombre fini, deux arcs réguliers
pouvant étre séparés par des points d’inflexion, des
points de rebroussement ou des points anguleux.
Un point. d’inflexion est celui qui s¢pare deux arcs
réguliers de sortes différentes tangents I'un a l'autre,
et cela de_telle maniére qu'un point décrivant les deux
arcs a la suite ne change pas le sens de son parcours
au point considéré. Les points de rebroussement et les
points anguleux n’ont pas besoin d’étre définis. Pour
simplifier 'exposition, je supposerai toujours que les
points de rebroussement sont de premiére espéce,
c’est-a-dire qu’ils séparent des arcs de méme sorte. Les
points de rebroussement de seconde espéce, qui
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séparent desarcs de sortes différentes, sont donc exclus
{un point de rebroussement de seconde espéce peut étre
considéré comme formé par 'anion d’un point de
rebroussement de premlere espéce et d'un point d'in-
flexion).

Les courbes peuvent avoir des points doubles, a
tangentes distinctes ou non; quand les tangentes ne
sont pas distinctes, il faut convenir quels sont les arcs
qui se prolongent Vun Pautre.

3. Aire d’une courbe fermée sans point double.
— Soit G une telle courbe. Elle sépare deux régions
sur la sphére, et'expression : aire de C peut, a priori,
désigner Vaire de I'une ou de lautre de ces deux
régions. Pour supprimer Pambiguité, donnons-nous
sur G un sens de parcours. Alors I'une des régions est
a gauche de G, Yautre a droite. Yappelle aire de la
courbe G orientée el je désigne par (G) Daire de la
région de gauche. '

Si la courbe C porte plusieurs points M, N, P se
succédant quand on parcourt C dans un certain sens,
la notation (MNPM) fait connaitre a la fois ce sens en
méme temps qu’elle désigne I'aire (C).

Il est clair que I'on a

(MNPM)+ (MPNM)= 4=

‘On reconnait tout de suite que la définition précé-
dente doit éwre élargie, st l'on veut que Uaire d’une
courbe varie toujours d’une maniére continue,
quand cette courbe se déforme elle-méme contina-
ment.

Considérons en effet par exemple un triangle sphé-
rique ABC a gauche (c’est-a-dire que le sens de
parcours ABC laisse a gauche I'intérieur, au sens ordi-
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naire du mot, de ce triangle). Alors (ABC) est lanre,
au sens ordinaire, du triangle. '
Si, les points B et C étant supposés fixes, A varie de
maniére a traverser BC, ABC, une fois la traversée
faite, devient un triangle a droite, et (ABC) passe
d’une valeur trés petite a une valeur voisine de 4.
Pour éviter cette discontinuité qui serait fort génante,
J’admettrai que I'aire du triangle, et plus généralement
I'aire d'une courbe fermée C, n'est définie qu’'a un
multiple prés de 4m. Si donc S est l'aire, au sens
ordinaire, de la région a gauche de C, on prendra
comme formule de définition

(C)=S + 4k=,

k ¢lant un entier quelconque positif, négatf ou nul.
Yécrirai plus briévement,-en employant la notation des
congruences arithmétiques,

(C)=S (mod j=).

On peut presque toujours omettre la mention du
module.

Le méme fait se présente dans la mesure des arcs de
cercle : sur le cercle orienté de rayon 1, la longueur
algébrique d’un arc MN ne peut étre définie qu’a 2 A=
pres, si I'on veut que cette longueur algébrique varie
d’'une maniére continue, quand les points M et N
varient eux-ruémes continiiment suivant des lois quel-
conques.

S1CetC sont, soit la méme courbe fermée parcourue
successivement dans deux sens opposés, soit deux
courbes antipodes parcourues simultanément par deux
points antipodes, on a

(Cy=—(C).
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- 4. Aire d'une courbe fermée quelconque. —
Etablissons d’abord le lemme suivant :

_ Soient A, B, C, O quatre points quelconques de
la sphére, dont deux, quelconques ne sont pas anti-
podes. On a '

(1) (OBC) + (OCA) + (OAB) = (ABC),

OBC, OCA, OAB, ABC étant des triangles sphé-
rigues au sens ordinaire du mot (cétés < =).

Tragons complétement les grands cercles qui portent
les cotés du triangle ABC. La surface de la sphére est
ainsi partagée en huit triangles ‘ABC, A'BC, AB'C,
ABC', ABC/, A'BC/, A'B'C, A'B'C/, A', B' et (I étant
les antipodes respectifs de A, B, C. En placantle point O
successivement dans chacun de ces triangles, on recon-
nait sans peine que la relation (1) a toujours lieu.

Soient maintenant A, B, C, D. O cinq points quel-
conques de la sphére. On a, d’aprés (1),

(OAB) 4 (OBG) + (OCA) == (ABC),
(OAC) + (OCD) -+ (ODA) = (ACD),
d’oti, en ajoutant, _

(OAB) + (OBC) + (OCD) + (ODA) == (ABC) + (ACD ).
Plus généralement, A, B, C, ... K, L étant des points
quelconques de la sphére, la somme

S = (OAB)+ (OBC) +...+ (OKL) + (OLA )
est indépendante du point O, @ un multiple pres
de 4. »
Si le polygone sphérique AB ... KLA n’a pas de

points doubles, on reconnait que S n’est autre que
Vaire (AB... KLA), a un 'multiple prés de 4=. S'il a des .
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points doubles, on conviendra que 'aire (AB...KLA),
qui n'a pas de signification a priori, est par défi-
nition la somme S, toujours a 4 k= prés.

Prenons maintenant une courbe fermée C quel-
conque. On peut la considérer comme limite d’un
polygone sphérique inscrit AB ... LA dont tous les
cotés tendent vers zéro, et la somme S devient a la
limite une certaine 'intégrale prise le long de C. Le
point O peut toujours étre quelconque, sous la réserve
qu’il n’appartienne ni & G ni a Pantipode de C, de
telle maniére que si un point M décrit G, les longueurs
de 'arc OM, qui se déduisent par continuité les unes
des autres, soient toujours comprises entre o et T,
bornes exclues. M et M’ étant deux points de G infini-
ment voisins, I'élément de l'intégrale, qui est Paire du
triangle OMM’, a pour valeur en grandeur et en signe,
d’aprés une formule connue, :

(1—cosOM ) d0

Act ) /\r . ) .
en désignant par df 'angle MOM' affect¢ d’un signe.
Ainsi, par définition, on a :

(2) (C)= f(l--cosomdo (1).
Ja
5. Autre expression de Uaire. — Considérons
d’abord une courbe fermée orientée C sans points

doubles (fig. 1). Je vais établir la formule

3 (C)y=2r— | do,

(') Comme exercice, on peut chercher a démontrer directement
que l'intégrale curviligne qui forme le second membre de (2) est
indépendante du point O, & 4& T prés.
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.do étant Uangle de contingence en un point de la
courbe.

Si la courbe C n’a ni points anguleux ni points de
rebroussement, l'intégrale qui figure dans le second

Fig. 1.

A

D

membre de (3) ne donne lieu a aucun commentaire.
S’il existe un point anguleux tel que E, on peut d’abord
U’émousser, c’est-a-dire raccorder les arcs DE et EA
par une trés petite courbe n’introduisant pas e point
double. A la limite, on voit que ce point double.fait

intervenir dans l'intégrale le terme DE, EA, en dési-
gnant ainsi I'angle compris entre — = et 4= dont 1l
faut faire tourner autour de point E le grand cercle
tangent & DE pour I'amener a coincider avec le grand
cercle tangent a EA, ces deux grands cercles étant
orientés comme les arcs correspondants. De méme, un
point de rebroussement fait intervenir un angle égal
a4 4 moud —m, le recours a 'émoussement préalable
ne laissant aucun doute sur le signe qu’il faut prendre.
Posons provisoirement

Cl=2n— [ do-
(] I

1 faul montrer qu’on a

(4) [C]=(C).

Tout d’abord, joignons deux points A et D de C par
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un arc AFD, contenu tout entier dans la région a
gauche de C et n’ayant pas de points doubles. Je dis
qu'on a

() [ABDEA | =[ABDFA)+[AFDEA].

On a en effet par définition
[ABDFA]=or— [  ds.

< ABDFA

Mais, d’aprés la remarque relative aux points anguleux,

/\ - /\‘\\
f de= [ do+ f do + BD, DI A, AT
ABDFA ARD

<"DFA

Donc

T TN
[ABDFA]=27— | do— f de—BD, DF — FA, AB.

ABD < DFA .
De méme

N (’/\\ TN

[AI‘DEA]:zr:——/ do — [ de — FD, DE— 1A, AF.
< AFD C hiEA

Ajoutant, il vient, en tenant compte des intégrales qui

se détruisent,

[ABDFA]+[AFDEA]
TN T~ T T
=47 — dg—(Bl), DEF 4+ 1D, DE - X, AV - IPA, AB)

ABDEA

Supposons que les points A et D ne soient anguleux
ni Pun ni Pautre sur la courbe C (s’ils étaient, on
les émousserait). Les quatre angles mis entre paren-
théses a la fig de la formule précédente sont tous com-
pris entre o et « et sont deux a deux supplémentaires.
On a donc i

[ABDFA]-+[AFDEA] =/,ﬂ—[ do—ox

" ABDFA

—

de =[ABDEA],
+/ ABDEA .

Cc. Q. F. D.
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La relation (5) s’étend naturellement a la décompo-
sition de la région a gauche de C en un nombre
quelconque de régions.

Cela posé, la relation (3) ou (4) est vraie pour un
triangle sphérique ABC a pauche, car elle se réduit
alors a

(ABC) =7 — ('r: —ﬁ) — ('n-—-ﬁ)—(r — é)
ANVASEERAY
=A+B+C—m,

ce qui est une formule classique. On peut donc, par
application de la formule (5), étendre la formule (3) a
un contour polygonal sphérique quelconque sans points
doubles, la région a gauche d’un tel contour pouvant
toujours étre décomposée en triangles a gauche.

Par un passage a la limite, on étend la formule (3)
a une courbe fermée quelconque sans points doubles.
Si le lecteur éprouve ici quelque inquiétude, voici
(esquissée) la démonstration. II faut établir que, MNP

Fig. 2.

Cc

étant un polygone, ayant pour cétés des arcs de grand
cercle, inscrit dans une courbe C (fig. 2) ('), lasomme

(') Sur cette figure, les arcs de' grand cercle sont représentés par
des droites.
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des angles extérieurs ¢ de ce polygone tend vers I'inté-

grale f d¢, quand les cotés du polygone tendent vers
c

zéro.
Menons les grands cercles tangents 4 C en M, N, P.
On forme ainsi deux triangles sphériques infiniment

A .
petits MNQ, NRP. On a, Q étant 'angle infiniment
petit de sommet Q,

§ ~ QUN - 3ING,

a un infiniment petit du second ordre prés, MN étant
Pinfiniment petit principal, car le triangle MNQ étant
infiniment petit, son excés sphérique, égal a son aire,
est du second ordre.

D’autre part, si les coordonnées d’un point de C sont
des fonctions réguliéres d’'un paramétre, on voit, sans
qu’un calcul effectif soit nécessaire, que les rapports

PO PN
OMN  MNQ
MN' MmN
tendent vers une méme limite, quand N tend vers M.

B
Done le rapport des angles QMN, MNQ tend vers
P'unité, et Pon peut écrire, toujours en négligeant un
infiniment petit d’ordre supérieur,

. A TN
Q ~ 2MNO.
\ A . . ~ . .
De méme, R étant I'angle infiniment petit de sommet R,

AN PN
R ~ 2RNP,
Donc



On peut donc écrire

f étant infiniment petit.
Silon étend cette égalité a tous les points de G, on
a, en ajoutant,

A
Se=(1+0)2Q,

§’ étant encore inﬁnimept petit (il faut ici invoquer la
continuité uniforme). Par conséquent

limSe = fdc;,
Je

C. Q. F. n.’ (*)-

6. Courbe fermée quelconque — Si maintenant
I'on suppose que C est une courbe fermée ayant des
p q
points doubles en nombre quelconque m, on a la
formule

-

(6) (Cy=2(1+m)n — /dg;.

¥
St m=o, la formule (6) est exacte, puisqu’elle se
réduit a la formule (3). Il suffit donc d’établir que la
formule (6) est vraie, si on la suppose établie pour
toates les courbes ayant moins de m points doubles.

A étant un point double de C (fig. 3), décrivons
cette courbe en partant de A jusqu’a ce que nous y
repassions. Nous décrivons ainsi une premiére courbe
fermée C,. Continuons le parcours. Nous revenons
encore au point A aprés avoir décrit une nouvelle

() La formule (3) n’est qu’un cas particulier de la formule
d’Ossian Bonnet, vraie pour une surface quelconque (voir par
exemple VEssior, Lecons de Géomélrie superieure, p. 75).
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courbe fermée C,. On a, en vertu de la définition (2)

de (C
©) (€)= (Cy) + (Cs).

Soient m, et m, les nombres des points doubles de C,

et de Cy, respectivement. On a

m =14 my-+—my—+ n,

n étant le nombre des points doubles de G qui sont les

T
Fig. 3.
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points d’intersection de C, et Cy; n est un nombre
pair, puisque C, et G, sont des courbes fermées. Donc

m=1-+ my—+ my (mod 2).

D’autre part, (6) est supposée vraie pour G, et pour C,.

-

.Donc

(Ciy=200+m)n— [ do,
G,

(Cy)=2(1+ mg)n—fdc;,‘
C! .
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*

d’ou
(C)=(C) +(Co=arn+a2(1+-m—+nmy)r— [ do — /tlcp

Je,
_2(l+nz)r—‘/dqa fd:p.

Enfin /.—!—f ne differe de[ que par la somme des
¢y

angles mtrod',ults dans les deux premiéres intégrales
par le point anguleux A, et la figure montre clairement
que cette somme est nulle. La formule (6) est donc
établic.

7. Corollaire. — On déduit de la formule (6) unc
conséquence assez curieuse. Portons sur tous les grands
cercles tangents a C, a partir des points de contact, ¢t
dans le sens qui résulte du sens de parcours de G, des
longueurs égales aZ. Le lieu des extrémités des qua-

drants ainsi obtenus est une courbe C,, dont l'aire est
¢gale a celle de la courbe G, augmentée de laire
halayée par les quadrants. Or, I’élément de cette der-
niére est égal a d. On a donc

(C,)E2(1-1'—m)r.—fd:p—f—fd:pE‘).(l—i—m)r..
c @

Ainsi laire (C,)) est égale (mod 4) @ 2= ou & 3éro,
suivant que G a un nombre pair ou un nombre i(m-
pair de points doubles.

Si l'on invoque les propriétés classiques des indica-
trices sphériques des courbes gauches, on conclut de
la le théoréme suivant, da a Jacobi (') :

(') Gesammelte Werke, t. VII, p. 34. J. Bertrand cite ce théo-
réme dans son Traité de Calcul différentiel et de calcul intégral,
L. I, p. 744. Ni 'un ni Pautre de ces auteurs n’a regardé la question
de prés. Ils disent que la courbe C, divise 'aire de la sphére en
deux parties équivalentes, ce qui n’est pas toujours exact, comme
le montrent les développements du présent article. :
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Par un pornt O menons des paralléles aux nor-
males principales d’'une courbe gauche fermée:
quelconque. Les traces de ces paralléles sur une
sphére de centre O et de rayon égal a l'unité ont
pour liew une courbe fermée C, d’aire égale, soit
a 2w, soit a séro. ’

8. Courbes supplémentaires. — la courbe supplc-
mentaire d’une courbe G est la courbe C/, lieu des
poles des grands cercles tangents a C. Il est bien connu,
et dailleurs presque évident, que, réciproquement,
C est supplémentaire de C'.

Un grand cercle ayant deux poles, cette définition
donnerait deux supplémentaires a (.. Pour avoir une
courbe unique, voici comment je proccderat :

Soiv d’abord un arc régulier AB, décrit dans le
sens AB. Son arc supplémentaire A'B’ sera le lieu des
poles a gauche ou a droite des grands cercles tangents
orientés comme AB, suivant que cet arc est lui-méme
a gauche ou a droite.

Prenons maintenant une courbe fermée C, que je sup-
pose. pour simplifier, dépourvue de points anguleux.
Elle se compose d’arcs réguliers séparés par des points
.d’inflexion ou par des points de rebroussement. Les
preniicrs séparent des arcs de sortes différentes et les
seconds des arcs de méme sorte, puisque nous excluons
les rebroussements de seconde espéce.

Les points d’'inflexion de C sont nécessairement cn
nombre pair, puisque, & chacun d'eux, do change de .

_signe et que do doil reprendre son signe initial gpand

le point décrivant C revient au point de départ. Les
rebroussements peuvent étre en nombre pair ou en
nombre impair.

Si 'on construit les arcs supplémentaires des arcs
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réguliers'successifs qui constituent AB, ils forment une
suite discontinue, l'origine de chacun d’eux étant
Pantipode de D'extrémité de l'arc précédent, que la
discontinuité provienne d’un point d’inflexion ou d’un
rebroussement de C. Pour obtenir une courbe continue,
on peut s’y prendre comme il suit : parfant d’un point
d’inflexion ou d’un point de rebroussement de C,
décrivons le premier arc régulier AB de cette courbe
et construisons son supplémentaire A'B’ comme il a été
indiqué plus haut. Soit BD l'arc régulier qui suit, AB.
Je remplacerai son supplémentaire par l'arc anti-
pode B'D’. B pouvait éire un point d’inflexion ou nn
point de rebroussement de C. Il est aisé de reconnaitre
que, suivant le cas, B’ est un rebroussement ou un
point d’inflexion de A'B'D’ ().

En continuant ainsi, on construit un arc A'B'D'.. .|
qui sera fermé, si le nombre des rebroussements est
pair,carlenombre des points d’inflexion étant pair aussi,
on aura remplacé un point par son antipode un nombre
pair de fois, et 'on sera par conséquent revenu au point
de départ a la fin de Popération. Si le nombre des
rebroussements de C est impair, on aboutit au point
antipode du point A'. Il faut alors, pour obtenir une
courbe fermée, décrire deux fois la courbe C. 11 est
toujours permis de supposer que C a un nombre pair
de rebroussements, cette courbe pouvant étre dans la
réalité une méme courbe décrite deux fois de suite.

9. Relation entre l’aire de C et la longueur de sa
supplémentaire C'. — Pour éviter des complications,
Je considérerai, a partir de maintenant, les aires comme

(') On se rend compte aisément de ces faits en prenant pour AB
et BD deux arcs de cercle, dont les supplémentaires sont deux
autres arcs de cercle.
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définies suivant le module aw et non plus 4=, de
maniére a éviter la considération des points doubles.
AB étant un arc régulier, posons

(AB)=— [ do (mod 27).
. AB

Pour une courbe fermée C, composée d'arcs régu-
liers AB, BD, DE, dépourvue de points anguleux et

ayant un nombre pair de rebroussements, on a
(7) (C)=(AB)+(BD)+(DE)~+... (mod 27),

car la somme des termes égaux a == = qui interviennent
dans I'expression de (C) et qui proviennent des rebrous-
sements est un multiple de 2.

L’arc ¢lémentaire de T'arc A'B’, supplémentaire
de AB, est la distance des poles de deux grands cercles
qui sc coupent sous angle do. Cest donc |do|, et
comme do ne change pas de signe le long de AB, on a.
en désignant par A'B’ la longueur, considérée comme
essentiellement positive, de 'arc A'B’,

(AB) === A'B’ (mod 27)

avec le signe —+, st AB est a droite, et le signe —,
st AB est a gauche.

Considérons maintenant la somme (AB) + (BD),
B étant un point de rebroussement ou un point
d’inflexion.

1° Si B est un point de rebroussement, B’ est un
point d'inflexion sur 'arc A'B'D’. AB et BD étant deux
arcs de méme sorte, on a, avec correspondance de
signes, '

(AB)=-==A'B’, (BD)===BD  (modar),
d’ou
(AB) 4+ (BD)=1= (A’B'+B'D')  (mod 2%).
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2° Si B est un point d’inflexion, B’ est un point de
rebroussement sur l'arc A'B'D’. AB et BD étant deux
arcs de sortes opposées, on a, toujours avec correspon-
dance des signes,

(AB)==+=A'B’, (BD)= xB'D’ (mod am),
d’ou
(AB)+ (BD)==(A'B'— B'D) (mod 27).

En continuant, on parvient a une relation de la
forme .

(8) (C)==(AB) + (BD)+ (DE)
=1-AB=ZBD=DE4... (mod 27),

ou deux termes consécutifs du second membre ont le
méme signe, s’ils désignent les longueurs de deux arcs
séparés par un point d’inflexion, et le signe contraire,
si ces arcs sont s¢parés par un point de rebroussement.
Le résultal s’exprime ainsi :

L’aire (C) de la courbe G est congrue, suivant le
module 2=, a = L', L' désignant la somme alternée
des longueurs des arcs de la courbe supplémen-
taire C', séparés par les points de rebroussement
successifs de cette courbe.

En tenant compte des points doubles de C, on par-
viendrait & une congruence suivant le module 4=, plus
précise que (8), mais plus compliquée.

On voit que deux courbes fermées, de méme lon-
gueur totale, ont pour supplémentaires des courbes
Sfermées, de méme aire. Ce théoréme n’est vrai qu’en
gros, et les développements qui précédent montrent
comment il faut le préciser.

Ann. de Mathémat., 5¢ série, t. III. (Novembre 1924.) 5
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[J4]
UNE REMARQUE SUR LA THEORIE DES GROUPES FINIS ;

Par G. CERF
( Strasbourg).

Quand on étudie les groupes de transformations & -
un paramétre dont les opérations sont deux a deux
inverses 'une de l'autre, on peut, tout au début, pré-
senter une remarque susceptible de rendre quelque
service. Nous allons le faire pour I’espace ordinaire;
mais des considérations toutes pareilles peuvent servir
dans un espace & un nombre quelconque de dimen-
sions.

Soit une famille de transformations S dépendant d'un
parameétre ¢ et définies par les relations

S z'=f(x, ¥, 3; 1),
(1) y'=g(z,y, 3;t)

a s =h(x, y, 551).
Nous supposons que la famille contient la transfor-
mation identique. Lorsque ¢ varie, a tout point M, de
coordonnées z, y, z, les relations (1) font correspondre
les points d'une courbe Cy, la trajectoire de M, passant
par M et lieu des points déduits de M par les transfor-
mations S. L'ensemble des courbes Cy forme généra-
lement un complexe. Nous allons montrer que dans /e
cas ou les équations (1) définissent un groupe con-
tenant des transformations deuxr a deuz inverses
l'une de lautre, et par conséquent comprenant la
transformation identique, les courbes Cy forment
une congruence et non un complexe.

Nous nous appuierons pour cela sur les deux obser- '
\atlons suivantes :
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a. Si Cy passe en M/, G passe en M : car si la trans-
formation S permet de passer de M en M, la transfor-
mation S ', qui appartient au groupe, permet de passer
de M’ en M.,

b. Soient S une transformation quelconque du groupe
et M'=S(M); M, un point quelconque de Cy et S,
la transformation qui perniet de passer de M en M, :

My =S, (M)

on peut passer de My en M’ par une transformation du
groupe, car M/ = S(M)=(SS;")S,(M)=(SS;')(M,)
et SS; ! appartient au groupe; Cy passe par M'.

Cela posé, la proposition que nous avons en vue est
aisée & démontrer :

Cy, passant par M’, Cy. passe par M;, et M, étant un
point quelconque de Cy, Gy coincide avec Cy.

Les trajectoires des points de Cy sont donc toutes
confondunesavec G, puisque M’ est.un point quelconque
de Cy; et comme, d’autre part, d’aprés a, les trajec-
toires passant par M ne peuvent étre qu'e celles des
points de Cy, 1l en résulte que par M, point quelconque
de I'espace, ne passe qu’une courbe de la famille consi-
dérce : celle-ci constitue donc bien une congruence et
non un complexe.

(D1a] -

SUR QUELQUES FONGTIONS DISCONTINUES
0U DEPOURVUES DE DERIVEES ;

Par Tu. LECONTE,

_ La troisiéme ¢dition du Traité d’Analyse de
M. Picard contient 1'étude d’une fonction continue
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n’admettant de dérivée pour aucune valeur de la variable.
Cette fonction, construite par M. Helge von Koch, est
plus simple que la fonction célébre de Weierstrass, la
premiére en date (voir le Cours d]Analyse de
M. Goursat) et celles que 'on trouve dans le Mémoire

de Darboux sur les fonctions discontinues [par exemple,

sin(n'!z)]
Y

la somme de la série de terme général

Jai cherché, en partant des fonctions anormales que
Pon peut tirer de la représentation décimale de la
variable, un exemple qui fit plus accessible encore.
Je me suis ensuite apercu, en feuilletant les Mathema-
tische Annalen que Pétude de M. Helge von Koch a
été suivie de diverses notes contenant des exemples
plus simples que le sien; cependant il ne sera pas
inutile, je crois, de publier ce court article qui est d’un
caractére ¢lémentaire, qui peut préter a la réflexion et
fournit des énoncés d’exercices.

I. L'undes moyensles plus simples et les plus féconds
de coustruire des fonctions anormales consiste a écrire
la représentation décimale (ou dans'un systéme a base
quelconque) de la variable et a utiliser les chiffres
de cette représentation pour définir la fonction.

Une méme circonstance se rencontre dans tous les
exemples formés sans précautions par ce procédé : la
fonction n’est définie lorsque z est un nombre décimal
que si 'on a, au préalable, fait choix de I'un des deux
modes de représentation d'un nombre décimal, soit de
la représentation limitée o, @ya,...a, 0o ..., soit de
la représentation illimitée o, a,a,...an—199 .... La
régle qui conduit a la valeur de la fonction, appliquée
a ces deux formes, ne donne pas en général le méme
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nombre en sorte que de telles fonctions sont discontinues
lorsque z est un nombre décimal.

Disons quelques mots de 'un de ces exemples (*)
dont 'étude précéde naturellement celle des fonctions
de Peano. On sait que Peano a, le premier, en écrivant
la variabie dans le systéme a base 3, construit des
fonctions continues dépourvues de dérivées et défi-
nissant une courbe qui emplit un carré (2).

Soit, dans I'intervalle (o, 1), la variable

L =0,01Q3...Cqp..0.

Adoptons, pour préciser, la représentation illimitée de
la variable lorsqu’elle est un nombre décimal et envi-
sageons la fonction y = o, @,a;a; .... Cette fonction
est évidemment continue pour les valeurs de z qui ne
sont pas des nombres décimaux. Elle I'est aussi pour
un nombre décimal de la forme

Ly=0, A1Qs... Qg1 9 9 ... (@yn—1#9),
a laquelle correspond
Yo=0, G1Q3...%pm— 99 --.;

c’est immédiat & gauché parce qu'un nombre variable z
tendant vers z, en croissant finit par avoir autant de
décimales communes avec Zo que I'on voudra ; adroite,
cela résulte de ce qu'un nombre variable z tendant
vers z, en décroissani a une représentation décimale

(') Pour d’autres utilisations du méme procédé, voir LEBESGUE,
Lecons sur UIntégration, p. 44 et go, et BOULIGAND, Revue de
U'Enseignement des Sciences, 11° ananée, n° 103 ct 104,

(*) Les recherches, trop oubliées, de Peano ont précédé celles de
Hilbert qui a aussi donné un exemple, obtenu par une voie diffé-
rente, d’une courbe emplissant un carré (voir le Traité d’Analyse
de M. Picard).
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dont les premiers chiffres sont @y, aj, ..., @apn_1—1,
suivis d’autant de zéros que l'on voudra et de ce
que la limite des valeurs correspondantes de 3 est le
nombre 0, @, &y ... @y _+ 100 ... qui estégala y,.
Enfin, pour un nombre décimal de la forme

xo=o0, a,az...amgg..-' (@a;n#9),
a laquelle correspond
Yo=0, 4az... Qa1 § 4 ....

il y a conlinuité a gauche, il est aisé de le voir, mais il
y a discontinuité a droite car si une valeur variable de
tend vers x, en décroissant, sa représentation décimale
a pour premiers chiffres @, as, ..., @:n—+1, suivis
d’autant de zéros que I'on voudra et la limite des valeurs
correspondantes de y ést le nombre

0, @1 Az... U3y 00 ..}

il y a donc discontinuité de premiére espéce et le saut

de la fonction est —— ; en un tel point, & droite, la
jo2n-1? ?

fonction n’admet pas pour valeur la borne inférieure
de ses valeurs.

Cette fonction n’admet de dérivée en aucun point,
soit z,, ou elle est continue; il est en effet possible
d’imaginer deux ensembles infinis de valeurs de x
tendant vers z,, le premier dans lequel a,, az, ...
gardent la méme valeur, le second dans lequel a,,,,
seul change, étant argmenté ou diminué d’une unité,
_de sorte que I'on a dans ce cas
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et que le rapport ‘% croit ici indéfiniment avec p alors
qu’il était constamment nul pour le premier ensemble,
il n’y a donc pas de dérivée.

Il est bon de remarquer que la fonction admet une
valeur donnée o, A,A;A;... pour une infinité de
valeurs de x de la forme o, A,a,Az;a,A;a, ..., les
chiffres a., a;, ... étant arbitraires. L’ensemble E de
ces valeurs de z, quia évidemment la puissance du
continu, est de mesure nulle; on le voit en envisageant
I'ensemble complémentaire E' de I'ensemble E; 1'en-
semble E' est formé d’abord de l’ensemble des nombres

0, ay..., &, Z Ay, dont la mesure est %, puis de I'en-

semble des nombres o, Aya,a;..., (;t2 quelconque,

9

. , 9 __
a3 % As dont la mesure est 10 X}Tﬁ = ;5 on peut

ainsi continuer indéﬁnimenl, la mesure totale de 'en-

semble B/, £ + 2 ..., est égale a 1.

10 102

Etudions maintenant la fonction au point de vue de
la croissance ou de la décroissance en un point xy. Il
est aisé de voir que, z, étant un nombre décimal en
lequel la fonction est continue, pour x suffisamment
voisin de z,, on a, a droite, y Z y, et a gauche y S y,,
la fonction ne décroit pas en un tel point; le résultat
est différent lorsque zo est un nombre décimal en lequel
il y a discontinuité, a droite ¥ < ), & gauche ¥ < y,,
et sans qu’on puisse dire qu'il y a maximum relatif,
)0 est une valeur extréme supérieure ou égale a toutes
les valeurs voisines. Pour les autres valeurs de z,, on
remarquera que lorsqu’on augmente un chiffre de rang
impair, Z,, ¥,-augmentent et que cela est possible pour
des valeurs infiniment voisines de x, a moins que tous
les chiffres de rang impair ne soient des g a partir d’un
certain rang; de méme, en diminuant un chiffre de
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rang impair, on diminue x,, y, et cela est possible pour
des valeurs infiniment voisines de z, 4 moins que tous
les chiffres de rang impair ne soient des zéros a partir
d’un certain rang; en augmentant un chiffre de rang
pair et en diminuant nn chiffre de rang impair qui vient
aptés, on augmente x,, on diminue ¥, ; une opération
analogue permet de diminuer z, et d’augmenter y,;
hormis des cas d’exception faciles a énoncer, ces deux
derniéres opérations sont possibles pour des valeurs
infiniment voisines de x,, en sorte que, mises a part
des valeurs exceptionnelles de z, pour lesquelles on
ferait une étude directe, la fonction n’est ni croissante
ni décroissante.

2. Les tonctions x, y dela variable ¢, que nous allons
définir, sont Padaptation au systéme a base 10 des
fonctions que Peano a définies dans le systéme a base 3.
Alavariable t =0, a,a, ... a, ..., nous faisons corres-
pondre les fonctions

2= 0, aqd32s ..., Y =0, Qa% &g .,
ay=a,, o3 est égal a @, ou & 9 — a; syivant que le
reste de la division de a, par g est pair ou impair, «; est
égal aa; ou a g — a; suivant que le reste de la division
de a,—a, par ¢ est pair ou impair et ainsi de suite;
de méme o, est égal a @, ou a4 9 —a, suivant que le
reste de la division de @, par g est pair ou impair, 2, est
égal a @, ou a 9 — a, suivant que le reste de la division
de a,~+ a, par ¢ est pair ou impair et ainsi de suite.

Ces fonctions sont continues pour toute valeur de ¢;
c’est immédiat lorsque ¢ n’est pas un nombre décimal ;
cela résulte, pour une valeur de la variable qui est un
nombre décimal, de ce que les deux formes

0, a1Qs... A3, 99 ..., 0, @aj@s...ap+100 ...

(@ #9)
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conduisent a la méme valeur de x, 4 la méme valeur
de y et qu’il en est de méme pour les deux formes

O, 1Ay ...Qyp+1 99 ...y

0, 1Ay ... Aopi1+1 00 ... (@an+1%9),

Ces fonctions définissent une courbe qui emplit le
carré oSz <1, 0Sy S car z, ¥ étlant choisis arbitrai-
rement, on en déduit aisément une valeur de ¢ qui les
fournit (une seule si les valeurs de z et )’ ne sont pas
des nombres décimaux, deux ou quatre si I'une des
valeurs de x et de y ou les deux valeurs sont des nombres
décimaux),

Enfin, ces fonctions n’admettent de dérivée pour
aucune valeur de la variable ; le raisonnement employé
au n° 1 au sujet de la fonction o, ayas ... asnys ...
s’applique a la fonction z de ¢ avec de légéres modifi-
cations et s'étend a Ja fonction y.

3. Voici un énoncé d’exercice qui fournit I’occasion
de reprendre certaines des considérations précédentes.
Soit la variable z = o, aya, ... a, ..., en supposant,
pour préciser, que I’on choisisse toujours la représen-
tation illimitée. Posons

y=ari+as(ry)t+...4+ap(ra)t+...,

|7y 172]y ++oy | #u]s - - - étant inférieurs & un nombre &
inférienr a 1. Cette série est convergente; sa somme
définit une fonction de z.

Déterminer r,, ry, ..., r'y, ... de telle maniére que
cette fonction soit continue pour toute valeur.de z.

1 L.
Lorsque ri=ro=...=rp,=... = o P désignant

un entier supérieur a 10, I'ensemble des valeurs prises
par lafonction a la puissance du continu, mais il est de
mesure nulle.
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4. Pour arriver a d’autres exemples de fonctions
dépourvues de dérivées, je vais définir certaines fonc-
tions auxiliaires. Soit la variable z = a,, a,a....a, ...,
@, étant un entier positif ou négatif ; posons

1’1:9""‘119‘ ey b,=9—a,, tees

Considérons la fonction z,= f,(x) dont la valeur est
définie par expression 0, @,a; ... a, ... lorsque @, est’
nul ou pair, par 'expression o, b, b, ... b, ... larsquea,
est impair; cette fonction est périodique et de période 2;
considérons aussi la fonction 5y = f,(x) dont la valeur
est 0, aya, ... lorsque a, est nul ou pair et o, 0,0, ...
lorsque @, est impair, fonction périodique et de

. 2 .
ériode —, telle que x) = 1 ; on peut conti-
p e que fi(z) =fo(rox); onp
nuer indéfiniment et envisager, quel que soit 'entier
positif n, la fonction 3, =f,(x) dont la valeur est
0y @yt Apys - - - Jorsque a, estnul ou pair, 0, bpy by ...
lovsque «, est impair, fonction périodique et de
. 2 o .
S \ —_ a2
période o telle que f,(x) = fo(10"x).
Ces fonctions sont continues pour toute valeur de z;
Fig. 1.

Zo

on le voit immédiatement en remarquant que les deux
formes d’un nombre décimal donnent les mémes valeurs
pour 'une quelconque de ces fonctions. On peut aussi
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remarquer que la courbe représentative (Co) de la
fonction 3z, = f,(x), qu’il suffit d'indiquer dans I'inter-
valle (0, 2) enraison de la périodicité, se compose (fig. 1)
d’une ligne brisée formée de la droite ) =z dans
Uintervalle (o, 1) et de la droite y = 2 — z dans l'inter-
valle (1, 2); la courbe représentative (C,) de la fonc-
tion 5, s’obtient en partant de (C,) par réduction des

abscisses dans le rapport EIE’ de méme pour passer de (C,)

a (Gq), etc., et on voit nettement que ces constructions
conservent la continuité.

3. Considérons la fonction

Sflx) =ugsg+ w131 +...4+UpBp+...,

39y Suy +v+y Sny ... désignant les fonctions continues
inférieures ou égales a 1 que nous avons définies au
paragraphe précédent, «, désignant le terme général
d’une série absolument convergente.

La fonction f(z) est continue quel que soit x; sous
certaines conditions imposées aux w,, elle n’admet de
dérivée pour aucune valeur de la variable. Pour le
montrer, j’utiliserai le lemme suivant : g(z) admettant
une dérivée pour la valeur z, de la variable, 2', 2"
tendant vers z, de telle maniére que z’' <z, << 2’, le
rapport Lxx?,—:;—,uﬁ tend vers g'(z,); la démons-
tration de cette proposition repose sur la remarque

g2y — g(z')

que le rapport 85— —°7~ est compris entre les
rapports g(zxz,—g(%), g(x")_g,(z) qui tendent touss

— xy xy-—— &
deux vers g'(x,).

Soit z, une valeur de z qui ne soit pas un nombre
décimal ; choisissons pour z', 2" les valeurs décimales
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S
approchées a — prés, par défaut et par excés, de x,.

f‘ . .

Ecrivons
To=ag, A1 Az ..Ap ...,
' =ay, ajas...ay,
2= ay, A1@s...an+1,

et calculons f(z") — f(z'). Les fonctions z, 1y Sngay - - -

. L. . ) 2
qui admettent pour perlodes, l‘espectlvement, Tons1’
Ton T admettent aussi pour pcru)de — qlu est un

multiple des nombres précédents ; ces fonctions
prennent donc la méme valeur pour z’ et pour z'.
Occupons nous maintenant de zg, Sy, ..., 32. 3, aUg-

1
mente de ¢ 0) lorsqu’on passe de 2’ a 2"; 3, augmente
(=n= (=)t
de Wf—:'—; cvy Zpy de o’ 3, de (—-—l)"n, et par
suite
(—1)%u, (— 1)y
" ’ -
th)F_f('T)’ 107 1on—1 e
(—1)%n=11t,,_ ,
S bk L T S
10
t, enfi isque " S
et, enfin, puisque ' — z’' = —,
x"y— f(x") ) )
‘f(—;,),‘:;g— =(—1)%Uy+ (—1)9 10U +. ..

4 (—1)%n—1 10" Uy g+ (— 1)%n 10" Uy,

st la séric de terme général (—i1)%i10"wu, n’est pas

convergente, la dérivée n’existe pas. 1l suffit, en parti-

culier, pour obtenir ce résultat, de choisir u, de telle

maniére que 10", ne tende pas vers zéro. La condition
_est trés large.

Si z, est un nombre décimal, z' sera égal a z, a
partir d’une certaine valeur de n; le calcul précédent
reste valable mais on se trouve alors dans un cas plus
simple dans lequel le lemme devient inutile.



o (69 )

6. Il existe bien d’autres fagons de construire des
fonctions dépourvues de dérivées. Voici un procédé
qui m’a été indiqﬁé par M. Lebesgue; laissant de coté
certaines particularités, il faut y voir surtout I'utilisation
de cette idée si fréquemment utilisée par les analystes :
Former une série Xu, telle que pour chaque point x il
y ait un terme u, jouant un role prépondérant dans
le calcul considéré; ici, dans le calcul de la dérivée.
Soit la fonction f(z), somme de la série dont le terme
général, u,(x), est une fonction qui a pour courbe
représentative (fig.2) une ligne brisée en dents de scie

Fig. 2.
Y

A C

) i

1 1
: i
) :

=] H4

0 ‘-E-/;—’ B D x

déduites les unes des autres par des translations paral-
leles @ O x et égales a 21, les pentes des cotés OA, AB,

BC,CD, ... étant == \,. Evaluonsw T en
b b § h )

. . , Lol o .
choiskssant A égal, soit & -, soit & — -7 on peut faire .

en sorte que & et -+ A appartiennent a 'un des inter-
valles tels que Oa, aB, ...; avec cette condition, la
contribution de «, dansle rapport est, en valeur absolue,
égale a A,; celle de uy+ up+ ...+ w,—y est au plus
égale en valeur absolue a Xy 4dy+ ...+ dho_y=o0u;

p -
2
enfincellede u, + tnpo4.. . estp, === T 2 Aupyp.
n
p=t

Or, il est facile de choisir I, et ), de fagon que la série
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de terme général u, () soit uniformément convergente,
que )., infiniment grand avec n, soit infiniment grand
par rapport a g, et , en sorte que le rapport considéré
croisse indéfiniment et que l'inexistence de la dérivée

1

soit prouvée. Entre autres exemples, prenons [, = )

, (nl)
Je=n!. On peut écrire
I I
]u,,| 1,,)\,1——‘!’ IAu”x—‘;L*
)(n')’ 2hn
]o/ll__)(n'),\ ,‘\ S ]9”l< —
n~—/>) n.n! n
p,,l
n Vol o+ (n—1)!
In n! )
1 1 N 2! i e
Tal(n—0! " (n—a)t T !
3, 1 11 - 1
;\;\;Kj‘;’“:’“—:ﬂf}—!—‘)—”—)-%—‘“;%—l s
T, 9
I < W

les conditions précédentes sont donc bien remplies.

[L'3]
{¥N PROPRIETES DIAMETRALES DES CONIQUES
DEDUITES DE L\ 07 PINITION FOCALE ;
Par A. BLOCH.

Les prepriétés projectives des coniques peuvent
’établir par de simples considérations de géométrie
plane. Plusieurs auteurs les déduisent par exemple du
fait suivant :

Lorsque I'on applique a une conique une transfor-
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mation homologique ayant pour centre un des foyers
de la courbe, pour axe I’homothétique par rapport a ce
foyer, le rapport d’homothétie étant 2, de la directrice
correspondante, enfin pour rapport d’homologie — 1,
la courbe transformée est un cercle ayant pour centre
le foyer en question.

Mais lorsque I'on se borne aux propriétés d’affinité,
on est en droit de désirer une démonstration donnant
des choses une vision plus directe. Laissant de coté le
cas dela parabole, qui est classique ('), voici comment
le second théoréme de Poncelet permet, pour Vellipse
et I'hyperbole, d’obtenir rapidement ces propriétés.

FEllipse. — Soit une ellipse de grand axe AA’, dont I’
est I'un des foyers ; la tangente en un point quel-
conque M coupe le grand axe en P et les tangentes
en A et A’ aux points T et T'.

FT est bissectrice de 'angle AFM; FT', de 'angle
A'FM. L’angle TFT' est droit, et I'on a

AT.A'T' = FA.FA’ = const.

D’autre part les points M et P sont conjugués harmo-
niques par rapport a T et T".

Fig. 1.

On a ainsi une construction, par droites et par

(). Cf., par exemple, J. HADAMARD, Lecons de Géometrie élémen-
taire, t. 11, p. 230-237.
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points, des ellipses de grand axe AA'; toutes ces
ellipses sont affines les unes des autres par rapport a
cet axe, et le sont en particulier du cercle de dia-
meétre AA'; les propriétés d’affinité du cercle s’étendent
donc a lellipse.

Hyperbole. — Soit I'hyperbole d’asymptotes OX,
OY, de foyers I et I''. La tangente en un point quel-
conque M coupe les asymptotes en L et J.

Supposons par exemple M sur la branche de courbe
ayant ' asonintérieur. Soient FX et FY les paralleles
menées par F aux asymptotes. Les angles IFM et 1FX
sont égaux, ainsi que les angles JEM et JI'Y . Langle IF)
est donc le supplément du demi-angle des asymptotes,

N

et les points F, F', I, J sont sur un méme cercle. On a
donce Ol. O)J=0OF2 = consL.

D’autre part les distances de 1a FM et a FX sont
¢gales, cellesdeJ aFM et FY le sont aussi; les distances
de I etJaFMsontdonc égales, et M est le milieu de 1J.

Fig. 2.

Le produit des distances de M aux asymptotes est
donc constant; de cette propriété résultent immédia-

tement P'existence des diamétres et toutes les propriétés
d’affinité.
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Note. — Dans un al‘llcle paru dans les Nouvelles
Annales en 1905 (p. 145) sous le titre Sur la théorie
des coniques, M. Hadamard a développé des idées
analogues aux précédentes. Il se propose de passer
des propriétés focales aux propriétés projectives des
coniques par une méthode plus simple et plus naturelle
que les méthodes classiques.

Les deux théorémes a établir tout d’abord sont les
sutvants : 1° Pellipse est la projection d’'un cercle;
2° le produit des distances d’un point d’une hyperbole
d ses asymptotes cst constant. La démonstration que
donne M. Hadamard du second théoréme ne différe
pas sensiblement de la mienne; pour le premier, je
crois étre arrivé a une simplification appréciable, en
utilisant comme dans lautre cas le, théoréme de
Poncelet, alors que M. Hadamard emplon des consi-
dérations différentes.

Les présentes démonstrations, obtenues d’ailleurs
sans la connaissance de 'article de M. Hadamard, 1'ont
été pour '’hyperbole en 19og, pour l'ellipse en 1923.

QUESTIONS.

2476. Soit M la projection d’un point A du plan sur la tan-
gente a une courbe I' de classe c. Cette tangente rencontre la
podaire de I' relative au point A en 2¢ — 1 points autres que A.
Si M'est leur centre des moyennes distances, le point M’ décrit,
quand la tangente varie, une autre podaire de I' relative & un
second point A’ qui est homothétlque de A, le centre d’homo-
thétie étant le centre (généralisé) de T', et le rapport d’ho-

- c—1
mothétie ayant pour valeur 5 . A. LABROUSSE.

Ann, de Mathémat., 5° série, t. 111, (Novembre 1924.) 6
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2477. Lieu des points du plan d’un triangle pour lesquels
le triangle pédal a une aire constante. C. CLAPIER.

2478. Lieu des centres des coniques inscrites dans un
triangle, pour lesquels le triangle pédal a une aire moyenne
arithmétique entre les aires dés triangles pédaux relatifs aux
deux foyers. G. CLAPIER.

BIBLIOGRAPHIE,

OEvuvres pe G.-H. Harrren, publiées par les soins de
C. Jordan, H. Poincaré, E. Picard avec la colla-
boration de E. Vessiot. 1 vol. 25 >< 16 de v-660 pages.
Paris, Gauthier'Villars, 1924. Prix i 100™.

Nous signalons a nos lecteurs la publication du quatriéme
et dernier tome de la belle édition des ceuvres d’'Halphen. On
y trouvera « les derniers travaux d'Halphen, parus de 1883 a
1890, sur les équations différentielles, la théorie des nombres,
les fonctions elliptiques et leurs applications. On y a réimprimé
la théorie des singularités des courbes algébriques, publiée
en appendice a la traduction francaise de la géométrie analy-
tique de Salmon ». Le volume comprend aussi des extraits de
lettres a Zeuthen et de précieux inédits.

Il est impossible d’analyser ici, avec les développements qui
seraient nécessaires, cet important volume. Mais il faut en
souligner U'intérét. L'eeuvre d’Halphen est toujours actuelle
et sa publication, juste hommage 4 un Maitre trés éminent,
rendra les plus grands services. S. F.

"CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

EPREUVE THEORIQUE. — Dans ce qui suit, négliger le frot-
tement et I’influence du mouvement de la terre.
Sotent Oyz,, yi, 31 trois azes rectangulaires, liés a la
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terre: Oz, est la verticale ascendante du point O,. Un
cylindre circulaire droit peut se déplacer en restant tan-
gent auplan .0,y suivant une génératrice. Soumis a la
seule action de son poids, il a une densité, variable dans
chaquesection droite, maisconstante le long de toute paral-
léle a son axe.Sur cet are,le centre de gravité G est projeté
en g.Soit ¢ la distance gG. Les axes liés au corps forment
un triédre trirectangle Gzyz, dont Uaréte Gy est paral-
léle a U'axe du cylindre, dont l’aréte Gz prolonge gG au
dela de G, et dont le sens concorde avec celui du triédre
de référence. Des trois angles d’Euler ¢, 6, o, qui fixent la
direction du triédre Gayz, deux seulement, ¢ et 0, sont
arbitraires. Par rapport a ce triédre, Péquation de I'ellipsoide
d'inertie est
Az2+Byrt+ Cz2—oEzz =1.

Etudier le mouvement, en se conformant au plan sui-
vant : .
L4

1° Justifier, en deux mots, les indications ci-dessus
(lignes soulignées). Calculer les projections de la rotation
instantanée sur Gz, Gy, Gz et la force vive.

2° Ecrire les équations de Lagrange. Qu/el est le mouve-
ment de G? Interpréter l’équation issue du paramétre .
Montrer qu’'on peut déterminer 9, puis §, en fonction du
temps, par deuxr quadratures.

3¢ Etudier les simplifications apportées par un choix
particulier des conditions initiales. Montrer qu'elles
peuvent étre prises de maniére que le mouvement soit une
rotation autour d’un aze vertical, ou encore, s'effectue
parallélement & un plan vertical fixe.

4° Quelles conditions faut-il imposer a A, G, E pour que,
dans tout mouvement de U'appareil, l’expression de 9 en
fonction de t soit identifiable avec celle qui Héfinit un de
ses mouvements paralléles @ un plan vertical fixe. Ces
conditions étant remplies, achever l’étude du mouvement.

5° Donner la discussion lorsque ¢ =o (sans autre hypo-
thése) et si possible dans le cas tout a fait général. Toute
position initiale du cylindre est-elle compatible avec
Uexistence d’un mouvement de rotation autour d’une
verticale?
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INDICATIONS SUR LA SOLUTION, par M. P. Robert. — L’angle

m ;
d’Euler ¢ est égal a — 3" Les composantes de la rotation

instantanée sont donc :
p ==—{'sinb, q =10, r=14'cos9,
et la force vive totale est :
2T = M(E 4+ 12+ 1%

T,V
+ $"2(A sin?6 + 2E sin6 cosb + Ccos?0) + BO’,

avec la liaison L = R + ¢ cos0.

Le mouvement du centre de gravité est rectiligne et uniforme.
On peut d'ailleurs se ramener au cas ot cette vitesse est nulle :
il ne restera alors qu'a déterminer 0 ct § en fonction du temps.
On écrira pour cela I'équation de Lagrange issue du para-—
meétre, ¥ (elle exprime le théoréme du moment cinétique par
rapport a la verticale du centre de gravité dans le mouvement
autour de ce point), et I'intégrale des forces vives [en remar-
quant qu'il v a ici une fonction des forces

U=—Mg(R 4 ccosl)],
ce qui donne : .

(A sin20 + 2 E sinfl cos® + Ccos28) = K,
(Mc2sin20 + B) 62+ L'2(Asin?f) <4~ 2 Esinfcosd + Ccos?h)
= h —2aMgeccosf.

Lliminant ¢’ entre ces deux équations, on trouve 8 en fonc-
tion du temps par une quadrature. Les mouvements desrota -
tion s’obtiennent en choisissant 2 et K de maniére que I'ex-
pression

K2
—aoMyg b — — :
(1) h—2Mgccos Asin?h + ok sinbcost + C cos20

ait une racine double 6,.Si 6, est donné, on trouve deux équa-
tions pour déterminer- 4 et K2 qui conviennent pour un mou-
vement de votation. On remarquera que la valeur K2 doit étre
positive. Il s’ensuit qu’une inclinaison déterminée de gG n’est
pas toujours compatible avec une rotation de ’appareil autour
d’un axe vertical. Pour faire complétement la discussion géné-
ralg, il y aura intérét a réaliser une représentation graphique
de I'expression (1) située sur le cylindre u = cos8, ¢ = sin9
(systéme d’axes u, ¢, w). On sera ainsi amené & envisager les
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positionsrelatives du plan w = h — 2 M gcu et d’une courbe ()
représentée par les équations

K2 .
Av24 o E‘zw + Cut’

u = cosf, ¢ = sin0, w =

Si-le mouvement est paralléle a3 un plan vertical fixe, la
rotation instantanée doit étre horizontale. Donc il faut
que ¢’ =o. Le mouvement obtenu dans ce cas rappelle le
*mouvement pendulaire. Pour résoudre la quatriéme partie, il
suffit d’écrire que la forme A sin20 + 2 E sin6cos0 +{cos20 se
réduit & une constante, c¢’est-a-dire que l'on doit avoir A = C,

E =o.

EPREUVE PRATIQUE. — Sur un plan horizontal fixe P,
peut se mouvoir, sans frottement, une sphére pesante S,
non homogéne, de centre O et de rayon R. Tout se passe
comme st la sphere S comportait :

1° Une masse M, uniformément répartie entre la totalité
de son volume.

; M ;
2° Quatre masses, égales chacune a 5 7 et concentrées

respectivement aux sommets d'un losange, de centre O,
dont les demi-diagonales OA = OA’'=a et OB=0B'=1b
sont définies par les relations 202 + a*= R? et a2 = b2\/3.
A Uinstant initial,le losange est horizontal et le solide au
repos, On lui applique alors une percussion horizontale,
sous U'influence de laquelle le centre O prend une vitesse V,
paralléle a OB et de méme sens. Par rapport au triédre
trirectangle direct OABC, dont deux arétes sont dirigées
suivant les diagonales du losange, le point d’application
de cette percussion est le point x, y, s de la sphére S, tel
quon ait x =y =z > o.

Etudier le mouvemcnt de la sphére, rapporté & la posi-
tion initiale du tri¢cdre OABC, d’aprés les indications
suivantes :

1° Evaluer, a Uinstant t, les projections p, q, r de la
rotation instantanée de S sur les arétes du triédre OABC
lié a S. Trouver le lieu décrit dans le corps S, par le vec-
teur rotation. Le calcul, poussé jusqu’au bout, décélera
une particularité importante du mouvement.

2° Déterminer, en fonction de t, les angles d’Euler ¢,0, ¢
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définissant le triédre OABC par rapport & sa position
initiale. Tenant compte du résultat de la premiére partie,
on reviendra aux notations littérales (compatibles avec ce
‘résultat) pouy exécuter seulement ¢ la fin de la rédaction
les calculs qui se présentent.

INpicATIONS, par M. P. Robert. — Le mouvement pris par
la sphére autour de son centre de gravité est un mouvementa
la Poinsot. Le lieu de I'axe instantané dans le corps est un’
plan; les quantités p, ¢, r s'expriment a I'aide de fonctions
hyperboliques du temps. Pour le calcul des angles d’Euler, on
remarquera que le moment cinétique du mouvement autour
du centre de gravité a une direction invariable, celle de la

T FONY
seconde bissectrice del'angle A OC, (position initiale de AOC).
On calculera d’abord les cosinus directeurs de cette direction
par rapport au tricdre OABC, en fonction des angles d’Euler.

’ (Poitiers, juin 1922.)

EPREUVE THEORIQUE. — S est un solide homogeéne pesant
de révolution, suspendu par un point O de son azxe Gz sur
lequel Q est un point marqué. A est une tige homogéne
mobile autour de son centre de gravité, fixé sur la ver-
ticale ascendante de O en un point 0,(00,=0Q). Le
point Q est assujetti a se trouver toujours sur la tige A et
le plan OA a tourner autour de 00, avec la vitesse cons-
tante donnée w.

1° Indiquer les divers cas de variation de l’angle 6 de Oz
avec la verticale descendante.
2° Montrer que si, gardant les mémes conditions initiales
satisfaisant a 'inégalité
03 > 402,
on diminue la masse de A, on diminue [ ¥ntervalle de varia-
tion de 0.

.3° Etudier les divers mouvements qui peuvent se pro-
duire quand, a instant initial, le solide S est en repos
relatif pour un observateur subissant la rotation v. Indi-
quer les conditions que doivent remplir les données pour
quen faisant varier 0, on puisse obtenir tous les cas de
mouvement que l'onvient de trouver et déterminer,pour 6y,
les arcs qui y correspondent.



. (79) .
INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Avec les notations habi-
tuelles, on a
2T = A(w?sin?6 + 6'2)
- S
+ G(wcos0 + ¢')2+ B <w’ sin? N a—~> s
4
U= Mglcosh.
On a une iﬁtégrale immédiate donnée par ¢ et l'intégrale
des forces vives de Painlevé. On est ainsi conduit a /

<A+ E)e’z- F(0) = Aw?sin?0 + Bw ‘——LSB
3
+2(Mgl+ Chd) cost + h — C)\"
o'= A —wcosh.

° En posant cosf = z, sinf = y on est conduit, pour dis-
cuter 0, & étudier 'intersection du cercle x4+ y?=1 avec une
parabole ayant Oz pour axe.

2° En remplagant % et A au moyen des valeurs initiales, on
voit que F se met sous la forme
F(8)=®(8)+ BW(H),

la fonction W étant positive quel que soit 8 d’aprés I'inégalité
de I'énoncé. Si B > By, il-en résulte

F>F,
quel que soit 6. Donc si 0 rend Fy positif, il rend F positif
a fortiori.
3Onaby=¢,=o0:

F(8) = (cos0 — cos8,) [)M OZ—F—?— — Am’(cosf)+ cosOo)]

et I'on a divers mouvements suivant que la droite

2
aMgl — Bur

2
Aw?

rencontre le cercle 22+ y?=1, lui est tangente ou ne le ren-
contre pas. Quand =z, varie de —1 a —+ 1 Pabscisse de cette
droite varie de

X =—2)+

B w? B w?
aMgl — — 2M5’l—-2—-

2 A 41+
— I+ sz N Aw’
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! L]
et 'on obtiendra tous les cas de discussion si 'une des deux
valeurs — 1, +1 est comprise dans cet intervalle. Une discus-
sion élémentaire montre qu'il faut

~
B 2Mgl B
——2A < g < ——+2A
2 w-= 2
et la question s’achéve sans difficulté.
LpREUVE PRATIQUE. — On donne un point fize O et un

2
plan vertical fize P dont la distance a O est '\72, Un solide
D

pesant a la forme d’un cube ABCD A'B'C'D’ de cété 1, la
densité & son intérieur étant, en chaque point, numeri-
quement égale a sa distance a la face ABCD.

On fize le sommet A en O et l'on oblige les deusx som-
mets B', D' a décrire le plan P. On a ainsi deux disposi-
tions qui donnent deux liaisons différentes; pour chacune
d’elles, le solide a une position d’équilibre stable autour
de laquelle il effectue de petites oscillations quand on
Uécarte trés peu et il existe un pendule simple synchrone.
Déterminer numériquement les Jongueurs de ces deux
pendules simples.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Par B'D’ on peut mener

deux plans a la distance —2; du point A. Soient A et A’les per-

pendiculaires abaissées de A sur ces deux plans. Les deux
liaisons sont celles obtenues en fixant horizontalement soit A,
soit A’. On a ainsi deux pendules composés, de sorte que tout
revient & chercher les moments d’inertie du solide par rapport
a ces deux droites ainsi que leurs distances au centre de
gravité. )

Pour faire les calculs simplement on prendra pour axes les
trois arétes issues de A etl’on aurales deux moments d’inertie
des droites A, A’ issues de A .au moyen de l’ellipsoide d’inertie
de ce point et de leurs cosinus directeurs,

(Bordeaux, 3uin 1923.)

-t ——
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[(M] S
SUR LA GENERATION DES COURBES ET SURFACES ;
Par Leéox POMEY.

1. Principe général. — L'idée directrice trés simple
qui va nous guider et qui se rattache, comme on le
verra, a certaines méthodes de Chasles et de Grassmann,
est la suivante : Imaginons, dans le plan, un systéme S
de n courbes (algébriques ou transcendantes) dépen-
dant de certains paramétres arbitraires et soumises a
des conditions en nombre suffisant pour réduire a 1
le degré de liberté de S. Tout point M (ou, dualisti-
quement, toute droite A), dont la position est déter-
minée par celle des courbes de S (comme cela a lieu,
par exemple, st M ou A est li¢ au polygone formé par
les divers points d’intersection de ces courbes, etc.),
décrit (ou enveloppe) une courbe T'. On obtient donc
ainsi ponctuellement ou tangentiellement un mode de
génération géométrique (et éventuellement mécanique)
de la courbe I' au moyen du déplacement du systéme S.

Aprés avoir reconnu la nature de ', le premier pro-
hléme a se poser est de rechercher le type le plus
général des courbes susceptibles d’étre engendrées
par un tel procédé (qu’on pourra évidemment étendre
aisément dans 'espace a la définition de courbes et
surfaces).

2. Appliquons immédiatement ce principe aux
courbes planes algeb/ iques.

Premier mode de génération poncluelle. —
Ann. de Mathémat., 5° série, t. I1I. (Décembre 1924.) 7
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Prenons dans un plan » points fixes ou pivots Ay, ...,
A,, et n droites mobiles D,, ..., D, constamment
assujelties a passer respectivement pav ces points;
chacune, telle que D;, dépend .d’un paramétre %;
(i=1, ..., n). Astreignons en outre ces droites a
rester concourantes et les paramétres A; a vérifier une
relation homographique d’ordre n, c'est-a-dire une
relation du premier degré par rapport a chaque %;
individuellement et du n™"¢ degré par rapport a leur
ensemble,

(1) MM oo Ap+@lo i hn+bhihg. o hy+. ..
ddhp s hp+ehy4. .= fhy =g =o0.

Il est clawe que le liew géométrique T du point de
concours variable M des droites D; est une courbe
algébrique d’ordre n, qui passe par les n pivots.

Si Von prend en effet les points d’intersection des
droites D; avec une autre droite arbitraire R, il y aura
¢videmment entre les abscisses de ces points (comptées
sur R) une correspondance linéaire (ou homogra-
phique) par rapport a chacune, comme entre les 7;;
cette relation sera donc de degré p<n par rapport a
Pensemble de ces abscisses. En égalant celles-ci a une
méme inconnue 5 on obtient une équation algébrique
entiére (de degré p) en 3, dont les racines déterminent
les points ou R coupe la courbe T. Celle-ci est donc
algébrique dé degré p < n.

Or si les A; représentent, par exemple, les abscisses
— comptées sur une droite fixe L — des points de ren-
contre des droites D; avec cette droite L, ou encore
s'ils reprééentent les coefficients angulaires des D;, on
aura les points, ou I coupe, suivant le cas, la base L
ou la droite de I'c, en prenant les n racines de I'équa-
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tion algébrique en %, obtenue en faisant
¢ M=le=...=)l,=\
Donc p = n et 1" est bien de degré n.
Nous nous occuperons plus loin de la proposition
réciproque.

Remarque. — Plus généralement, on aurait ‘pu
supposer que les droites Dy, au lien de passer par des
points fixes, restent tangentes a des courbes fixes.

3. Autres modes de génération résultant du pre-
mier.— Divisonsle systéme S des n droites mobiles D;
en m groupes comprenant : le premier, p de ces
droites Dy, Da, ..., Dp; le second, ¢ autres droites
Dpriy ooy Dpyg; le troisiéme, r autres droites, etc.
(avee n=p 4 qg-+r-4...).

Soient M et S une position particulicre d’une part
du point M sur T' et du systéme S, position pour
laquelle les valeurs correspondantes Nty Teay - . % des
parameétres satisfont a la condition (1). Laissons alors
lixes dans (1) les valeurs de hp .y, ..., A,; les paramétres
hiyhey oovy hp de Dy, ..., D, resteront variables mais
soumis & la relation (1), on les autres parameétres ont
les valeurs %, (. hpya, - .., g Dans’ces conditions les
p droites concourantes du premier groupe, astreintes
a4 une relation homographique d’ordre p, engendreront
une courbe T, de degré p, passant par les points Ay,
Az, oy Apet MdeT.

De méme, laissant fixes tous les paramétres sauf
ceux du deuxiéme groupe, les droites de ce groupe
engendreront une courbhe I, de degré ¢, passant par
Apiiy Apyay ooy Apyg et par le point M de T

Et ainsi de suite. Nous obtiendrons ainsi un systéeme

i
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de courbes [,, I'y, T, ... se coupant toutes en M,
Quand tous les paramétres varient erisemble.sous la
condition (1), ces courbes engendrent des faisceaux
dont le point commun décrit T.

Nous appellerons ce mode géncrateur de ¥ le
mode m (p, ¢q, r, ...). Le premier mode ou mode
n (1, 1,1, 1,...) sera dit mode linéaire. »

4. Cas particulier. — Considérons le mode 2
(1, n— 1) réalis¢ de la maniére suivante : quand la
droite A{M ou D, tourne autour de A,, & chaque
valeur de son parameétre A, correspond une courbe I, _;
engendrée par le sysicme des (2 — 1) autres droites
concourantes soumises a la condition (1) et réciproque-
ment. Cette droite D, et cetlte courbe [',_, se corres-
pondent ainsi d'une maniére univoque et peuvent donc
s'écrire (P et Q étant de degré 1, R et U de degré n,— 1)
(D)) P+2Q=o,

(Ypoy) R+ 2% U=o:

Donc le lieu T de leur point de rencontre M a pour
équation
() PU—RQ =o.

Donc ‘la courbe I',_, étant de degré (n —1), la
courbe I' sera de degré n. Comme la courbe I'; obtenue
par ce procédé est lieu du point de rencontre .des
rayons homologues A, M, A, M de deux faisceaux
homographi(iues, c’est une conique. De sorte que la
loi de récurrence, vraie pour n = 2, l'est bien d’une
maniére générale; ce qui confirme le fait reconnu plu<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>