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[C1f]

SUR LE MAXIMUM ET LE MINIMUM DES FONCTIONS
' DE DEUX VARIABLES ;

Par M. G. VALIRON.

Considéronsunefonctionde deux variables s=f(.c,y)
développable parla formule de Taylor autour d’un point
que nous pouvons supposer étre Porigine (xo= o,
yo="0). Scheeffer a indiqué une méthode permettant
de reconnaitre si la fonction s est extremum (c’est-a-
dire maximum ou minimum) en ce point (‘). V. von
Dantscher a repris la question d’une facon différente
et a donné un procédé permettant de reconnaitre au
bout d'un nombre fini d’opérations si la fonction est
extremum, le seul cas ou la méthode est en défaut étant
celui ou la surface 5= f(z,y) est tangente au plan
des z)- suivant une ou plusieurs lignes passant par
origine (2). Laméthode de von Dantscher est celle qui
se présente naturellement a D'esprit, mais le procédé
direct employé par l'auteur, pour montrer que le
nombre des opérations a effectuer est fini, est assez
long.

Je vais montrer qu'on peut conduire la démonstra-
tion d’une fagon simple et rapide en utilisant des le
début le théoréme de Weierstrass sur les fonctions

(') Mathematische Annalen, t. 35, 18go, p. 541.
(3) Mathematische Annalen, t. 52, 1893, p. 89.
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implicites dont V. von Dantscher ne fait usage qu’a la fin
de son exposé (').

1" Nous supposons que f(z, y) posséde des dérivées
partielles d’ordre p -+ 1 continues et que les conditions
de 'extremum relatives aux dérivées du premier ordre
sont réalisées, de sorte que le développement de s par
la formule de Taylor s’écrit

(1) z=f(z,y)=0:(r, )+ p3(2,¥) 4 0p(2, )+ Rp(2,5),

9i(x, ) étant un polynome homogéne de degré ¢ a
coefficients numériques, et R,(z,») un polynome
homogéne de degré p + 1 en z et y dont les coefficients
sont des fonctions de z et y bornées au voisinage de
Porigine.

Nous supposons que la premiére des formes ¢;(z, y)
qui n’est pas identiquement nulle est de degré pair et
semi-définie, le résultat étant immédiat dans les autres
cas.

Placons-nous d’abord dans le cas simple ou o, (z, y)
n’est pas identiquement nul et est semi-défini, ona

(a=A(y — 1) +9(2,y)+..+0p(z,y)+R,(x, ) (?);

on peut en particulier prendre p = 2, de sorte que M
étant le maximum de la valeur absolue des quatre déri-
vées partielles du troisiéme ordre pour z*—y2<r2,
on a

3
(2) [z—A()‘—z,zL‘)’{ég M(z2+ y2)2  (22+ y2Sr?).

(') La présente Note n'a aucune prétention a l'originalité. Je me
propose simplement de simplifier la démonstration d'une propriété
connue.

(?) Le cas ou les termes du second degré sont de la forme A z?
se traite de la méme facon.



(43)
Soit ¢ un nombre positif arbitrairement petit, isolons
la droite ¥ — o,z = o par un angle A, d’ouverture 2¢

ayant cette droite pour bissectrice. A I'extérieur de cet
angle ou sur ses cotés, on a

(y — 0 2)2> (1+23)sin2e(zt+ y2);

donc, d’aprés l'inégalité (2), 5 a le signe de A dans
tout domaine fermé D. extérieur a un angle A: et inté-
rieur au cercle de rayon R, R: étant le plus petit des

3 . 5
deux nombres 7 et 5 sine M=' (1 +-a?).

Posons ¥ — 2, x = tx, on aura

s=uxfi(x. t),
Si(z, t)y=At2+2o;(1, a4+ ) +...
+xr=to, (1,0 +2) +~xP 'R, (1,24 ),

les coefficients de R, (1, o, ¢) étant des fonctions
bornées de z et t.

Si fi(x, t) est extremum pour z = ¢ = o, il existe
un domaine — xy, 4 Zo; — o, 4ty ; dans lequel £, (z, £)
a le signe de A (puisque cette fonction a le signe de A
pour z nul), si 'on prend I'angle A: intérieur a 'angle
balayé par la droite y =tz lorsque ¢ varie de 2, — ¢,
d o+ t,, x est différent de o dans cet angle, donc s a
le signe de A dans A, et, d’aprés ce qui précéde, s est
extremum.

Si fi (z, t) n’est pas extremum pourz = ¢ = o, c’est
qu’il n’a pas toujours le signe de A, il existe des
points z,3£0, t, tendant vers r=o, t=o, tels
que A f, (zu, ta) S0, donc aussi tels que AsS o, 5 n’est
pas extremum.

On est ainsi ramené a chercher si f,(z, ¢) est extre-
mum pour £ =0, y = o. Le raisonnement a été fait
dans le cas de 'extremum strict, mais on voit de méme
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que, pour que 3 soit extremum au sens large, c’est-a-
dire que Az2o, il faut et il suffit que f,(z,¢) soit
extremum au sens large.
Le seul cas ambigu qui puisse se produire dans1’étude
de f,(x, ) est celui o0 ©,(1,2,) =o0, et ou la forme

V2ol (1, 20) + 220, (1, %)

est encore semi-définie, elle s’écrit alors A(¢— ayx)?
et Pon estramené a la méme question. On effectuera la
transformation ¢ = a,x + wx, et ainsi de suite.

Si la question n'est pas résolue au bout de ¢ opéra-
tions, les valeurs des dérivées partielles d’ordre ¢ —- 1
interviendront alors, on peut donc étre arrété si les
dérivées d'un certain ordre ne sont plus continues.
Supposons que s soit développable en série de Taylor
dans le voisinage de Vorigine, peut-il arriver que dans
Papplication de la méthode on obtienne toujours une
forme semi-indéfinie ?

D’apres un théoréeme de Weierstrass (') 1'équation

Sf(r,yr=0

définit deus fonctions y, et y» de x et deux seulement
sannulant pour .z = o et 'on peut écrire

Slrox)==[\p2+a(x)y +a,(x)|H(x, ),

a, (). as(o), et H(z,y) ¢tant holomorphes dans un
domaine | x|, |y | <<r et H(z, ) > o dans ce domaine,
| carH (0, 0)=1]. On a donc, pour |z| < r,

‘1
== Gila@) =i a()),

et. par suite, st ¥, — ¥, n'est pas identiquement nul,

(') Voir Gounsat, Traité d’Analyse, t. 2, 3° edition, p. 279.
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c'est-a-dire Ay*~-a, (x)y + a,(x) n’est pas un carré,

Yi—y

il existera un nombre s tel que 2 tend vers une

limite finie lorsque z tend vers o.
Lorsqu’on pose y = (a, ) z, les solutions y, et y,
(dont le rapport 4 x tend versx,) sont transformées en
les racines de f,(x, t) qui tendent versolorsque z tend
vers o, et ainsi de suite. Siau bout de ¢ opérations la

question n’est pas résolue, c’est que la transformation

(3) V=0T a2 a2t Y
donne
3= lelf'l(x’ Y)
avec
(4) Sz, Y)=A(Y —agz)2+. ..

ety, et y, s'obtiennent en remplagant Y dans l'éga-
Iité (3) par les solutions Y, et Y, de (4) qui s’annulent
pour x = o, par suite

. — .2
||"|'Z_1__'_
x=0 X7

= Q.

Il est donc impossible que g soit supérieur a s, aubout
d’'un nombre fini d'opérations la recherche est ter-
minée.

Supposons maintenant que y,=y,, on a

sy =y 2] He

s1 ’on fait les transformations successives
<

3

y=(u+1t)r, t= (a4 u)x, ceey

les termes de plus bas degré sont donnés par le premier
terme puisque H(o,0)=1 et «,, a,, ... sont les coef-

a;(x)

+—> comme les 2, sont

ficients du développement de
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réels, la fonction a, () est réelle. Le résultat final est
donc le suivant:

Sif(z, y) est holomorphe, la méthode conduit a
un résultat au bout d’un nombre fini d’opérations,
sauf si f(x, y) contient un facteur double

réel [y — a(x)]*, cas dans lequelil y a extremum au
sens large.

2. Considérons maintenant le cas général ou la pre-
miére forme 9;(z, y) non identiquement nulle est de
rang 2n et est semi-définie :

= A(y — @ )y — Bz .. () — Sz )z d(z, ),

$(z,y) étant définie positive. On est ramené ici a
, . ..
étudier la fonction

Si(x, t) =a- flx 2+ )

et les fonctions analogues. Si toutes ces fonclions ont un
extremum au sens strict, 1l en est de méme de 3; si
toutes sont extremum au sens strict ou large, 5 est
extremum au sens large, enfin si 'une de ces fonctions
n’est pas extremum, 5 n’est pas extremum.

On a
Sile ty=A02y () +20n (X, 2+ 1) +...,

#£(¢) poss¢dant un terme constant positif. Il peut se
faire que I'ensemble des termes de plus bas degré
de fi(z,t) soit une forme semi—déf‘u}ie et I'on sera
ramené a la méme question; cette forme est de degré
2a au plus, etle seul cas ou I'on n’aura réalisé aucun
progrés gst celul ou cette forme sera encore une puis-
sance (2a), donc ou

Si(z, )= At —a.2)%24 ...
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On posera alors ¢ = (a,—+ u).r, le méme cas pourra se
produire, et ainsi de suite. Je dis qu’au bout d'un
nombre fini d’opérations on aura effectué une réduc-
tion, c’est-a-dire qu’on sera ramené au moins a une
forme semi-définie dont les facteurs seront a des puis-
sances moindres que 2@, sauf dans un cas exceptionnel
(on suppose f(z,y) holomorphe).

D’aprés le théoréme de Weierstrass, Sfi(z,t)az2a
solutions nulles pour £ = o, et ’on a dans un domaine
entourant l'origine

Ji(z. ) =Q(=z,t)H(=, 1)

avec

(5)  Q(a,t)=A[£2a+ 2a=1 A () +...+ Asa(2)],

les fonctions A;(z) étant holomorphes ainsi que H(z, t)
pour |z |<r, |t|<ret H(z,t) étant positif dans ce
domaine. L’équation Q(z,t) =o donne les 2a solu-"
tions ¢y, £y,..., taq, de f, (2, ¢t) quis’annulent pourz = o,
celles de ces solutions quisont distinctes sont les racines
de I'équation obtenue en annulant le quotient du poly-
nome Q(xz,¢) par le plas grand commun diviseur entre
ce polynome et sa dérivée; les racines distinctes sont
donc celles d'une équation

(6) O+ 0-1B(z)+...+B)(z) =0

dont les coefficients sont holomorphes a I'origine, car
ils sont obtenus par des opérations arithmétiques en
nombre fini a partir des A;(z) et ils doivent s’annuler
pour z = o. Si Q(z, ¢) n’est pas une puissance (2a)*™®
I'équation (6) est au moins du second degré et I’équa-
tion aux carrés des différences des racines posséde un
terme constant non identiquement nul G(z); si cette
fonction C(z) s'annule s fois pour z = o, I’équation (6)
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et par suite (3) posséde deux racines ¢, et ¢, telles

t —t .
que —'-273 tend vers un nombre fini lorsque z tend

vers o.

Or, on voit comme au n° | que, si au bout de ¢ opé-
rations la réduction n'est pas effectuée, le quotient de
la différence de deuxsolutions de Q(z, t) = o parz?¢~'
tend vers o, ¢’est donc que laréduction s’opére au bout
de s opérations au plus.

S1 Q(x, ¢) a toutes ses racines égales, donc est dela
forme A[y — a(x)|*¢, ce sont les coefficients de a(x)
que I'on obtient dans les opérations effectuées en vue de
la réduction qui est impos.ible, par suite 2(x) estréel,
et comme les solutions de f(x,y) correspondant au

facteur
(r —z )

se déduisent de celles de Q(z, t) par la transformation
y=(u+t)r,
J (z,y) contient le facteur
[y—xz—a(z)]?e

Ainsi la réduction s’opére au bout d'un nombre fini
d’opérations, sauf si f(z, y) contient un facteur réel a
la puissance 2 a. Ecartons ce cas. Au bout de ¢ opéra-
tions on aura la transformation

Y =0T+ ayr ...+ 2,27+ Y7
donnant
f(""-}’) = z-zn-.w-za(t/—l) q(_,"Y)’

les termes de plus bas degré de f;(z, Y) pouvant cons-
tituer une forme semi-définie dont les facteurs premiers
seront élevés a une puissance moindre que 2 a, laréduc-
tion des fonctions correspondantes se fera aprés un
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nombre fini d’opérations, sauf si f;(z, Y) contient un
facteur réel de 'une des deux formes

[Y —a(z)r, [&e—B(Y)].

Dans un cas comme dans l'autre, f(z,y) admettra
une solution réelle d’ordre (24a').

D’une fagon générale, aprés avoir effectué¢ p réduc-
tions successives, on aura une transformation de la

forme
x=S(XaY)y _}’=T(X,Y),

S et T étant des polynomes en X et Y a coefficients
réels s’annulant pour X = 0, Y = o, donnant

Sz, y)=R(X,Y) fi(X, Y).

R(X,Y) étant un monome. Si dans f4(X, Y )laréduc-
tion d'un facteur de degré 2y ne s’opére pas, c’est que
cette fonction contient un facteur de I’'une des formes

(Y =1 (X)Pe, [N—=8(Y)]e,

~(X) et 8(Y) étant holomorphes, réelles et nulles a
I'origine. Il en résulte que f'(z, ) a une solution réelle,
uniforme, d’ordre 2 s’annulant pour x = o.

Le seul cas ou la méthode ne conduit pas a un resul-
tat au bout d’un nombre fini d'opérations est donc
celui ou f(z,y) est de la forme

(7) Sf(z,y)=[Us(z, y)*F(z,y),

chaque facteur ,(x,y) définissant une branche de
courbe simple réelle passant par I'origine.

Il faut en outre remarquer que, lorsqu’une réduction
nes’opére pas, ily a extremum large danslarégion du plan
correspondante, si donc on conduit les diverses opé-
rations de réductions simultanément a partir des divers
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facteurs de ¢,,(x, ), le seul cas exceptionnel est celui
ou f(z,y) étant de la forme () a un extremum au sens
large. La surface z=f(x,y) est tangente au plan
des zy suivant certaines lignes réelles passant par I'ori-
gine, et reste du méme c6té du plan des zy dans le voi-
sinage de l'origine.

On verra sans peine en utilisant la décomposition en
deux facteurs de Weierstrass utilisée ci-dessus que,
lorsqu’il y a extremum au sens large, f(z, y) est de la
forme (7), et le résultat définitif sera :

Lorsque f(z) est analytique, les opérations de
recherche conduites simultanément donnent un
résultat au bout d’un temps fini, saufs’il)'a extre-
mum large.

Lorsque f(z,y) est un polynome, on peut recon-
naitre, par des opérations algébriques dont le nombre
est limité par le degré m, sil'on se trouve dans le cas
d’exception; mais cette recherche est méme inutile, on
verra facilement que si au bout de (2m)! opérations
effectuées a partir d'un facteur de ¢,,(z,y), on n’est
pas parvenu a un résultat, f(z,») est de la forme (7).
Le probléme est donc complétement résoluble dans
le cas des polynomes. '

Lorsque f(z,y) aun développementillimité, chaque
transformation qui redonne une forme semi-définie
fournit deux relations entre les coefficients du dévelop-
pement portant sur un coefficientau moins dont le rang
croit a chaque opération; lorsque le cas d’exception se
pmdul’t, il y a une infinité de relations portant sur une
infinité de coefficients du développement taylorien. Il
faudrait connaitre ces relations pour pouvoir dire que
le probléme est complétement résolu.



