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CGERTIFICATS I)i! CALGUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Bordeaux.

EvREUVE THEORIQUE. — I. Méthode d’intégration de
Véquation linéaire aux dérivées partielles du premier
ordre

Ap+Bg=Q,

ou A, B, G sont des fonctions données de x, y, 3.

Application. — latégrale générale de
TIp +y3q=x+ y?+ 232,
Surface intégrale particuliére contenant la courbe

z=o0, z2+ y? = R3,
. . I3 ! . .
SorurioN. — L’application de la méthode classique conduit
aux équations différentielles ordinaires

dr _dy zdz _xdz+ydy
Ty ri+yt4azt xit+y?

b

() Voir Brocarp et LEMoYNE, Courbes géométriques remar-
quables, t. I, p. 270.

Ann. de Muthémat., §° série, t. XX. (Janvier 1920.) 2
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donnant les deux intégrales

v zt 4yt 3

— = const., Tm = const.

8

L’intégrale générale est ainsi

x4 ¥+ 32 Y
_(;}2_4‘},2)2 “f<;>

et I'intégrale particuliére est

Zr+4 y2+4+ 32 1
T TR
Il. On donne une courbe gauche (C) pour lagquelle les
coordonnées d’un de ses points M sont des fonctions con-
nues de U’arc AM de la courbe, compté & partir d’un point
Sixe A de la courbe. On méne en M, & la courbe (C), la
tangente Mt, la normale principale M7 et la binor-
male MZ dans les sens habituels. Soit u une fonction déter-
minée de I’arc AM. On méne la droite MD dont les para-
metres directeurs par rapport a M§, Mn, MU sorit (1,1, u)-
Cette droite MD engendre une surface réglée (X) lorsque
le point M se déplace sur la courbe (C). On demande :

1° Comment on doit choisir la fonction u pour que la
courbe (C) soit ligne de striction pour la surface E. On
montrera que la solution de cette question s’obtient par
quadratures.

20 Comment on doit choisir la fonction u pour que la
surface (X) soit développable. On montrera que la solu-
tion de cette question dépend d’une équation de Riccati.
Peut-on intégrer cette équation lorsque la courbe (C)
est une hélice quelcongue?

SoLuTioN. — Par rapport aux axes ME. My, MZ, le plan
tangenten M a % est
nu—{g{=o.
Pour avoir le plan tangent a = au point a l'infini sur MD,
il faut prendre le ptan tangent au cdne directeur décrit par

la droite dont les paramétres directeurs dans des axes fixes
Vi ’
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sont

A=a+a' +du, p=8+pf+ By, v=yY+y+1u

Les coefficients de ce plan seront :il)‘ ‘; %- ou, par appli-

cation des formules de Frenet et en revenant aux axes
mobiles, : '
u 1 du

1 1
“RRTT TN &

On aura ainsi le plan tangent cherché a =:

. £ | 4
1 1 uw
=o.
1 l+u I du
“"RRYT TTT & :

.a courbe (C) sera ligne de striction si ces deux plans
tangents sont rectangulaires, ce qui donne une équation
lineaire en u2. . .

La surface ¥ sera développable <’ils sont confondus; on est
ainsi conduit a une équation de Riccati dans laquelle les va-
riables se séparent quand (C) est une hélice, parce qu’alors le

rapport +— est constant. '

T

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer, en appliquant le théo-
réme des résidus, l'intégrale

T eindz + cosda
"';—'_T_——— dz'.
o » + § cosx
SoLuTioN. — Posant ¢ = ei*, I'intégrale devient

I'__ (t2+l)3+t(t’—l)3dt
T8 tlatt+ 5t +2]

prise le long d’une circonférence de rayon 1, ayast Iorigine
pour centre. Sa foncuon admel a {'intérieur de ce cercle, le

pole t=o0 de resndu 3 9¢ et le pole t =— ~ de ré-
125 9¢ Sy
Iz 9 1 leur — 227,
sidu ; + g On en déduit pour I la valeur 48

(Bordeaux, juin 1919.)
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EpPREUVE THEORIQUE. — 1. Etant donnés trois awes rec-
tangulaires et une surface S, d'un point quelconque M de
cette’surface, on abaisse des perpendiculaires MP,MQ, sur
Ox et Oy. Former l'équation aur dérivées partielles a
laquelle doit satisfaire la surface S pour que la normale
MN @ cette surface soit contenue dans le plan PMQ, quel
que soit le point M pris sur la surface S. Intégrer l’'équa-
tion obtenue. Déterminer la surface S qui contient la
droite x =0, y = 3. .

SoLuTiON. — On arrive immédiatement a.I’équation linéaire
aux dérivées partielles

dont l'intégrale générale s’obtient facilement,
25t =—x?— yi+ f(22—y?),
et donne l'intégrale particuliére demandée

S —y242x?=o0.

II. On donne en coordonnées rectangulaires une surface
réglée S ayant pour équations

z=ypcosh, y=psin, z2=V+ W,

p et O étant deux paramétres indépendants et V, W deux
Jonctions données du seul paramétre 6. On demande :

1° De former l'équation différentielle des lignes asymp-
totiques de cette surface et de montrer qu'elle s'intégre
par quadrature. ’

2° Comment il faut choisir la fonction W pour que les
lignes asymptotiques; autres que les génératrices, se pro-
Jettent sur le plan des xy suivant des courbes homothé-
tiques entre elles par rapport a U'origine des coordonnées.
Montrer que la surface S est, dans ce cas, un conoide.
Pouvait-on prévoir géométriquement ce résultat?

SoLuTioN. — 1° On a, pour les lignes asymptotiques,
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I’équation de Bernoulli

aVd &V BW]_
*@maPam | W [ =0
qui s'intégre en posant u = é et donne ainsi
d*W
1 I W+ g
c=me—} c— _——db }-
P ayv o /&Y
b K b

2° Il faut que I'équation différentielle ne change pas quand
‘on multiplie p par une constante, donc que

2
W+(—i£—=o ou W =acosf + bsinb,

et la surface est un conoide dont les génératrices rencontrent
Oz et sont paralléles au plan 3 =ar + by.

Géométriquement : les projections sur le plan des xy
forment une famille de courbes homothetiques comprenant
ainsi, comme ligne particuliére, la droite de I'infini. De sorte
que le point & Pinfini sur une génératrice rectiligne variable
décrit une ligne asymptotique.

Cette courbe a I'infini de S admet en chaque point comme
plan osculateur le plan de l'infini en tant que ligne dans
le plan de l'infini et le plan tangent & S en tant que ligne
asymptotique de cette surface. Comme ces deux plans sont
distincts, c’est une ligne a plan osculateur indéterminé, c’est-
a-dire une droite; la surface est une surface réglée a plan
directeur, et, comme toutes les génératrices rencontrent O z,
c’est forcément un conoide.

EprrEuvE PRATIQUE. — Calculer lintégrale de variable

complexe ,
dsz
[ (22 —1)Y23—1

prise le long d’un chemin situé tout entier dans le premier
angle des axes de coordonnées. Dans le résultat final on
mettra en évidence la partie réelle et la partie imaginaire.
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*SoLuTioN. — On effectue le changement de variable
/23 —1=1

et I'on calcule la fonction primitive En prenant { comme

J
[

2
0] x

détermination initiale de y/2z —1, on trouve pour valeur de
I'intégrale

%L(z—Ji)—;—:/—;+i [#L(z+¢§)_’z‘].

(Bordeaux. novembre 1919.)

Lille.

EPREUVE THEORIQUE. — 1. A quelle relation doivent satis-
Jaire les deux coefficients p et q de l’équation différentielle
linéaire du second ordre y"+ py'+ qy = o pour que cette
équation admette deux intégrales dont le quotient soit
égal a la variable x? Former toutes les équations de
Uespéce considérée, satisfaisant a la condition précédente,
et telles de plus que le coefficient q soit constant. Indiquer
les équations obtenues.

H. Quelle doit-étre la forme de la fonction

Sz, y,5pq)

pour que le systéme différentiel formé pour l'application
de la méthode de Lagrange et Charpit & l'équation auxr
dérivées partielles f = o admette l'intégrale premiére

px + qy = const.?
SovutioN. — I. La relation demandée est

pr+2p =4q.
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Les équations correspondant a ¢ constant sont
y”_—h‘zﬁ coth(x+a)/gy' +qy =o,
et leur intégrale générale ect
A+-B
y=_A=Ba)
sh(z +2)y/gq

a, A et B étant des constantes.

I1. Il faut et il suffit que la fonction f satisfasse a I'équation
linéaire homogéne aux dérivées partielles du premier ordre

of of of of of _
z‘;,;—*‘}’(;-};—*-(l’x‘*'q}’)b; TPop T 99g =

La forme la plus générale de cette lonction est

5 2z z 3
f:F(;pe px+ ’IY’_)/g I’l‘*"l)" p¢P1+qy, qu"","’LV).

EPREUVE PRATIQUE. — I. Calculer Uintégrale définie

® dx
o I+ 28

II. La fonction y =tangz satisfait a |l’équation diffé-.
rentielle y'= y?+1; calculer au moyen de cette équation
les cing premiers coefficients différents de zéro du déve-
loppement en série de tangx suivant les puissances de r au
voisinage de x = o.

SorutioN. — I. On sait qu'on a

[T ter dt ™
, = v ?
NA 1+ sinam

a étant compris eatre o et 1. Remplacons ¢ par 5 :

Cl
5 Foldr  m
o 1+ 2’ sinam
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I .
Pour @ = -, on obtient

5
f° dr =
AR ™
5sm5

{I. Pour =0, on a yy=o0, ¥y, =1, et,en général,

n n(n—r1)

(n+2) — o m+1 o —glyln) gy ],
Jo [J’)’ Yy s VY .

Il vient nécessairement

Yo =0, Yo =2, Yy =o, Yy =24,

ywsll)_: o, };(ovn)z DX 17, JAo\nl): o, _}"SX'Z 28 3¢ ;

tangr -+ “+ 22t + 1727 “+ Saz? +
n =z re - - —<ar e
§ 375 T35 283
(Lille, juillet 1919.)
Lyon.
EpPREUVE THEORIQUE. — Soit, en axes rectangulaires,

ry =az, Uéquation d'un paraboloide hyperbolique.
D'un point M (z,y, z), on abaisse une droite D perpendi-
culaire sur le plan polaire du point M par rapport au
parabolowde. Quelle est I'équation aux dérivées partielles
des surfaces S, telles que, si M est un point de l'une quel-
conque de ces surfaces S, le plan tangent M en M a S
contienne la droite D correspondant & M. Intégrer cette
équation. Courbes caractéristiques. Déterminer la surface
intégrale de facon qu’elle contienne la droite z +y =1,
3 =b(x—y), (b=const.). Lignes asymptotiques de la

surface intégrale particuliére ainsi obtenue.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — L’équation aux dérivées
partielles cherchée est

PT+qy +a=o.

La courbe catactéristique qui pacse par le point (z,y,2) a
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pour équations paramétriques

(| £1=x cht 4+ yshz,
yi=axsht + y cht,
Zy =3z3—at.
La surface intégrale générale a pour éguation

~

ain

= f(z?—y?) —log(z +y),

S étant une fonction arbitraire.

Celle qui contient la dvoite # =1—y, 2= b(x—y) a pour
équation 3 = b(z2— y2)—alog(zx + y).

C’est une surface réglée. Les asymptotiques sont d’abord
les génératrices rectilignes ’

z+y=C,
s =bC(x—y)—alogC,

puis une deuxiéme famille de courbes dont les projections
sur XOY sont les hyperboles équilatéres

[2b6(x—y)—=Al(z+y)=a.
EPREUVE PRATIQUE. — Soitl s l'arc de la lemniscate
r2=2cos(20), compté a partir del’originé. Montrer que
= p(S; &2, &3), avec ga=1, g3=o0. Arc total. Aire de la

surface de révolution engendrée par la lemniscate en
tournant autour de OX.

SoLutioN. — On a

R T odr
—/ Vior

K3 ——fQL
. Vizt—2z
L’arc total est 4w, I'aire cherchée est 47(2 — V2).
(Lyon, juillet 1919.)

. 1
etsxz:F,
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EPREUVE THEORIQUE. — 1° Intégrer l'équation différen-

tielle
2zydy + (22— y2+1)dr = o;

2° Expression génerale de ses facteurs intégrants;

3° Trajectoires orthogonales des courbes intégrales;

4° Montrer que le réseau formé par les courbes inté-
grales et leurs trajectoires orthogonales est un réseau de
courbes isothermes. \

N

INpiCATIONS SUR LA soLuTION. — En posant y2=1, on est
ramené 3 une équation linéaire. L’intégrale générale, cherchée
par 'une quelconque des méthodes connues. sera donnée par

224 y2—

I’équation = a = const., qui représente un fais-

ceau de cercles passant par les deux points fixes réels = o,

y==1.

1 s T -
- estun factenr intégrant particulier, et ¢ désignant une

. P 1 x4+ y2—1
fonction arbitraire de son argument ;zp(—————%———— est
\
le facteur intégrant le plus général. L’équation différentielle
des trajectoires orthogonales est

(x2—y2+1)dy —2zy dr =o.

1 N . N .
Elle admet — comme facteur intégrant. L'intégrale générale
7t

x4 y2 41
Y

du précédent.

Si I'on pose

= b = const. donne le faisceau de cercles associé

x4y — 1= uw,

24 yri1=vy,
et qu'on prenne u, v comme nouvelles coordonnées, on trouve

dst= dot+ dy*
= (VU + uyoT—4)* (w2 +§) (1 —4)
4(u+ o?)

du? dv?
x [(u’+4>= +<v=—4)=]
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et, de ta forme du deuxiéme membre, il résuite que le réseaun
considéré est bien formé de courbes isothermes.

EPREUVE PRATIQUE. — Si 5 = 2z + iy, mettre arctangsz
sous la forme X(z,y)+iY(z,y), X et Y désignant des
Sonctions réelles des variables réelles z, y. Quelles sont
les courbes X = const., Y = const.?

Le point z parcourt le segment de droite (o, 1+ 1). On
part de Uorigine avec la valeur o pour arctangsz. Avec
quelle valeur de arc tang z arrive-t-on au point 1+ i?

Le point z parcourt un cercle de centre o et de rayon
p <1. Quelle courbe parcourt le point u = arc tangz?

INDICATIONS SUR LA SOLUTION :

P
14103 .
1— 1z

1
u = arclangz = —lo
21

I 22
= ;arc w.ngI + AT

z?— y?
i P2+ Y2142y

¢+ —lo

7 gz2+y2—+—|——2y (A entier).

Les courbes X = const., Y = const. forment le réseau 1so-
therme déja considéré dans le probléme d’analyse

™

. 1 .
arctang(1+1i) = - —are tang2 + ¢log5.

Enfin, la derniére courbe demandée a pour équation
(1—p2)2 tang?(2X) + (1+ p?)* th2(2Y) = 4p2.

(Lyon, nevembre 1919.)

Marseille.
 EPREUVE THEORIQUE. — 1° On pose
r+ay=u, z—ay=v, z=f(u)+9(v).

Choisir les fonctions arbitraires f(u) et 9(v) de sorte
que les surfaces représentées paramétriquement par ces
équations soient développables.
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2° Intégrer l’équation linéaire aux dérivées partielles
ap+q+2a=o,

et déterminer celle des surfaces qui satisfait a cette équa-
tion et qui est circonscrite a la sphére de rayon R donné
dont l’équation est

r*+ y*+ 2= R

3° Rapprocher les deux questions précédentes en suppo-
sant que a est donné le méme dans les deuxr cas.

SoLution. — 1° On trouve /" ¢"= o. Par exemple, on peut
poser z = A(x + ay)+ B + f(x —ay), équation de cylin-
dresavec une seule fonction arbitraire B + f(# —ay) et une
constante arbitraire A,

2°-3° L’intégrale générale peut étre représentée par
z+z+ay=f(xr—ay).

Elle représente des cylindres de In famille {précédente
quand A =—1. )
L'intégrale particuliére est

(+5a)(x?+ y?+ 32— R?) — (ax +y —2az)*=o0
ou encore
(2 +2ay)+ (2ax + az)+ (ay— x)*— R?=o,

équation renfermant trois fonctions linéaires non indépen-
dantes et, par conséquent, représentant un cylindre.

EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer U'équation différentielle
/
mu zdu + 227 o
dz  1—3z -

ol m est un nombreé entier positif donné, z la variable
indépendante et u la fonction.

Le point z décrivant dans le plan des z ’'un quelconque
des cercles qui passent au point z =+ i, a U’exclusion de
eeuxr qui passeraient par les points singuliers, calculer
les valeurs au point z =+ de la fonction u de z qui cor-
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respond a la valeur zéro de la constante arbitraire dans
Uintégrale générale et leurs variations quand le point 3
revient au méme point z =+ .
Distinguer, suivant ces variations, divers groupes de

cercles.
.

SorLuTioN. — L’intégrale générale est

1 — 32

u=z'"(log 2 -+ C).

et l'intégrale a étudier, correspondant a C = o, est
u=2zm[2logs —log(zs—1) —log(zs +1) —wi].

La fonction a, dans le plan des 3, trois points singuliers
a=o0, b=1, c=—1. Les cercles passant par le point z=~+1:

1° peuvent ne renfermer aucun des trois points;

2° peuvent entourer 'un de ces points;

3° peuvent entourer deux de ces points (—1t et o, ou o
et —+1):

4° peuvent entourer les trois points.

Au pointz=-+1, ona
=im[—dog2+(2k +1)7i].

Quand le point z décrit I'un des cercles dans un sens connu,
chaque point singulier entouré par le cercle correspond a une
variation de *= 2w, D’ailleurs 27 reprenant la valeur de im,
la variation de la fonction est 2nwi”+1, n étant un nombre
entier positif, nul ou négatif facile & déterminer pour chaque
groupe de cercles.

Un cercle fait donc, d’une maniére générale, passer, au
point 3 =+ i, la valeur de u d’une de ses significations a une
autre. (Marseille, juin1919.)

EPREUVE TBEORIQUE. — 1° Intégrer I’équation aux déri-
vées partielles

w‘zi_ gf ( d_z+ gf. 2z(x2% 4 2)——0
ox ‘yd_y za:y‘.z'dy 'yd.z') (#2+y2) =0
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2° Vérifier directement que la surface dont l'équation
en coordonnées cartésiennes est xy s = a, la lettre a repré-
sentant une constante est une intégrale de cette équa-
tion, et déterminer de quelle maniére elle se rattache a
Uintégrale générale.

3¢ Déterminer les lignes de niveau et les lignes de pente
de cette surface.

4° Ewziste-t-il sur cette surface des lignes asymptotiques
réelles’

SoLuTioN. — L’intégrale générale est une relation arbitraire
entre les fonctions zer’—7* et xy er*—7*,

Les lignes de pente et les lignes de niveau ont pour pro-
jections les hyperboles zy = const. et #* — y2 = const.

2
Onast—rt=— 3‘%‘,’5; il n’y a donc pas de lignes asymp-

totiques réelles.

EprEUVE THEORIQUE. — Calculer, en prenant le sens po-
sitif d’un cercle d’un rayon r plus petit que l’unité et
ayant son centre & l'origine, les valeurs des trois inté-
grales ¢

flog(|—+-z)dz, ‘/‘l()g(l————;-—z—)dz, /‘lﬁj—g(;;—z—)dz.

Séparer dans les résultats les parties réelles et les
parties imaginaires et en conclure lesvaleurs de plusieurs
intégrales dé finies réelles, en particulier de l'intégrale

21
[ log(1+2rcosp+r?)cosop do.
<o

Plus généralement, calculer l’intégrale

27
f log(a?+ ab cos¢ + b%) cosp do,
°

quand a et b sont des nombres positifs donnés.

SorurioN. — Voir les Exercices de Frenet pour les résul-
tats, (Marseille, novembre 1919.)
1



