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SUR I’APPLICATION DE LA LOI DE GAUSS A LA POSI-
TION PROBABLE D'UN POINT DANS LE PLAN OU
DANS L'ESPACE (suite);

Par M. J. HAAG.

1I.

12. Invariance de la loi de Gauss dans la projec-
tion cylindrique. — Soit d’abord une droite OX, sur
laquelle le point M obéit a la loi de Gauss, avec le vec-
teur unitaire OA. Projetons M en m sur la droite Oz,
parallélement a une direction fixe quelconque.

Soit O a la projection de OA. La probabilité pour

que m soit sur le segment élémentaire mm’ est évi-
demment la méme que la probabilité pour que M soit
sur le segment homologue MM'. Or, cette derniére

r — ﬂ 1
est — M—Ill—e (0"/ . Comme
7= OA
MM mm' et OM Om
OA = Oa OA ~ Oa’
Om |2

o, . 1 mm' (o
elle peut aussi s’écrire —= — e o) .
ﬁ Oa

D’ou il résulte que m obéit, sur Oz, a la loi de
Gauss, avec Oa pour écart unitaire.
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Soit maintenant un plan P, dans lequel le point M
obéit a la loi de Gauss, avec Vellipse unitaire (E). Pro-

Fig. 6.

(p)

jetons sur le plan (p) parallélement a une direction fixe
quelconque. La probabilité P pour que m soit dans
'aire ¢l¢mentaire da est évidemment la méme que la

probabilité pour que M soit dans 'aire homologue dJt.
oM

Or, cette derniére est d—;—” e.-(“_"), S désignant Vaire
de I'ellipse (E). Mais, si s désigne l'aire de U'ellipse (e),
projection de (E), on a

dd  da

OM_ Om
S 57 ON~ On

Donc, la probabilité P peut s’écrire d—?eﬂ
Autrement dit,-le point m obéit, dans le plan (p), a
la loi de Gauss, avec (e) pour ellipse unitaire.

On peut étendre, sans difficulté, les deux démonstra-
tions précédentes 3 ‘espace et méme a un espace i un
nombre quelconque de dimensions. La projection
cylindrique devient alors une transformation affine,



(163 )
c’est-a-dire une transformation homographique con-
servant le plan de I'infini.

43. Ellipses de probabilité. — Revenons a la for-
mule (25). Elle nous montre que, pour une valeur
donnée de do., les points d’égale probabilité se répar-
tissent sur les ellipses (E,) homothétiques de I'ellipse
unitaire (E). Ces ellipses sont appelées ellipses de
probabilité.

La probabilité est plus grande en n’importe quel
point intérieur a (E,) qu'en n’importe quel point exté-
rieur a (E,), car = décroit quand w croit. 1l s’en-
suit que la probalilité P, pour que le point M soit
a lintérieur de Uellipse (E,) est plus grande que
la probabilité pour qu’il soit dans une aire quel-
conque égale a Uaire de cette ellipse.

Calculons P,. On a

1

dPy = 3 e~ d,

en désignant par dd I'aire comprise entre les ellipses
(Ey) et (Eypdw). Or, Pair® de (E,) cst Sw2. Par
suite, dob = 2 Sw dw. D’ou

dPy = e— ' d(w?),
w
(69) Py = [ e~ d(w?) =1 — e~ 9%,
o

Lellipse probable ou mieux ellipse médiane est celle
a 'intérieur de laquelle il y a une chance sur deux
pour que se trouve le point M. Elle est donnée par
I'é¢quation

. I
1—e @ = -

dont l'unique solution est wp=10,8326.... Ce n’est
pas Uellipse décrite sur les écarts médians comme
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diameétres conjugués. D'aprés (6), elle lui est homo-
Wy 0,83’}.6. .o

thétique dans le rapport T, 0,4769..-

= 1,746, soit

environ %

14. Cas ou [l’ellipse unitaire est un cercle. —
Soit a le rayon de ce cercle. La probabilité¢ élémen-
taire s’écrit

1 1 l —w?
~0) -P:m&—w dd,:.—;e“’wdu)d(p,

er; appelant ¢ I'angle polaire du point M et posant

. oM
loujours ® = —-
a

St une aire & tourne autour de O, la probabilité
a l’intérieur de cette aire demeure constante.

Probabilité dans une bande réctiligne indéfinie.
— Soit la bande comprise entre les droites paral-
leles Aet A" (fig. ).

Prenons les deux axes Ox et Oy respectivement

perpendiculaire et paralléele a A. Pour que M soit dans
la bande considérée, il faut et il suffit que son abscisse
soit comprise entre les abscisses a et o' de P et P'. Si
Ion remplace le cercle (E) par les vecteurs uni-
taires (OA) et (OB), on voit que la probabilité pour
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qu’il en soit ainsi est

o r=tfe(Z)—e(2)] <o
ou encore

(72) P=-[8(w)*8(w))

S Rl

w et ' désignant les indices des cercles de probabilité
tangents & A et A’; on doit prendre le signe + ou le
signe —, suivant que les deux droites sont ou ne sont
pas de part et dautre du point O; de plus, dans la
seconde hypothése, on doit prendre v < w'. Dans le
cas ou les deux droites sont symétriques par rapport
40,onaP=0(v).

Probabilité de la projection sur une droite quel-
conque. — Soit la droite O%, définie par l'angle
polaire 4. Soit m la projection de M sur cette droite,
parallelement & Oy. Quelle est la probabilité pour
que m se trouve sur le segment RR'?

Cette probabilité est évidemment la méme que tout
a heure. Elle est donnée par (51). Si Eet & sont les
abscisses de R et R’ sur O, on a

a=§cosy, a' =t cosy;

d’ou

e (E) e[t
=i ()= ()]
en posant
’ — a —
(74) u_cos‘%’_OT.

Le point m obéit donc, sur O%, a la loi de Gauss,
I'écart unitaire étant donnée par (54). Ceci résulte
d’ailleurs aussi du n® 12, si 'on considére m comme la
projection de p sur O&.
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Probabilité " dans un rectangle. — Soit le rec-
tangle ABCD (fig. 8) dont les cbtés ont pour équations:
xz = a, r=ua, =258 r=2>2.

Pour que le point M soit dans le rectangle, il faut et
il suffit qu’il se trouve a la fois dans les deux bandes

Fig. 8.
¥
A )
0 c
o x

formées par ses deux cotés indéfiniment prolongés. Or,
les probabilités correspondant a chacune de ces deux
conditions ¢tant indépendantes, la probabilité cherchée
est égale a leur produit, soit

=4 fo(5) =D+ Q]
ou
<;6> P =2 [0(v) = 6(w)][6(w)) =6 (w)],

w, ', w,, w| désignant les indices des cercles de pro-
babilité tangents aux cotés du rectangle.

Probabilité dans un secteur circulaire, dans un
angle, de sommet O. — Soit un secteur circulaire de
rayon wa et d’angle au centre 9. La probabilité dans ce
secteur est évidemment proportionnelle a o; elle est
donc égale a

© 2
(77) P=2—‘-Pm=£—‘(l—8“")~

Si w augmente indéfiniment; on a la probabilité dans
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un angle de sommet O :

(78) P="L.

2T

15. Probabilité dans un triangle de sommet O,
dans un olygone quelconque. — Soit le triangle

Fig. 9.

A

OA A, (fig. 9), défini par

OA:&, ((ﬁo\m)z?l, (m)=®z.

La probabilité, dans le triangle élémentaire OMM/,
d’angle au sommet do, est (n° 14)

ﬁ?
dP = -d—?<l——e_““_’>.
27

Or, on a
OM = al
coso

d’ou

ap = (i ows) d2

2T

€n posant
(79) K= i— = indice du cercle tangent a A, A,.

La probabilité cherchée est donc

@e K?
(80) P= —f [—e 59 qu
o P K
Tt YOI A

27 2T
1
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Posons

(81) 8,(k, )= -—f e co"q)d?
La formule (80) devient
= P2
(82) ) P—7—[e1(k' ?2)—9;(1{, qal)]

On voit que, si 'on posséde une table a double
entrée de la fonction 0, (4, @), on pourra calculer la |
probabilité dans touy triangle de sommet] O et, par .
suite, dans toute aire limitée par des droites, puisqu’une
telle aire peut toujours étre considérée comme une
somme algébrique de triangles admettant O pour
sommet.

16. Signalons quelques propriétés de la fonc-
tion O, (k, c.o)

D’abord, c’est une foncuon paire de k et impaire
de o.

Considérons maintenant le rectangle OACB ( fig. 10)

Fig. 10.

comme somme des deux triangles OAC et OBC. On a
[formule (55)] '

(83) Poacs = %e(k)e(k’),
avec

, OB
k= - k= - = ktangeo.
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D’autre part, d’aprés (82),

Poac= ;(P; —8y(k,v), Popc= :;_n — 01 (K', ¢).

En ajoutant ces deux probabilités, on doit abtenir (83).

T
On a dong, en observant que e+ c?’ ==

%wmewve%—mww»—mmwv

ou

(84) 84 (k, 0)+ 6, (/f tange, _?> = 11—k 8 ktang)].

Grace & cette identité, il suffit de calculer les valeurs
de la fonction 6, pour o << ¢ < % et pour toutes les
valeurs de k; en se servant de la table de la fonction 0,

<p< I

T

on en déduira les valeurs de 8, pour 7

Dans (84), faisons o = 3;1; il vient

(85) o, (/c, 12‘>E%[;—e(k)].

. . T . .
Faisons, de méme, © = e il vient

™

(86) e,(k, Z)E%[x — 82(k)].

Appliquons a lintégrale (81) la formule de la

moyenne :
y o
8i(k, 9) = == ¢ @,

v, étant un certain angle compris entre o et 9. On a
évidemment l'inégalité

¢
(87) 81k, v) < ;“1{ e,
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qui montre que la fonction 6, tend rapidement vers
zéro, quand k augmente.
I1 est commode d’introduire, en méme temps que la
fonction 8 (k, 9), la suivante :

(88) 8,(k, 9) = —f e ’“"? do;
elle est liée a la premiére par la relation

(89) e,(k,?)Eel<k, g) —e,</c,’§—9>
ou

) ek=e. (+ Z)—ea(k T —s).

L’identité (84) devient, en tenant compte de (go) et
~ T T
de (85) et remarquant que 0, <k, ;) =0, </c, ;) s

(9r1) 9,<k,1—;—9>+92(ktangcp, ?)

= % [t—e(k)][1—6(ktange)].
En y faisant ¢ = o, on retrouve (83). En y faisant ¢ = 34',
on obtient

(92) Gz(k, ’5) =zli—6(k)]= 2[8, <k, %)]2

Si I'on applique la formule de la moyenne a l'inté-
grale (88), on a

. A2
®  —wen
(93) 92("1‘?)=;€ st Qo

ce qui entraine I'inégalité
R
(94) 6:(k, 9) < L =€ Ty,
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laquelle montre que la fonction 6, tend rapidement
vers zéro quand &k augmente ou quand ¢ diminue.
Ces diverses considérations facilitent le calcul des
tables des fonctions 6, et 8,, qui sont reproduites a
la fin de cet article.

17. Probabilité dans un angle. — Tout angle
peut étre considéré comme 13 somme ou la différence
de deux angles dont un coté passe par O. Bornons-
nous, en conséquence, a considérer le cas d’un angle
jouissant de cette particularité.

Premier cas. — O se trouve sur le prolongement
d’'un cété de l'angle. — Soit Tangle AAp=q.

Fig. 11.

o>/a RS
B

Menons O parallele a A . La probabilité cherchée P
est égale a Pyo, — Pyoy= ?-% — Pyos.
Or p.OA est un triangle. En lui appliquant la for-

™ ™
mule (82), pour ¢, = 50 et ¢2= ) ona

7T ™ 0
Puoa= g;?f-[en ({Q ;> —6 (l\', P ?)J == —6(k9),

avec

OB OAsine  asing
©9) k= = ——=——

= indice du cercle tangent a A p (on a posé OA =1).
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Finalement, on a

(96) P = 6,(k, o).
Deuxiime cas. — O se trouve sur un cété de
Fig. 12.

Uangle (fig. 12). — On a, cette fois,

=%
P= 21‘E+ Pp-OA-

Or, Py, est obtenu en faisant, dans (82),

I N k9
= ; — 28, <k, -;) -+ 82(1{,?),

(97) P = 0y(k, 9)+ = 6(k),

k étant toujours donné par (95).

Cas ou le sommet de U’angle est trés éloigné du
point O. — On sait que

i‘ [ _a'_,
ie P — 1 g a?
2T 2T

(98) 6:(k, 0) <



(173)
Si la distance OA est trés grande par rapport a
Pécart unitaire, — est trés grand et 6, (&, ) peut étre
a )

regardé comme pratiquement rul. Donc, dans cette
hypothése, la probabilité est nulle si O est extérieur
a langle; si O est sur un cété de Uangle, elle est
donnée par la formule

1 o sing 1 OB
(99) P=go(*7)=3 <7>

Dans le cas général de la figure 13, on a, en appe-

Fig. 13.

lant @, et v, les angles polaires, par rapport & AOuy,
des demi-droites A%, et Aky,

_1 o sino, . 28in g, .
(100) P_2[6<———a ) 6(———-‘1 )]

\

En particalier, si ¢,=—o,=0>o0 (fig. 14),

on a

(101) P:e(%‘%:e(.oa_B).

Fig. 14.

ANN

En particulier, P = %, st OB =0, 4769 >< a. Donc,

langle médian ou écart angulaire probable est
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Uangle circonscrit au cercle de centre O et de rayon
égal au vecteur écart probable.

18. Cas général ou l'ellipse unitaire n’est pas un
cercle. — 1l se raméne immédiatement, au cas parti-
culier envisagé précédemment, par Papplication des
propriétés d’invariance du n°® 12.

Supposons, en effet, que M obéisse, dans le plan (P),
a la loi de Gauss, avec Dellipse unitaire (E). Cette
ellipse peut étre considérée comme projection ortho-
gonale d’un cercle (E'), situé dans un certain plan (P"),
ou le point M a pour homologne M'. Nous savons
que M’ obéit, dans (P'), a la loivde Gauss, 'ellipse uni-
taire étant précisément le cercle (E').

Dés lors, pour avoir la probabilité de M dans une
aire (A) de (P), il suffit de calculer la probabilité
de M’ dans I'aire homologue (A') de (P') et L’on est
bien ramené au cas ot Uellipse unitaire est un cercle.

Voyons ce que deviennent, dans le cas général, les
résultats obtenus aux numéros 14 a 17.

. ’ /\
Nous appellerons anomalie d’un angle &0)\, O‘u>

du plan (P) la mesure algébrique o = <m’> de
I'angle homologue du plan (P’). On sait que c'est la
différence des angles d’anomalie excentrique des points,
de Pellipse (E) situés sur les demi-droites O i, Ok,
Cela posé, la formule (50) subsiste, a condition
’ b . . , /\
d’appeler © 'anomalie de I'angle (Ox, OM> et w le
rapport ON '
Il en est de méme de la formule (52), w et w' dési-

gnant les indices des ellipses de probabilité tangentes

X . OP . OP'
a Aetd solent w= ox’ ¥ = oz (/i 15).



(175)

La projection m sur Of obéit toujours 4 la loi de
Gauss, ‘avec I'écart unitaire OT, comme'il résulte d’ail-
leurs aussi du n° 12.

La formule (76) donne la probabilité, dans un

parallélogramme dont les cotés ont des directions
conjuguées par rapport a (E).

Les formules (77) et (78) donnent les probabilités
dans un secteur elliptique et dans un angle de som-
met O, en fonction de 'anomalie ¢. On en déduit des
propriétés d’invariance évidentes, déja signalées par le
capitaine Vallier, dans I'article précité.

[Toutes les propriétés d'invariance signalées par cet
auteur sont, du reste, évidentes par projection du
cercle (E').]

La probabilité dans un triangle OA, A, de som-
met O (fig. 16) est toujours donnée par la for-

Fig. 16.

Ny

A

mule (82). La lettre £ désigne I'indice de 'ellipse de

probabilité tangente a A A,, "soit k= 0

P
. Quant
9A

-
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— )
9. et ¢,, ce sont les anomalies des angles (Ox, OA, ),

a
(07, OR,).
La probabilité dans Uangle XAp (fig. 17) est

Fig. 17,

donnée par (96), & désignant T'indice de lellipse de
probabilité tangente a A, soit A = %%l" et © désignant
I'anomalie de cet angle.

La probabilité dans Pangle ) A’y est, de méme,

donnée par (97). Si A’ est trés éloigné de O, on a

(102) P=-§6<OM>-

ON’
L’écart angulaire probable est, dans cette hypo-

thése, Uangle circonscrit a Uellipse décrite sur les
écarts probables comme diamétres conjugues.

19. Ellipsoides.de probabilité. — D’aprés la for-
mule (32), les points d'égale probabilité, pour une
valeur donnée de dV, se répartissent sur les ellip-
soides (E,) homothétiques de I'ellipsoide unitaire (E).
Ces ellipsoides ‘sont appelés ellipsoides de proba-
bilité.

Comme au n° 13, on peut démontrer que la proba-
bilité est plus grande dans (E,) que dans n’importe
quel volume équivalent.



On a
APy = — =0t (W) = L e—wu doy;
Ve W ves
d'ou N
A 2 ,
Py = — e~ ’wldw = 0(w) — — we®,
\/TE-—O b3

L’ellipsoide probable ou médian est donné par
l'équz‘ltion
O(w)— 2 o wewr=1,
ﬁ 2
dont l'unique racine est approximativement égale
& 1,076.
11 est homothétique a Vellipsoide décrit sur les écarts
médians comme diamétres conjugués, dans le rap-

1,076 ~ . . 9
port — —= 2,20..., Solt environ =-
0,4769 4

On pourrait essayer d’étendre a 1'espace les consi-

dérations développées aux n* 14 & 18.
Contentons-nous de citer les propriétés suivantes :
La probabilité dans la bande comprise entre deux

plans paralléles est donnée par la formule (72), w et

w’ désignant les indices des ellipsoides de probabilité

tangents aux deux plans.

La probabilité dans un prisme indéfini dont les
Jaces sont paralléles a deuzx plans diamétraux
conjugués est, de méme, donnée par (76).

La probabilité dans un parallélépipéde dont les
Sfaces sont paralléles a trois plans diamétraux con-
Jugués est donnée par une formule analogue, com-
prenant un facteur de plus et le coefﬁcient% au lieu

1
de 7

La projection m de M sur O& parallélement & un
plan (P) quelconque obéit a la loi de Gauss, avec le
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vecteur unitaire OT, T désignant I'intersection de O§
avec le plan (P) (fig. 18) supposé tangent a (E). Cela

Fig. 18.

résulte du n° 12, appliqué a m et a la projection p
de M sur le diamétre Oz, conjugué de (P).

La projection m de M sur un plan (P) paralle-
lement a une droite quelconque O\ obéit a la loi
de Gauss, avec une ellipse unitaire qui est !’inter-
section de (P) avec le cylindre circonscrit a (E)
parallélement a O'h. Cela résulte du n° 12, appliqué
a m et ala projection p de M sur le plan diamétral (Q)
conjugué de O.

(A suivre.)



