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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[L*11,12]

SUR DEUX THEOREMES DE MANNHEIM ET DE M. BRICARD
CONCERNANT LES LIGNES DE COURBURE ET LES
LIGNES GEODESIQUES DES QUADRIQUES;

Par M. Hexrt LEBESGUE.

Je commencerai par donner la solution de la ques-
tion 1637 (1893, p. 53) proposée par Mannheim. Cette
question conduit tout naturellement & étudier les
rapports entre la surface des ondes ct une certaine
famille de quadriques homofocales et i retrouver, par
la voie méme qui y conduisit leur auteur, des théo-
rémes dus & Mannheim.

Le plus intéressant est une propriété des ligues de
courbure des quadriques. M. Bricard a prouvé récem-
ment (Nouvelles Annales, janvier 19o8) que cette
propriété est commune aux lignes de courbure et aux
lignes géodésiques et qu’elle constitue par suite une
interprétation nouvelle de la relation de Joachimsthal.
Jaurai I'occasion de donner dans la deuxiéme Partie
des démonstrations immédiates de ces propriétés.

Ann. de Mathémat., 4° séric, t. XVIIL. (Janv. 1918.) 1
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1. Voici 'énoncé de la question 1637.

On projette orthogonalement un ellipsoide sur
tous ses plans tangents. Déterminer :

1° L'équation de la surface qui limite la région
occupée par toutes les ellipses de contour apparent
ainsi obtenues;

2° Le nombre des points de contact de cette sur-
face et de Uune de ces ellipses (').

Les plans tangents a Uellipsoide dépendent de deux
parameétres ; dans chacun d’eux nous avons une ellipse
contour apparenl, en projection orthogonale, de
I'ellipsoide donné. Donc une congruence d’ellipses.
Par chaque point P de I'espace passent plusieurs de
ces ellipses. On demande d’abord quelle est la région
ou doil se trouver P pour que I'une au moins de ces
ellipses soit réelle. Cette région est évidemment limitée
par certaines nappes de la surface focale de la con-
gruence et chaque cllipse étant tangente en plusieurs
points a cette surface focale, la deuxiéme question de
I'énoncé est toute naturelle.

2. Soit P un point de I'espace. Pour qu’une conique
de la congruence passe par P, il faut et il suffit que le
plan I de cette conique soit tangent a I'ellipsoide E
donné et que la perpendiculaire PA & IT en P soit aussi
tangente i E. Donc PA doit étre’ commun au cone

(') Je copie cet énoncé dans le numéro de juillet 1916 en recti-
fiant une coquille ¢vidente. On avait imprimé « l'axe de ces
ellipses » au lieu de « I'une de ces ellipses ».
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circonscrit & E de sommet P et & son cone supplémen-
taire. II est un plan tangent commun & ces deux cones.
Par chaque point de I'espace il passe donc quatre
coniques de la congruence. Etudions la réalité de ces
coniques.

Coupons un cone par un de ses plans principaux
contenant deux génératrices réelles; l'angle de ces
deux génératrices (angle principal) est le supplément
de l'angle analogue du cone supplémentaire. Donc
pour qu’il y ait des génératrices communes & un cone
et & son supplémentaire il faut et il suffit que les deux
angles principaux de ce cone soient I'un aigu, I'autre
obtus. Sans quoi I'un des deux cones serait intérieur
4 l'autre.

Ceci étant, prenons le point P tout pres de ellipsoide
et extérieur & lui. Le cone circonscrit de sommet P a
ses deux angles principaux obtus;.il n’ya pas d’ellipse
réelle passant par P.

Prenons P un peu plus loin de E; le cone aura un
angle principal aigu et l'autre obtus ; il y a ura quatre
ellipses réelles passant par P.

Prenons P plusloin encore; le cone circonscrit aura
des angles principaux aigus, les quatre ellipses passant
par P seront imaginaires.

De cet apercu, il résulte que la région demandée est
limitée par tout ou partie de la surface £ lieu des som-
mets des cones circonscrits & E et dont un angle prin-
cipal est droit; que X comprend au moins deux nappes
réelles : l'une, la plus proche de E, est le lieu des
sommets pour lesquels le second angle principal est
obtus ; autre, la plus éloignée de E, est le lieu des
sommets pour lesquels le second angle principal est
aigu. Ces deux nappes auront pour points communs les
sommets des cénes de révolution circonscrits i E et
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dont I'angle principal est droit. Ces points, qui sont
les points de rencontre de X et des focales de E, seront
donc des points singuliers de 2.

Si I'on tient & rzmplacer cet apergu par un raisonne-
ment plus serré on pourra remarquer que le nombre de
plans [ réels, issus de P, ne peut changer, quand P
varie, que si deux de ses plans sont réels et confondus.
Or cela n’arrive que si le cone circonscrit & E de som-
met P est tangent & son cone supplémentaire suivant
une génératrice réelle; donc ces deux cones sont
bitangents, ce qui exige qu’ils aient un angle principal
droit.

3. Avanl de former I'équation de X, je traite la
seconde partie. Soient II un plan tangent & E en un
point G, P un point de l'ellipse e de la congruence
qui est située dans I, PA la tangente a4 E perpendicu-
laive d IT et issue de P (fig. 1). Pour que P appartienne

Iig. 1.

%/0_7
T

Al

a X, il faut que PA et PC, qui sont deux génératrices
communes au cone circonscrit de sommet P et & son
supplémentaire, soient des génératrices principales de
ces cones. Donc que PAC soit un plan principal du
cone. Or si TP est la tungente & e en P, ATP est le
plan tangent aux deux cones suivant PA. Donc PAC
et ATP doivent étre rectangulaires, c'est-a-dire que
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CP et TP doivent étre orthogonales. On vérifiera faci-
lement la réciproque.

Concluons : I'ellipse e de la congruence touche la
surface focale £ en quatre points réels ou imaginaires
qui sont les pieds des normales abaissées sur e du point
de contact ¢ du plan de e et de l'ellipsoide.

4. Soit
Sy 22+ Sz}’z—{— Sg32=o0
I'équation d'un cone; il aura un angle principal droit
si, et seulement si, deux racines de I'équation en S
sont égales et de signes contraires. D'avec les notations
ordinaires I'équation en S est
A—S B” B’
B” A'—S A =8—6,S+952—S3=0
B’ B A"—S

avec
O=A=-A+A, 8= SA’A”— Bt=Sa,

§ = SAa +2BB'B"— 2AA’A".

Si I'équation en S a deux racines non nulles, égales
et de signes contraires, la somme © des racines est la
troisi¢me solution en S et inversement. Donc la con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'un céne ait un
angle principal droit est

o

88, — ¢ = o.

Ceci s’écrit encore

SA(a’+a”)—2BB'B”+ 2AA'A =0 ().

(') Si la quadrique n'était pas un cdne, cette condition expri-
merait que I'une des sections principales est une hyperbole équi-
latére,
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5. Soient xy, ¥, 5o les coordonnées de P. Le cone
circonscrit i Uellipse

E

I
+
+
I
!
]

)” z?
vHrEo)
z2 . 2
x(x + B (e g2y

Donc on a, en supprimant les indices,

E x?2 1 . x? Ly 32
A mmnm(-R) = m(F 2o

o N (e 3\ e
"‘bw(h—F) (E_?ﬂ'> b+ ct
\

— —— [ 2 2 _ b2 __ o2
a+a—12b202[) + 32— b2 — c?).

Nous aurons I'équation de ¥ en écrivant que le cone
considéré satisfait & la condition du numéro précédent ;
il vient :

y)

E 1/ x?
mrEYar (B ) s se
xtyrge 2 z? ¥ 21\
zzz‘b‘c‘+n’bZP*<E—-(z—1>< b’)(E—?>_o‘

Celte ¢quation est divisible par E, comme on le voit en
développant le dernier terme qui s’écrit

{a [ e x? ‘)’!—l—z, Tyt xiyizr)
a’b’c"h [h_<;;+7)—1 ' ?’)] +E arbr arbicr
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D'ou I’équation de ¥ :

1 _y' x2yt
Sazg(bz *")‘f’““ )+ § 5 —E=o.

On voit que = est du quatrieme degré ; donc ¥ ne peut
contenir que les deux nappes dont nous avons prévu
I'existence et nous avons trouvé tous les points com-
muns & X et & une ellipse e de la congruence.

Pour reconnaitre la nature de £, il nous suffit de
savoir qu'elle est du quatriéme degré. I, étant le lieu
des sommets des cones circonscrits & E dont un angle
principal est droit, contient évidemment les cercles
orthoptiques des sections principales de E. Et,
puisque ¥ est du quatriéme degré, le plan princi-
pal » = o, par exemp‘le, coupe X suivant la circonfé-
rence de rayon \/a?+ c? plus une conique dont les
deux demi-axes sont les rayons \/a,2 + b2, g/b2 + c2des
deux autres circonférences orthoptiques principales.

Si donc on dispose des trois paramétres dont dépend
la surface des ondes la plus générale, ayant mémes axes
que E, de facona la faire passer par les trois circonfé-
rences orthoptiques principales, cette surface des
ondes passera aussi par les ellipses qui complétent les
sections de ¥ par les plans prmcxpaux

La surface des ondes et I seront méme tangentes
tout le long de ces trois circonférences et de ces trois
ellipses. Donc elles coincideront, puisqu’elles seront
tangentes tout le long d’une courbe du 12° degré. _

La surface T est donc une surface des ondes. Ses
points doubles réels sont dans le plan y = o, a I'inter-
section de la circonférence et de ’ellipse sections de 2
par ce plan.

Je laisse au lecteur le soin de transformer l’équation
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de T de facon i la ramener 4 'une des formes classiques
de I'équation de la surface des ondes.

6. Mannheim déduit la nature de ¥ d’un résultat de
Painvin. Celui-ci a étudié le complexe des droites D
d’ol 'on peut mener deux plans tangents rectangu-
laires & un ellipsoide E. Si P est un point quelconque,
le cone du complexe de sommet P est évidemment le
cone €, du second degré lieu des droites issues de P
par lesquelles on peut mener deux plans tangents
rectangulaires au cone € circonscritd E et de sommet P.
La surface du complexe est le lieu des points P pour
lesquels €, est décomposable. Or si 2, est décompo-
sable, il passe par 'un de ses axes, ¢’est-a-dire par I'un
des axes de €. Donc par cet axe on peut mener deux
plans tangents rectangulaires a € et I'angle principal
de ©, situé dans le plan perpendiculaire & I'axe consi-
déré, est un angle droit. La surface du complexe de
Painvin est donc notre surface . Or, on démontre
que cette surface du complexe est une surface des
ondes ().

7. La question posée par Mannheim est entiérement
traitée (*), mais il est naturel de se demander quelles
sont les courbes T enveloppes des ellipses de la con-
gruence.

lies courbes T" sont tracées sur ¥; elles sont données

(') Ce résultat de Painvin est reproduit dans la géométrie ana-
Ivtique de Pruvost.

(*) Sa solution est implicitement contenue dans un Mémoire de
Mannheim des Proceedings of the royal Society (1881). Ce
Mémoive, reproduit & peu prés textuellement dans les Legons et
développement de Géomeétrie cinématique. contient les résultats

que nous allons démontrer maintenant par les méthodes mémes
de Mannheim,
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par une équation différentielle du premier ordre qui
exprime que celle de ces courbes qui passe par le
point P (n°3, fig. 1) est tangentea la droite PT. Or PT,
étant perpendiculaire au plan principal APCdu cone €
de sommet P et circonscrit & E, est un axe principal
de ce cone, donc est tangent a deux des quadriques
homofocales & E qui passent par P.

Ces deux quadriques coupent I suivant deux
courbes [y et T, passant par P et qui sont donc aussi
solutions de l'équation différentielle donnant les
courbes T, donc en réalité T, et T, coincident avec
I'enveloppe T' passant par P.

Et comme la quadrique homofocale & E contenant T
varie avec T, puisque X n’est pas une quadrique, on
peut dire que £ coupe toute quadrique Q homofocale
@ E suivant une ligne de courbureT de Q. Le reste
de Uintersection est une courbe A du quatriéme
degré.

Soit Q, la quadrique homofocale & E et normale
en P a PT. La partie de son intersection avec £ qui
passe par P, n'étant pas tangente & PT, est une courbe A.
Or, on voit qu'en P, Q, et T sont orthogonales ainsi
que A et ', et, puisque P est quelconque : Les courbes A
sont les trajectoires orthogonales des courbes T'. La
quadrique homofocale a E qui contient une courbe A
est coupée orthogonalement par T tout le long de
cette courbe A.

On sait que, quand un plan se déplace, les plans
normaux aux trajectoires des différents points de ce
plan passent par un point fixe F de ce plan. Ceci posé,
supposons que le point P se déplace sur X en entrai-
nant I'angle droit APC qui est bien déterminé pour
chaque position de P. Le point F estalors évidemment
le quatri¢éme sommet d’un rectangle APCF, ce qui le
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détermine, (fig. 1). FP étant une normale & la trajec-
toire de P, quel que soit le déplacement de P sur X,
FP est la normale a 2.

Le plan normal 4 A en P est donc le plan TPF.
Mais, si 'on considére le contour apparent de E sur le
plan APC, c’est une ellipse tangente &3 PA" et PCen A
et C; donc une ellipse dont le centre est sur PF. Clest
dire que le plan TPI' passe par le centre O de E, et
comme ce plan est normal & A, A est une courbe sphe-
rique tracée sur une sphére de centre O.

Le lecteur verra de suite que tous les raisonnements
de ce numéro, sauf le dernier, s’appliquent également
au cas plus général de la surface ¥’ lieu des sommets
des cones circonscrits & E et dont un angle principal
est donné.

8. Apres les résultats du numéro précédent, il appa-
rait clairement qu'on aurait eu avantage & remplacer
les calculs des n°* 4 et 3 par des calculs en coordonnées
elliptiques. Clest ce que je vais faire rapidement.

Soient g, 0a, py les parametres des trois quadriques
homofocales & E et passant par P (2, y, 3) et soit 53 la
racine de I'équation en S du cdne circonscrit de som-
met P qui fournit le plan principal tangent & la qua-
drique gy, on a

"—(\'—;E— <S%§>z—s;(x1+y2+ 3?)

Xz \2 . Xz \?
EM(Sm_m>+N(S;:;).

Ceci donne

E z? z z?
(_l) zr—t—a-’-—.$3= ‘\1(G’—-‘O1)2+N(a2—-93)”
(2) Ty zy xy

+N(

~an=M (a*— p1) (62— py) @) (67— p2)
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et des relations analogues. En posant

M= (@—p)(B2—p1)(c2—p1)

abic? "
(a—ps) (b2 — ps) (2 —py)
N= arb?c? it

I’équation (2) devient
m(c2—py) 4+ n(ct—p;)+ct=o.

Or, on a le droit de remplacer ¢? par a2 et b2, d'ou

m-+n-+1=o, mpy+ noy= o,
Mﬁ(a’—.oi)(b’—p;)(c’—m) ps

B atbret p1—p2
N_(“’-Pz)(bz—Pz)(C’_Pz) P2,
o azb?c? pa— P1

Ces valeurs portées dans (1) donnent, par un calcul
facile quoique un peu long,

P1P2
atbiet

§3=—

L’équation réduite du cone est donce (*)

Xi X X3 _
2 3 —o.
01 P2 <1

v h

Ses angles principanx sont donnés par des relations
telles que

. L, 2 a
(3) P1 sm’f + P2 cos’;’- = o.

L’équation d’une surface X' s’obtiendra donc en
faisant py= kp, dans l'expression générale des coor-

(*) On trouvera dans les ouvrages classiques des artifices donnant
assez rapidement ce résultat. Voir aussi un article de M. F. Egan
(N. A., mars 1909).
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données en fonction de p,, p,, o3 €t en particulier ona,
) ) )

pour la surface X, o, + 2= o0, d’oli, en posant p; = u,

2

oy =19,

' (a?—u)(a*—v)

T Tr—an(e—ay)’
yr= (b2— u)(b*—v) ,

(e?— b%) (at— b?2)
(e2—u)(ct—vp)
(ar— ¢?) (b*—c?)

x?

a

-
<

Ces expressions paramétriques des points de la sur-
faces des ondes, qui sont antérieures au Mémoire de
Mannheim, fournissent immédiatement les résultats
des numéros précédents. Ces formules sont dues &

W. Roberts et Massieu.

1.

9. Comme on l'a vu, I'étude des surfaces T et ¥ a
conduit indirectement Mannheim & un résultat, qui
découle immédiatement de la formule (3), et qu’on
peut énoncer ainsi :

Si, par une tangente variable a une ligne de
courbure d’une quadrique Q, on méne des plans
tangents a une quadrique homofocale E, le diédre
ainsi obtenu est de grandeur constante.

Le plan tangent 2 Q, au point de contact de la tan-
gente considéré, étant toujours bissecteur du diédre des
plans tangents, on peut donner & I’énoncé cette nou-
velle forme :

\

Si, par une tangente variable a une ligne de
courbure d’'une quadrique Q, on méne des plans
tangents a diverses quadriques homofocales a Q, le
Saisceau de plans ainsi obtenu est de grandeur con-
stante.
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Cette proposition est presque immédiate; montrons
en effet que :

Si les plans menés par une tangente variable PT
d’une courbe G, tangentiellement a deux surfaces F
etY' ont leurs points de contact A et A’ constamment
contenus dans le plan normal en P a la courbe C,
l'angle de ces deux plans est constant.

En effet (fig. 2), soit P, un point de C voisin de P
et soient A, A’ les points de contact des plans menés
par la tangente en P,. Prenons PP, pour infiniment

petit principal; & des infiniment petits d’ordre supé-
rieur prés on peut remplacer Py par un point p de la
tangente PT, A, et A par des points a et a' des
plans TPA, TPA' et parsuite remplacer 'angle A, P, A}
par apa’. Soient a et « les points de rencontre de PA
et pa, de PA’ et pa'. On passe de APA’ a apa’ en cou-
pant le diédre (TPA, TPA') par un plan tournant
autour de az’ et prenant successivement les deux posi-
tions APA’, apa’. L’angle de ces deux positions est un
infiniment petit au moins du premier ordre, et comme
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I'angle de section du diédre passe par un maximum ou
un minimum pour la position APA’ du plan sécant, la
différence entre les deux angles sections APA’, apa’
est au moins du second ordre. Donc la différence
entre APA’ et A, PyA] est rigoureusement nulle.

L proposition est donc démontrée; or, on obtient le
théoréme de Mannheim en prenant pour C une ligne
de courbure d'une quadrique Q et pour F et I/ deux
surfaces homofocales & Q, distinctes ou non.

10. L’¢énoncé auxiliaire que nous venons de légi-
timer est bien plus immédiat encore si Von fait appel
au théoréme de Joachimsthal sur les développées des
courbes gauches. En effet, les deux plans TPA, TPA'
enveloppent, quand P varie, deux développables. Les
géncératrices de contact sont PA et PA'; donc ces
droites, qui sont normales & C, enveloppent deux
développées de C et par suite leur angle APA' est
constant.

Le raisonnement de géométrie infinitésimale fait au
numéro précédent doit donc permettre aussi de dé-
montrer le théoréme de Joachimsthal.

En effet, soient C une courbe gauche, PA et PA’ deux
normales & cette courbe au point P. Soit 2o’ la droite
caractéristique du plan normal APA’. SiPA fait partie
d'une famille de normales ayant une enveloppe, « sera
son point de contact et la normale voisine sera assimi-
lable & px. De méme pour PA’. Or, supposons que PA
fasse partie d'une famille ayant une enveloppe, il en
sera de méme de P\’ si, et seulement si, la normale
voisine de PA’ est assimilable & pa'; donc sk, et seule-
ment si, I'angle APA’ reste constant quand P varie.

11. M. Bricard a montré que les deux énoncés
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donnés au commencement du n°® 9 restaient exacts st
les plans tangents, au lieu d’étre menés par une tan-
gente d’une ligne de courbure d'une quadrique Q,
étaient menés par une droite tangente 4 deux qua-
driques Q, Q' d’'une famille de quadriques homofo-
cales. En particulier la droite peut donc rester tangente
& une ligne géodésique d'une quadrique Q. D'ailleurs
il suffit de légitimer I'énoncé de M. Bricard pour ce
cas particulier, car on passe d'une tangente commune
aQ et Q' auneautre tangente commune a ces deux qua-
driques en déplacant la premiére droite d'abord tan-
gentiellement & une géodésique de Q, ce qui la laisse
tangente a Q’, puis tangentiellement & une géodésique
de Q'.

Nous nous proposerons donc seulement de démontrer
que 'énoncé du début du n° 9 subsiste si 'on y rem-
place les mots « ligne de courbure » par « ligne géo-
désique ». Nousallons d’ailleurs légitimer & la fois ces
deux énoncés.

Soit C une courbe tracée sur une quadrique Q, par
les tangentes & cette courbe nous menons des plans
tangents & une quadrique homofocale E. Soient P un
point de G, PT sa tangente et € le cone circonscrit
4 E et de sommet P. Soit P, un point de C voisin de P,
latangente & Cen P, peut étre assimilée i sa parallele Pt
mende par P, & des infiniment petits négligeables prés.
Il suffit donc d’apercevoir des cas dans lesquels les
plans tangents & € menés par PT et par P¢ font des
angles dont la différence est d’ordre supérieur en
premier pour avoir les courbes Cauxquelles s’applique
I’énoncé du début du n° 9.

1° PT est un axe du cone €. Si l'on fait varier une
droite PX dans le plan PT'¢, I'angle des plans tangents
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4 © menés par PX passc par un maximum ou un mini-
mum quand PX vient en PT, par raison de symétrie.
Donc cet angle ne varie que d’un infiniment petit
d’ordre négligeable quand on passe de PT a Pt.
L’énoncé de Mannheim est justifié.

2° Le plan PT¢ est normal au plan principal du
cone € qui esttangent 4 Q. Sil'on prend une droite PX
dans le plan PT¢, I'angle des plans tangents & € passe
encore par un maximum ou un minimum quand PX
vient en PT, par raison de symétrie. L'énoncé de
M. Bricard est justifié.

12. Le raisonnement qui conduisit M. Bricard & son
théoreéme est tout & fait différent. En imitant ce raison-
nement nous obtiendrons une nouvelle forme de
’énoncé a un certain égard plus générale.

Soit une famille de quadriques homofocales.
Soient Py, V5 Py, Py Py, Py des plans menés res-
pectivement par deux droites D et D' tangentielle-
ment auz quadriques Qy, Qg, Q; de la famille. Si
la figure U Py, Py est égale a la figure P, P, P,
le faiscean des plans tangents menés par D aux
quadriques de la famille est égal au faisceau ana-
logue forme par les plans ssus de D'. Les droites D
et D' sont tangentes aux deux mémes quadriques
du faisceau.

Sotent
Pi+abPy=0 et Pi+pubP, =0
les équations des plans menés par D et D'. On peut
supposer que pour ) =  les deux plans correspondants

de ces deux faisceaux sont ceux qui viendraient en
coincidence si I'on transportait P, sur P| et P, sur P}.
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Soit
Q+pQ:=o0

I'équation tangentielle des quadriques du faisceau con-
sidéré. La condition de tangence entre un plan P, + AP,
ct une quadrique Q,+ 2 Q2 est évidemment du premier
degré en p et du second en A. Soit

On obtient de méme une condition de tangence
Y S o
de Py + pPy avec Q)+ pQ,, soit

C(p)p+D(p)=0;
d'ou la relation entre X et
AMD(p)—BA)C(p)=0

qui est du second degré en A et en p.

Faisons-y k. = p.. Nous avons une équalion du qua-
tricme degré au plus. Or, nous en connaissons cinq
solutions ; les A des plans Py, Py, P, et des deux plans
isotropes passant par D, puisque I'ombilicale est une
quadrique du faisceau. Donc la relation entre X et w
est divisible par A — u; elle s’écrit :

(A —p)[arn +br+cp+dl=o.

La présence du facteur A — w montre que deux plans
correspondants des faisceaux D et I’ sont tangents &
la méme quadrique. Ceci suffit & légitimer la premiére
partie de I'énoncé. Quant & la seconde : si D est tan-
gente 4 Q, les deux plans tangents 4 Q issus de D sont
confondus; or, les plans tangents & Q issus de D'
correspondent & ceux-la, donc ils sont aussi confondus.
D et D' sont donc tangentes aux mémes quadriques du
faisceau.

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVIII. (Janv. 1918.) 2
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La relation homographique entre X et i qu’on obtient
en égalant a zéro le second facteur est donc la relation
qui lie les paramétres des deux plans (issus de D ou
de D', peu importe) tangents & une méme quadrique;
c’est une relation involutive. Mais, dans cette corres-
pondance, les deux plans isotropes issus de D se
correspondent, donc les plans doubles sont rectangu-
laires et 'on retrouve ainsi ce fait bien connu que les
deux plans, passant par D et tangents aux deux qua-
driques homofocales tangentes a D, sont rectangulaires.

[119¢]

LE PRODUIT DE CINQ NOMBRES ENTIERS CONSECUTIFS
N'EST PAS LE CARRE 1'UN NOMBRE ENTIER;

Par M. T. HAYASHI (Sendai, Japon).

Jai démontré précédemment dans les Nouvelles
Annales (1916, p. 150), que le produit de deux, trois
ou quatre nombres entiers consécutifs n’est jamais un
carré, ni un cube, ni une puissance quelconque. Repre-
nant et développant aujourd’hui le méme sujet, je me
propose de montrer que le produit de cinq nombres
entiers consécutifs ne peut étre non plus le carré d’un
nombre entier, ¢'est-a-dire que la solution en nombres
eatiers de I'équation indéterminée

z(x2—1) (22— §) = y?
n’existe pas.

1. Cas ou x est un carré. — Je vais démontrer que
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I'équation
(Zr—1) (224 4) = &°

ne peut avoir de solution entiére.
Comme 22 — 1, 22— 4 ne sont pas des carrés, nous
pouvons poser

r?—1=A?r, 22— 4§ = B2/,
. ! df ‘,.:.Al- N
et r' ne contenant pas de tacteurs carr¢s. Alors, pour
que I'équation indéterminée puisse exister, il faut que
'on ait
c'est-a-dire

r2—1—A?r et z?— 4 = B2r.

De la, par soustraction,

z=(A*— B?)r.
Donc
r=3 et A?2—Bt=1.

Mais cette derniére relation est impossible. Donc,
dans le cas ot x est un carré, I'équation indéterminée
proposée est impossible aussi.

2. Cas oiv x n'est pas un carré. — Soit alors
(1) x = X2E,

ou § est considéré comme une quantité ne contenant
pas de facteur carré; comme dans le cas précédent;
on a

(2) rt— 1 =Ar
et
3) xrt—§ = B2r',

altendu que r et r' ne peuvent étre égaux‘
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z et *—1 sont des nombres premiers entre eux;
et par suite § ou un de ses facteurs n’est pas facteur
de 2 — 1, mais il 'est de 4. Donc & n’est autre chose
que 2.

En outre, r, ou l'un de ses facteurs, ne pouvant
pas étre facteur de z, est facteur de z*— 4, et par
suite de (2*—1)— (2*—4). Donc r ne peut étre
que 3. Par conséquent, si I'équation indéterminée pro-
posée existait, r' serait 2 > 3.

"Donc (1), (2) et (3) deviennent respectivement

(4) z = 2X?2,
(5) z?— 1 = 3A2,
(6) x?— j = 6B2.

Cette derniére équation (6) indique que 3 est facteur
de z — 2 ou x + 2.

3. Si 3 était facteur de x — 2, d'aprés (4), 2 étant
aussi facteur de £ — 2, (6) se décomposerait en deux
équations

r —2=06B%, z +2 = Bj};
ou bien
xr — 2 = 6B1}s, x + 2 = Bis,

s désignant un facteur non carré.
Or si I'on admet que

x + 2 = B},

d'apreés 1'équation indéterminée proposée, comme le
produit de quatre nombres entiers consécutifs

(z—2)(z—1)x(x+1)

ne peut étre un carré, I'équation proposée n'existe pas.
s sera alors facteur de (x + 2) —- (z — 2); par suite sa
valeur sera 2.
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Dans ce cas on a

z—2=12B}, z + 2 = 2B}.
Mais d’aprés (4) cette derniére équation devient

X2+ 1= B},

ce qui est impossible.

4. Si 3 était facteur de x + 2, d’aprés (4), 2 étant
aussi facteur de x + 2, (6) serait décomposée comme
suit en deux relations

x + 2 = 6B}, r —2=B};

ou bien
x + 2 =6B}s, z —2 =Bis.

La premiére de ces équations, exprimant que le pro-
duit de quatre entiers consécutifs

(x—1)zx(x+1)(xr+2)

est un carré, ne peut pas exister; et la valeur de s est 2
comme dans le cas précédent. Donc on a

x + 2 =12B}, xr —2 =2B}.

Or cette derniére équation, d’aprés la relation (4), se

transforme en
Xt—13 = B},

€quation qui est impossible.
Donc P’équation indéterminée proposée est impos-
sible aussi,



(22)

[K'1,8]

ANALOGIES ENTRE LE TRIANGLE ET LE QUADRILATERE;
Par M. J. BOUCHARY.

Triangle.

1. Dans un triangle le cen-
tre O du cercle circonscrit, le
centre de gravité G, le point
de concours H des hautcurs
sont en ligne droiteetl'on a

2.0G = GH.

2. Les miliecux des cotés
d’un triangle quelconque for-
ment un triangle semblable
au premier, mais inverse—
ment placé. Rapport d’homo-

L.
thétie: —.
2

3. Le centre d’homothétie
est le point G.

4. Si par les milieux A'B'C’
des cotés BG, CA, AB on méne
des paralleles a BB', CC' et
AA’ qui coupent GC, GA, GB
en MNP, le triangle MNP est
semblable au triangle ABC
dans le rapport de 1 a 2.

5. L'aire de ce nouveau tri-
angle est égale au quart de
P'aire du premier triangle.

Quadrilatére.

1. Dans un quadrilatére le
point d’intersection O des dia-
gonales, le milien m de la
droite joignant les milieux des
diagonales le centre de gravité
G sont en ligne droite ct

Om=3mG.

2. Les centres de gravité des
triangles qui deux a deux
forment le quadrilatére donne
un quadrilatére semblable au
premier, inversement placé.

Rapportd’homothétie: % .

3. Le centre d’homothétie
est le point m.

4. Si 'on joint les points ou
les droites joignant les mi-
lieux de deux cdtés adjacents
coupent les diagonales du qua-
drilatére, on a un quadrilatére
semblable au premier dans le
rapport de 1 a 2.

5. L’aire de ce nouveau qua-
drilatére est égale au quartde
de l'aire du premier quadrila-
Lére.
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6. Quand on projetie les
sommets A, B, C d’un triangle
en a, b, c.sur une droite A
du plan, l'aire algébrique du
triangle ABC est

aire ABC = aire Abc
+ aire Bca

~+ aire Cab

7. Si 'on joint les milieux
des cotés d’'un triangle on a
un nouveau triangle, si sur ce
triangle on répéte la méme
opération, on a un troisiéme

triangle et ainsi de suite la.

limite de ces triangles et le
centre de gravité G du trian-
gle primitif.

8 Si par les milieux A'B'C’
d’un triangle ABC on méne
des paralléles aux cotés, on a
un triangle A'B'C’ dont le
centre de gravité G coincide
avec celui du triangle ABC.

6. Quand on projette les
sommets A, B, C, D d’un qua-
drilatére en a, b, ¢, d sur une
droite A du plan, on a

aire A bd + aire Bea
—+ aire Cdb + aire Dac
= aire ABCD.

7. Si I'on joint les centres
de gravité des triangles qui
deux a deux composent le
quadrilatére on a un quadri-
latére semblable au premier
sisur ce quadrilatére on répéte
la méme opération et ainsi de
suite, la limite de ces quadri-
latéres est le centre de gravite
G du quadrilatére primitif.

8. Si par les milieux E, F
des diagonales AC et BD d'un
quadrilatére ABCD on méne
des paralléles EM' et FM' a
BD et AC,le centre de gravité
du quadrilatére coincide avec
le centre de gravité du tri-
angle EM'F.

[M'3g]

SUR LES FOYERS DES COURBES PLANES;
Par M. J. JUHEL-RENOY.

Tutoreme. — Soient trois courbes C, S, T de
classe 2n ayant les mémes tangentes communes;

Fh Fq, F;, ..

«Fanlesan foyers réels de la courbe T :
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il existe une courbe de classe 2n homofocale a la
courbe C et tangente a toutes les tangentes menées
des points ¥, Fy, ..., Fy, @ la courbe S.

En effet, soient

f(u’ 0)=0, ?(ua 0):0,
S(u,v) +Ko(u, v)=KTF Fy...Fpp — K" (u2+ 02)7,

les ¢quations des trois courbes C, S, %, le foyer F;

ayant pour ¢quation
F,‘ = 0.

De I'équation de la courbe 2, on tire
S, o)+ K (w242 =—Ko(u, v) + KFFFy .. Fyy.

Or le premier membre représente une courbe de
classc 2n homofocale & la courbe C; le second
membre, une courbe de classe 272 tangente & toutes les
tangentes menées des foyers F,, ¥y, ..., F,, & la
courbe S.

La proposition est donc démontrée.

Son application aux coniques nous donne les deux
théorémes suivants :

Tukoritme. — Soient trois coniques G, S, = ins-
crites dans un méme quadrilatére,F, etF, les foyers
réels de la conique T; il existe une conique homofo-
cale a G, inscrite dans le quadrilatére des tangentes
menées des points ¥, et ¥y @ la conique S.

Dans le cas ot les deux foyers I, et ¥, se con-
fondent, ce théortme devient :

Tutorkme. — Solent deux coniques bitangentes S
et X¥; le quadrilatére des tangentes communes a
Uune des coniques S et a une conique C homofocale
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a Uautre conique X est circonscriptible a un cercle :
le centre du cercle est le pdle par rapport a la
conique S de la corde des contacts des deux co-
niques S et Z.

Ces deux théorémes comprennent, comme cas parti-
culiers, les beaux théorémes de Chasles sur les coniques
homofocales.

[029]
SUR DEUX PROPOSITIONS DE RIBAUCOUR
(QUESTIONS 858, 859);

Par M. R. BOUVAIST.

Je démontrerai tout d’abord le théoréme suivant :

Tutorime. — Sotent deux points M et (M') décri-
vant deux courbes (M) et (M') de telle sorte que la
droite MM' touche en T une courbe (T), les tangentes
a (M) et (M') en M et M' se coupent sur une
courbe (K) en K, la tangente & (K) en K coupe MM’
en S; si sy et oy désignent les rayons de courbure
en M et M' a (M) et (M') on a la relation

Cow  MS.M'T KM’

om  MS.MT 8’
Soient N l'intersection des normales & (M) et (M')
en M et M/, u et p' les centres de courbure de ces
courbes en M et M/, « et § les intersections de la nor-
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male en K & (K) avec NM, NM'. Posons
P PPN oA A
NMM' =9, NM'M =8/, MKa = o, M'K

nonus aurons

dM) MK TM o d(M) dm)
aon = wk T 100 =Kagre =Ke s

d’ou

KM TM _ Mp KM cosy MK TM _ Mp coso

KM TW — My’ KM cose’ Mk TM T My cose’’

& MS KS M'S KS

oll, en remarquant que —— = Y T T
cosg  cosd’ cosw cosf

MS  MT My cos36'

MS " MT™ My cossd

l

d’on enfin
oM MS M'T KM’
oM = MS NT 3o

Un cas particuliérement simple sera celui ot le rap-

MS | MT .
'N)l‘[ M S W,T‘ Sera harmomque; nous aurons alors

ow _ KM

o KM’
En voici deux exemples géométriques :

1° Les courbes (M) et (M) sont une seule et méme
conique, la courbe (K) est une droite. On voit que :

Si les deux tangentes ¢ une conique en M et M' se
coupent en K, le rapport des rayons de courbure a

cette courbe en M et M’ est égal au cube du rap-

KM
Port gy
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2° Les courbes (M).et (M') sont une seule et méme
cubique, le point T est un point d’inflexion de cette
courbe, le point K décrit alors la polaire harmo-
nique (K) de T: d’ou la proposition suivante :

Une sécante issue d’un point d’inflexion T d’une
cubique coupe la courbe en M et M', les tangentes a la
courbe en M et M’ se coupent en K, le rapport des
rayons de courbure de la cubique en M et M' est égal

KM
«au cube du rapport R

Ceci posé, les deux propositions de Ribaucour que
je considére sont les suivantes :

Question proposée 858 (1868, p. 19o; réimprimée
19170 p. 197).

D'un point M dans le plan d’une conique, on
méne a celle-ci les deux tangentes MA et MB, puis
par M, on méne une droite MC.

Aux points A et B on construit les coniques ayant
quatre points confondus avec la proposée et tan-
gentes a MC.

Démontrer : 1° que ces coniques touchent MC au
méme point G; 2° que si l'on fait tourner l'une
d’elles de maniére a la rabatire autour de MC du
cité de la premiére, les coniques ainsi obtenues
auraient en ce point un contact du troisiéme ordre,
c'est-d-dire qu’elles auraient en C quatre points
communs confondus.

Question proposée 889 (1868, p. 19o; réimprimée

1917, p.157) :

Démontrer la méme proposition pour les courbes
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du troisiéme degré, lorsque M est sur la polaire
d’un point d’inflexion.

I. Question 838.— Soit w le point ot MC coupe AB,
soient (E) la conique donnée, (A) et (B) les faisceaux
formés par les coniques qui surosculent (E) en A et B,
i conjugué de M par rapport & (E) est le second point
double de Pinvolution déterminée sur MC par les
coniques (A) et (B); il existe donc deux coniques (A )
et (B,) se touchant en p. Une des propositions données
plus haut montre qu’elles ont méme rayon de courbure
en u.

Soit u' le conjugué harmonique de u par rapport 4 A
et B. La sécante commune & (A,) et (B,) qui corres-
pond & MC passe par @/, si l'on fait correspondre aux
points communs & (A,) et (B,) situés sur cette droite
les points cycliques, (A,) et (B,) se transforment en
deux cercles égaux tangents extérieurement, car u’ est
¢videmment un centre de similitude de (A,) et (B,).
Il en résulte que si w, et w, sont les centres de (A,)
et (By), pw, et pw, sont conjugués harmoniques par
rapport & wA et uM. Prenons la symétrique (B))
de (B,) par rapport & My parallélement & AB, (B))
aura son centre sur ww,, axe d'aberration de courbure
de (A,) en u; comme elle a en ce point méme rayon
de courbure que (A), elle lui est surosculatrice en p.

Question 839. — Cette proposition n’est vraie que
dans un cas particulier. Soit I le point considéré;
si JAB=xr=0, MA=:=0, MB=y =0, MA

et MB étant les tangentes 4 la cubique en A et B,
I'équation générale de celle-ci sera

yalar + 8y +yz3]+Ba(Azx+ By +y3z) =o,

ax + ) +vs=o étant la tangente d'inflexion.
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Le faisceau (A) sera

Ba?+ pat+ 2—(m—g——‘}—)avz+ 2y3=o.

Le faisceau (B) sera

(a—A)

Bz?+ 2 2+ 2——Y——zy+zyz =o.
Les polaires de M par rapport & (A) et (B) se
coupent en un point w fixe de la polaire harmonique

(32

yoinl w n'est pas sur AB, sauf dans le cas ot A—a=o0
| : ) )

ys=o de I par rapport & la cubique); ce

cas auquel la cubique se décompose.
Les coniques

(A))=|BBz+ (2 —A)z|2+2BB[By— 3]s =0,
(By)=|Byz+(2—A)yI2+2By[ys —Byly=o0

touchent My en w; les propositions démontrées plus
haut montrent, du reste, qu’elles ont méme rayon de
courbure en p.

La sécante commune 4 (A,) et (By) qui correspond
4 la tangente My a pour équation

2BEy(a —A)x+[(a—A)2—2By||By+v3]=0;

elle passe par I, qui est du reste un centre de simili-
tude de (A,) et (B,); un raisonnement identique &
celui que nous avons fait plus haut montre, dés lors,
que (A,) et la conique (B)) obtenue en prenant la
symétrique de (B,) par rapport & M parallélement
a lu, sont surosculatrices en . .

La proposition de Ribaucour est donc inexacte et,
rectifiée, doit s’énoncer comme il suit :

Si par un point d'inflexion 1 d’une cubiqueT,
on méne une sécante coupant la courbe en A et B, il
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existe une conique (A) surosculatrice a T en A et
une conique (B) surosculatrice @ T en B, qui
touchent la polaire harmonique A de 1 par rapport
aT au méme point p, si (B') désigne la conique
obtenue en prenant la symétrique de (B) par rap-
port a A, parallélementa [y, (B") et (A) sont suros-
culatrices en .

[M*1]
SUR L'ORDRE DE SURFACES ENGENDREES
PAR COURBES D'UN ORDRE DONNE;

Par M. C.-H. SISAM.

Ou sait que si chaque génératrice rectiligne g sur
une surface réglée coupe toutes les autres génératrices
en un poinl variant avec g, la surface est un plan. Des
théorémes analogues pour des surfaces engendrées par
des coniques se coupant en un ou plusieurs points ont
été démontrés par M. Keenigs dans les Annales de
I'Ecole Normale supérieure (3 série, . V. p. 177-
192) et pour des surfaces engendrées par des cubiques
par M. Humbert dans le Journal de Mathématiques
(4" série, t. X, p. 169-201). Les résultats obtenus cons-
tituent tous des cas spéciaux du théoréme suivant :

St une surface d’ordre m est engendrée par des
courbes irréductibles d'ordre n de telle facon que
deux courbes génératrices arbitraires se coupent en
v points variables, nous aurons mvsn?.

Une surface d'ordre xv > m contient une courbe
donnée du systeéme générateur sur la surface donnée si
L]
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elle contient zv7n -+ 1 points sur la courbe, c’est-a-dire
si les coefficients dans son équation satisfont, au maxi-
mum, & zvn+1 équations linéaires indépendantes.
Elle contient une deuxie¢me courbe donnée, si ils satis-
font, au maximum, A& £vn 4+ 1—v autres équations
indépendantes, Continuant de cette facon, nous trou-
vons que la surface d’ordre zv posséde xvn -+ 1 points
communs avec toute autre courbe du systéme généra-
teur et, par conséquent, a la surface donnée comme
composante si les coefficients dans son équation satis-
font, au plus, &

(1) VR +I1+ ZVR+1—9¢ + YN +1—2V + ...+ 1

- (xn +1)(zvn +2)
2

conditions linéaires indépendantes.

Mais le nombre réel de conditions auxquelles les
coefficients doivent satisfaire pour que la surface
d’ordre xv ait la surface donnée comme corﬁposante est

(2) N(z‘v)+|-—N(.z'v-—m)—1=(xv +1)(xv+2)(xv+3)

6
_ (wo—=m~1)(@v—m~+2) (@v —m+3)
3mxr2 43 (4m—m2)xo +11m—6m2+4+m?
= 2

6

puisque toute surface d’ordre v — m, avec la surface
donnée, constitue une telle surface d’ordre xz¢.
Puisque (1) donne une limite supérieure pour (2),
nous avons, pour toutes les valeurs de # plus grandes

m
que 'V—;
(zn+T1) (2ny +2)
2
S 3myvia?+3(4m—m?)ve +1im—6mi+ md
= 6
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ou
3(nt— mv)oxr+ 3(2n+nv + m?y—4mo)z

—(m—1)(m—2)(m—3)2o0.

Le coefficient de 22 ne peut étre négatif. Sinon, en
prenant z suffisamment grand, nous pourrions rendre
le premier membre de cette inégalité négatif. Dot
myS<n.

En particulier, si m > n?, il viendra v =o, c'est-
a-dire :

Sur une surface d'ordre plus grand que n*, un
systeme algébrique, «', de courbes d’ordre n, cons-
titue un faisceau.

CORRESPONDANCE.

M. dOcagne. — Sur le liew du milieu du rayon de
courbure. — Le théoréme donné dans le n® 2 d’une
note récente de M. Ch. Michel (V. 4., 1917, p. 366)
n’est qu'un cas particulier de ce théoréme bien connu,
de Mannheim : 8¢ les normales auz lieux décrits par
les points M etLrencontrent en My et I, la normale a
l’enveloppe de la droite M1, la normale au lieu décrit
par le milieu P de MI passe au milieu P, de M,1,.

Si le point I est le centre de courbure de la courbe
(M), le point M, se confond avec I, et le point I, est le
centre de courbure de (I). On voitainsi que la normale
au lieu de P passe par le milieu P, de II;, et, comme
la droite PP, est alors parallele a MI, que la tangente
aulieu de P est perpendiculaire a la droite joignant
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le point M- au.centre.de courbure correspandant 1,
de la développée. Clest la le théoréme qu’a retronver
\l. Ch. Michel.

CORRESPONDANCK..

M. d’0cagne. — Sur le centre de courbure des con-
vhoides. — Le théoréme général d’ot M. Goormaghtigh
fait remarquer (V. A., 1917, p. 434) que l'on peut
déduire la construction du centre de courbure de la
conchoide de Nicomede, qui fait I'objet de la ques-
tion 2234, est précisément celui d’oit je I'ai tirée. Ce
théoréme général se trouve démontré a la page 286 de
won Cours de Géométrie descriptive et de Géométrie
infinitésimale (Gauthier-Villars; 1896).

M. V. Thébault. — Au sujet de la question 2324. —
Cette propriété n'est qu'une forme particuliére de la
suivante, trés répandue dans les recueils élémen-
laires :

S, dans un triangle ABC, Uangle A est égal a
120°, Uinverse de la bissectrice intérieure relative a
cet ungle est égal a la somme des inverses des colés
qui le comprennent.

Voir par exemple le Bulletin de Mathematiques
clémentaires. 1go1 p.

77
M. V. Thébault. — Sur wune proposition de
Luguerre. — Voici une autre démonstration, pour le

ras du triangle, de la proposition de Laguerre envi-
sagée par M. R. Bouvaist, (V. 4. 1917, p: 315).
Ann. de Mathemat., }* série, t. XVIIL (Janv. 1918.) 3
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1. Soient une conique et un cercle représentés par

les équations
2 2
S= E; -+ -‘2%- —1=o0,
S'=(x—a)+(y—06)2—R2=0.

Leurs invariants sont

1 1 Y

A=— a’b"’ 0 = —’-lz—b?(d"—i—aa—— al~— b? — R’),
,  a? fs2 at 1 ,
6=;+z—;-—-l——“'z<-r+?7—2>) A"= — R2.

La condition pour qu’il soit possible de circonscrire
& la conique un triangle ABC qui soit en méme temps
inscrit dans le cercle, s’écrit

(1) 02 = 449"

2. Soient I et F' les deux foyers de la conique S,
F" I'inverse de I par rapport au cercle 8’ et O le centre
de ce cercle; désignons par u et ¢ les longueurs OF et

OF'; on a

" wr=(a—c)?+ B2, vi= (2 +c)?+ 32,
dou
ul + o2 U 4 p2 )2
=oal+ f24c?,  wil= (———,-———41’0’;
3
et
g (ut—2)t 3= — (u?— v02)2— 203 (Uu?+ 0?) + 4c*
rETTE %c :

En substituant ces derniéres valeurs dans ’égalité (1)
on obtient la relation de Laguerre

(2) (R?2— u?)(R1— ¢1) = 4b1R2,

3. Cette relation (2) peut étre transformée et donner

(') Cf. Nouvelles Annales, 1903, 21}.
9



d’abord ,
I—?—F—b—;—j-gg = ja? (Laguerre),
puis
F'R < F'F' = 4a? (Laguerre).

ANCIENNES QUESTIONS NON RESOLUES

2443 (1910, 95). — Si I'on pose (1)
- a+by/a+cy/—5+dy/ay/=5
= )

V2

a, b, ¢, d étant entiers, a et ¢ étant de méme pavité :

1° Les nombres x sont des entiers algébriques;

2° La somme ou le produit de deux nombres n est un
nombre x;

3° La norme du nombre x (c’est-a-dire le produit de ce
nombre par ceux qu'on obtient en changeant y/2 en —v,
ou y/=% en — /=5, ou en faisant ces deux changements a la
fois, est

X = (a’—zlﬂ-&- 5¢2—jod?
2

)2+lo(ad— be)?;

4" La norme du produit de deux facteurs est égale au pro-
duit des normes de ces facteurs;
5° Etant donnés deux nombres de la forme indiquée, peut-on
m+nya+... )
———————— appelé
V2
r4+syva+...

V2

trouver un nombre de méme forme

quotient, et un autre nombre de méme forme

appelé reste, tels qu’on ait

a+byz+...
Va

_e+flra+...m4+ny2+... . r4sy24...

= ’

V2 Va V2
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tels, de plus, que la norme du reste soit inférieure a celle du

diviseur? G. FoNTENE.

2151 (1910, 239). — Ktablir directement (pour 7 # 1) I'éga-
lité

'p—

..
©
o
-
®
-
]
°

(2n)! (2n—1)! " 777 g2

relative a la formule de sommation d’Euler-Maclaurin.
G. FONTENE.

2156 (4910, 335). — On considére la suite des polynomes
en .
Py, Py, Py, Ps, ..., Py,

tels que

nP,=03n—2)P, 1 —(3n—4+a)P,_,

+(1—x2)(n—2)P,_;
avec

1* Montrer que l'on a
Po=ay+Clayxr + Clagar~+...+ Chapzr+...+ Clapzn,

CH étant le noembre des combinaisons de n lettres p a p et a,,
étant fonction de p seul indépendant de x et n;

2° Montrer qu'il v a une relation linéaire entre-a,, a,_,,
a,.5 vérifiée quel que soit p. En conclure la valeur de a, en
fonction de p. - R.-GILBERT.

2161 (4940, 336). — Unc pyramide réguliére, de sommet S,
a pour base un rectangle ABCD. On considére le paraboloide
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de révolution de sommet S qui- passe par:le cercle circonscrit
au rectangle ABCD et le parallélépipéde indéfini dont ce rec-
tangle est la section droite. -Démontrer que le solide commun
a ces deux corps, limité au plan de base dela pyramide, a un
volume double de celle-ci. M. p’OcAGNE.

Nous terminons ici la réimpression des Anciennes questions
(1842-1910) non résolues. On trouvera plus loin.(p. 43 ) les No*
des questions restées sans solution au 31 Décembre 1g17.

(N.d. L R.)

~QUESTONS.,

2330. Si l'on désigne par F¥ le i nombre figuré d'ordre p

F? = 1(z+1)...(‘1+p—1)’

7 .F?=I,

la somme
F{ +Fizx +Fiat+. ..+ Fhan-1
a pour expression

1+ Axh+ Ban+t 4, 4= Han+p
(| __z)p-k!

’

les coefficients A, B, ... étant -tels- que le numérateur soit
divisible par le déneminateur. Le numérateur est de la forme

xn xnt+1 rht+2 xxht+r
I—N|]— —C} 4+ C3 — = (—1)PCE ’

[n P a1 Pn+2 { Pn+p
et 'on aura

_ 1), (np)

N i3

La série entié¢re

PPl Floto . = Fhart
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est convergente pour |x| <1, et a alors pour somme

1
(1—-z)p+1’
G. FONTENE.

2331. Considérant le réseau formé dans l'espace a trois
dimensions par les points a coordonnées entiéres dans un
systéme d’axes rectangulaires, on demande de déterminer les
triangles isoscéles ayant comme sommets trois points du
réseau. E. CAHEN.

2332 Soit ABA'B’ une section principale d'un ellipsoide
dont les axes sont AA’, BB’, CC'. Par le sommet C, on méne
la paralléle CD a I'un des axes AA’ de cette section; par le
sommet C', ure paralléle C'D'a Pautre axe BB'. Si une
droite A se déplace en rencontrant constamment [ellipse
ABA'B’ et les droites CD et C'D’, le volume enfermé dans la
portion de surface qu’engendre le segment de A compris entre
les droites CD et C'D’est égal an volume de I'ellipsoide.

M. p’OcaGNE.

2333. Construire deux cercles de méme rayon, tangents
entre eux, et touchant chacun une droite donnée en un point
donné, en avant soin d’examiner quel est le nombre des solu-
tions réelles. M. p’OcaGNE.

2384. Quand une droite se déplace dansun plan, les centres
de courbure des éléments décrits simultanément par des
points marqués sur cette droite appartiennent, d’aprés un
théoréme connu, & une conique; démontrer que le lieu des
deuxiémes centres de courbure correspondants est une sex-
tique. R. GOORMAGHTIGH.

2333. — On considére une tige guidée BB', glissant le long
de O'x, dont l'extrémité B est reliée au bouton A d'une
manivelle OA tournant autour de O, non situé sur QO'z, avec
une vitesse angulaire constante. Soit & la distance de 03 O’z
et posons

OA =a, AB =1, ABO' =, I >a+38.

Démontrer que les valeurs des angles ¢, correspondant aux
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positions du point B pour lesquelles la vitesse de ce point est
maximum, sont données par I'équation

12(1*— a?)sin®p — 4138 sinbo— [2({2— a?— 53?) sin*gp
+218(312+ a?—8?)sind¢ — [2({2— a2+ 1082)sin%ep
+208({2— 3a?+ 382) sing

= (12— a? + 3?)(82 — a?).
R. GOORMAGHTIGH.

2336. Trouver une suite indéfinie de nombres entiers zy,
oy veey Tno ..., telles que tous les produits

Xyy XTylay, ceey TyXg e Ty, oo

~oient des carrés augmentés de 'unité.

Ilexiste uneinfinité de telles suites. En effet zy, za,...,2p,. . .,
¢tant supposés connus, on peut trouver une infinité de valeurs
satisfaisantes de x,. L’intérét de la question est de former la
plus simple de ces suites, c’est-a-dire celle pour laquelle la
valeur satisfaisante dont il s’agit est minimum, quel que soit n.

P. CARISSAN.

2357. Un tétraédre inscrit & un ellipsoide de révolution a
pour centre de gravité le centre de celui-ci. On joint les som-
mets du tétraédre a I'un quelconque des foyers de I'ellipsoide,
chacune des droites obtenues étant limitée au sommet dont
clle est issue et a la face opposée. Démontrer que les quatre
scaments ainsi déterminés ont méme longueur.

R. Bricagb.

2338. Si ABCD est un quadrilatére plan fixe, A'B'G’'D’ un
autre quadrilatére plan, mobile dans I'espace, mais invariable
de forme, il existe une infinité de positions de ce second qua-
drilatére pour lesquelles il est perspectif du premier, c’est-
a-dire telles que les droites AA’, BB’, CC', DD’ concourent en
un méme point S. Démontrer que le lieu de ce point S est un
cercle. Bejor.
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N des Anciennes questions des Nouvelles Annales
(de 1842 a 1910, N~ 1 2 2166)°
restées sans solution au 31 décembre 1947.

62 126 266 333 383 424 554 592
593 598 604 617 643 703 730 731
732 T4 791 805 812 880 888 891
893 947 967 999 1000 1042 - 1038 1063

1074 1078 1107 1108 1149 1206 1234 1236
1256 1305 1361 1365 1366 1446 1486 1490
1519 1522 1523 1530 1564 1571 1396 1599
1600 1609 1629 1631 1647 1686 1687 1688
1680 1690 1691 1692 1693 1694 1695 1705
1715 1731 1738 1747 1761 1762 1763 1776
1777 1810 1821 1824 1826. 1828 1837 1838
1847 1830 1854 1856075 1839 1884 1883 1886
1889 1890 1892 1911 1937 1944 1956 1988
2003 2010 2038 2039 2043 2087 2063 2096
2116 2141 2145 2156

La comparaison avec le Tableau publié précédemment (1915,
p. 246) montre qu'un nombre notable de questions ont été
récemment résolues, grace aux efforts de nos lecteurs.

Nous les en remercions, et nous comptons sur leur persé-
vérance.

On voit que 116 questions seulement restent sans solutions,
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[L'11a]

GROUPES DE POINTS SUR L'MYPERBOLE EQUILATERE;
EXERCICE PROPOSE;

Par M. P. APPELL.

Probleme. — Soient quatre points pris sur une
hyperbole équilatére A,. B, G, D,; les hauteurs du
triangle B, G, D, se coupent en un point A, situé
sur I'hyperbole, de méme les hauteurs de C, D, A,
se coupent en un point B, de la courbe, etc. On déduit
ainsi des quatre points A, By, G, D,, quatre nouveaux
points Ay, By, Gy, Dy; de méme de ces quatre points
on en déduira quatre autres A;, By, Gy, Dy, ... et ainsk
de suite. Etudier la suite de ces groupes de points :
est-1l possible que le groupe A,, B,, C,, D, coincide
en tout ou en partie avec A, B,, G, D,.

Indications sur la solution. — 1.’ étude générale des
troupes de points sur une courbe algébrique se rat-
tache au théoreme d’Abel. Le probléme actuel se traite
d'une facon élémentaire, & l'aide de la fonction expo-
nentielle.

Soit £y =1 I'équation de la courbe rapportée a ses
asymptotes; chaque point est défini par son abscisse.
Si les sommets d’un triangle ont pour abscisses
', x", z", le point de concours des hauteurs a une
abscisse x donnée par

zr'z" " = —1.

Ann. de Mathémat., f* série, t. XVIIL. (Févr. 1918.) 4
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Posons pour un point de la courbe

r = et y=e"

Les quatre premiers points A, B,. C,. Dy correspon-
dent  des valeurs de ¢ : 2y, 3, 7. 3,. Ona ensuite,
cn appelant o, 8, +,, 3, les valeurs de ¢ correspondant

a Am Bm Cu- ])m

[N TP - ’

Ay + Gy Y 0 =T

St v+ 0y + 4y = T4

Yok Oy oy - 3y=nd,

’:2+1‘+3‘+“"E‘tl‘

et en général

. g - ey
Upiy + By vp - B ==L
f o ' —_ ;
I’l’“*l_{_YI’T Op T Ap =T,
N P Y
(pri Op -2+ 3= ¢,

5 .
Spat 4Py yp=we,

lc:signe = diquant une égalité A
de awi pres. SiPon pose

—_ 2] . o
Sn=%u+ Bu-i-Yut+ S

on a
Sp& 1 -+ -;S/)E 0)

des

aniltiples

formule (qui permet de calealer S, On o ensuite

Apiy — Ap = Sp=TL,
[7 \S— ;
Sp+r— Bp+ Sp==%4,
Tpt—Yp -+ Sp=7y,

N S Qs
Spiy—0,+ S,=xr
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[119a]
AU SUJET B'UN ARTICLE BE M. A. GEIIARINN;

Par M. Emie TURRIERE.

Les Nouselles Annales de Mathématiques (19106,
p- 62-74) ont publi¢ un intéressant article sur les
Distances, en nombres entiers. de troisipoints et de
leur centreisogone a 120° de M. A. Gtraroin (Nancy ).
Il s’agit de la résolution en nombres entiers et positifs
des trois équations simnltanées :

! x2+:l»)/_;_.y2= D,
i) )y?—i—yz—l- 5= (1,

. S+ s+ 2= .

Le symbole [ que j’utilise signifie carré parfait,
selon la notation habituelle des anciens géometres.

Je crois utile de signaler ici, et trés rapidement
d'ailleurs, quelques remarques fondamentales sur le
systtme précédent d’équations indéterminées et sur
un systeme beaucoup plus général. Il est manifeste
que, sans restriction de généralité, il est possible de
remplacer 'hypothése que lesnombres z, y, = sont des
entiers par celle de Ia rationalité de ces nombres. Plus
généralement encore, je supposerai quon ne fait
aucune hypoth&se sur les signes de z, y et z.

Dans ces conditions, je considérerai un systéme de
trois équations simultanées quadratiques et homogénes
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de la forme suivante :

Ax2+ Bxy + Cy2= 0O,
(2) Dyr+Eyz+ Fzt =[],
Gz2+-Hazr+ [22= O,

ot les neuf coefficients A, B, ..., H et 1 sont des
nombres rationnels algébriques quelconques. Chacune
des trois équations constitutives d'un tel systéme
n’est autre qu’'une équation de Brahmagupta-Fermat,

A+Bt+ Ce=[,

mise sous forme homogéne. Relativement & ce sys-
ttme (2) j’établirai tout d’abord la proposition sui-
vante :

Lorsque chacune des trois équations de Brahma-
gupta-Fermat constitutives du systéme (2) est réso-
{uble (abstraction faite des deux autres équations),
Uétude du systéme (2) est équivalente a celle, dépen-
dant des fonctions elliptiques, des arithmopoints
d’'une surface du sixiéme degré de lU'espace ordi-
naire.

Je suppose, en effet, que chacune des équations (2)
est résoluble; il en résulte que chacune de ces trois
équations admet une infinité de solutions; si, pour
fixer les idées, I'équation de Brahmagupta-Fermat

Az?+ Bay +Cyrt=0

admet la solution particuliere (x = xy, 3 =13 ), sa
solution générale en nombres rationnels algébriques
est susceptible d’étre représentée par l'arithmopoint
courant de 'arithmoconique d’équation ‘

Axrt+ Bay + C)p*= \Nx} + Bxy yo+ Cyi.
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Les coordonnées de cet arithmopoint courant
s’obtiennent alors comme intersection de cette arith-
moconique avec une arithmodroite arbitraire pivotant
autour de Parithmopoint connu a priori. Soit

Y= Yo=1L(x — )
I'équation de cette arithmodroite, Z étant un nombre
rationnel algébrique. L’arithmopoint d’intersection
autre que le pivot (2 =, y*=y,) a donc pour
coordonnées
> Cxy22—2CyoZ — (Azy+ Byy)
- CZ*+BZ +A ’

_ —(Bay+Cyy)22—2AxZ + Ay,
y= CZ*+BZ+ A ’

de sorte que le rapport—': qui seul nous intéresse ici a

pour expression en fonction de Z :

_ (Bay+Cyy)Z2+ ').AxOZ——Ayo‘

Y
3) *~ = Cxel2+ 2CyoZ + Ao+ By,

A chaque arithmopoint ou solution de I’équation de
Brahmagupta-Fermat considérée correspond une valeur

du paramétre Z =Y —"X%; réciproquement, i toute
xr — &,

2

valeur rationnelle de Z correspond ainsi une solution
(a un facteur prés d’homogénéité) de I’équation de
Brahmagupta-Fermat.

Cette remarque faite, si le systéme (2) est constitué
de trois équations de Brahmagupta-Fermat séparément
résolubles, la méthode précédente donnera des expres-

. . z x ,
sions rationnelles de 7 et de = analogues & P'expres-

sion (3) : le rapport:f; s’exprimera au moyen d’un pa-

Z— 2

ramét; X = t le rapport 2 au moyen
re = et le rapp - y
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d’un parameétre Y = -4 par les formules
' B St €]

_(Eyi+Fz)X*+ 2Dy X — Dz

T —Fy X2 2F 5 X+ Dy + Ez, '
(Hzy +T2) Y2+ 2G32,Y — Gay |

T U5 Yer o0l Y & Gaga- Hay’

(3 bis)

DREE SK

(»4y 3,) est une solution de lu seconde équation du
systéme (2); (33, Z2) est de méme solution particu-
litre de la troisieme équation. Il n'est pas nécessaire
de supposer qu’il existe des relations spéciales entre
Toy Yoy )iy 34y S2 €L Ty

1l résulte maintenant de tout ce quiprécede que Uon
peut établir une correspondance entre une solution
quelconque (z, )y, 3) du systéme (2) et un groupe de
valeurs des trois paramétres X, Y, Z, sous la seule

condition que le produit des trois rapports 2 - et

3

r
soit égal & Yunité. Cetle condition étant vérifide, la
connaissance de \, Y, Z entraine celle d’une solution
du systéme (2) & un factear d’homogénéité pres. La
proposition énoncée plus haut est donce élablic et
Uéquation de Ta surface du sixicme degré dont U'dtude
arithmogéométrique est équivalente a I'étude du sys-
weme des trois équations de Brahimagupta-Fermai est
finalement, dans un espace rapporté & trois axes OX,
OY. 07 :
[(Bay-+~ Cyo)L2+2AxgZ — Ay,
X [(Eyy+Fs)X2+2aDy,; X — D3|
I (Hs =Ty ) Y24+-2G 3 Y — Gy |
= |—CapZ2+2C yoZ 4 Axy+ B y,]
X [=FmX2+a2F 5 X+Dy,+ Kz
X[— 1z Y2t-alad: Y+ Gzy+ Hay).

Cette surface du sixieme degré est d'une nature bien
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-péciale, ce qui simplifie heureusement ’étude arith-
mngéométrique. Les lignes de niveaa (1'un quelconque
des plans coordonnés étant pris pour plan horizontal)
wout des quartiques planes irés particuliéres. Une
telle guartique a. en effet, une équation de la forme

aX2Y2 4 XY(EX 4+ 7Y) +2s(X,Y) = o,

2, (X, Y ) étant un polynome quadratique en \ et Y.
Il est manifeste que cette quartique plane n’est aulre
que L projection de la biquadratique gauche d’équa-
tions
XY = 7.
alt = 13N =7 Y2 (X, Y) =0,

De cette nouvelle remarque importante il résulte
quon se Arouve en présence dune question (nti-
mement lice a Uétude arithmogéométrigue d une
biquadratique gauche. Je n’insisterai pas sur cette
belle question que j'ai longuement étudiée, sous le
point de vue arithmogéométrique, dans les ‘Votions
dArithmogéométric en cours de publication dans
Finselgnement mathématique (V).

Ainsi done, dans sa plus grande généralité, le pro-
bleme étudié par M. A. Girarvin « probléme que l'on
peut classer parmi les questions ardues d’amalyse
mddéterminée en entiers positils...» se rattache intime-
ment aux applications  géométriques des fonctions
clliptiques. Les équations (1) sonl manifestement. en
cfiet, des équations individuellement résolubles.
I équation

a2+ ay + yi= a?

(') Cf. Le probléme de Jean de Palerme et de Léonard de Pise
(L Enseignement Mathématique,t. XVIL, 1915, p. 315-324); Notions
A Arithmogéométrie (1bid.. t. XVIIL, 1916, p. 81-110 & p. 397-428
el a suivre).
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admet la solution banale z =0, j=a; d'ol, en
posant
y=a+71x,

se déduit la solution générale :

- 27 +1
SAR Fy ek

1— 72
‘}/=

Q o
72+ 71 +1

L’équation de la surface du sixiéme degré associée
s’obtient immédiatement par multiplication membre &
membre des équations

(L2— ) =(2L+1)y,
(X2-—1)y =(2X~+1) 3,
(Y2—113=(0Y +1)7;

on est ainsi conduit & I'équation relativement simple
(X2—0)(Y2—1)(Z2—1) = (2X 1) (2Y +1)(2Z+1).
La biquadratique associée a donc pour équations

XY =1,
(2—-X2—=Y2+1)(A2—1)=(2h+1) [40+2(X+Y)+1];

# est un parametre rationnel quelconque; X, Y, Z
sont les coordonnées cartésiennes dans le systéme
d’axes auxquels est supposé rapporté I'espace qui con-
tient cette biquadratique gauche.

1l n’est peut-étre point sans intérét de rappeler ici
un autre remarquable cas particulier des ¢quations du
type (2). Clest celui du systeme des (rois équations
indéterminées

xr+y2= [,
yi+ 2= [,

24+ 2= 1,
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du probléeme des parallélépipédes rectangles dont
les arétes et les diagonales des faces sont com-
mensurables. Ce probléeme a été traité par L. Evier (1)
qui en a formé des solutions particuli¢res dépendant
de paramétres et qui en a signalé la solution toute
particuliére

xr = 44, Y = 2jo, 5 =117

lci encore les équations sont manifestement réso-
Jubles et 'on doit poser

(L2—nx =21y,
(X2—1)y=12X3,
(Y2—1)3

I

2Yx:

de sorle que cette question est encore réductible &
I'étude arithmogéométrique de la surface du sixiéme
degré d’équation

(X2 1) (Y2 —1) (Z2—1) = 8XYZ;

clle se rattache elle aussi & I'étude d’une biquadra-
lique gauche au moyen des fonctions elliptiques.

CORRESPONDANCE.

R. Goormaghtigh.— Sur certaines paraboles asso-
ctées @ ellipse. — Dans sonarticle sur les paraboles

(') L. EvLert Commentationes arithmetice collecte, Petro-
1oli, 184g. Tome II : Fragmenta commentationis cujusdam ma-
Joris, de invenienda relatione inter latera triangulorum quorum
area rationaliter exprimi possit (p.648-651). Les paragraphes 52-55
(p. 650-651) de ce fragment sont relatifs au probléme signalé dans
Iv texte ci-dessus : Invenire tria quadrata. quorum binorum
‘umma sit quadratum.
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el , qui passent par les pieds des normales issues d’un
point P a une ellipse E (Nouv. Ann., 1917, p. 401),
M. Barisien démontrait (§ 9) que, lorsque P décrnt
I'ellipse donnée, la droite qui le joint a I'intersection )
des axes de m, et =, reste normale a une ellipse fixe.
En employant les résultats de cette Note, on peut
démontrer ce théoreme plus général : Si le point P
décrit une conique ayant méme centre et méme
direction d’axes que K. la droite PQ reste normale
@ une ellipse fice.

Observons que. si deux coniques ont méme cenlre
el mémes divections d’axes, les droites qui joignent les
points de méme anomalie excentrique © sont en général
normales a une ellipse. On voit, en effel. aisément que
Fon peut projeter la figure de maniére que I'équation
normale des projections d des droites considérées ait

la forme
2 sing -— ¥ cosg = ksinao:

Fenveloppe des droites o est alors unc astroide régu-
licre et les droites considérées enveloppent une déve-
loppée d’ellipse. En tenant compte de ce qui précede.
on déduit facilement des équations (12 de la page o
la proposition générale énoncée ci-dessus.

R. Goormaghtigh. —- Nur les développantes arco-
luires. — M. Ch. Michel aindiqué (Nouy. Ann., vgi-.
P- 450) une construction de la tangeute en un point I’
de la déceloppante aréolaire T d’une courbe C par
rapport au pole O. La liaison entre le centre de cour-
bure " de I' en P et celui + de la courbe donnée C au
point correspondant M est également simple :

lL.es normales a G et T se coup&nt en 1., on ménc
par la projection de v sur OM une paralléle @ MP
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Jui coupe OP en (\, la paralléle.a LQ menée par O

Jrasse pars ~',

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1078.

(1872, p. 197, 1916, p. 3601

On donne une courbe plane quelconque et la tangente at
aw point a de cette courbe. On méne la corde be parallé-
lement a la tangente at. Lorsque be se rapproche indé fi-
niment de «at, en restant paralléle @ cette droite, on
denmande :

v La limite des positions de la droite ae qui joint le
point a aw milieu e de la corde be. On obtient ainsi a la
limite la droite que M. Transon a appelée axe de déviation
de la courbe en a:

' La limite des positions du point de rencontre des axes
de déciation de la courbe en b et c; i

3 La limite des positions des droites qu'on obtient en
Joigiunt le point a auxr points d’intersection des cercles
osculateurs de la courbe donnée en b et c;

1" Lo limite des positions du point de rencontre de la
corde commune & ces deux circonférences et de la tan-
vente at.

MANNHEIN.
SortTiON

Par M. J. Sen.
L. Soit Oz la tangente cn un point O dela courbe f(XY)=o.

Dans la région voisine de cc point, on peut exprimer X en
fonction de Y par une relation de la forme

3
R \:m\—p\-—‘—q\” rYr4-. L =e(Y),
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les constantes p, m, ¢} r... étant déterminées par la condi-
tion que si'on substitue la valeur de X dans I'équation f=o
3 .
les termes en Y, Y2, Y2 ... seront successivement nuls.
La droite Y = Ay coupe la courbe en deux points My et M,

dont les abscisses Az, et Az, s'expriment en fonction de Ay
au moyen de I'équation (1), le signe positif du radical corres-
pondant par exemple au point M; de maniére que sil'on pose

VAy =, on ait
(2) Azy=pe+ me?+qel+ret 4. ..
Soit Az Pangle de la tangente en M, avec da. Nous aurons

1 2,
tangAa; = 7 T = s
m+;—€-+——ez+... p l-+——-—s~'~...)

®

\

2 )

2e\ p P?
1
(3) sinAz; = tangAx, (1 + tang2Aa;) ?

am qgm2—3
p( e+~'———£252—4—....

1
= tang Aa; — 5 tangAaz+. ..

_2_S<,_ pm Ami—3pg =, )
J2 r p Sy
2z 2m
A Ay = — |—~—t+...>.

4) 1=l >

La droite X = mY est évidemment 'axe de déviation OD
de la courbe au point O.

II. Transportons l'origine au point M, et prenons pour
nouvel axe des X la tangente M;X,; en M;. Les formules de
transformation seront :

(5 X:.Sx.+ X; cosday — YysinAay,
?) Y = Ay + X;sinda;+ Y;cosAay,
\ Xi= (X - Aqy) cosday+ (Y — Ay)sinla,

6
(6) Q Y= — (X — Azy) sinAay+ (Y — Ay) cosAx,.

La substitution (5) dans I’équation f = o nous donnera une
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équation J1= o, d’ou nous déduirons un nouveau développe-

ment .
x1= m,Y,—i—plYﬁ—{—....

En revenant aux anciens axes de coordonnées nous aurons
pour équation de I’'axe de déviation M, D, relatif au point M,
=) (X — Az ) (cosAxy + miysinday)

— (Y — Ay)(mycosAa;— sinAay) = o.

Développons cette équation en nous bornant aux infiniment

petits du premier ordre et en posant par suite

my=m —+4 pix:
nous obtiendrons

X—mY +Ay(mX+Y—nuY)—Axr;=o.
Nous aurons de méme pour 'équation de I'axe M, D, relatif
au point M,
N—mY +-Axg(mX +Y —pY)—Azs=o.
Et comme Az, + Az, et Aa; -+ Aay sont des infiniment petits

du second ordre, la limite de I'intersection des deux axes sera
le point déterminé par les équations

\ X—mY=o,
(8 . Y Az, Pz
[ ' T hEm =) 20 mi—p)

Ce point se trouve donc, a un infiniment petit du second
ordre prés, sur 'axe MD. Sous une autre forme on peut dire
jque le lieu du point de rencontre des axes relatifs a deux
points My et M, situés sur une paralléle a la tangente O
admet I'axe OD comme tangente d'inflexion.

Pour calculer ., effectuons les opérations indiquées plus
haut. La substitution (5) réduite aux infiniment petits du
premier ordre devient

2
X =X+ Aa.(%— ——\"1),

Y = Y|+ Aa.X,.
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"D’aatre part, nous pouvons, dans le voisinage des points O

et My, remplacer la courbe f par celle qui est représentée par
Péquation

(10) e=X—=mY —rY2—. 2= Y(Pp+gY+sy2+.2=0
= X2 (mi—2pg)Yi—am\Y — p2Y 4. ..

et nous obtenons aprés substitution

(N Yy) + Az, [(P;' - )‘.‘/\."‘\‘\.J

=(1—2mAx)X2—[m 4 (2pq +1--m?) A3 | XY +. ..

?I

@1

d’oit nous tirons

m—(2pg 1 — m?) Az

1) my=
() I— 2/ A%y

= im0 -0 pg Ay
et finalement
(12) u= M1+ apy.

L'interprétation du coefficient 11 est facile. Svient w 'angle
de axe MD avec la normate MY en O et w + A l'angle

\ . .
D; M; Y;: nous avons évidemment
tangw = m tang(w =+ Ao = m + p Az
et par suite, comme approximation du premier ordre,

. tang(w -+ Aw) — tangw
i) u = = ) 2
Aaxy

Aw Ao
= ~—(1+ lang3e®) = (I -+ Mm3) — ;
1 ¢ gle) ={ ) 37
quand p est nul, [a variation de w est donre un infimiment
petit du second ordre par rapport & Ax;.
En portant la valeur de 1+ dans fes équations (8) nous obte.

nons pour les coordonnées du point d'intersection zyyo des
axes M, D, et M, D,

.. R mp —p
(r{) Xy = — —= =—-L.
(L} ¢ = 4q’ Jo 7

Ce résultat s'interpréte immédiatement. ] résulte en effet
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Ju calcul précédent que nous n’avons cu i faire iatervenic
dans les équations f et ¢ que les coefficients i, p et ¢, et tout
se passe par conséquent comme si nous avions cherché le
point de rencontre des axes de direction relatifs & deux points
de la conique

(X—=mY2—pY(p+29Y)=0

Jqui se coupent naturellement au centre.
Un peut donc conclure des considérations précédentes :

L’enveloppe des axes de déviation est le lien des centres
des coniques ayant avec lacourbe un contact du cinquiéme
ordre.

Lorsque w est nul on a la relation

. . D2 (1 + m?) )
Ty = L L < = £ — = R2costw
62 AL+ m?)

P
3
point 2,y est la projection sur OD du centre de courbure.
Lifectivement, si I'on considére le déplacement infiniment petit
de langle DOX considéré comme invariable, le centre instan-
tané de rotation est le centre de courbure quise projette bien
sur OD au point oir cette droite touche son enveloppe.

puisque est le rayon de courbure en O. Dans ce cas lc

1. Le cercle de courbure au point My a pour équation,
dans le systéme d’'axes M, X, Yy,

X3+ Y?—-2R Y =0
¢l par conséquent, dans le systeme XOY,

() IN— Az (Y — Ax)?
— 2Ry Y —Ay)coshxy— (X — Axy) sinday | =0
=X24+ Y2 -2 X —27, Y+ K,.
1’axe radical des centres de courbure en M, et M; est donc

la droite
25 —E) X +a2(n—12) Y=K — K,

qui coupe la tangente OX en un point H dont I'abscisse & a
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pour valeur
. K('— Kg
T —F)

_ Az} — Az} +- 24y (R, cosa— Ry cosay) — 2(R1 Az sinAay — Ry Azgsinyg,
- Azy — Az — (Rjsin Aay— RasinAayg)

Les valeurs principales du numérateur et du dénominateur
sont les termes en &3 dans leur développement. Il suffit donc
de former ces termes. Remarquons que, pour le calcul, nous

n‘aurons besoin de développer R; en fonction de ¢ que
jusqu’aux termes en ¢2,
Posons donc

2
lh:%(l-l-—p’.—i—:’)e’),
m 14
Ary = a—i-—e’—%—-——e“),
: P( P

. 2% )
sinAay = — (¢ + a2+ bed).
)
Nous avons immdédiatement

Ar|— Az = 2(pe + qe&?), Ari — Ax} = 4mped,

RI—R.Z:])QQE,
RysinAx; — Rysindag=2{pz + (b + o0+ ap)ed}
R Az sin Aay — Ry Azgsin Axny = 2 p2? (%’- “+ a + p>
et, par suite,

I = p(2a+p) .
2(ak +b+a—gq)

« ¢t b sont donnés par les formules (3). Pour calculer p et o,
partons de la formule

e

R, = (LX)

X

Nous avons ici, en nous bornant aux infiniment petits du



Jdeuxiéme ordre,
P

X?2) =1+ m-+———}-i € Y
(1+X%) = 2 T8

2 4 me
=L(l+ ii—”—l-e—o————___._"m +4+6pq£,>

4e? Pt
3 3
Xt=—a LB, 27 _ P __932>
4¢3 + 4e = ! P
et. par suite,
3
2 4 2 2/ : -1
116) Ry= f_(l+ "_’_’_I_E_'_ 4m +42+6pq£1.> (l—j—q-a’)
2 p p P
2 3 2
= £<1+ b_n_ze+ 2 +(j+9pq 52> <x+i—q-ez>
2 p P P
2 2
_ £—<1+ Mg_’_ 12m ~+—|22pq+6£2>'
2 P p /

En remplagant a, b, o et ¢ par leurs valeurs, il vient fina-
lement
R prm Rm
cp= = — e = .

) 4(m2r+1-+2pq) 21

l.a corde commune aux deux cercles est donc paralléle a la
tangente lorsque p est nul.

Quant aux droites qui joignent le point O aux points d’in-
tersection des deux cercles, leur équation est de la forme

Y2+ 22PQ =o.

Llles se réduisent donc a la limite a la droite double OX,
t.c résultat est a peu prés évident a priori et je ne vois pas
bien dans quel but M, Mannheim a posé la question. Peut-étre
a-t-il eu en vue la détermination des droites P =0, Q = o,
dans les équations desquelles intervient le quatriéme terme du
développement de Ry, ce qui exige I'introduction du terme »Y?
dans le développement (1) et complique la q 1:stion.

1092.

(1872, p. 478; 1916, p. 322.)

On a deux cercles dans un méme plan; le premier est
parcouru d’un mouvement uniforme par un point M, et le
Ann. de Mathémat., §* série, t. XVIIL, (Févr. 1918.) 5
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second est parcouru en sens inverse et d’uwh Mouverment
uniforme par un point m; la droite élevée @ chague instant
par le milieu de la ecorde Mm perpendiculairement
ectte corde enveloppe une conique; construire cette coniquc.
Trouver la prapriéié analogue de tespace.

LAGUERRE.
SoLUTION
Par M. R. Bowvaisr.

Iénoncé est incomplet; il faudrait encore indiquer une rela-
tion emtre les vitesses angulaires des points M et m. Si d'ail-
leurs on se reporte & une proposition analogue de Laguerre
énoneée dans le Mémoire sur la géométrie de la sphére
( OFueres, t. II. p. 360), on est conduit & admettre que les
points Met m décrivent leurs trajectoires dans le méme temps.

Soient alors

(Cy) =22+ y2— R2=o,
(em)=(r —ayr+yr—ri=o
les deux trajectoives: la droite Mm sera
z|(R—r)cosg —a]+ y(R+r)sing

a--ri s @rcosq — W2

£

(439

transportons l'origine au point x = —, y = o; I'équation de
2

I'enveloppe de Mm cst

iz v
(R+rp " (R—ryp—at

= L.

Suppesons maintenant que fes cercles (Cy), (ti,) soient
(ueleongues dans Pespace ; nous aarons

xr:. y?
— 4+ —1=o0,
L Cn) ar b
bz —er—hb=o,
. P =o
(Cm) { A
C 2z Ry — o R0
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la droite M m sera

x — acosyp v — bsing _ s—csing—h

7cosg —xy—Reosg T bsing—y,+Rsing  csing 4k

le plan perpendiculaire au milieu de M m sera

“’5?[‘1.(” - R) — Rx()] + sin ?[}.(6 —+ R) —+ “}'0 4= C(Z’; - ’I‘
a+ ht*—z} — y3 i'j".l).‘zl

2

= [awo +yyo— hz =

qui enveloppe le cone du second ordre

B W

L 2 -2 2 2712
a2 — o — 93— R"}’

2

=|rta—R) —Ray P {py(b-+-R)+~Ryy+ clz — M|

1363.

1884, po192.)

On donne une ellipse: on prend le triangle ach formd
par les dena tangentes ca et cb « celte courbe et la corde
de contact ab et Uon délermine le point m d’et Uon voit
sons des angles droits les cotés du triangle abe. Quelle est
I surface, liew des points tels que m, lorsqu’on prend
tous les triangles analogues a acb?

MANNHEIM.
SoLurioN
Par M. R. Bovvaisrt.

Soit Hl Forthocentre du triangle abe; si Pon porte, sur la
perpendiculaive au plan de Uellipse en H, une longuewr Hm
¢gale au ravon du cercle conjugué au triangle ebe, m sera un
point du licw. Le cercle de diamétre CH coupe «b en des points
conjugués par rapport & « et b, il est orthogonal au cercle
de Menge e Fellipse; par suite € ct bk sont conjugués par
rapport a ce cercle; CIH étant d'autre part perpendiculaire:
aab, ¢ est sur Phyperbole d’Apollonius detH par rapport a
Fellipse. A un point H correspondent dewx points C, la surface
') sera done du quatriéme ordre, sa section par le plan de
Vellipse: sera. e liew des. points: H tels que le trianghe ach sbit
rectangle: ce sera donc le cercle de Monge de effipse et
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Vellipse elle-méme. Ces résultats suffisent presque & montrer
que la surface (m) est la surface de 'onde dérivée de ellip-
soide
CA A
b2 a, a?+ b2

On peut du reste le voir facilement comme il suit :
Si @y, ¥, sont les coordonnées de H, les coordonnées de (.
scront liées par les relations

2+ YYo= @+ b2,
atyxy— brxy,=ctxy:
doit
br(a?+ b2) + 22
Dz aty? ’
a(at+ b?) — c2x?
bra? 4 a2 y?

Ty=

Yo=Y

= \/(x—ro) —+—(y-—1'<\)~

_ (@24 b2 — 22— p2) (c"z?-_yﬂ—— b2 — b y2) .
- (hra?— aty?)? ’

d'ott
. . . . @rbrat -+ b?) - b +a'y-
oA Sy =gt
b2zt 4 atyt
9 2.
g b2 L, Oz_azzb__}_‘_',
r ' Y
- a? b2 a':[)‘lla‘l_‘,_ 2—2‘2_.)‘21.
bt = 022+ at 32 ’
ot enfin
bra} ay} (a?+ 0%)s3

E -+ — == 0,
Io:__()z p’——ai 22— (a+ [)z)

¢quation qui représente la surface de Ponde déviée de l'ellip-
soide

x? 12 32
—_— e e — . [ = O,
b2 a? ' a?+ b? !

Autres notes de M. H. Brocarp antérieures a la réimpression de
P'énoncé en 1916.
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1390.

i 1882, p. 141.)

(‘onsidérons l’équation f(x) = o qui a toutes ses racines
réelles; K désignant un nombre réel arbitraire, supposons
que Véquation f(z)+ K=o ait m racines imaginaires.
Démontrer que l’équation

SH@) = fle) [ (@) - Kt (z)=0

w m racines réelles, toutes les autres étant imaginaires.
LAGUERRE.
SOLUTION
Par M. R. Bricanp.

tCommencons par rappeler un fait bien connu. Soient
@y, ..., ap les racines. supposées distinctes pour simplifier,
de I'équation
flr)=o.
Ona
S(@)=Ate —ay)...(x —ayp),

\ ¢tant une constante: d'ou, en prenant la dérivée logarith-

mique,
r !
7 Z r—a’

et en dérivant encore une fois,

ff;/ —Z(x—a)"

Les « dtant réels, il résulte de la que, pour toute valeur
réelle de o, on a

‘1) ff”‘

On voit de méme, I'équation f'= o ayant aussi toutes ses
racines réelles, qu'on a, pour toute valeur réelle de x,
() \ fr:__ f‘lf”l > 0.
Cela rappelé, ¢crivons 'équation proposée
¢ =1
i
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cn |)0$'dlll »
Sr=pr
On a

o LSS ISP Sl ST,

11 résulte donc de inégalité (2) que, dans tous les inter-
valles ol ¢ est continue, ¢ a le signe de f',

Soient alors b, et b,y deux racines consécutives de I'équa-
tion

»

3

./“ = 0O
a variant dans Iintervalle (b, by 1), o passe de la valeur
. o(bp) = —/Cby)
a la valeur
ﬂ”bh-t—l )= ‘_f‘ Do iy

en variant toujours dans le méme sens. Ces deux valeurs sont
de signes contraires. l.a méme fonction devient une fois infinie,
car 'équation f" = o a une racine ct une seule daus linter-
valle considéré. Enfin, elle ne s’annule pas, en vertu de Viné-
walité (1),

La courbe y = ¢, dans Uintervalle considéré, a done P'une
des formes représentées ( fig. 1 et fig. o

Fig. 1. Fig. =,
. ! ' i
1 - i :
; i !
! ! i i \
j | !
3 | ! i
<
l ! N l . |!
L PN 8 . !
. : ’
! l N }‘An uQ——-—l__l‘:—
by PN i 7

/ Zrns
.

( '
! 1
! N Rl
H N T
' t
H !
. I
: i

t

Sur chacune de ces figares, la courbe
Vo= —-‘/'

est représentée cn pointillé,
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I résulte de U'inspection de ces tracés que, ‘dans l’mtervalle
considéré, I"ane des équations
2 = K, —f =K,

et unec seule de ces équations, a une racine et une seule. Cette
remarque s'élend Bux intervalles (oo, &) et (&p—y, ®),
somme on le voit aisément, et le théoréme énoncé s’en déduit
immédiatement,

1392.

. . (1882, p. 142.)
Si 'équation

at+br 4-cxrr4., . +hat=o0

« toutes ses racines réelles, démontrer que, w étant une
quantité réelle quelconque plus petite que I’unité, l’'équa—

tion
A+ bwxr +corx+.,. . - fozrr=o,
« éxalement ses racines réelles. LAGUERRE.
1393.
(1882, p. 142.)

Noit le polynome
Ao QLT 4+ AuT* . =, X

supposons qu'en ajoutant & ce polynome un certain nombre
de termes de degré supérieur a n, on puisse obtenir un
autre polynome f(x), tel que l’équation f(x)= o ait toutes
ses racines réelles; démontrer que l’équation

a ayx Ap—qxt—!
=+ - ! T i +a,xh=o0
n! (n—1)! e
‘tloutes ses racines réelles. ILAGUERRE.
SoLUTION

Par M. R. BRICARD.

Dans son beau Mémoire Sur la théorie des équations
numériques, Laguerre établit le théoréme 4392 (OEuvres,
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t. I, p. 35) en s’appuyant sur des considérations d'un ordre
assez élevé. On peut en donner une démonstration plus élé-
mentaire, dont le principe s’applique aussi & la question 1393.
Soit ¢(x) =0 une équation algébrique ayant toutes ses

racines réelles. En appliquant le théoréme de Rolle i la fone-

tion ¢ “¢(x), @ étant un nombre réel quelconque, on recon-
nait immédiatement que I'équation

o(x)—av’(z)=0o

a aussi toutes ses racines réelles.
Une double application de ce théoréme, d’ailleurs bien

connu, montre que, a et b étant deux nombres réels quel-
conques, I’équation

9—as —b(¢'—ag"y=¢ —(a+b)y'+abs" =0

a aussi toutes ses racines réelles.

Plus généralement, soient a, b, ..., I des nombres réels
quelcongues. L’hypothése sur la réalité des racines de 9 = o
restant toujours la méme, I'équation

v -Sa.¢' 4-Zab.g"—Yabe.y"+...=o0

a toutes ses racines réelles.
Supposons que @, b, ..., ! soient les racines de P’équation

(1) Qo+ A & =+, ..+ A, = 0.
Alors
Ay Ap-2
,‘_{[:.___I_, Eab—_:__l_, ey
ap, ap

et I'on parvient a ce résultat :

Si Uéquation (1) et l'équation o(x) =o0 ont toutes leurs
racines réelles, il en est de méme de ’équation

(n) o (r~-1) ' 5 =
(2) ag W+ a etV o+ @p 19+ ang = 0.
Cela posé :

1” Faisons () = xr+#, p étant un nombre entier nul ou
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positif quelconque. On a

§'=(p—+n)oren=t, .
o=l = (p+h+1)...(p+nyzr+h, .
o= (p—+1)...(p+ n)axr.

I.’équation obtenue en rempla¢ant dans (2) ¢ et ses dérivées
par leurs valeurs a p -+ n racines réelles. Le premier nombre
est divisible par xP. En supprimant ce facteur, on voit que
I'équation

A p-F1). . (p+n)-...
+app+h—0. . (p+n)zh+...
+dap g (p-n)xt 1+ ayxt =o,
quon peut écrire
P —-——ﬂ——————— xh
(p+1)...(p=+h)
ey
(p+1)...dAp-+n)

agy—+ e

a toules ses racines réelles.
Si I'on remplace z par pa, I'équation obtenue, qui peut

S'éerire
< e ( /z> '
e L
r P

(3 @y ...+

4 encore toutes ses racines réelles.

On sait donc déduire d’une équation (1) & racines toutes
réelles une équation (3) & racines également toutes réelles.
On peut appliquer le méme procédé plusieurs fois de suite, et
l'on voit en définitive que, quels que soient les entiers positifs p
et %, 'équation .

2

) oo
<l+‘—>"'(l-l—-£)
P ' r

%
-+ 2 — x"=0

T

a toutes ses racines réelles.

xh ...

ag—+...+
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Faisons maintenant croitre indéfiniment p et ), de telle
. A -
maniére que le rapport; tende vers un nombre positif quel-

conque donué x2. On a, quel que soit le nombre donné £,

,lim(x+ J—E)A:lim(x—'f—ﬁ) = %k,
P P

en sorte que le dénominateur du coefficient de #” tend vers

hih+1
er1e2r b — 2 ._____m-/l(h—kl)‘
en posant
1 .
eX = —, o3

w?
On voit ainsi que I'équation
g+ a0 . apwhihr ph g wnlnitien = o

a toutes ses racines réelles.
r . L
Remplagant enfin & par —, on ohtient le théoréme 13%2.
w

I.e passage a la limite dont il a ¢té fait usage est légitime,
parce que les racines d’une équation a coefficients variables
sont des fonctions continues de ceux-ci, et que d’autre part la
limite d’une quantité réelle variable est elle-méme réclle.

Le procédé par lequel on a passé de I'équation (3) a P'équa-
tion proposée est celui méme qu’emploie Laguerre dans le
Mémoire cité. ‘

2° En faisant v = 2" (m < n) dans 'équation (2), on obtient
un énoncé qui ne différe que par la notation de 1398.

1402.
T 11882, p. 2i0: 1916 p. i),
La somme des p'emes puissances des diviseurs de n est
égale, en moyenne, a
w ( v \
’ - {)‘IH“'—‘—W +.)

E. Cesino.
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1403.

(1882, p. 250; 1916, p. 395.)

a. b, c, ... étant les diviseurs de n, on a, en moyenne,

[ S S N SR
A= p b+ p 2 3

1438.

(1883, p. 239; 1916, p. g2.)
la différence entre le nombre des diviseurs impairs et

le- nombre des diviseurs pairs d’un nombre entier cst
‘vale, en moyenne, « ls. E. Crsaro.

1439.

(1883, p. 230’; 1916, p. 502.)
Le nombre des diviseurs de n est égal, en moyenne,
L E. Crsairo.
1440.

11883, p. 239 ; 1916, p. 392.)

La somme des inverses des p'emes puissances des diviseurs

de nest égale, en moyenne. @

1 |
[ — - 77 .
DY/ER P
E. CEsiRro.
1441.

{1883, p. 239; 1916, p. 392.)
Nofent «, b, ¢, ... les diviseurs de n. L.a somme

a b ¢
};Z +1)/; ' pe

1

st égale, en moyenne, @ — -
p— 1 N . R
E. Crsaro.
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1442.

(1883, p. 239; 1916, p. 392.)

f(n) étant la somme des restes du nombre entier n,
divisé par tous les nombres entiers qui le précédent, on «

lim -

fin) 72
2
. Crsino.

SOLUTION
Par M. R. GOORMAGHTIGH.

Ces théorémes sont démontrés dans le Mémoire de Cesaro
Sur diverses questions d’ Arithmétique (Mémoires de la
Société royale des Sciences de Liége, 1883 ): n° 1402, p. 118;
no 1403, p. 131; n° 1438, p. 133; n° 1439, p. 124; n° 1440, p. 116,
n" 1441, p. 129; n* 1442, p. 183.

Autres Notes de M. L. Por1.

1435.

<1883, p. 144.)

Quatre demi-droites A, B, C et D sont données; soient «
le point ou A est touchée par le cycle inscrit dans le
triangle ABC, et d le point ou D est touchée par le cycle
inserit dans le triangle DBC; démontrer que le point
milieu du segment ad est sur l’axe radical des cycles
inscrits dans les triangles ABD et ACD.

LAGUERRE.

SoLuTiON
Par R. BRICARD.

L’énoncé 1435 riésulte de la velation remarquable suivante
entre les distances tangentielles mutueiles des quatre cycles
(ue touchent quatre semi-droites prises trois a trois (la dis-
tance tangentielle de deux cycles étant la longueur de I'une
de leurs tangentes communes) :

La distance tangentielle de deux quelconques de ces
cycles est égale a la distance tangentielle des deux
autres.
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On peut démontrer cela, avec les considérations de signes
qui conviennent en géométrie dirigée, en s’appuyant sur la
formule suivante : soient a, B, v les sommets du triangle formé
par trois semi-droites A, B, G; a, b, ¢ les points de contact
avec ces semi-droites du cycle qui les touche. On a, en gran-
deur et en signe,

_Brya—fy
2

x1C

les segments ac, 2B, ... étant susceptibles de signes, puis-
qu'ils sont portés par des droites dirigées.

On peut aussi procéder comme il suit : partons de ce théo-
reme ¢lémentaire :

B. C, D étant trois points quelconques, le cercle BCD et
{a droite BC, par exemple, se coupent sous le méme angle
que les droctes BD et CD.

In transformant par inversion par rapport a un point A,
en dehors du plan BCD, on a ceci :

Ltant donnés quatre points quelconques d’une sphére,
les quatre cercles qui passent par ces points pris trois a
trois sont tels que deux quelconques de ces cercles se cou-
pent sous le méme angle que les deuxr autres.

Considérons maintenant la figure réciproque de la précé-
dente sur la sphére. A cet effet, faisous correspondre a un
point de la sphére le grand cercle qui a ce point pour poble,
et dirigeons ce grand cercle de telle maniére qu'’il ait le point
en question a sa droite, par exemple. Alors a un cercle quel-
conque correspond un cycle enveloppe de grands cercles diri-
gés, la direction de ce cycle étant donnée par celle de ces
grands cercles. Deux cycles ont deux grands cercles tangents
communs, correspondant aux deux points communs aux
cercles réciproques, et 'angle des cercles se transforme en
ln distance tangentielle des cycles. La proposition précé-
demment énoncée devient alors celle-ci

Etant donnés quatre grands cercles dirigés, il existe
quatre cycles qui les touchent trois a& trois, et la distance
tangentielle de deux de ces cycles est égale a celle des
deux autres.,
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Si maintenant on fait croitre indéfiniment le rayon de la
sphére, on obtient la proposition gue nous avions en vue.

Cela posé, démontrons 'énoncé 1435.

_Soient respectivement (a), (B), (y), (8) les cycles inscrits
dans les triangles BCD, ACD, ABD, ABC. La distance tangen-
tielle des cycles (v) et (8) est égale a celle des cycles (a)
et (B). Autrement dit la puissance du point a par rapport
a (y) est égale a celle du point & par rapport a (8). De méme
la puissance du point @ par rapport a (J3) est égale a celle
de & par rapport a (v). Désignons alors par P, 7, Rg et Ry les
centres et les rayons de deux cycles (8) et (7), et soit enfiu }
le milieu de ad. ©On a, comme on vient de le voir,

ay — R?{ =dj — Ré,
— —
dy — R} = af — R,
d’oir, par addition,
—_—a —2  —a
ay +dy —2RZ =af + df —2Rg,
i v

ce qui, par le théoréme de Stewart, se raméne aisément i

Le théoréme est ainsi démontré.

Autre solution par M. R. GOORMAGHTIGIE.

1511.

( 1885, p. bo5: 1916, p. 395.)

On donne an hasard, dans wn plan, quatre points, et
l’on en prend un comme centre d’une conigne passant par
les trots autres. Démontrer que cette comique est, acec
autant de probabilité, une elfipse ou wne kyperbole.

' Crsino.
. SoruTiON

Par M. X. Coapurs.

Prenons trois points quelcongues A, B, € dans un plan et
cherchons dans quelle région du plan doit se trouver ww guar—
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trieme point O pour que la conique, de centre ), passant par -
\, B, G, soit wne ellipse.

Les Mrois points quelconques A B, C déterminent un
wiangle ayant ces points pour sommets. Lorsque le point O se
trouve sur un des cokés du triangie ABC, la conique de
centre O et passant par A, B, G, se réduit & un systéme de
deux droites. Les cotés du triangle ABC sont donc les fron-
ticres des régions du plan pour lesquelles la coniqae & eentre
cherehée ehange de mature (ellipse ou hyperbole).

On voit ainsi que, si le point O se trouve & lintérfeur du
iriangle ABC ou & Fintériear des angles formés & partir de
chaque sommet par les prolongements des cotés qui s’y croi-
<ent, la conique cherchée est une ellipse; si le paint O est
choisi dans une des trois autres régions du plan, la conique
est une hyperbole. .

Ceci posé, choisissons un point dans Pintérieur du triangle
ABC, par exemple le centre de gravité G de ce triangle,
ct de ce paint comme centre décrivons un cercle au rayon
duquel nous donnerons des valeurs de plus en plus grandes.
A Ja limite, ce cercle comprendra toute la superficie du plan.

Pour chaque valeur du rayon, construisons la figure a-une
échelle telle que le rayon du cercle soit représenté par une
srandeur constante.

A la limite, le rayon croissant indéfiniment, le triangle ABC
¢ réduira sur la figure au point G et les régions du plan se
réduiront & six, deux a deux opposées par lc sommet et d’aires
vgales; dans chaque greupe de deux régions égales, ify en
aura une déterminant unc ellipse et 'autre déterminant une
hyperbole. A la limite, les superficies totales des régions du
plan dans lesquelles le choix d’un point O entrainera la déter—
wination, soit d’une ellipse, soit d'une hyperbole, sont donc
égales. Il y a donc autant de probabilité & l'obtention, soit
{'une elipse, soit d’une hyperbole, lorsqu’on prend au hasard
"abord kes trois poinis A, B, € puis le poeint O gui doit. servis
de centre & la camigue cherchée.

£582.
(1888, p. 160.)

Les coniques semblablement situées qui ont méme cercle
directeur sont inserites au méme carré. Démontrer aussi
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que, st deux telles coniques se coupent en M, les tangentes

au point M font des angles égaux avec un cété du carré.
. K.-W. GENESE.

DEUXIEME soLUTION (1)
Par M. R. B.

Il faut entendre par « coniques semblablement situées » des
coniques ayant des axes paralléles, et par « cercle directeur »
le cercle lieu des sommets des angles droits circonscrits a la
conique. La question est d¢s lors facile a traiter.

1° Les coniques dont il s’agit sont nécessairement concen-
triques et coaxiales. Soient a et a’, § et B’ les points ou leurs
axes rencontrent le cercle directeur commun. Les coniques
sont évidemment inscrites au carré afa’'f'".

2° Le théoréme classique : dewr coniques homofocales se
coupent orthogonalement se généralise immédiatement, par
une transformation homographique, comme ceci : Les tan-
gentes & deux coniques, en 'un de leurs points de ren-
contre, divisent harmoniquement U'angle formé par les
droites joignant ce point ¢ deuxr sommets opposés du qua-
drilatére complet circonscrit aux deux coniques. Dans lc
cas actuel, deux tels sommets sont les points a V'infini des
cOtés du carré 23a'B'. Cela démontre la seconde partic de
I’énoncé.

Autres solutions par M. (.. BouLLAND et UN ABONNE.

1647.

1891, p. 4n; 1892, p. 32q; 1915, p. 368.)

(Enoncé modifi¢ par I'autcur de la question.)

Du point P du plan d’une parabole, on abaisse les trois
normales dont les pieds sont A, B, C : soient A', B', C' les
seconds points de rencontre de ces normales avec la para-
bole. Les cercles décrits sur PA', PB', PC' comme dia-
métres déterminent sur BC, CA, AB des couples de points
war. BBy, yy1. Les droites A'a, B'B. C'y sont tangentes & la

(') Voir 1916, p. 324.
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parabole. Les droites A'ay, B'3y, C'yy sont des diameétres
de la courbe en ces points.
M. p’OCAGNE.
SoruTioN
Par E.-N. BARISIEN.

La propriété énoncée pour 'une des normales s'étendra par
<vmétrie aux deux autres. Il suffira donc de la vérifier pour
la normale APA’ par exemple. Il est inutile de faire intervenir
le cercle de diamétre PA’: il suffirn de démontrer que les
angles P2 A’ et Pa; A’ sont droits,

La parabole ayant pour équation y2=2px, nous allons
utiliser les formules de M. H. Brocard (V. 4., 1892, p. §*-10%).
Les ordonnées de B, C et A étant — &, — ¢, (b + ¢), les coor-
données du point P(E, v) et les ordonnges de A’, B, (' sont

p . 2pirbii-c?+be _be(b+c)

1) 3= 2p ! T.—————zp, :

N h_iJ,p?—l—b‘l ~_M _2p’+(b+c‘)2.

() .}n————b y Jo = p y YA = )
L’équation de la droite BC est

) 2apxr -+ (b+c)y+bc=o.

L.a tangente a la parahole au point A" a pour équation

, et
] ,}’}’4\'31)1‘—%—;'

En résolvant (3) et (§), on aura les coordonnées du point .
Il restera & démontrer que Pa est perpendiculaire a la tan-
zente A'a. Si on résout (3) et équation -

2P+ (b +cPly  |apt+(brcpr

pr b+c 2(b+c)? =

on trouve, pour les coordonnées de «,

[2p2+ (b 4+ ¢)?] (2 p2+ b2+ c?)
2p[4p7+ (b + )] ’

f2pr+(b+c)P—bc(b +c)?
(b+c)[4p2+ (b +c)?)

Ann. de Mathémat., §* séric, L. XVIIL (Févr. 1918.) 6

BTN

(3)

| yamm
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Le coefficient angulaire de a A’ est
(6) : P P(b+c)

ey | s

Celui de Px est

a

be(b+c) [2pt+(b+c)2—bc(b+c)?

“—Ja _ 2pt (o) [hpP+(b+c)]
E—2q api+bircirbe  [2pi+ (b+c)[(2p*+b2+c?)
2p 2pl4pr-+(b+c)]

be(b +c)[§p2+(b+c)] +2p[2p2+ (b +c)2|2—2p2be(b+c)*

= P re) (apt b et be)[hpi+ (bt | —[2p (b)) (2P + B2 cY)

En ordonnant le numérateur et le dénominateur par rap-
port a p, on trouve

Y 8 6+ 8 p(b+¢)2+2p2(b + ¢)2(b2r+c?+3 bc)+be(b+c)t
- p(b+c)[§ip*+2p2(b +c)2+ be(b+c)?]

Or, si I'on effectue la division du numérateur en pé par le
dénominateur en p*, la division se fait exactement, et le quo-
tient est 2 p?—+ (b + ¢)? : de sorte que w' se réduit a

, 2p*+(b—+c)?
(7 ="t .
plo+c)

En comparant (6) et (7), on a immédiatement py'=—1.
L’angle PaP’ est donc bien droit.
Si A’2y est un diamétre de la parabole, on a pour 'ordonnée
de a4 -

2pi+(b+c)?

8 = = — —
e FJa=rA b+c

L’abscisse du point de rencontre de A’x; avec BC est donné
par (3) ’

2pxa,=— (b+c)ya,—bec=2pr+ (b+c)— be.

Donc
ap?4 b2+ 2+ be

(9) Lo, = 2p =E
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Par conséquent, Pa, est bien perpendiculaire 3 A'xy. «, est
done sur le cercle de diamétre PA'.

Remarque. — L’équation du cercle décrit sur PA’ comme
Jdiamétre est

eyt —(f+ o)z — (n+yn)y +Exv+nya=o,

ou
(10) 2%+ yi— [2p’+b’—i—c=+bc) [zp’+(b+c)'2]’]
2p(6+ o)
c(b+c) [2p2+ (b+ ¢)?]
[ b+ c ]_}’
()p +b2+c?+bc)[9p2—+—(b+c)?]
i pr(bc)?
_belapr+(b+c)?]

2 p?

Son intersection avec la droite (3) donne donc les va-
leurs (5), (8) et (g) qu'il serait fort compliqué de calculer en
résolvant (3) et (10).

1629.

(1892, p. 14; 1916, p. 304.)

Soit B le centre de la sphére osculatrice, en A, & la
ligne (A). Soit C le centre de la sphére osculatrice, en B,
alaligne (B). Démontrer que AC engendre une surface
développable, et chercher les lignes pour lesquelles AC
pivote autour d'un point fire.

CrsaRo.
SoLuTION
Par M. M.-F. Ecax.

1. Soient @, a', a" les cosinus directeurs de la tangente

(A) au point A(x, y, 3); soient b, b, b"; ¢, ¢, ¢’ ceux de
la normale principale et de la binormale, et soient r, ¢ les
rayons de courbure et de torsion. Désignons par «, o, ..., p,
= les éléments correspondants de la courbe (B) au point
B(%, m,%) etpar A, ..., R, T, les éléments correspondants
en C(X,Y, Z).
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D’aprés les formules de Frenet, on a

da _b db_ _a_c ode_ b
0 F= ds 1 ’ ds — 1t
On trouve facilement
('1) &——.’I‘:bl'-—cl-‘il—.’ LS

ds

avec deux équations semblables. Silon différentie cette équa-
tion, en tenant compte des formules (1) et en désignant par da
I'élément de 'arc de (B), on tronve

dt  ds
as = *ds

_r d td)'
m-;—&—z;( ;-{}-)

De I'équation (3) et des deux autres semblables on déduit
que do == m ds. On peut évidemment disposer du signe de
ds : ds, écrivons donce ds = m ds. Il s’ensuit que

(3) =——cm,

ou l'on a mis

a =-—2~¢.
En différentiant encore, on trouve

Bds b

s & T

On peut encore disposer du sens positif de la normale prin-
cipale a (B), nous pouvons écrire

B=—0, p = mt.

Il s’ensuit que
‘)’:ﬁ’p”—‘(ﬂ' l(=_a,

et en différentiant I'équation 3 = — b, on trouve que

T=mr.
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Passons a la courbe (C). Le méme raisonnement donne

A=—y=a,
B=—f=5,
C=—a=c,
dS = pdes = pmds,
W m= T ()
Tt T ds\'ds)
p,d ([ d
*‘::.““3;(‘7@)’
o= mi, <= mr, ds = m ds.

L’équation A = a montre que les tangentes 4 (A) et (C)
aux points A et G sont paralléles, donc la droite AC engendre
une développable (A).

2. Si(A) est un cone de sommet O, les courbes (A) et (C)
sont visiblement homothétiques par rapport a O, la valeur
de dS ; ds est donc constante, et I'on a

(5) wm = k.
Cette condition est suffisante. On en tire en effet

dX = AdS =apmds = kdxr,
X —ary=Fk(x—xy),

avec deux équations semblables pour Y et Z.
Substituons dans (5) la valeur de wm en fonction de 7 et 7,
on trouve la condition

S (e

pour que (A) soit un cdne.

3. Pour exprimer r et ¢ en fonction de s, il faut adjoindre
4 (6) une seconde équation. Supposons par exemple » =const.,
on doit avoir A =1; on serait porté a conclure que (A) est un
cylindre lorsque (A) est une courbe de courbure constante.
Ce serait une illusion, puisque dans ce cas les points A et
se confondent. Cherchons en effet les cas ol cette particu-
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larité se présente. On a

_ dr ;e dp dp
E-—-Z’—b"—ct%: k—;_39~713;, -——bp“l'a"‘—{;)
donc
ds . dr
X —I:alm +l)(7——‘0)—01£~

Pour que A se confonde avec G, il faut et il suffit qu’on ait

r =g = const.

Or, si 7 est constante, m=1rt, p=mt=r, donc les
courbes de courbure constante sont les seules pour les-
quelles A et C se confondent.

Supposons encore que l'on ait ¢ = hr, c’est-a-dire que (A)
soit une hélice sur un cylindre quelconque. Mettonsde=ds: r,
I’équation (6) devient

b 2 5
/ﬁd-}—i— —E«(]—#—’I’)%e—; + (1—4k)r=o,

qui donne r en fonction exponentielle de ¢. On a s =fr ds,

s sera donc une fonction de ¢ de méme forme.

En mettant £ =1, on trouve la condition que () soit un
cylindre, et en mettant £ = o on trouve la condition que (C)
se réduise a un point, c’est-a—dire que (1) soit sphérique.

I.’équation (6) s’intégre facilement lorsque » = As. /i étant
une constante.

Mettons en effet

dt
—_— = = ek = %
‘ds 0, s = ek, r=heh
On trouve
a0
h’l—i-ﬁ 0= (k—1— h?)e),
Tor= ')./‘elﬁ dh.

1657.
(1883, p. 53; 1916, p. 320
On projette orthogonalement un ellipsoide sur tous ses
plans tangents. Déterminer : 1° l’équation de la surface
qui limite la région oceupée par toutes les ‘ellipses de
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contour apparent ainsi obtenues; 2° le nombre des points
de contact de cette surface et de U’axe, de ces ellipses.
- MANNHEIM.
DEuxiEME soLuTiON (1)
Par M. J. SER.

1° Soit C le cone de sommet M circonscrit a l'ellipse E et
«it C' le cone obtenu en menant en M les perpendiculaires
aux plans tangents a (. Les deux cdnes se coupent suivant
quatre droites. Soit MT I'une d’elles, tangente a I'ellipsoide
en T. Le plan MH qui lui est perpendiculaire est tangent
a l'ellipsoide. Par suite, le point M qui est quelconque est de
quatre maniéres un point de la projection orthogonale de E
sur un plan tangent.

Les droites MT sont réelles ou imaginaires. La surface cher-
chée S sépare ceux des points M qui correspondent & des
droites réelles de ceux qui correspondent a des droites ima-
ginaires; elle est donc le lieu des points tels que C et C’
soient tangents.

Ces deux cones ayant mémes plans principaux ne peuvent
ce toucher que suivant une génératrice MT' située dans un
plan principal; 'autre génératrice MT", qui est aussi de con-
tact pour les deux cdnes, est alors perpendiculaire 8 MT".

Le lieu cherché est donc celui des sommets des cones cir-
conscrits a l'ellipsoide E et qui ont une section principale
formée de génératrices rectangulaires. C’est une surface des
ondes de Fresnel, d’aprés Mannheim (voir £. S. M., t. 111,
p. 22-32 et les notes).

Mobilisé, je ne puis me rapporter aux références indiquées,
mais il est facile de recounstituer le calcul. Soit

Xz Y: 72 z? oyt 32
(n (;—i—-b—l—i-;—-l)(;ﬁ-#-'[;—i—;—[)

Xz Yy L1z :
‘%7+H+7“‘”

le céne circonscrit 3 E et de sommet M(z, y, z). Si nous
cerivons cette équation

AX2 - A'Y2 - A"22+ 2B"XY +2B'XZ +2BYZ +...= o0,

') Voir 1gu6, p. 325.
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I'équation en s est ici
— 8+ (A+A+A")—5sZ(AA —B?)+A=o0.

L’une des racines est A+ A'+ \", puisque la somme des
autres est nulle. On a donc

(A+ A+ A )S(AAN — B”) —A=o.

En développant l'équation (1), on trouve

1 r? Vs N~ x Y vy EC
v=w(Eeg) pem e saeEs
g2 . xt y? 22
A= EeatETa T

C=a24 yr+ 32— a?— b2 — ¢?,
et le lieu aprés suppression du facteur K a pour équation

(2) Clat(b2+c?) + y2(at+e?) + 32 (a+b2)

—athr—bret— ac?| + athier ki = o.

(Yest une surface du quatriéme degré comme le prévoit
M. H. Brocard (1916, p. 326). Elle est formée de deux nappes
entre lesquelles se trouvent les ellipses de contour apparent.
Les points doubles sont ceux pour lesquels les deux cones G
et (' sont confondus. G est alors de révolution et ces points
sont a l'intersection de S et des focales de E.

2° En un point M de S ne passent que deux ellipses qui sont
situ¢es dans les plans perpendiculaires & MT' et MT”, Si M
est au sommet de I'une d’elles, I'ellipsoide K est inscrit dans
deux quadriques pour lesquelles le plan MT' T" est plan prin-
cipal : le cone C et le cylindre projetant I'ellipse. L'ellipsoide
admet donc aussi le plan MT'T” comme plan principal.

Les points cherchés sont donc sur les courbes d’intersection
de S et des trois plans de symétrie de K. Ces courbes se
composent des trois cercles orthoptiques principaux et de
trois ellipses coupant chacune les deux cercles orthoptiques
noun situés dans leur plan. Si nous faisons, en effet, 5 = o, par
exemple, dans I'équation (2), celle-ci devient

(224 y?— a?— b?)
X [ (b2 c?) + yr(a?+ c?) — (a?+c?) (b%+ c?)] = o.

0w
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[Piie] ,
SUR L'AFFINITE IMAGINAIRE;

Par M. R. GOORMAGHTIGH.

Dans les développements qui suivent, nous consi-
dérons la transformation par affinité définie par les
équations

(1) =z, | y=iy.

Les points réels de la transformée (I'”) d'une courbe (I')
correspondent & des points imaginaires de celle-ci.
Ainsi, les constructions (') qui, dans le cas d’un rap-
port d’affinité réel, permettent d’obtenir le centre de
courbure en un point de la courbe (I") affine d’une
courbe (I') connaissant celui de (') au point correspon-
dant, sont en défaut dans le cas de la transformation
envisagée. Dans cette Note, nous indiquons une solu-
tion d’'un probléme analogue, ainsi que plusieurs
rapports remarquables que la transformation (1) permet
d’établir entre plusieurs courbes connues (2).

1. Si la courbe (T') est un cercle (C) de centre O,
de rayon a, la courbe (I") est une hyperbole équila-
tere (H) ayant I'axe Oz pour axe réel. Deux directions

By

rectangulaires sont conjuguées par rapport a (C);

(') Voir Nouvelles Annales, 1915, p. 423; 1916, p. 78; 1917, p. 84.

(*) Voir aussi notre Note Sur un rapprochement remarquable
entre I’hypocycloide a trois rebroussements, le folium de Des-
cartes et la cardioide ( Nouvelles Annales, 1916, p. 241-252).

Ann. de Mathémat., §* série, t. XVIIL. (Mars 1918.) 7
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adeux directions perpendiculaires correspondent donc,
d’apres la transformation (1), deux directions conju-
guées par rapport a (H), c’est-a-dire symétriques par
rapportaux bissectrices OE,On del'angle desaxes O zy.

Il résulte de la que la courbe affine de la développée
de (T') n’est autre qu'une causticoide de la courbe (I") :
c’est 'enveloppe de la symétrique de la tangente en un
point de (I) par rapport & la paralléle menée par ce
point & O,

2. Construction du centre de courbure de la trans-
Jformée d’une courbe.— Laremarque qui précéde donne
le moyen de trouver une construction du centre de
courbure y en un point Q de (I'') quand on connait une
méthode pour construire le centre de courbure Cde (T')
en P'un de ses points M. Faisons au point Q de (T')
une construction qui est la transformée par Paffinité (1)
de celle qu’on fait en un point quelconque M de (T')
pour trouver le centre de courbure C en ce point; on
obtiendra ainsi le point & ot la symétrique ¢ de la tan-
gente ¢ & (I') en , par vapport & la paralléle menée
par Q & Ox, touche son enveloppe. Connaissant § on
en déduit yau moyen de la propriété fondamentale des
causticoides : soit ¥ le point ol la perpendiculaire
élevée en ¢ sur ¢’ coupe la normale & (I') en Q; v est le
symétrique de v’ par rapport a Q.

3. Soit encore une transformation géométrique T
au moyen de laffinité (1) on en déduit une autve T'.
Désignons par (T,) la courbe déduite de (T) par la
transformation T, et par (I')) celle dédunite de (I') an
moyen de la transformation T’. Si 'on connait une
méthode pour construire le centre de courbure en un
point M, de (I',), connaissant celui de (T)au point cor-
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respondant M, on pourra encore en déduire une mé-.
thode pour obtenir le centre de courbure en un point
Q, de (T',) connaissant celui de (I') au point corres-
pondant Q.

Au moyen de la construction rappelée plus haut on
déduit du centre de courbure y de (I") le point cor-
respondant ¢ de la causticoide de (I'); au point obtenu
on applique la construction affine de celle au moyen
de laquelle on passe du centre de courbure de (T) &
celuide (T,). On obtientainsi le point de la causticoide
de (I'}) correspondant & Q,, d’ou 'on déduit le centre
de courbure de (")) en Q,.

On trouvera une application de cette méthode au
paragraphe 5.

4. Comme premiére application des développements
qui précédent, nous signalerons un rapprochement
remarquable entre la transformation podaire et une
autre transformation géométrique ©.

D’apreés la remarque faite au début du paragraphe 1,
la courbe affine du lieu de la projection de O sur la
tangente en un point variable de (I') est le lieu de
I'intersection ), de latangente ¢ en un point variable Q
de (I") avec la droite menée par O et ayant une direc-
tion symétrique de celle de ¢ par rapport a OE.

Latransformation pedaire a pour affine la trans-
SJormation G qui fait correspondre a une courbe (I")
le licu (T')) des milicux des segments que deuzx axes
rectangulaires O&, O, déterminent sur unetangente
variable de (I").

On peut donc déduire,de la construction bien connue
de la tangente 4 la podaire d’une courbe, une méthode
8 p )
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pour obtenir la tangente (') en un point Q, de la
courbe (I,) déduite de (I') par la transformation ©

(fig-1)-

La droite qui joint Q, au milieu q de OQ est la
symétrique de la tangente a (T')) en Q. par rapport
a la paralléle menée a On par ce point.

5. Appliquons maintenant a la transformation & la
méthode du paragraphe 3 pour construire le centre de
courbure v, de (I';) en Q, connaissant celui de (I') en Q.

Du centre de courbure donné y, on déduit d’abord
le point & ou la symétrique de ¢ par rapport & I'ordon-
née de Q touche son enveloppe :

On projette le symétrique y' de y par rapport a Q
en 6 sur la paralléle menée par Q a OQ,.

_ Connaissant le point ¢, on en déduit, par la cons-
truction affine de celle qui donne le centre de courbure
de la podaire d’une-courbe, le point f’ ou Q, g touche
son enveloppe : o

(1) Pour la construction de la tangente, voir : G. DE LONGCHAMPS,
Period. di Matem., 1903, p. 241; M. D'OcaGNE, Nouselles
Annales, question 2264, 1915, p. 478. — Voir aussi : MANNHEIM, Prin-
cipes et développements de Géométrie cinématique, p. 16.



(85)

Par 8 on méne une droite qui a une direction
symétrique de celle de OQ par rapport a O et qui
coupe OQ en d; la paralléle menée par d a QQ,
rencontre Q8 en f, Of coupe Q,q en f'.

Connaissant le point f’, on obtient immédiatement
le centre de courbure cherché :

La perpendiculaire élevée en f' sur Q, f' passe par
le symétrique du centre de courbure cherché par
rapport a Q.

6. La lemniscate de Bernoulli et la kreuzcurve
circulaire. — Si (T') est 'hyperbole équilatére (H),
la podaire de (I') par rapport & O est une lemniscate de
Bernoulli. La courbe (I") est alors le cercle (C) et la
courbe (I")) est la kreuzcurve circulaire dont les asymp-
totes sont paralleles & OF, On et a laquelle (C) est
quatre fois tangent. La transformée par Uaffinité (1)
d'une lemniscate de Bernoulli (B) est donc une
kreuscurve (K). Il résulte d’abord de 1 que ces courbes
ont les mémes propriétés descriptives (*).

On peut ensuite remarquer que, la kreuzcurve (K)
étant la polaire réciproque de l'astroide droite

2 2 2
(2) (z+y)+(z—y) =2a’
par rapport & (C), on a ainsi un moyen de déduire des
propriétés connues de la lemniscate (B) des propriétés
de l'astroide (2) et aussi des développées d’ellipses qui
lui sont affines.

Par exemple, on sait que les points de contact des
quatre tangentes menées d’un point.de la. lemnxscate

) Ces propnétés sont celles des quamques A trois pomts doubles
4 inflexion. . L

-
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a la courbe sont sur une droite qui enveloppe 'hyper-

bole homothétique de (H) pour le rapport 1:2. On en
déduit immédiatement ce théoréme de M. Laisant :

La normale en un point d’une ellipse coupe la
développée en quatre points pour lesquels les tan-
gentes sont concourantes. ' ]

Le lieu du point de concours est Uellipse qui a ses
sommets aux rebroussements de la développée.

7. Considérons la demi-croix de Malte (M) qui est
parallele & Pastroide (2) et a Ox comme tangente au
point autotangentiel O. Sa polaire réciproque par
rapport & (C) est la campyle d’Eudoxe (E) ayant pour
équation

2
o= Lo,

la courbe affine de celle-ci est la lemniscate de

Gerono (G)

zh= ?4:(22—-]2)'

Puisque la courbe (M) et I'astroide (2) sont paral-
1¢les, si par O on méne une semi-droite s, les tangentes
a (K) et (E) aux points ot ces courbes rencontrent s se
coupent sur la perpendiculaire &levée en O surs. En
passant de la aux courbes (B) et (G) on trouve ce rap-

port intéressant entre les lemniscates de Bernoulli et
de Gerono :

" On considére une lemniscate de Gerono d’are a
et une lemniscate de Bernoulli d’axe 2a ayant
mémes tangentes nodales. Les tangentes & ces
courbes aux points ou elles rencontrent une semi-
droite s, menée par O se coupent sur la symétrique

de s, par rapport aur tangentes nodales.
-
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8. Construction du centre de courbure de la
kreuzcurve circulaire et de la kohlenspitzcurce
équilatére. — Si 'on consideére la lemniscate de Ber-
noulli comme spirale sinusoide d’indice 2, on voit
que le centre de courbure en un point M de (B) appar-
tient & la perpendiculaire élevée sur le rayon vecteur
OM au point qui le divise dans le rapport 23 1.

Dapres le paragraphe 2, on aura donc la construc-
tion suivante du centre de courbure de (K)au point Q,
correspondant au point Q de (C) ( fig. 2) : on divise OQ,

dans le rapport 2 : 1, et par le point R obtenu on méne
une paralléle & Q, Q qui coupe la droite qui joint Q,
au milien g de OQ en ¢, la perpendiculaire élevée
sur ¢, Q, au symétrique g, de g, par rapport & Q,
passe par le centre de courbure cherché. On en déduit
cette construction simple :

On prolonge la droite qui joint le milieu g de OQ
a Q, au dela de Q, des3de qQ,; la perpendiculaire
élevée sur ¢Q, au point obtenu passe par le centre
de courbure cherché.

Si lon considére la kohlenspitzcurve équilatére
obtenue en transformant (K) par laffinité &=E,
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7' = ix, on voit facilement qu’on peut employer, pour
obtenir le centre de courbure de cette courbe, une
construction identique & celle que nous venons de
trouver pour la kreuzcurve. Ceci résulte aussi de la
remarque suivante : la kohlenspitzcurve considérée se
déduit par l'affinité (1) d’une lemniscate de Bernoulli

(imaginaire) qui a Oz et Oy pour tangentes nodales.

9. On sait que le lieu des centres des coniques dont
un foyer est fixe et qui ont avec une courbe donnée un
contact du second ordre est la développée de la podaire
de cette courbe (').

Si Pon observe que affinité (1) fait correspondre les
droites O, On aux droites isotropes menées par O,
on a ce résultat :

Le lieu des centres des coniques () qui touchent
Of et Onetquiontun contact du second ordre avec
une courbe (I') est une causticoide de la courbe (I'))
déduite de (') par la transformation €.

En particulier :

Le lieu des centres des coniques qui ont un contact
du second ordre avec une astroide et qui touchent
les tangentes cuspidales est une autre astroide.

Au moyen de la transformation par polaires réci-
proques par rapport & (G) on déduit des coniques (Z)
que nous venons de considérer des hyperboles équila-
téres qui ont un contact du second ordre avec la polaire
réciproque de (I') et dont les asymptotes sont paral-
leles & O et On. Au lieu des centres des coniques (Z)
correspond ’enveloppe de la polaire de O par rapport

(') Nouvelles Annales, 1916, p. a1.
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a ces hyperboles. Si I'on passe ensuite a la figure
affine, on est amené & considérer la transformation qui
fait correspondre & une courbe donnée ’enveloppe des
polaires de O par rapport aux cercles osculateurs de
cette courbe.

En observant que Qg est la tangente en f” au lieu
des centres des coniques (Z), on voit aisément que le
pointol lapolaire de O par rapport au cercle oscu-
lateur au point variable d’'une courbe touche son
enveloppe appartient a la perpendiculaire élevée en
ce point de la courbe sur la droite qui le joint a O.

On pourra facilement déduire de la propriété de
I'astroide trouvée plus haut le théoréme suivant :

Les polaires du point double d’une lemniscate de
Bernoulli par rapport auz cercles osculateurs de la
courbe enveloppent une kohlenspitscurve équilatére.

Par un point de la lemniscate passent trois cercles
qui osculent la courbe en un autre point; les points
d'osculation appartiennent & la perpendiculaire élevée
au point considéré sur le rayon vecteur de ce point.
Au moyen des considérations qui précédent, on déduit
de la ce théoréme :

Parmi les quatre tangentes qu’on peut mener a
une astroide par un point P du cercle inscrit, Uune
a une direction symétrique de celle de OP par rap-
port aux tangentes cuspidales 0%, O«n. La conique
qui touche cette tangente et l'une des trois autres
en son point de contact avec Uastroide et qui touche
en outre les tangentes cuspidales a un contact du-
second ordre avec la courbe.

10. Centre de courbure de la sinusoide. — Au
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moyen de l'affinité définie par les équations (1) on
déduit de la chainette
Y

x = ach*=
a

la sinusoide
Y

Z = acos =;
a

nous appellerons 'axe y la base de la sinusoide.

Le centre de courbure en un point M de la chainette
est le symétrique, par rapport & M, du point ott la nor-.
male coupe la base. On déduit de la, d’aprés la méthode
indiquée plus haut, cette construction du centre 'de
courbure en un point Q de la sinusoide : la symétrique
de la normale par rapport & 'ordonnée de Q coupe Oy
en V; la perpendiculaire élevée sur QV au symétrique

Fig. 3.

de V par rapport & Q coupe la normale au symétrique
du centre de courbure par rapport a Q. D’ou cette
construction simple (fig. 3) :

Le centre de courbure en un point Q de la sinu-
soide appartient a la perpendiculaire élevée sur la
symétrique de la normale par rapport & U’ ordonnée
de Q, au point oi cette symétrique coupe la base.

11. La radiale de la chainette est la campyle
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d'Eudoxe
zt = a¥ (@ + y?);

il en résulte que, si I'on méne par le point O des seg-
ments équipollents aux normales de la chainette, le
lieu des extrémités de ces segments est la méme cam-
pyle d’Eudoxe. L’affine de cette courbe étant une lem-
niscate de Gerono, on voit que, si 'on méne par O des
segments équipollents aux segments tels que QV, le lieu
des extrémités des segments sera une lemniscale de
(verono. Comme QV est' symétrique de la normale 4 la
sinusoide en Q par rapport & 'ordonnée de Q, on a
donc ce théoréme :

Silon méne par un point des segments équipol-
lents aux segments des normales & une sinusoide
compris entre les points d’incidence et la base, le
lieu des extrémités de ces segments est une lemnis-

cate de Gerono.

Le raisonnement précédent montre que si, d’une
maniere générale, on considére le lieu (I'y) des extré-
mités des segments équipollents aux normales d’une
courbe (T') portés & partir d’un point, et le lieu (I';) ana-
logue pour la courbe affine (I') de ('), les courbes (I';)
et (I',) se déduisentaussil'une de I'autre par I'affinité (1).

12. Centre de cpurbure de la courbe x:ash%~
— En passant de la sinusoide
' J

& = asin +—
&
successivement aux courbes

.l .
z=asin’y =aish L, a‘=ashz:
a a e
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on voit facilement que la construction du centre de
courbure de la courbe considérée est identique a celle
que nous avons donnée pour la sinusoide.

On trouve de méme que le lieu des extrémités des
segments équipollents aux normales de la courbe por-
tés & partir d'un point est encore une lemniscate de
Gerono.

13. Courbes £*n!= C. — Considérons la spirale
logarithmique ayant pour équation en coordonnées
polaires

p=c exiw,
c et « étant des constantes. On peut aussi écrire cette
équation sous la forme

1 . .
~log[(z+iy) (@ —iy)] |
_ L . Y _ % ly +a
= logc = iaarctang - =logc + 2‘log Ty —=

La courbe affine aura pour équation

y+x
y—.’v'

%log[(x +y)(x—y)] = logc+ 3;‘log

Si I'on rapporte cette courbe aux axes O, O, on
voit qu’elle a une équation de la forme &% 4!= C; cette
classe de courbes renferme les paraboles et hyper-
boles d’indices quelconques ainsi que les courbes
polytropiques.

Au moyen de la méthode du paragraphe 2, on déduit
de la construction hien connue du centre de courbure
de la spirale logarithmique celle du centre de cour-
bure en un point Q d’une courbe & +4¢!=C (fig. 4);
elle s’applique quels que soient & et /. -

La symétrique de la tangente en Q par rapport
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@ Uordonnée de Q rencontre en S la symétrique
de OQ par rapport a O. La perpendiculaire élevée

Fig. 4.

cen S sur QS passe par le symétrique du centre de
courbure par rapport a Q.

De la propriété fondamentale de la spirale logarith-
mique on déduit aussi celte propriété caractéristique
des courbes &7 = C :

La symétrique de la tangente en Q par rapport
@ Uordonnée de Q détermine sur la symétrique
de OQ par rapport & Of un segment OS que la
tangente divise dans un rapport constant.

La podaire d’une spirale logarithmique par rapport
au pdle étant une autre spirale logarithmique, on a
encore cette proposition :

Le lieu des milieux des segments que les azes O,

Y

Ov, déterminent sur les tangentes & une courbe

j - A
fnl= C est une courbe du méme genre.

On sait que les points de contact des tangentes me-
nées d’un point & la spirale appartiennent a un cercle
passant par ce point et par le péle.

Les points de contact des tangentes menées d’un
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point a la courbe E¥n!= C apovartiennent a une hy-
perbole équilatére qui passe par ce point et par O et
dont les asymptotes sont paralléles a OE, O,

14. Radiales des courbes transformées. — Pro-
posons-nous de déterminer la radiale (R') de laf-
fine (I") de (T') connaissant la radiale (R) de (T').

Soient C' le symétrique de G par rapport a M, C" la
projection de C' sur la symétrique de la tangente en M
& (') par rapport & la parallele menée par M a Oy
(fig. ). La courbe (R’) est 'affine du lieu de I'extré-

Fig. 5.

mité du segment OC; équipollent & MC’. Si on ob-
serve que les directions de C'C’ et CM sont symé-
triques par rapport & O£, on trouve ce théoréme :

La radiale (R') de Uaffine (I') de (T) est U’affine
de la podaire, par rapport i O, de la courbe qu’on
déduit de la radiale (R) de (T) par la transforma-
tion inverse de ld transformation G.

Ainsi, la radiale d’un cercle (C) coincide avec ce
cercle; la courbe qu’on en déduit au moyen de la
transformation inverse de la transformation & est I’as-
troide qui touche quatre fois (C) et a ses rebrousse-
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ments sur O, On; la podaire de 'astroide est la rosace
(22 + y?) = a*(22— y?)2.

La radiale de Phyperbole équilatére (H) est donc la

sextique (')
(@2— y2)3 = a?(z®+ y2 ).

[M:2iB]
SURFACES PARALLELES AUX SURFACES CYCLIDES;

Par M. A. MYLLER.

Les courbes ou les surfaces paralléles & une courbe
ou 4 une surface quelconque donnée ont fait 'objet de
quelques recherches générales (2). On a étudié aussi
des cas spéciaux : les courbes paralltles aux coni-
ques (®), & quelques quartiques particuliéres (%) ou a
d’autres courbes spéciales (3).

Dans ce qui suit il s'agira des surfaces paralleles aux
surfaces cyclides (¢), ¢’est-a-dire aux surfaces du qua-
rieme ordre, qui ont le cercle imaginaire de I'infini
pour ligne double. Les résultats se rapportent aussi
aux courbes paralleles aux quartiques bicirculaires,

(1) Cf. Lor1A-ScuUTTE, Spezielle ebene Kurven, 1. II, p. 296.

(*) GaYLEY, Quart. Journ. Math., t. XI, 1871.

(*) CATALAN, Nouv. Ann. Math., t. 111, 1344; CavyLEY, Ann. di
Matem., t. XIII, 1860; Gomes TEIXEIRA, Mém. cour. par U’Ac. de
Belgique, t. LVIII, 18g8.

(*) LoseHaND, Math. Ann., t. LXIV, 1907.

(*) G. Loria, Math. Ann., t. LXIV, 1907.

(%) DARBoUX, Sur une classe remarquable de courbes et de sur-
Saces algébriques, Paris, 1873,
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quartiques qui correspondent dans la Géométrie plane
aux cyclides.

On définit les surfaces paralleles de la facon sui-
vante : Etant donnée une surface F sil'on prend sur
la normale dans un point quelconque M, d’un cété et
de l'autre de la surface, deux points M’ et M" tels

que
MM' = MM" = const.

et si 'on fait varier M sur la surface, on obtient
comme lieu des points M’ et M" une surface parallele
aF.

La cyclide peut étre définie comme 'enveloppe d’une
série de sphéres S (génératrices) qui coupent a angles
droits une sphére fixe X (directrice) et dont les
centres décrivent une quadrique fixe Q (déférente).

Considérons une série de sphéres S’ concentriques
avec les spheres S et telles que le rayon R’ de chaque
sphere S’ differe du rayon R de la sphére concen-
trique S d’une quantité fixe 8

R'=R=*+3d.

Les sphéres S’ auront comme enveloppe une sur-
face P 4 deux nappes, correspondant chacune aux
valeurs + & et — 8, qui sera parallele & la cyclide
donnée. Pour le démontrer il suffit de montrer que,
st M est le point de contact de la cyclide avec la sphére
génératrice S, le point M’ d’intersection du rayon de
la sphére S passant par M avec la sphére concen-
trique S' sera aussi le point de contact de la sphére §'
avec son enveloppe la surface paralléle.

Prenons le centre O de la sphére S pour origine des
coordonnées et le plan tangent en O a la déférente pour
plan 2O y.
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Soit
x4 y*+3*—R2=0

I’équation de la sphére S. Une sphére génératrice infi-
niment voisine avec le centre dans Oy aura pour
équation

2
(# —da)+ (y — dB)2+ 32— (R -+ ﬁdaz -+ ﬁd[}) =o0
da a8
ou, en gardant seulement les infiniment petits du pre-
mier ordre,

z2+}f’+z2—-zd¢z’—zd{3y—R’—nR—da — zR— d=o.

op

L'intersection de cette sphére avec la précédente se
trouve dans le plan .

(z‘—I-R%—g-)dz-l—( p>d{5—‘o

et par conséquent le point de contact M de S avec I'en-
veloppe se trouve sur la droite

Q—_R'd—v

0 R—!
7 oB

Prenons aussi la sphére S
22+ i+ gte= (REd)2=0
et la sphére voisine
24 yra- 23— 2daz —2df y
-—(Ri&)’—z(ﬁiﬁ)%}} —Z(Riﬁ)%r—g:o.

Le point de contact M’ de S' avec son enveloppe se
Ann. de Mathémat., o série, t. XVIII, (Mars 1918.) 8
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trouve sur la droite

i JR

: oo a 9R
. Ly = ( R=* 0) b—p— .
Par conséquent M/ se trouve sur la droite OM.

Nous allons prouver maintenant que les sphéres S’
coupent & un angle fixe § une sphére fixe X' concen-
trique avec 2. Soient O le centre d’une sphére généra-

trice S de rayon R et w le_centre de la sphére direc-
trice £ de rayon . Soient OA un rayon de S tangent
en A aZ et wA le rayon de.X qui doit étre perpendicu-
laire # OA. Prenons sur OA deux points B et C d’un
coté et de 'autre du point A et & la distance 3 de ce
point. Considérons les spheres q ayant le centre O et
passant par B et C. Léurs rayons ‘seront égaux & R 4+ ¢
et R —¢. La sphéare X' ayant le centre « et passant

par B et Ca un rayon de longueur constante p quelle
que soit la sphére génératrice” On a -

Frm g B,

bl nous desngnons par 0 Pangle wBA ou mCA on

< -
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obtient du triangle wBA ou wCA

(1) tang § =

oo

.
>

or, § étant 'angle sous lequel les sphéres S’ coupent la
sphére fixe ¥, le théoréme est démontré.

En nous servant du théoréme connu qu’une cyclide
peut étre considérée de cinq maniéres différentes
comme 'enveloppe d’une série de sphéres qui coupent.
a angles droits une spheére fixe, on peut dire aussi,
d’aprés ce dernier résultat, qu'une surface parallele a
une cyclide peut étre considérée de cinq manieres dif-
férentes comme 'enveloppe d’une série de sphéres qui
coupent a angle constant une sphére fixe et dont les
centres décrivent une quadrique fixe.

Cherchons si parmi les surfaces paralléles & une
cyclide donnée il y en a'une dont les sphéres généra-
trices coupent la directrice sous yn angle nul; alors
ces sphéres génératrices sont tangentes 4 une sphére
fixe. La formule (1) nous montre que cela est possible
seulement si p = o, c’est-d-dire si la cyclide est telle
qu'une de ses sphéres directrices se réduit dun point O.
Dans ce cas toutes les surfaces paralléles jouissent de,
cette propriété, Soit Q la déférente correspondant a ce
point Q. La cyclide sera I'enveloppe des sphéres ayant
leurs centres sur () et passant par O. Elle sera donc le
lieu des points symetnques du point O par rapportaux
plans tangents & Q. 1l est, facile de voir que ce lieu est
la podaire d’une quadrique homothétique & Q, deux
lois plus grande, le centre d’homothétie étant en O.-

Cherchons aussi si-parmi les surfaces paralléles &
une cyclide il y en a qui sont aussi des cyclides, Si
une telle surface exlste elle sera ’enveloppe d’une
série de spheres generau‘lces qui :coupent en méme
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temps une sphére i angle constant et une autre a angle
droit. En effet, elle poss¢de comme surface paralléle
une sériede sphéres génératrices qui coupent une sphére
fixe 4 angle constant, mais la surface étant aussi cyclide
cette série doit éire une des cing séries des sphéres de
la cyclide qui coupent une sphére fixe i angle droit.

Le probléme revient donc & chercher ’enveloppe des
sphéres qui coupent deux sphéres données respective-
ment & angle droit et & angle constant.

Montrons d'abord que toutes les sphéres S qui cou-
pent dangles donnés a et 3 respectivement deux sphéres
données, coupent 4 angle constant une sphére quel-
conque fixe passant par l'intersection des deux sphéres
données. '

Soient
2+ yr+t— Ri=o,
(2) (z—aP+ yr+zt—ri=o

les équations des deux sphéres données. La sphére
A3) (#—E+ (y—m+ (3= —pr=0
les coupe aux angles a et § si l'on a

§2 4+ 72+ [2= R2+ p?— 2 Rp cosa,
(E—aP4+n2+4-{2=r2 4 o?—arp cosf.

“4)

Une sphére passant par l'intersection des sphéres (2)
a pour équation

a \? - rt+ AR? ra? __
) (w_l—)—)\) ‘.yz.*_‘,z_.[ 14 A _(l—i-l)’]—o'

En calculant 'angle § que fait la sphére (3) avec la
sphére (5) on obtient, en lenant compte des condi-
tions (4),
6) cosh = AR cosa + rcosf .

V(1 +A)(rt+ AR?) —ha?
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Cette formule étant indépendante de &, 0, {et p dé-
montre le théoréme. '

L’équation (6) donne, & un 6 donné, deux valeurs
pour 4. Par conséquent il y a deux sphéres passant par
I'intersection des sphéres (2) qui coupent les sphéres S
sous un angle donné. Si pourtant § est droit, 'équa-
tion (6) donne une-seule valeur pour A, et par consé-
quent il existe seulement une sphére  passant par
I'intersection des sphéres données qui coupe orthogo-
nalement les sphéres S. On obtient I'équation de cette
sphére 2 en remplacant dans (5) A par

rcosf
R cosz

En particulier il existe deux sphéres qui coupent
les sphéres S & I'angle zéro. Ces deux sphéres K for-
ment donc 'enveloppe des sphéres S. En éliminant p
entre les deux équations (4), on obtient I'équation du
lieu des centres des sphéres S qui est une quadrique
de révolution R déférente de la cyclide qui se réduit
aux deux spheéres K. On peut alors constater facilement
que la quadrique R est tangente a la sphére = le long
du cercle qui est I'intersection des sphéres (2).

En revenant & la question posée, on voit que la
cyclide dont la surface paralléle est aussi cyclide se
réduit & deux spheres et dans ce cas toutes les surfaces
paralleles sont cyclides.

Ce résultat se rapporte aux cyclides générées par oo?
sphéres S qui leur sont doublement tangentes, c’est-
a-dire & celles dont la déférente est une véritable qua-
drique. Il existe pourtant des cyclides pour lesquelles
la quadrique déférente se réduit & une conique. Si ces
cyclides ont aussi la propriété que leurs surfaces paral-
Ieles soient aussi cyclides, leurs sphéres génératrices
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doivent aussi couper deux sphéres fixes respectivement
4 angle droit et constant et par conséquent la conique
déférente ne peut éire qu’une section plane de la qua-
drique R. Cette conique déférente est tangente a la
spheére directrice ¥ car R est tangente. La cyclide est
donc une cyclide de Dupin.

Inversement la cyclide de Dupin pouvant étre définie
comme Penveloppe des sphéres données X,, Z,, I,
deux quelconques de ces trois sphéres jouent le réle
des sphéres (2) et par conséquent les sphéres généra-
trices de la cyclide de Dupin sont des sphéres S du
probléme précédent.

On peut déduire de cela une propriété des cyclides
de Dupin. Prenons deux sphéres X et X passant par
Pintersection de X, et 8,5, qui coupent les sphéres géné-
ratrices de la cyclide aux angles « et 3. Nous savons
que cela est possible. De méme par I'intersection des
sphéres X, et £; nous prenons une sphére £ qui coupe
les génératrices 4 'angle y. Observons que ce procédé
n’est applicable que si un des angles «, 3, v au moins
n’est droit.

Par conséquent la cyclide de Dupin peut étre consi-
dérée comme I’enveloppe des sphéres qui coupent trois
sphéres données respectivement aux angles a, 3, y dont
un au moins n’est droit.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1660.

(1894, p. 1°.)

Les deux tangentes au point double d'une cubique étant
réelles, si d’un point Ay de la courbe on peut mener deux
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tangentes réelles, il n'y a qu’'un des pvints de contact,
soit Ay, d’ou Uon puisse mener de nouveau des tangentes
réelles; alors Ay donne A;, ...; les points ainsi obtenus
tendent vers le point d’inflexion réel de la courbe.
' ' A. AsTor.
SoLuTioN

Par uUN ANONYME.

Newton a montré que toute courbe du troisiéme degré peut
étre regardée comme la perspective d’une courbe parabolique
ayant pour équation .

y2=Az3+Bzx?+ Cox+ D =o.

Considérons la courbe dont 'équation est

b.}/: = 1‘2(.’1: -+ a‘)9

a et b étant positifs; Porigine est un point double a tangentes

A,

D

A;

réelles distinctes. Avec y = tx, on a
r=—a -+bt?

y=—at+btx

Les trois points ¢, ¢, {3 sont en ligne droite si I'on a

K]

taly+ L3t + t iy =—

.
2

S
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ou donc pour les points A, dont le tangentiel est A,
m ottt ki=o,
avec k*= %- Sous la condition

tf> k2,

équivalente a x4 > o, I'équation (1) a deux racines de méme
signe, le signe commun étant contraire au signe ¢;; leur pro-
duit étant k2, le carré de 'une surpasse A%, on prend celle-la
et elle donne ¢;; on continue ainsi. Les points A ont des
abscisses positives.

Comme on a

ta=—t;i—e VeI — A2,
e étant le signe de ¢, on a
[ta] =t |+ Vi — k2,

et les ¢ vont en croissant; la différence | ¢3] — |, va en crois-
sant, les modules des ¢ croissent plus vite que les termes d’une
progression arithmétique croissante, |£,| est un infiniment
grand. Or la courbe a trois points d’inflexion dont un seul
est réel, a savoir le point a linfini-dans la direction Oy;
comme la valeur infinie de ¢ donne ce point, le fait annoncé
est établi.

Si lon passe, au contraire, d’'un point A; & son tan-
gentiel A,, ..., le point limite est le point double.

Dans le cas de la parabole semi-cubique, a = o, la relation
entre ¢, et ¢y se réduit a

tag+ 2t =o0,
la relation ¢, = o devant étre écartée.
1672.
11894, p. 4°; 1917, p. 238.)
La podaire du centre de la courbe
j(2+ yrt—a? P+ 27a2z% =0
a pour équation

4(224-y2 )3 — at(xt+ 2)2)t=o.
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Le rapport de U’aire de la premiére courbe a celle de la

5
seconde est :—9 . E.-N. BARIsSIEN.

SoruTiON
Par M. R. GOORMAGHTIGH.

Considérons une famille de développantes d’astroide I'; la
premiére des deux courbes envisagées dans I’énoncé est une
courbe limite [y entre les courbes I' a rebroussements et celles
sans rebroussements. On nous a montré (Nouvelles Annales,
1916, p. 29) que, si I'on projette un point variable M(«a, ) de
la parabole

2ax = a*— y?,

en P sur la corde focale principale # = o, la courbe consi-
dérée est enveloppe du cercle de centre P, de rayon PM. Les
rayons de cercle qui passent par les points caractéristiques
font avec la direction positive de 1’axe y des angles 0 tels que
cos8 = B :a. La courbe T, peut donc étre définie par les
équations paramétriques

3
. '

= = — (a2— B2)2
x_asln(')_rl,(a B2)2,

B
y=PB+2xcosb= ;—‘;(Ba’—- B2).
En posant
f:a=2z=sing,

on voit que l'aire de cette courbe a pour expression

; 0
f yao=—= [ pGar—p) /T ag
1

=3a1f 22(3 —22)y/1—22ds

s ki3
2

T
=3a? 3f sin’cpcos’cpdtp—f sint g cos?o dp
(3 <o

3 1 _ 15 .
—3a‘l<ﬁﬂ—$ﬂ:> = -3—21!(1 .

Si #, y désignent maintenant les coordonnées de la pro-
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jection de l'origine sur I'une des tangentes a I’y correspondant
au point M de la parabole, on a

-

x? a— B2
?=tang’6=—ﬁ—zp;
y=B+acosO—Bsin20=%§(a’+l@’).

Par conséquent,
a2 y? 2 2a2y’
sayi= S, eyt et b =250

I’équation de la podaire est donc
(x4 y2)3—a(x?+2)2)t=o.

D’aprés un théordme de Catalan, I'aire d’une courbe con-
vexe vaut la différence des aires de sa podaire et de sa contre-
podaire par rapport & un méme point intérieur a la courbe.
La développée de T, est une astroide dont le cercle C a pour

a . . .
rayon —; la rosace & quatre branches, podaire de cet astroide,

. e NPT
a pour aire la moitié de celle du cercle C, c’est-a-dire gnai.

Par suite, I'aire de la podaire de 'y vaut

15 1 19
. 2 — J a2
<32+8>1ta 3, T

les aires de T'y et de sa podaire sont donc dans le rapport
de 15 a 19.

1775.

(1893, p. 387: 1916, p. 31.)

On donne un point O et une droite D fizes. Une figure
de grandeur invariable formée d’un point w et d’une
droite A se déplace de facon que w reste sur D et que A,
s‘appuyant toujours sur cetle droite, passe toujours par O.
On demande le lieu d’un point arbitraire du plan de la
JSigure mobile. Eaaminer les différentes formes de ce lieu,
lorsqu’on fait varier les données. MANNHEIM.
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SoLuTION
Par M. R. BouvaisT.

Soit P le pied de la perpendiculaire abaissée de O sur D;
prenons pour origine P, pour axes fixes PO« et la droite
D =Py. Soit P, le pied de la perpendiculaire abaissée de v

sur A, prenons pour axes mobiles w Py X et OP; Y = A,
Si X et Y sont les coordonnées relatives, z et y les coor-
données absolues d’'un point M de la figure mobile, on a évi-

demment, en posant Pyw =— 1, PO = q,

z =1lcosp+ X cosp — Ysing,
_ <a — lcosop

= - cosy + Xsing + Y cos

sino > P 4 P
équations qui définissent en général une quartique unicursale.
Nous n’entrerons pas dans I’étude générale de cette courbe et

- . l
nous nous bornerons a signaler quesia =1, X =— . Y =o,

le point M décrit une cissoide droite ayant pour point de
rebroussement le milieu O’ de OP, qui est la tangente de
rebroussement, Pasymptote étant la paralléle 8 D menée par
le point O, symétrique de O' par rapport a P. Cette généra-
tion de la cissoide droite est du reste bien connue.

1839.

(1900, p. 190.)
Soitent AA', BB’ les axes d’'une ellipse telle que
) . k .
U'angle BAB' soit égal a -;—ﬂ-, k et n étant premiers entre

eur; P un point de AA' ou de ses prolongements;
PoMoP, My ... une ligne brisée rectangulaire dont les

.y T
€léments font avec AA' les angles + 7 dont les som-

mets Py, Py, ... sont sur AA', les sommets My, My, ... sont
sur Uellipse et tellement placés que deux sommets suc-
cessifs M;, Mgy ne soient pas symétriques par rapport
@ AA'; P, coincide avee P, si k est pair; avec P si k est
impair. LEMERAY.
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SOLUTION
Par L'AUTEUR.

Une erreur typographique a obscurci la question. 1l faut
. . T . T . . .
lire, ligne 5, — au lieu de y (1). L’équation de Vellipse,
4
rapportée a ses axes, est
}/2
1 T+ ——— = al
™ tang? K=
8 5n

Faisons tourner les axes de 45°, de maniére que le grand
axe de l'ellipse devienne la bissectrice positive des nouveaux
axes de coordonnées; les lignes obliques aux axes de I'ellipse
sont maintenant paralléles aux axes de coordonnées; dési-
gnons par £ et 7 les nouvelles coordonnées; on a
E+1 n—¢t,

s =

V2 Vo

I'équation (1) devient

Kr . . K=n
2 72— 287 COS — 2—2a?sin2 — =o.
(2) d £y — +4 T

Cherchons les limites de £&. Pour que les deux valeurs de 7
soient égales, il faut avoir

1 a - Kr
b=t ——— =, a=A‘/2cos——-
ﬁcosKﬂ 2n

2n
Comme tout est symétrique par rapport a la bissectrice
positive, n a les mémes limites.

L’équation (2) s’éerit

K= . K=
12— 2k COS—n—‘ + B2 — At sm’-—# =o0,

(') Cette correction est faite dans la reproduction de I'énoncé
qui précéde.



dou l'on tire

Posons

Il vient

ce qui démontre la proposition.

1909.

(1901, p. 48.)

On compare a un thermométre centigrade un autre ther-
mométre marquant aussio® et 100° dans la glace fondante
et l'eau bouillante, mais gradué de telle sorte que,
quand on passe de 8° & (B +1)°, le volume Vg s’accroit
d’une fraction constante 8, non du volume a o°, mais du
volume a 8°, Quelle est la température centigrade t d'un
milieu pour lequel la lecture sur le second thermométre
dépasse de T la lecture faite sur le premier?

LEMERAY.

SOLUTION
Par L’AUTEUR.

Les deux thermométres sont identiques, sauf pour la gra-
duation, Soit £ =100K la distance entre les deux repéres o
et 100, communs aux deux instruments. Ecrivons @ au lieu
de 100. On a les trois conditions

(+pB)e=14+Ka, (+pP=1+Ky =T+t
Eliminons 6 et B en élevant les deux membres de la pre-
miere équation a la puissance =5 ceux de la seconde & la puis-
- . .
sance 5; il reste -

1 1
(1+Ka)s= (14 Ke)T+{,
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qu’on peut écrire

T 1]¢
(1+ Ka)a [(l+ Kq)5] =1+K ;

posons
i+ Kt=z, d’olr t=-§-—%,
Ki—1 1=
p (t+Ka) K« [(1+ Ka)""] = 2.
osons
L (KT—1) L 7‘
(1+ Ka)k« = A, (1+Ka)Y9=B = (14 h)k
il vient
ABs=go ou I =[BsR

Posant enfin

T
z _ A—C
2= B C,

on est ramené A la forme
Y=, G = peRI—1,

Pour la résolution de ce type d’équations, voir 1896, p. 548;
1897, p. 54 : Sur les racines de l’équation z = a<.

1910.

(1901, p. 95.)
On donne l'hyperboloide a une nappe

2 . y2 22
a? b2 c?

—1=o.

On considére deuxr génératrices G et K de méme systéme
dont les pieds sur le plan de l'ellipse de gorge sont aux
extrémités d’un méme diamétre :

1 Trouver les éguations de la droite A perpendiculaire
tommune ¢ G et K;
. 2° Trouver la surface lieu de A (conoide de Plucker);
3° Trouver sur cette surface le lieu des points tels que
les plans tangents fassent un angle donné 6 avec le plan
de lellipse de gorge. Construire les projections de ce lieu
sur les plans de coordonnées. CH. BrocHE.



Par UN ABONNE.

En désignant par ¢ un paramétre variable, les équations des
o¢nératrices G et K sont

(2]

¥4 . Y
= ECOSL?—S]I\?, Z -C—Sln?—i—COS(P

QY

et
sing — coso.

S

]
I
oln

x 3 .
~ = 00sg +sing,

Les équations de leur perpendiculaire commune sont
cax cosp + cby sing + z (a? coso + b2sin?op)
—c(ar*—b?)sing coso = o,

cax cosp + cby sing — z(a?cos?¢ + b?sin%op)
+ c¢(a?— b?)sino coso = o.

On en déduit, en additionnant et retranchant,

axcosp +bysing =o,
z(a?cos?e + b2 sin?g) — c(at— b2?)sinp cos¢ = o.

Iin éliminant le paramétre ¢ entre ces deux équations, on
obtient, pour la surface engendrée par la perpendiculaire com-
mune, I'équation

abz(z2+y2) +c(ad— b)) xy =o;

c'est un conoide de Plucker.
Désignons par V 'angle que fait la normale a cette surface

en un point avec I'axe des z, nous avons :
a? b (z? + y2)?

a? b2 (22 + y2 )i+ farb? 22 (2%y?) { .
—+ c2(a?— b2)2 (z? + y?) + 8ab c(a*— b zy s\

c0s?2V =

Remplagons dans cette expression zy par sa valeur tracée
de Péquation du conoide, nous obtenons, apres quelques
lcducuons,

at b2 tarig? v(xz_;,yz) +4azb:zs_c:(az_bz):
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ce qui représente une surface du second degré, de révolution
autour de I'axe des z. La courbe est l'intersection de cette
surface et du conoide; elle est, par suite, du sixiéme degré.

Pour obtenir I’équation de sa projection sur le plan des zy,
nous tirons de I'équation du conoide

clat— b))z
abz = — _g______)__}:,
x4 y?
et en portant cette valeur dans I'équation de la surfaee du
second degré, nous obtenons

arbt tang* V(at+ytyi—ct(at— bt f (22+ y )t — datyt| = o;
ou, en passant aux coordonnées polaires p et w,

c?(a?— b? )2
1= ————=cos’2w.
e a?b?tang:V
C’est I'équation d’une rosace.
La projection de la courbe, sur le plan des yz, s’obtient en
éliminant z entre les équations des deux surfaces, ce qui ne
présente aucune difficulté. On arrive ainsi a I'équation

16a*bt 3% — atbict(at— b2)? (84 —tangtVyt)
+ 4a?bic?(a?— b2)2 tang?V y2 52
+ c*(at— b2)* (32 —tang?Vy?) =o.

C’est une courbe du sixidme degré ayant un point double
a lorigine et toutes ses direcfions asymptotiques paralléles
a I'axe des y.

L’équation étant du second degré en y2, on peut la résoudre
par rapport a cette inconnue et discuter la courbe par cette
méthode. Mais I'équation est trop compliquée pour obtenir
des résultats simples et remarquables.

: 2164.

(1910, p. 336.)

Une pyramide réguliére, de sommet S, a pour base
un rectangle ABCD. On considére le paraboloide de révo-
lution de sommet S qui passe par le cercle circonscrit au
rectangle ABCD et le parallélépipéde dont ce rectangle
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est la section droite. Démontrer que le solide commun a
ces deux corps, limité au plan de base de la pyramide, a
un volume double de celle-ct. M. p’OcAGNE.

DEvxiEME SoLtTIoN (1)
Par tN ABONNE.
Solent

(3) yi=/4msz

la parabole qu’on fait tourner autour de I'axe des z, 4 la hau-
teur de la pyramide, r le rayon du cercle ABCD, 2a et 25
les cotés du rectangle. Alors on a

at+ b= r2= 4mh.

La section du paraboloide parun plan paralléle a ’'axe, a la
distance r sin, est une parabole égale a (g). Le plan de base
limite cette parabole par une corde de longueur 27 cosf;
I'aire de la section est donc r3cos30 = 3m, et le volume comn-
pris entre deux sections paralléles 0, 6, est donné par I'inté-

rale
g o

V(0 0,)= 3—"7‘/0‘ cos* 0 9.

. . T
Mettons @ = rsina; alors b = r sin (; — 1>, et le volume

demandé est

V =V(z, —2)—2V<3, -E——a)

2
ary %

= —f (cos*H — sin*0) df
3m J,

= 3. sin2a

__ 8abh

B

C. Q. F. D.
Autre solution, par M. M.-F. Ecax.

(') Voir 1914, p. 288.
Ann. de Mathémat., 4° série, t. XVIIL. (Mars 1g18.) 9
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22:8.
© 1913, p. 4320
Soient (1), (2), (3), (4) les quatre cétés d'un quadrila-
tére complet et ABC le triangle formé par les diagonales.
Soient Ay, A2, A3, A, les points d’intersection respectifs du
coté opposé BC avec les paralléles menées du sommet A a
(1), (2),(3). (4); et supposons qu’on forme les points ana-
logues By, By, By, By, Gy, Cy, C3, C;. Alors les quatre sys-
témes de trois points A;B;C;, AB,C;, A;B;Cy, A3B,C,
sont respectivement en ligne droite (1'), (2'), (3'), (§') et
ces quatre lignes droites sont paralléles entre elles.
T. Oxo.
SoLuTION
Par M. R. Botvaisr.

Nous supposerons que les cotés (1) et (2), (3) et (4) sont
opposés, et x, B, v, & les sommets (1, §), (1, 3), (3, 2), (2, §);
soit 2’ I'intersection de «8 avec BC; menons la droite AA; et
soit I son intersection avec ad; le triangle CAAj, coupé parla
transversale x[ 2/, donne

2'C 1Az 2 iy
@A; TA 2C 7

or on a
2C vC al
XAy (A %A’

la division (xAyC) étant harmonique, d'ou
13, = IA.

On en déduit que les trois points A, By, Gy sont sur la qua-
triéme tangente commune aux coniques inscrites dans ABG
ct avant leurs centres sur (4).

Soit w le point de. BG ou se coupent (1) et (2); ce point w
est le centre d'une conique inscrite dans ABC et tangente &
AB,Cy, AsB3Cy; si AA| coupe (2) en I, AA; coupe (1) en T
on a

LI)A‘ = (.I)A2= ll’,

ce -qui- montre que les droites AyB,C;, 'AyB;3C,, tangentes
menées d une conique par deux points symétriques par rapport
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au centre de celle-ci et situés sur une asymptote, sont paral-
léles.
Autre solution par M. J. LEMAIRE.

2260.

(1915, p. 477.)

On donne un losange ABCD et le cercle inscrit O. Une
tangente variable rencontre les cétés BC et CD en M et N,
entre B et C, G et D. Montrer que l'aire du triangle AMN

reste constante. V. TuéBavcr.
SoLuTION
Par M. J. LEMAIRE.

Si E et F sont les points oi CB et CD touchent le cercle O,

nous pouvons écrire

aire AMN = aire AECF — aire AEM — aire AFN — aire CMN,
=aire AECF —2aire OEM —2aire OFN — aire CMY,
=air¢e AECF — aire OEMNF — aire CMN,
=aire AECF — aire OECF = const.

Autres solutions, par MM R. Bouvaist, R. GoonmacuTticn. T. Oxo
et un Abonne. :

2261.
(1915, p. 477.)
On considére un tétraédre SABGC trirectangle en S et
une sphére quelconque T passant par A, B, Cet recoupant
les arétes SA,.SB, SC en a, B, y. Montrer que :
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1° Le sommet S, lorthocentre du triangle afy, le point
de concours des médianes du triangle ABC et le centre O
de la sphére circonscrite au tétraédre SABC sont en ligne
droite;

2° Le sommet S, ’orthocentre du triangle ABG, le point
de concours des médianes du triangle aBy et le centre w
de la sphére circonscrite au tétraédre Safy sont en ligne

droite. V. THEBAULT.
SoLuTION
Par M. R. GOORMAGHTIGH.

Soient @ b, c¢ les milieux de BC, CA, AB; a', &', ¢' ceux
de SA, SB, SC. Les perpendiculaires élevées en a, b, ¢ sur les
faces SBC, SCA, SAB concourent au centre O de la
sphére SABC. Dans le parallélépipéde Sa'd’c’ abcO, la dia-
gonale OS coupe le plan abc au centre de gravité G du
triangle abe, qui est aussi celui du triangle ABC.

Si 'on prend pour centre d’inversion le point S et pour
puissance celle de S par rapport aT, le plan 23y est I'inverse
de la sphére SABC ; la droite SGO est donc perpendiculaire
i ce plan et renferme, par suite, 'orthocentre du triangle afy,
puisque le tétraédre Safy est trirectangle en S.

La proposition du 2° est identique a la premiére si l'on
prend pour tétracdre fondamental le tétraédre Safy.

Autres solutions, par MM, R. Bouvaist, T. O~o et un Abonne.

2262.

(1913, p. 477.)

Soient D, E, F les points de contact du cercle inscritl
avec BC, CA, AB, et Ay, By, C; les milieux des cétés d’un
triangle ABC:

1° Calculer les distances du point © de Feuerbach aux
cités dutriangle ;

2° Démontrer la relation

<)oDcosé =t::EcosE +<chosE;
2 7 2 2

3° Montrer que la perpendiculaire sur AD menée du
point commun a B,Cy et EF passe au milieu du rayon ID'
du cercle, D' étant U’extrémité du diamétre DID'.
V. THEBAULT.
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SoLuTION
Par M. R. GOORMAGHTIGH.

1° Les coordonnées normales relatives du centre de la

. . . a
conique circonscrite 7-° sont

(b8 +cy—anx), B(cy+ax—0bP), y(aa-+bf—cy);

celles du point de Feuerbach o, centre de I'’hyperbole de
Feuerbach -
E(p—a)(b—rc)ys =0,

sont donc

Yip— —e) Lip— - Lip— — )
E(P a)(b—c)2, b(P b)(c—a)?, c(p c)(a—b)2.
En remarquant que

E(p-—-a)(b—cp=4S(R—2r),

on déduit de la comme coordonnées absolues de ¢

(p—a)y(b—ec)2 (p—b)(c—a)? (p—c)(a—b)'-‘.
sa(R—ar) ’ 26(R—ar) 2¢(R—2r)

2" La relalion proposée exprime que ¢ appartient au cercle
inscrit ; il existe une relation analogue pour tout point de ce
cercle. Elle résulte du théoréme de Ptolémée, si I'on observe
que les cdtés du triangle DEF sont proportionnels a

l 1 1
cos ~A, cos-B, cos-C;
2 2 2

la relation proposée suppose que a soit le cdté moyen du
triangle ABC.

On peut d'ailleurs obtenir aisément des relations analogues
a la relation proposée, mais qui ne s’appliquent qu’au point o.
Appelons d, e, fles cotés du triangle DEF ; le point ¢ étant
inverse, par rapport au triangle DEF, du point a 'infini dans
la direction perpendiculaire a la droite d’Euler OI de ce
triangle, les coordonnées normales de ¢ par rapport au
triangle DEF sont

d e S
ez_fz’ fz_dz’ a— et
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D’aprés une propriété connue, les distances ¢D, ¢E, ¢F
sont inversement proportionnelles a ces coordonnées; on a
donc

B C C A
cos?— — cos?— cos? P cos? N
2 2
¢D:igEi¢F = A : i
cos — cos —
2 2
B
cos2 — — cus? —

ou encore

On en déduit, par exemple, en supposant encore que a soit
le cOté moyen,

. A . B . G
oD sin — = oEsin — + ¢F sin —,

) 2 ' .2 2

. A .. B . . G

agD sin — =bglisin —+coF sin —,
2 92 : 2

A B C
oDcos3— = oEcos3— 4+ oFcost—.
¢ PURR 2 7 o

3° Soient L et N les milieux de AD et AI, T le point
d’intersection des droites EF et B;C;, D" le point o la
perpendiculaire menée de T 4 AD rencontre le diamétre DID'
du cercle inscrit. D’aprés les théorémes d’Hamilton et de
Mannheim, le point ¢ est a l'intersection de DT et D'N. Le
point D” étant 'orthocentre du triangle DLT, la droite LD"
est perpendiculaire a DT, et, par suite, paralléele a oD’ Or,
si 'on appelle M le point d'intersection de AD avec D'o, on
voit, en considérant le triangle ADI coupé par la trans-
versale MND', que M est au tiers de AD a partir de A. 1l
résulte de l1a que [ est au quart de MD & partir de M ; par
conséquent, D" est au quart de D'D a partir -de'D’,"donc au
milieu de D'I.

Autres solutions, par MM. R. Bouvaist et.T: ONo.
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QUESTIONS.

3339. On considére les cubiques circulaires T' rencontrées
dans la deuxiéme partie de la composition de géométrie ana-
Jvtique de I'Ecole Polytechnique en 1917, savoir celles que
définit I'équation

r(xt+ y?) — (h*— at)xr — 2ahy = o,

nil « est regardé comme fixe et A comme variable.

On appelle H et H' les points de contact de chaque cu-
hique ' avec ses tangentes paralléles a Oy (1), I et I' ses
points de contact avec ses tangentes paralleles a Oz, C et ¢
ses centres de courbure répondant a H et H'. On demande :

1” De trouver le lieu des points I et I’ et de déterminer, en
particulier, les points de ce lieu ol la tangente est paralléle
a Oy en faisant voir comment ces derniers points sont liés
aux points H et H' correspondants;

2 De trouver le lieu des points G et C' et de donner la
coustruction géométrique qui permet de déduire chaque
point G du point H correspondant. M. D’OCAGNE.

2360 On considere 'hyperholoide de révolution a une nappe
n? - yr4 32— 9ys — 230 — 2Ty =1.

Montrer que si p, g, r sont trois nombres arbitraires deux a
deux différents, les coordonnées d’un point courant de cet
hvperboloide peuvent se noter :

plg—r)
(r—p)(p—1q)
g(r—p) |
(p—q)(g—r)
1= —lP—q)

(g—r)(r—p)

On trace dans un plan (H) un triangle de référence ¢quilatéral.

X =

y:

*) Voir la figure, 1917, p. 255.
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P, ¢, désignant les coordonnées trilinéaires normales d'up
pointdu plan, étudier la correspondance entre le point(p,q,r)
du plan et le point z, y, z de '’hyperboloide qui correspond
aux valeurs p, g, r des trois paramétres. Considérer en parti-
culier les courbes planes de (H), qui correspondent aux sections
planes de 'hyperboloide, aux paralléles et au cercle de gorge
notamment.

Montrer que les coordonnées d’un point du cone asymptote
peuvent se ncter :

z=(p—r)?, ,Y=(r—)‘)2> z=()~"‘t~'~)2a

), i, r étant tross nombres arbitraires.

Etudier les génératriccs de hyperboloide, indiquer les para-
metres tels que p, ¢, 7 qui appartiennent aux points des deux
génératrices qui sont issues du point pog,r, de la surface.

Quelle est dans le plan (H) la représentation des générations
de la surface ? .

On considére la cubique gauche tracée sur 'hyperboloide
qui correspond a la condition

p+(/>i—l‘:0.

Etudier sa projection sur l'un des plans de coordonnées.
Montrer qne & =) = 3 est pour ellc un axe de symétrie ter-
naire. AMSLER.

ERRATA.

1917, page 275, ligne 14 (en remontant). au lieu de « spiralc
logarithmique méme », lire « méme spirale logarithmique ».

1917, page 403, ligne 1o (en remontant), au liew de donnent, lire
donne.

1917, page 403, formule (18), au lieu de (a*+ b%)*, lire (a*+b*)".

1917, page ‘407, ligne 2, équation (3o), supprimer = o.

1917, page 408, ligne 1, au liew de a I'équation, lire & lellipsc
“ayant pour équation.

1917, page 440, ligne 13, au lieu de x (n +1), lire x (x +1).

1918, page 34, ligne derniére, la note doit étre reportée page 35.
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[M'11f] o o
THEOREMES GENERAUX
SUR DES SYSTEMES DE COURBES ET DE POINTS ;

Par M. Matmiev WEILL.

I. Considérons un faisceau linéaire de courbes repreé-
senté par I'équation
S -+ )\E =0,

el prenons trois de ces courbes.
Dans I’équation

1 (S +AE)+A(S + ML)+ (S +21'2) =o,

. .. .
on peut disposer de %y, ky, Ay de maniére que cette
équation soit une identité; il faut pour cela que l'on
ait

M o+l 4k =o,

Mk 4l N =+ 230 = o,

ce qui est toujours possible. Adoptons pour Ay, kg, Ay
un des systémes de valeurs qui satisfont & ces deux
relations; pour ce systéme, l'équation (1) représente
une courbe passant par un point quelconque du plan;
st nous considérons trois points quelconques, de coor-
données z,y,, Z,¥2, £33, on aura donc

WSt RS, ] + M [Si4 NE1] W [Si+WE | =o,
M[Se4+ AE] 4+ Ag[Sa+ N Ee] + W3[Se+ N Ep] =0,
)\llsa—i—)..‘.'.;]—i— ............................. = 0.

Il en résulte que le déterminant formé avec les
quantités S,+ rZ,, S,+ '3, ..., S+ AZs, ... estnul,
et 'on a le théoréme suivant :

Ann. de Mathemat., §* série, t. XVIIL. (Avril 1918.) 10
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TutorimE. — Le déterminant formé avec les puis-
sances de trois points quelconques du plan, par
rapport d trois courbes faisant partie d'un faiscean
linéaire, est nul.

Le théoréme, trés général, s'applique, en particulier,
4 trois coniques passant par quatre points, & trois
cercles ayant méme axe radical, etc.

Considérons, de méme, quatre courbes faisant partie
d'un méme réseau linéaire et quatre points du plan,
nous arriverons, par le méme raisonnement que plus
haut, au résultat suivant : le déterminaat formé par les
puissances de quatre points du plan, par rapport &
quatre courbes faisant partie d’un réseau linéaire, esl
nul. De méme si I'on considere quatre courbes ayant
pour équations :

' M S+AS+T=o,
A2S +NVE4+T=o,
AN2S 4. ........=o0,

A28 i =0

(S=o0, ¥=o0, T=o0 étant les équations de trois
courbes quelconques), le déterminant formé par les
puissances de quatre points quelconques du plan, par
rapport a ces quatre courbes, est nul.

On peut, évidemment, généraliser, et I'on aura, par
exemple, les théorémes suivants :

Tutoreme . — Le déterminant formée par les puis-
sances de sept points du plan, par rapport a sept
coniques quelconques, est nul.

Tutoreme lI. — Le déterminant forme par les
puissances de cing points du plan, par rapport
cing cercles quelconques, est nul.
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Les cas particuliers sont en nombre, pour ainsi dire,
illimité. '

On a, par exemple, les théorémes suivants :

Le déterminant formé par les puissances de
quatre points, par rapport a quatre cercles qui ont
un poitnt commun, est nul.

Le déterminant formé par les puissances de
quatre points, par rapport aux couples des cités
d'un triangle pris deuxr a deux et au cercle cir-
conserit a ce triangle, est nul.

Parmi ces quatre points, supposons que trois soient
sur le cercle circonscrit; soient A =0, B=0,C=0
les équations des trois cétés du triangle; le résultat
sera le suivant :

ABr AGy BGy
,\2 Bz Az C; Bng =0,
A3;B; A3C; B3G

\\B, désignant le produit des distances du point de
coordonnées x, 3, aux deux droites A = o, B=o, el
ainsi de suite. Le résultat se déduit, d’ailleurs, facile-
ment, de I’équation du cercle circonscrit en coordon-
nées trilinéaires. :

Nous allons particulariser encore et appliquer les
raisonnements précédents aux relations entre les dis-
tances de n points du plan.

II. Soient S=o0, =0, T=o0 les équations de
trois cercles, en coordonnées rectangulaires; nous
supposerons que le coefficient de (z2+ y?) soit
'unité, dans chacune de ces équations. L’équation

)\,’S+)\,Z+7‘3T+)\5=o
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représente un cercle quelconque; écrivons qu'il passe
par trois points donnés, et qu’il se réduit a une droite,

nous aurons
MSi+ 2+ AT+ 2y =o,

1S+ 29Za+. v =0,
)\1Sa+ ................. = o0,
M 4+ ks EAz.......=o.

Donc, les puissances de trois points en ligne
droite, par rapport a trois cercles, sont liées par 1'équa-
tion

Sy ¥ Ty
S, =, Ty 1
S, 2, T, 1| "
1 1 I o

1° Si les trois cercles se réduisent 4 des points con-
fondus avec les trois points donnés, on aura, en dési-

gnant par 12 le carré de la distance des points (1)
et (2),

o 12 13

—2 —2

21 o 23 1

=o0
—2 —2
31 32 o 1
1 1 1 o
ou . .
a*+ bv 4 ct—a2a?br— s2atct—2b2c?=o0

ou

(a+b+c)(a+b—c)(a+c—b)(a—b—c)=o,

a, b, ¢ désignant les longueurs des cotés du triangle
formé par les trois points, triangle réduit ici & une
droite.

2° Si les trois cercles se réduisent a des points et que
deux de ces cercles-points se confondent avec deux des
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points donnés A, B, nous aurons

—2 —2
o 12 D1 1

] —2
21 o D2 1

=0

—2 —2 —2
31 32 D3
1 1 1 [¢]

ou

DA .BC 4+ DB .CA +DC .AB -+ AB.BC.CA = o,

ce qui est le théoréme de Stewart.
3* Exprimons que le cercle qui a pour équation

)\15+>~22+)\3T+)\‘=0

passe par quatre points, nous aurons

Sl = T1 I
S, ¥ T, 1
‘ =o0,
b; 23 T3 1

921

o 2 Ty

relation entre les puissances de quatre points d’un
cercle par rapport 4 trols autres cercles.

Supposons que les trois cercles S, T, T se réduisent
i trois points, confondus avec trois des quatre points
donnés, nous aurons

—2 —2
o [ 1
— —
21 o 23 1
= 0’
—2 —2
31 32 o o0
—2 —2

—2
4U 42 43
(821

Ca (b4 't~ a't) + 202t + a't— b?)

+ c?c'?(a't+ b2 — c't)—2a'tb'2c' =0,



(126)
relation entre les carrés des distances mutuelles de
quatre points d'une circonférence.
On obtiendra, évidemment, d’autres relations ana-
logues en faisant les substitutions

a b ¢ a b ¢ a b ¢ a b ¢

b ¢ d b ¢ a ¢ a b ¢ a b

et ainsi de suite.
Deux d’entre elles suffiront & les déterminer toutes.
car il y a quatre arbitraires parmi les six distances.
4° L'équation 1, S + 2, T + 23U + 21,V =0 repré-
sente un cercle quelconque; écrivons qu’il passe par
(quatre poinls donnés, nous aurons
S, T, U, v,
S, T, U, V,
S Ty ... .| 7
S,

ce qui exprime que le déterminant formé par les puis-
sances de quatre points d’un cercle, par rapport i quatre
autres cercles du plan, est nul.

Si les quatre cercles sont des cercles-points, con-
fondus avec les quatre points donnés, on aura

—2 —2 —2
o 12 13 14
—2 —: —2
21 o 23 24
=o0
—2 2 —2
31 32 o 34

—2 —2 —2
4 42 43 o
ou .
ara’t 4+ b b+ ctc't— 2a2a'tbtb't ., .= o,

en désignant par a, ¢, b, b'; ... les distances mu-
tuelles des quatre points; cetle égalité peut s’écrire

(aa’+ bb'+ cc') (aa' + bb'— cc’)
+ (aa' — bb' +- ¢c') (aa’'— cc'— bb') = o.
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En égalant & zéro I'un quelconque de ces facteurs, on a
le théoréme de Ptolémée sur le quadrilatére inscrit.

MI. L'équation
)\IS—I—)\ZT +)\3U —+—)\4V+)\5= (o]

représente un cercle quelconque. Nous pouvons dis-
poser des A de facon que ce soit une identité; on aura,
en particulier, .
)\1+)\2+ A3+ A, = o.

D'autre part, en adoptant les valeurs de A qui font de
I'équation une identité, nous pourrons faire passer ce
ercle par quatre points quelconques du plan; nous
aurons donc la relation

S, T, U, Vy 1
S, T, U, V, 1
i) I T |
b P |

1 1 1 I 0

il
°

entre les puissances de quatre points quelconques du
plun par rapport a quatre cercles quelconques.

Si les quatre cercles se réduisent 4 des points con-
fondus avec les quatre points donnés, on aura

—2 —2 —2
o 12 13 14 1
—2 —2 —2
21 o 23 24 1
—2 —2 —2 —
31 32 o 34 1|7 %
—2 —2 —2
4v 42 43 o 1
1 1 I I o

relation entre les distances mutuelles de quatre points
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quelconques du plan, ou

Sata'?(br+c?— a?+ b2+ c'2—a'?)

—abrct—atcrb't— b2cta?—a'tbic = o,

en appelant a, b, ¢ les distances d’un des points aux
trois autres, et «', &', ¢’ les autres distances corres-
pondantes.

Si V désigne le volume du tétraédre dont les arétes
ont pour longueur @, b, ¢, ¢', b', ¢, le premier membre
de la relation est égal & 144.V2; il admet les substitu-
tions

a b ¢ d VU ¢

« bV e a b ¢ a b ¢ b ¢ |
a b ¢ a b ( H
... (en tout 24
a b ¢ a b e ’

ce qui se vérifie immédiatement.
L.e premier membre peut aussi s’écrire

F=4ab2ct—Xa?(b?+ c*— a'?)?

+ (D24 cr—a'?) (e + ar— b'2) (ar+ br— c'?).

En particulier, si les points A, B, C sont en ligne
droite, on a
U'=a+ ¢,
et 'on trouve que — F est le carré du polynome

2 (a'+ ')+ a'c(a +c')—ara — c2c,

on retrouve ainsi-la relation de Stewart.

Si, dans la relation (1), on suppose que le cercle S
passe par les points 1, 2, 3, le cercle T par les
points 2, 3, 4 et ainsi de suite, on arrive au résultat
suivant :

1 1 1 I

T TV
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c'est-a-dire que, si I'on considére quatre points quel-
conques, la somme des inverses des puissances de cha-
cun d'eux, par rapport au cercle qui passe par les trois
autres, est nulle.

IV. Considérons trois cercles représentés par S = o,
T =0, U=o0; soit C = o I'équation du cercle ortho-
gonal aux trois cercles; 'équation

;\|S+)\2T+)\3U=O

représente un cercle orthogonal au cercle G. Expri-
mons qu’il passe par trois points donnés, nous aurons

5, T, U,
S, T, Uy |=o.
S; Ty Uy

Donc, si quatre cercles sont orthogonaux a un méme
cercle, le déterminant formé par les puissances de trois
points d'un des cercles, par rapport aux trois autres
cercles, est nul.

En particulier si les cercles S, T, U sont des cercles-
points, C est le cercle circonscrit au triangle formé
par ces trois points, et I'on a le résultat suivant : si
deux cercles sont orthogonaux, et si I'on prend trois
points sur 'un et trois points sur l'autre, le détermi-
nant formé avec les carrés des distances des trois pre-
miers points aux trois autres est nul.

Si les trois points du premier groupe sont en ligne

droite, on a
)\|+)\g+ )\32 0,

les trois points A, B, C sont sur une droite orthogo-
nale au cercle circonscrit au triangle DEF formé par
les trois autres points; c’est donc une droite passant
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par le ceatre O de ce cercle; on a les quatre équa-
tions
——2 —_—2 2
k,.AD +A2AE +A3AF = o0,

—2

)q.BD R R = o,
—2

2.CD ~+.. . .oaal .o =0,

M “+ A -+ Ay =

En prenant les deux premiéres et la quatriéme, on a
la relation

—2 ——2 —2
AD AE AF
BD BE BF |=°
1 I 1

ou
£AD (BE —BF ) =o,

relation remarquable entre les distances de deux points,
pris sur un diametre du cercle circonscrit i un triangle,
aux sommets de ce triangle.

Réduisons quatre cercles du plan a leurs centres de
coordonnées x,y, Z2¥», .... L'équation

Mz =20+ (y — )]
+ M[(2— 22+ (y —ya)t] +...+N=0

représente un cercle quelconque; exprimons que
I'équation est une identité, nous aurons

A 4+ Ae M+ A =o,
My + RgZa4veenn. =o,
(1)

)\1)’1‘!‘ ...... Ceereen s =0,
M@ty 4.+ A =o.

Ce systeme admet toujours des solutions pour les i.
Adoptons une des solutions, et écrivons que le cercle
passe par les points x, y, ... et aussi par un cinquiéme
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point du plan, nous aurons

— —2 —2
)\2-12 +)\3.13 +)\4.(4 +)\5=0,
—2 —2 —
A2t 4-23.23 +X,.24 +A;=o0,
( ..... ceen
-2 -2
\)\‘.5l +)\~2.5‘l +.‘....+)\5=0.
Les équations des deux groupes (1) et (2) sont toutes

vérifiées par des valeurs X, donc tous les déterminants
du cinquiéme ordre sont nuls. En particulier, on a

—2 —2 —2
0 12 13 14 1

-—2 —2 —2

21 o 23 24 1

9 _

31 oo . =0,

—2

41 v .

—2 —2 T2 2

51 32 33 34

ce qui est une relation entre les carrés des distances
mutuelles de cinq points du plan, relation qui admet
120 substitutions. On a aussi

I 1 I 1 o
xry Ty T3 &y

E) ——3—2 -2
0 I 14 I|=o,
—2 -2 —2
21 o 23 24 1

—1 —2
3t 32 o 34 1

ce qui est une relation entre les carrés des distances
mutuelles de quatre points, et les distances de ces
points & une droite du plan.

On peut, d’'une maniére analogue, considérer 1’équa-
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tion
Mz —2)2+ (¥ —1)2]
e

+ Mz —x)+ (y — ¥5)%] =0,

on aura des résultats semblables aux précédents.

V. Toutes les considérations précédentes s’appli-
(uent 4 un systéme de sphéres, et I'on peut, immédia-
tement, énoncer les résultats suivants :

1° Le déterminant formé par les puissances de trois
points quelconques, par rapport & trois sphéres ayant
méme plan radical, est nul.

2° Le déterminant formé par les puissances de quatre
points quelconques, par rapport & quatre sphéres ayant
deux points communs, est nul.

3° Le déterminant formé par les puissances de cinq
points quelconques, par rapport & cing sphéres ortho-
gonales & une méme sphere ou ayant un point commun,
est nul.

4° Le déterminant formé par les puissances de six
points quelconques, par rapport 4 six sphéres quel-
conques, est nul.

5* Si 'on considére six points de 'espace, numé-
rotés 1, 2, 3, 4, 5, 6, ona

-2 TT2 —2 —2 ——2
o 12 13 14 15 16
—2 —2 —2
21 o 23 ... ... 26
—2 —2 = o.
31 32 0

e oo . e e cee
—9  —9

—2 —2 —2
61 62 63 64 65 o

6° La relation entre les carrés des distances mu-
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tuelles de cinq points quelconque§ de I'espace est

—2 ——3 2 2

o 12 13 1} 11
2 —2

21 o 23 . . I

—2 —2

31 30 0 1

=0,

—2

41 . . I

-2

31 1
1 1 1 1 1 o

=" Si l'on considére cinq points de l'espace, la
somme des inverses des puissances de chacun par
rapport a la sphére qui passe par les quatre autres est
nulle.

VI. Considérons un triangle de cotés «, b, ¢, et
solent z, ¥, 3 les distances d'un point du plan aux
sommets du triangle. Nous avons trouvé entre ces six
quantités la relation

) Sztat(yt—4 22— 24 bl c?— a?)

— x0T — x23202— y232at— atblcr=o.

Les carrés des distances de certains points remar-
uables du plan du triangle aux sommets sontdes fonc-
tions rationnelles de @, b, ¢; ceci a lieu, en particulier,
pour I'orthocentre, le point de concours des médianes,
des bisseclrices, etc.

On peut se proposer de trouver tous les points du
plan pour lesquels les quantités z2, 2. 52 sont fonc-
tions rationnelles de a2, b2, ¢2. Désignons a2, b, c?
para, 3,v, et x2, y*, 32 par u, v, w; soient u,, ¢y, &,
des valeurs de u, ¢, w répondant & la question. par
exemple, les carrés des distances du point de con-
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cours des médianes aux sommets du triangle; posons

~

u = u1+)\ o,
(2) ¢ = 0,4+ A3,

W= Wy —+ 10

et substituons dans la relation (1); nous aurons une
équation du second degré en 8, qui admettra la solu-
tion 8 = o; il restera donc une relation du premier
degré en 8, d’olt nous tirerons 8 en fonction rationnelle
de wyy oy a0, & Ny N, 2, By e

Nous en déduirons ensuite les valeurs de u, ¢, o
par les équations (2) et nous aurons la solution com-
pléte du probléme. En donnant, dans les relations trou-
vées, des valeurs arbitraires a ), X', 1", on aura tous les
systémes de valeurs de z3, y?, 3%, deux valeurs seule-
ment, par exemple z* et y*, suffiront pour déterminer
le point correspondant & un systéme de valeurs de %,
JANPAN

VIL. Une relation entre les distances de cinq points
d'une sphére est, comme il estfacile de le voir & l'aide
des méthodes précédentes :

- 2 —2
0 12 13 14 1
—2 —2 —2
21 o 23 24 1
—2 —2
(1) 31 32 o ... 1|=0°
—2
7/

—2 —2 —2 —
51 52 53 54 1

ou, en désignant les distances 51, 52, 53, 54 par z. ).
s, ¢, les autres distances par a, b, ¢, a'. b', ¢/,

1 hxr? + 2 4 v32+ ot2+ h=o.
®y f
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l.e coefficient A n’est autre que

a’a'*(b'?+ c't— a'?) + b2b2(c'?+ a't— b'2)
+ctc?(a'?+ b — ¢'t) —2a'2b'2c"2,

'est-i-dire que A= o0 est la relation que nous avons
trouvée entre les distances mutuelles de quatre points
d'un cercle. u, v, p ne sont autres que les valeurs que
prend A par des substitutions évidentes; quant a A, il
est égal &
(aa'+ bbb + cc')(aa + bb'— cc')
X (aa'+ cc'— bb')(aa’— cc'— bb').

Le déterminant du cinquiéme ordre est donc facile
4 développer; si nous appelons D le diamétre de la
sphére, la relation est vérifiée si I'on y remplace z2,

T

t* par D? — z*, D2 — y*. ...; on a donc
(h+p+v+p)D2+2h=o0;

cette méthode fournit donc, trés simplement, I'expres-
ston du rayon de la sphére circonscrite a un tétraédre
dont on connait les six arétes.

Nous avons établi une relation entre les distances de
quatre points quelconques du plan; d’autre part, nous
avons établi une relation entre les distances de quatre
points d’une circon{érence; soient a, b, ¢ les trois
¢otés d’un triangle, x, ¥, 5 les distances d’un point A,
i cercle circonscrit, aux trois sommets A, B, C; une
combinaison facile des deux relations dont nous venons
de parler donne la relation remarquable

Sxtyt(a?+ b2—c?) — Zatal+ atbict =o.
VIIL. Nous avons trouvé, entre les distances mu-
tuelles de quatre points du plan, la relation

o Sata?(br+ct—at+ b'2+ 2 — a’?)
—Za*b'?ct— atbict=o0.
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a'. b’y ¢’ étant les distances de 'un des points D aux
trois autres A, B, C.

Si le point D décrit une courbe f(a'b'c') = o, I'éli-
mination de ¢’ entre I'équation f'=o et la relation (1)
donne, entre «' et &', une relation qui représente une
courbe formée de la premiére courbe et d’une autre;
on a ainsi, d’'une maniére générale, une équation repre-
sentant une courbe (uise décompose; on peut déduire
de li un grand nombre de théorémes nouveaux.

Nous étudierons des cas particuliers trés simples,
en prenant pour triangle ABC un triangle équilatéral.

Définissons le lieu d’'un point M par I'équation

a'?+ c't= a?,

qui représente le cercle décrit sur AC comme dia-
meitre; d’on
c?=a?—a'?;

remplagons ¢'? par cette valeur dans la relation (1), 1l
vient une relation entre a’ et 0?, le lien des points
qui satisfont & cette relation est une courbe du qua-
trieme degré en x, )'; en prenant deux axes rectangu-
laires se croisant au centre du triangle, Oz élant paral-
lele & BC, 1'équation est

—36(22+ )2+ 21a?(22+ y) +... =0,
(qui se décompose en
6)*+ 62— ayy3 —3ar—ar=o,

qui représente le cercle décrit sur AG comme diamétre
et en un second cercle qui est symétrique du premier
par rapport & AB; ces deux cercles forment le lieu des
points M pour lesquels il y a, entre les distances MA.,
MB, la relation dont nous avons parlé.
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La relation (1), pour le triangle équilatéral, devient
f— ——2 ——2 ——2 ——2 —
() a(MA"-+MB +MC ) —a*+~=MA .MB —IMA =o.
Soit un point M pour lequel on a
—_—2 ——2 —2
MA +—~MB =2MC .
L.¢ lieu de ce point est une droite qui a pour équation
i) y+zy/3=o.

Remplacons dans la relation (1), MA -+ MB' par 2-1\_12:‘2,
il vient

03) (ﬂ.?)Kl—éz—-a’*
—2 ——2 ——2 —f ——2 ——2
—MA —MB —MC +2MC +MA MB =o,
. . . = o oAl
relation entre les trois distances MA ; MB ;, MC , ou
3yi+(ay?+ 3.ry’)¢§+...=0,

qui se décompose en la droite y 4 zy/3=0 el un
cercle tmaginaire. Ainsi, le lieu des points M qui
sutisfont i la relation (3) est formé d’une droite el d'un
cerele imaginaire.
Soit la méme relation
MA +MB =aMC,

la relation (1) pourra s'écrire

a(MA"+ MB -+ MG )

S — 9 —t  ——
—a*+MC + MA .MB —MA — MB =o,

le lieu des points qui satisfont a cette nouvelle relation
sera formé de la droite précédente

y+axy3=o0
Ann. de Mathémat., 4° série, t. XVIIL. (Avril 1918.) 11
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et, cetle fois, d'un cercle-point, qui n’est autre que le
sommet G du triangle équilatéral, résultat facile i
vérifier. ’

Soit, enfin, la relation

——

MB 4+ MC = K3;

on trouve que le lieu des points qui satisfont a la rela-
tion, tirée de la relation (1), -

a(MA” +K?) —a* -+ K2 MA' —K*—MA ~+3MB MG =o.

est formé de deux cercles, savoir celui qui a pour
équation

——_——-2 3 .

MB + MC = K2

ou

et un second cercle, qui a pour équation

’

2a
xr? 4+ <_y+—-—

\/§>2+ K?2— a?=o.

La méthode que nous venons d'employer et qui peut
fournir un trés grand nombre de théorémes nouveaus
consiste, non pas & éliminer une des quantités a'.
b', ¢' entre la relation fondamentale et une équa-
tion f(a'd’'¢’) =o, qui définit une courbe, mais a
combiner, de diverses maniéres, la relation fondame-
tale et 'équation f = o.
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[RE] -
SUR LES THEOREMES DES PROJECTIONS ET DES MOMENTS
DES QUANTITES DE MOUVEMENT

(Extrait d’une lettre a4 M. Appell);
Par M. J. ARNOVLIEVITCH.

En étudiant votre Traité de Mécanique rationnelle
jai fait la remarque que le théoréme des projections
des quantités de mouvement est un cas particulier du
théoréme des moments, notamment quand les moments
sonl rapportés & un axe situé a l'infini.

Rapportons un systéme matériel a deux systemes de
coordonnées rectangulaires fixes O,x)" 5, et Ozys,

2

dont les plans y, O, 5, et y Oz coincident (plan de la fi-
aure). L’équation des moments parrapportal’axe O, 5, est

d dy dx
5 B ) TR,

Les coordonnées zyz et z,y,3, d'un point maté-
riel m et les composantes XYZ et X;Y,Z, des forces
"\lérieures sont liées par les équations

ry=ux, y1=y cosz+ zsina—a,
\ 3= 3cosa—ysina+ b;
0 vdou
| id? =%—T—: ‘f‘z'ytl = ‘;‘};cosa—r—%sma

Xy=X, Y;=Ycoszx+Zsina, Z;=Zcosz—Ysinx



( t4o)
En portant les valeurs (2) dans I'équation (1) nous
aurons

d dy ds .
(3) EB zizlrm<‘—ﬁcosa+-d—lsmex>
.z‘( sa + 3 sin ——a]
-a—t- Y co 3 Ssina )

:22[@'( Y cosa+Zsina)—X( y cosa+ 3 sina—a)).

Divisons les deux membres de cette équation par «;
on ohtient

(4) a’tZ [th—é;x( cosa+-‘§sma>

—%(ycosa—o—zsinu)%]

=22 [X+l}x(Y cosa + Zsina)

——X(ycoso:+zsin1):].

{

Imaginons que l'axe O, z, s’éloigne vers I'ifini tout
en restant dans le plan 3O z; la coordonnée a croit infi-

niment et les termes de (/;) conlenant E s’annulent.

L’équation (4) se réduit donce a

d
) d/-u n _S‘Z

qui exprime le théoréme des projections des quantités
de mouvement sur F'axe O x.

Nous aurions le méme résultat en écrivant I'équation
des moments par rapport & 'axe O,y,. En effet, les
deux axes O, )y, O, 5y, s'éloignant vers I'infini, coin-
cident enfin avec la droite infiniment éloignée ( yz)du
plan »Os.

LLes mémes considérations étant faites sur les deux
autres axes Oy et Oz, ou peut dire :
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Les ¢quations des projections des quantités de mou-
vement sur les axes Oz, Oy, Oz sont identiques avec
les ¢quations des moments des quantités de mouve-
ment Par rapport aux axes infiniment éloignés (y3),
(zr1 et (xy). Ces derniers axes se trouvant dans le
meme plan, qui est le plan infiniment éloigné 11 de
I'espace, constituent avec les premiers les six arétes
J'un tétragdre particulier.

Comme on peut substituer au plan ITun plan P quel-
conue déterminé, on peut exprimer les six équations
universelles du mouvement de la maniére suivante :

On obtient six équations du mouvement indépen-
dantes en écrivant le théoréme des moments des quan-
tilés de mouvement par rapport & chacune des six
arétes d'un tétraédre.

Sous cette forme les six équations du mouvement
donnent, dans le cas de valeurs constantes des vitesses,
les conditions nécessaires d’équilibre d'un systéme
matériel, exprimées dans le n° 100 de votre Ouvrage.
Elles peuvent d'aillears se déduire de ces équations
d'équilibre par le principe de d’Alembert.

[L'18]
SUR LES FAISCEAUX DE CONIQUES;

Par M. R. GOORMAGHTIGH.

1. Soient A, B, C, D les points de base d’un faisceau
pouctuel de coniques, et déterminons le lieu des centres
de courbure de ces coniques correspondant au point
de base A
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Une droite quelconque menée par A coupe en p ety
les droites BD et CD, les perpendiculaires élevées en A
sur AB et AC rencontrent en ¢’ et p’les perpendicu-
laires élevées sur pgq en g et p; si P est le point d'in-
tersection de p’g’ avec la perpendiculaire élevée en A
sur pq, le milien w de AP est le centre de courbure
en A de la conique du faisceau qui touche pg
en A ('),

Prenons comme axes de coordonnées les droites Ag'
ct AB, et soient

¥ =mx, x4+ Ay =0, r+uy =c,

I
] :"’.T, )/:0(1‘

les équations de pg, BD, CD et des perpendiculaires
¢levées en A sur AC et AD. On en déduit comme coor-
données de p et ¢

b mb c me
2z ), _— )
I +Am 1+ hm L+ um 1+ um

celles de ' et ¢' sont

b(m?+) by(m2+41)
(1+)\m)(i+-;m)’ (T+Am)(1+ym)

et
c(m2+1)
T+ pm

I’équation de p' ¢' s’écrit, par conséquent,

b+ uvm)—c(i+1m)(1+im)]y
- —by(1+um)x + bey (m2+1) =o.

(') Voir P. SERRET, Geéométrie de direction; Fourer, Comples
rendus Acad. Sc., 189o; MaNNHEIM, Principes et developpements
de Géométrie cinématique, p. 578 ; CEsaRo, Natiirliche Geometrie.
p. 1302 voir aussi une Note de M. Bouvaist, Nouvelles Annales.
1916, p. 345.
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On a donc comme équation du lieu
iy —=12) [b(y —pz)—c(y —ha)] + bey (2 + y2) =0,
ou. plus simplement,

o be
2y (= 120) (y = 8x) + i (@ 1) = 0.

Le lieu des centres de courbure des coniques d’un
Jaisceau, correspondant a l'un des points de base,
est une cubique ayant ce point pour point isolé et
dont les asymptotes sont perpendiculaires aux
droites qui joignent ce point de base aux trois

antres.

L’équation de la cubique montre que le produit des
distances @ aux droites ) == 0, y =v&,y =10 est

2

proportionnel 4 Aw

Le carré du rayon de courbure d’une conique du
Juisceau en 'un des points de base est proportionnel
au produit de ses projections sur les droites qui
Joignent ce point de base aux trois autres.

Supposons maintenant que le point A soit un centre
isugone du triangle formé par les points B, G, D; on a
alors ':\/3. 8:——\/3, et l'équation de la Cllbique
séerit )

2y(y2—32?) + b—[_’_c—c(w’-f-y’) V3=o;

c'est équation d’une trisectrice de G. de Long-
thamps.
St l'un des points de base d’un faisceau de

coniques est un centre isogone du triangle formé
nar les trois autres, le lieu de leurs centres de cour-
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bure correspondant a ce point de base est une trisec-
trice de G.de Longchamps.

Transformons la figure par une inversion de centre A;
les coniques du faisceau ont pour transformées les
cubiques circulaires unicursales passant par les in-
verses de B, G, D et ayant leur point double en A; le
cercle osculateur de l'une quelconque des coniques
considérées a pour transformé 'asymptote de la cubique
circulaire correspondante. Le lieu des projections de A
sur les asymptotes des cubiques considérées est homo-
thétique de I'inverse de la trisectrice; ce lieu est donce
un trifolium régulier.

Lenveloppe des asymptotes des cubiques circu-
latres unicursales circonscrites a un triangle ayant
leur point double en Uun des centres isogones est
une hypocycloide & trois rebroussements.

2. Considérons encore un faisceau tangentiel de
coniques ayant pour tangentes communes les droites
«, byc,d et déterminons le lieu du centre de courbure
de ces comiques correspondant aux points ou elles
touchent la langente commune a.

Sotent B et C les points d'intersection de a avec b
etc, Betyceuxde davec b et ¢; st M est un point
quelconque de @ et si 3’ et ¥/ désignent les points ou
les perpendiculaires ¢levées en M sur M3 et M v ren-
contrent celles élevées sur BG en C et B, la droite 8y’
passe par le milien du rayon de courbure en M de la
conique du faiscean qui touche a en ce point (').

Prenons comme axes de coordonnées les droites *;"

(") Voir la Note de M. Bouvaist, Sur la détermination du
centre de courbure en un point d’une conique ( Nouvelles Annales,
1916, p. 349).
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el BC; soient m et ¢ les ordonnées de M et C,

04, %) les coordonnées de B, (v, ) celles de y. On en
déduit, pour celles de f,

g

ct, pour celles de v/,

(m—c)(AN—m), c

I
:{m(p—m), 0.

L’équation du lieu s’écrit alors
2y(y —e)[1(A—y)—B(p—y)] —cByzr=o,

ou, en désignant par d 'ordonnée du pdint d’intersec-
tion des droites d et a,

c

2¥(y —e)(y—d)— ilx:o.

B—v
l.e lieu cherché est donc une parabole cubique de
Wallis passant par les points d’intersection de la tan-
gente commune @ avec les trois autres.

Le licu des centres de courbure des coniques d’un
Jutsceau tangentiel aux points ot elles touchent
l'une des tangentes communes est une parabole
cubique.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1894.

(1900, p. 57¢.)

On donne les trois surfaces du second degré

Q=yz+a(z —y)+3at=o,
Q=232 +~a(xz — z)+3a=o,
Q=zy+a(y—=x)+3ar=o;
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1° Démontrer que ces surfaces passent par une méme
cubique gauche;
2° Trouver le liew des centres des quadriques passant

par cette cubique ;

3° Trouver les droites situées sur ce lieu.
Cu. BiocHe.

SoLtTION
Par M. J. LEMAIRE.

1° Les surfaces cylindriques Q et Q. contiennent toutes
deux la droite de I'infini du plan 20y ; le reste de leur inter-
section est une cubique gauche qui appartient bien a Qs, &
cause de P'identité

(r—a)Qi—(y+a)Q,+2aQz=o.

2° L'équation générale des quadriques passant par cette
cubique gauche étant

AMQi+23Q2+ 1 Qs = o,
on obtient pour le lieu de leurs centres la surface
(r—a)(y—a)(z—a)+(r+a)(y+a)(s+a)=o.

3o Cette surface contient, outre les droites de l'infini des
plans de coordonnées, les droites suivantes :

r—a=o, ‘_y—~a=0, ,z—a o,
¥ +a=o, | 2 +a=o, T +a=o;
r—a=o, {y-+a=o, | 3—a=o,
z+a=o, | £ +a=o, | y +a=o0;
xr = o, { ¥y =o, { z=o0,
y+z=o0, ) 2 +2=o0, 21‘—1—)”"0
1914,
(1901, p. 192.)

Si une ellipse de grandeur donnée roule sur deux droites
rectangulaires :

1° Le lieu des foyers de cette ellipse se compose de quatre
ovales dont chacun d’eux a une aire équivalente a celle
d’un cercle ayant pour diamétre la distance focale;
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2 Le lieu des sommets du grand aze se compose égale-
ment de quatre ovales ayant chacun .pour aire celle du
cercle décrit sur le grand axe comme diamétre ;

3° Le lieu des sommets du petit axe est aussi formé par
quatre ovales ayant chacun une aire équivalente a celle
du cercle décrit sur le petit axe comme diamétre.

E.-N. BiRisin.
SoLuTIiON
Par L’AuTEUR.

Considérons une ellipse d'axes 2a et 256, de centre O, dont
le grand axe est dirigé suivant Oz et le petit axe suivant O y.
Soient : OX, OY les deux droites rectangulaires données,
que nous prenons comme axes de coordonnées; 8 'angle que
Oz fait avec OX; « et P les coordonnées d’un point M du
plan de 'ellipse par rapport a ses axes Oz, Oy.

Dans le systéme d’axes Ox, Oy, la tangente a I'ellipse, qui
fait un angle 6 avec Oz, a pour équation

(1) x sin -+ y cos® = ya?sin20 + b2 cos?9.

L.a tangente qui lui est perpendiculaire fait un angle de g0+ 6
avec Oz et a pour équation

i2) x cos® — y sinf = y/a? cos?8 + b2 sin28.

Or, les coordonnées (X, Y) du point M par rapport a OX,

OY, sont respectivement les distances de M aux droites (2)
et (1). Ces coordonnées sont donc

(3) X =—acosd + Bsinbh + /a? cos?8 + b2sin2,

(1) Y =2 asin0 + B cosh + y/a?sin?f + b2 cos?H.

Telles sont les coordonnées paramétriques d'un point M de la
courbe roulette de M entrainé dans le roulement de 'ellipse.
Cette courbe 'se compose de quatre ovales identiques, dans
chaque angle droit de OX et OY.

Etudions maintenant I'aire U de l'un de ces ovales. On a

au _ . dX _
dy — " db

(xsin6 + B cos® — /a? sin20 + b2 cos?0 )
c2sinf cosH
)
Va2 cos?8 + b2 sin20

< <1sin0 + Bcost —
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ou

dU

o = a?sin20 4 B2 cos?0 + 2a3 sinf cosO

—asin8y/a?sin?0+ b2cos0—Bcoshy/a?sin20+ b2cos?
c2zsin%0 cosh c2Bsin0 cos20

Va?cos?h + b2sin20  a?cos?b + b2sin20

__c?sinfcosh Varsin20 + b2 cos?0

Va2 cos?® + b2sin20

Pour avoir I'aire de l'ovale, il faut intégrer deoa 2m; ona
donc

27 27 27
U=a? /‘ sin20df + @2 [ cos20dl +2af [ sinflcos0df
o .

0 0

am
——af Va*sin20 + b2 cost0sinf d0
0

L2
-——[i/ yarsin20 + b2 cos2f cosh d
0

?a /‘” sin20 cos 0 0
Joo Varcos?0 4 b2sin2

_c?g[” sin 0 cos26 0
Jo yarcos 4 b2sinzb

27
a?sin2f -+ b2 cos2l .

+ c? - sin0 cos 0 6.
[, \/a2 cosz0 & O sinth

Or, il est facile de voir que toutes ces intégrales, sauf les deux
premiéres, sont nulles. Par exemple, considérons la quatriéme

27
l:f J/aTsin?0 o b7 cos?0 sin 6 d.
Jo

On peut I'écrire

27
[ = — [ Var — c? cos* d(cosh).

0

Pour =0 et 0 =uamw, on aura cos =. Par conséquent
I'=o.
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I’aire U est donc
(%) U = w(a2+ (2).

Elle est équivalente a l’aire du cercle ayant pour rayon
la distance de M au centre O de ’ellipse.

Les cas donnés par 'énoncé sont :

1" a==¢, B=o0. Alors U = wc? (aire du cercle focal).

2 o =*a, 3 =o.AlorsU = na? (aire du cercle principal ).

3" a =0, B==30b. Alors U = nb? (aire du cercle secon-
.Iaire).

Ce sont bien les résultats demandés.

Pour les sommets du rectangle des axes, x == a, ==X b,
U =mn(a2+ b2).

L'ovale a alors méme aire que le cercle de Monge de Vel-
lipse.

Sur Uéquation cartésienne du lieu dont les coordonnées
paramétriques sont (3) et (4). — M. H. Brocard, ayant regu
communication de mon projet de réponse, s'est empressé de
me faire connaitre les ¢tudes antéricures publiées a I'occasion
d'un probléme plus ancien, proposé sous le nom d’ellipse-
clissette, traité ou résolu plus ou moins complétement par
I'. Muir, 1839-1890, 1891-1892; J.-M. Laren, 1891-1892, 1897~
1899; P.-G. Tait, 1891-1892; P.-H. Schoute, 1894-1896; E.-J.
Nanson, 1897-1899.

(Voir Encyclopédie fr.-all. des Sc. math., t. I, vol. II,
1lgibre, 1907, p. 107 : Elimination.)

En rendant rationnelles les ¢quations paramétriques (3)
et (i), on a

(6) (a2 — B2—c2)sin28 + 2aB sinf cosh

—2azcosh +2Pxsinb — (w24 a2—a?)=o;
(7) (22— P2— ¢?)sin20 + 2af sin0 cosh

— 2By cosh —2aysinl + (y2+ p2—62)=o.

I’élimination de 8 est grandement facilitée par ce fait que les
coefficients de sin?6 et sinf cosf sont les mémes dans ces deux
¢quations.

En les retranchant 'une de 'autre, on a

(8) 2(ax — By)cos® —2(Ba—+ay)sind
+ a2+ yr+ a2+ Bt—at— br=o.
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On combinera cette équation avec 'une ou l'autre des deux
autres (6) ou (7). On aura ainsi une équation du second
degré en sin®. L’équation (8) est aussi du second degré
en sinf. Le résultant de ces deux équations en sin8 donnera
une équation qui est, en général, du diziéme degré.

Daaus le cas des foyers, a ===¢, B = o; le lieu, qui a alors
les deux facteurs étrangers 22— b2 et y*— b2, se réduit au
sixiéme degré, et a pour équation

(9) 2 (y?— b))+ y? (22— at)? — fcratyt=o.
On obtient, d'ailleurs, cette équation directement, en raison

des propriétés des foyers. Soient (z, y), (', ') leurs coor-
données. On a

rri=61 yy'=0 (=2 )=y )= et

, , b2 b? . . . Lo
Il en résulte 7' = e y'= 7’ et I'équation du lieu est immé-

b2\12 b1\2
(r=3)+ (=) =4

(l'est bien I’équation (g).

Lorsque le point M est un des sommels de I'ellipse, ou bien
est situé sur 'un des axes de l'ellipse, le lieu est du huitiéme
degré.

C’est ainsi que, pour les sommets du grand axe (xa ==kt a,
% =0), on parvient a I'équation

diatement

:[(2 a?—b?) (2 + y?) + b4 — [l (@i +y4) — fa? b (x? —i—y’);2
= 64atz2y?(c?x?+ b¥) (c2y?+ b*).

4915 (P. AppPELL).

(1901, p. 331; 1917, p. 466.)

Note de la REpAcTioN.

Cette question, extraite des Archiv. Math. Phys., a regu
sa solution dans un article Sur les polynomes U,, ., elc., de
M. C. WiLLIGENS (1911, p. 97-116). La question 1915, malheu-
reusement, nc se trouvait pas rappelée dans cet article. Il nous
semble inutile d'en reproduire ici I'énoncé.
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('est a 'obligeance de M. Appell que nous devons éette
indication, et nous lui en exprimons nos remerciements les
plus sinceres.

1657.

(1903, p. 47.)

Une parabole est bitangente & une conique donnée S
en un point fixe et en un autre point. Le lieu du foyer est
une podaire de parabole.

Cas particulier : 1° La conique donnée S est une hyper-
hole équilatére; 2° La conique S se décompose en un
couple de points. R. GILBERT.

SoLuTioN
Par UN ABONNE.

Prenons comme origine des coordonnées le point de contact
fixe et comme axe des x et des ) la'tangente et la normale
a S en ce point.

Les équations ponctuelle et tangentielle de S sont

(Br—ayy—yyr—28y=o,

u+2au+ 280+ =o;

4. 3, y désignant des constantes.
Celles de la parabole sont

It

(brx — ay)?—2by =o,
u?+ 2au + 2bv = o;

@ et b étant deux paramétres variables.
En retranchant les deux équations tangentielles on obtient

WMa—aju+2(6—B)o—y=o.

est I’équation du point de concours des deux tangentes com-
munes, & S et a la parabole, autres que Ox. Pour exprimer
que ces deux courbes sont tangentes, il suffit d’écrire que ce
point est sur l'une des deux coniques, sur la parabole par
exemple, ce qui donne

(bx —aB)r—by(b—B)=o.
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D’autre part, si 'on exprime que la droite
Y —Yo— i(x —mxy) =0

est tangente a la parabole; c’est-a-dire que le point x,, y,
est un foyer de cette courbe, on trouve

2(byo—axy)—1=o, bxy+ ayo=o;

d’ou
e F ) £ N
225+ ¥3) 223+ %)

Portant ces valeurs dans la relation ci-dessus, on obtient pour
équation du lieu du foyer de la parabole

(ayo+ Bxo)t—yyolyo—2B(2z§+y2)] =o.

C’est une cubique circulaire unicursale; c’est-a-dire une
podaire de parabole.

Si la conique S est une hyperbole équilatére, on ala rela-
tion
= o2 4 B"

Les tangentes a la cubique au point double ont pour équation,
dans cette hypothése,

Bryr—2aBxy — Bra2=o0.

‘lles sont rectangulaires et par suite la cubique est une stro-
Ell t rectangul t te ] b est une stro
phoide.Si la conique S se décompose en deux points, et si &y, ¥
désignent les coordonnées du point, autres que 'origine, par

u s u es pa on trou ur équati
lequel passent toutes les paraboles, on trouve pour équation du
lieu des foyers

4riy (x4 y?)— (xy 1+ yry)t=o.

Cette courbe est une cissoide.

Autre solution par ‘M. L. Pour.

2015.

(1905, p. 192; 1916, p. 361.)

Un triedre trirectangle a son sommet sur le cété E d’un
angle donné. Du point ot l’autre c6té D de cet angle ren-
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contre l'une des faces de ce triédre, on éléve un plan per-
pendiculaire a ce cété. Ce plan coupe E en un point d’oi
l'on abaisse la perpendiculaire A a la face considérée.
Nn détermine de méme B et C pour les autres faces du
wricdre. Démontrer que les deux droites qui rencontrent
A, B, C, D sont perpendiculaires a D et perpendiculaires
l'une a l’autre. MANNUEIM.

SoLuTioN
Par M. R. Bouvaisrt.

|.'énoncé est manifestement inexact, car la droite E ren-
contre A, B, C, D et ne satisfait pas aux conditions données.
Soit

<ot
X — Ty Y — Yo s — 39
D= = = >
x B v

les axes étant les arétes du triédre trirectangle donné, on voit
de suite que les droites A, B, G ont pour équations

T=T0— Tpo =T,
A o
R SoVo
Y =JXo- 7P, =J1
&
Y =Yo— {"pn" =y
tB)
A ——] — 30‘2‘0 _—
3 =2 P, = 3,
! x
\z:xo— }éopo = I3,
o A see
Jo<%e .
/z:zn— [‘IPO = 33.

S Po=azo+ Byo+ Y20
Sia', 8, v, I, m', n' sont les coordonnées d'une droite A
Sappuyant sur A, B, C, on aura

n'=a'y — 8y, U'=32,— 'y m' = y'xy— 2" 33
Ann. de Mathémat., §* série, t. XVIIL. (Avril 1918.) 12
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la relation '+ 8'm’ + y'n’ = o devient

lazy mBy, nyz
Y -+ T + — =0,
i

a, B, ¥, I, m, n étant les coordonnées de D.
La relation al +8m'+vyn' +2'l+ 8 m+yn=o0, qui
exprime que la droite A rencontre D, devient
(4 vy — PB3)
+B(m4+az,—yz1)+Y(n+Bxy—ay)=0

ou
2 (L +yyo— Bzo)
+ B (m+asp—yxy)+y(n+Bxro—ay,) =o0;
or
{=B3y— 50, m o= ro— % 3, n=ay,— Bz,;

cette relation est vérifiée identiquement; D est donc sur
I'hyperboloide (ABC). Comme du reste le cone asymplotique
de ABC est capable d'une infinité de triédres trirectangles, le
plan perpendiculaire 8 D mené par le centre de (ABC) cou-
pera ce cone suivant deux génératrices rectangulaires, aux-
quelles correspondront sur (ABC) un couple de génératrices
du systéme opposé a D, perpendiculaires entre elles et per-
pendiculaires a D.

2196.

(1912, p. 385

Une sécante quelconque d'une ellipse donnée rencontre
l'ellipse de Frégier en deux points de Frégier p et u' et
lellipse donnée en B et C. Le cercle de diamétre BC ren-
contre l'ellipse donnée en deux points A et A’ qui corres-
pondent aux points u et p.'. W. GAEDECKE.

DEUXIEME SOLUTION (!)
Par M. H. Brocarbp.

L'ellipse donnée et I'ellipse de Frégier étant homothétiques

(') Voir 1913, p. 573.



avecl
c?

n —= ———
a+ b2

pour rapport d’homothétie, on en déduit que les directions pp’
et A\’ sont symétriques par rapport & Ox. Si donc un cercle
passe par A, A" et rencontre ellipse en deux autres points By,
(. la corde By C, sera paralléle a pyu'.

Parmi ces cercles, il y en aura donc un passant par B, C,
intersections de pp' avec ellipse. Mais BC passant par u, ou
par u' est nécessairement vue de A ou de A’ sous un angle
droit. BC est donc un diamétre du cercle BCAA' et I'on en
conclut les propositions indiquées dans I'énoncé.

2199.

(1915, p. 385

On considére un point M du plan d’une parabole (P),
tel que ’une des trois normalcs abaissées de M sur (P) soit
bissectrice extérieure de l’angle des deux autres. Montrer
que le lieu des sommets du triangle formé par les tan-
gentes aux pieds des normales se compose d’une parabole
¢t d'une quadrique. E.-N. BARISIEN.

SoLuTION
Par M. H. Brocarp.

Les formules que j'ai conseillées (1892, p. 4*), pour la solu-
tion de la question 1543, trouvent ici une application tout
indiquée.

En effet, les trois normales MA, MB, MC étant issues d’un
méme point M, on sait que le triangle BCA a son barycentre
sur 'axe Oz de la parabole

yi=2px.

Les ordonnées de ces trois points pourront donc étre repré-

sentées par
—b, —e¢, +(b+ec).

Comme la sous-normale est constante et égale a p, on voit
que les coefficients d'inclinaison des trois normales MB, MC,



( 156 )

MA ont pour valeurs

b c b+c
=, =, —
r P P
(loc. cit., p. 5").
[.es coefticients d'inclinaison A et — 5 des bissectrices e
I'angle BMC seront donc les racines de I'équation
b . . c
— - A — —
P - P
2% ch
|+ — |+ —
g P
ou
R L— T
r2— 2)\—£————— — 1 =o0.
plb+c)

Cette équation devant étre vérifiée par le coefficient d’incli-

. ) T .
naison de AM ou — 7 a o on en déduira la relation
)+

(E) 3p2=(b—+ )2+ 2bc.

Mais on a vu (loc. cit.,p.6*) que les sommets A', B', C' du
triangle des tangentes en A, B, C ont pour coordonnées

z. .
(Al) ﬁ __li__t_,‘{,
2p 2
) c(b+c) b
(B) =T
(@) Sdera
P 2

I’équation du tieu de chacun de ces points sera donc le
résultat de I'élimination de & et c entre I'équation (E) et les
¢quations (A'), (B"), (C'), ce qui donnera, pour A’, la para-
bole

,

Jy*=3p*—4px;

et pour les points B ou C', I'équation d’une quartique.
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2245.

(1915, p. 145

On considére : uneellipse; l’ellipse E; concentrique a E,
Jde mémes directions d’axes et dont les longueurs d’azxes
sont le tiers de celles de E; un point fire G. Les cotés de
tous les triangles inscrits dans E et ayant G pour centre
de gravité enveloppent une conique 1" qui sera une ellipse,
une hyperbole ou une parabole suivant que le point G
sera a lintérieur de B, a U'extérieur de Ey, ou situé sur IX;.
Dans quel cas I" sera-t-elle une hyperbole équilatére?

E -N. Barisien.
SoLuTION
Par M. T. Ono.

. z? 2 . .
Soient E= rins %3 —1, G(#y, 1). On sait que I'enveloppe

des cotés des triangles considérés est une conique représentée
par

(a2 —gz})btar—18a2b2x, yyxy + (b2 — 9 y})a‘y?
—3(a2b?— g b22} —gay})(L2xyx +ay,y)

I
— L(abr—gbiat —gatyi=o
‘voir 1'Intermédiaire des Mathématiciens, 1gio, p. 220;
1911, p. 227). Par conséquent, suivant que
Starbrxlpt <, >, =atbi(ar—gu})(b2—9y}),
c'est-a-dire

1<, >, =0,

I'enveloppe est une ellipse, une hyperbole ou une parabole.
Quand elle est une hyperbole équilatére, on a

(a*—gx3)bt=+- (b2 —gyt)a* = o,
ce qui montre que le point G doit étre sur lellipse

brzt  aryr  ar+ b2

at B 9

Autre solution par M. M.-F. Euax.
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2262.

(1915, p. B2,

On consideére un volume dans lequel l'aire de la section
par un plan paralléle a un plan fixe P est une fonction
du second degré de la cote du plan sécant. Ce volume est
limité par deux bases paralléles au plan P, dont les aires
sont B et B'; l'aire de la section paralléle auxr bases et
équidistante des bases est B"; les cotes des plans des bases
et du plan de la section B’ sont a, b, c. La cote du centre
de gravité du volume a alors pour expression

Ba+B'b+ 4B¢c
B+ B+ {B’

Le volume peut étre en particulier un prismatoide.

C. FoNTENE.

SOLUTION

Par UN ABONNE.

Prenons un systéme d’axes rectangulaires quelconque, l'axe
a—+b

des z étant perpendiculaire au plan fixe. Puisque ¢ = )

la formule a démontrer peut s'écrire

aB+ 6B +2(a+b)B"
B+ B'+ 4B’

Soit
S=az?+ B2+

Pexpression de la surface d'une section paralléle au plan fixe
On a

B =aa?+ Ba + v,

B =abt+ fb -+,

e
\

B,,=1(a%;b)*+3(a(+lb)4_
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Qi V est le volume du solide, on a aussi
b
V= [ (2824 Bz + v)dz
va
b3 Bb? aad  Ba?
B T S R

- %(b—a)(b2+ab+a’)+g(b—a)(b‘*‘a)‘*‘ﬂb"a)

b —
6

?(B+ B+ {B)

1l

Snit 5, la cote du ceutr rravité,
Soit 54 1 te du ceutre de gravité, on a

b
Vo= f (a32+ Pz -+7v)zdz
Ya

_abt BE yb2 aaet B ya?
=7 T3 i 3 2

£

:(b-a)?;—l(b—r—a)(b'-’—%—az)—t—;(bf—kab—%—a’)—*—g(b—i—a) ;
el par suite
Z0= gx(a3—+—b3+a2b+ab?)+2§(a2+ab+b‘-’)+37taﬁ—b)

B+ B+ 4B"

Apres quelques transformations sans difficultés, on trouve
hien la formule demandée.

QUESTIONS.

2337 (ENoNCE RECTIFIE). — Un tétraédre imscrit a un
ellipsoide est tel que les plans tangents a cette surface, aux
sommets du tétraédre, soient paralléles aux faces apposées de
celui-ci. On joint les sommets du tétraédre a 'un quelconque
des foyers de I'ellipsoide, chacune des droites obtenues étant
limitée au sommet dont elle est issue et a la face opposée.
Démontrer que les quatre segments ainsi déterminés ont méme
longueur. ' R. BRicaARb.
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2361. Soit w le centre d'un cercle (w) tangent aux trojs
cHLés BC, CA, AB d’un triangle ABC en «, 8, v. Les droites
Ax, BE, €y se coupent en w', la droite ww’ rencontre |e
cercle (w) en P et Q. Démontrer que la conique ABCPQ touche
le cercle (w) au point de Feuerbach situé sur ce cercle.

R. Bouvaist.

2362. Soient ABC un triangle, Az, Bf, G+ trois droites ren-
contrant BC, CA, AB en 2, 3, v et telles que

angle Az.GB = angle (y.BA = angle B3.AC = V.

Oun méne, par x, les paralléles 2%, 22" &4 BB et Cvy, qui ren-
contrent AG et BA en « et a”; par B, les paralléles B3, B3’
a Cyet Aa, qui rencontrent BA en §', CB en B par vy, les
paralléles vy, v¢" @ Aa et Bf, qui rencontrent CB en ',
AC en v

1° Démontrer que les six points o', a", 3", ", v', ¥ sont sur
un méme cercle (I'). Déterminer le centre et le rayon de (1').
{Généralisation du cercle de Taylor.)

2" Lieu du centre de (I lorsque V varie. R. Bouvaist.

2363. Une droite A variable autour d'un point fixe P ren-
contre le cercle circonscrit O & un triangle ABC en M, et M,.
L.a perpendiculaire & A issue de A rencontre le cercle O en K
ct la perpendiculaire abaissée de K sur BC coupe le cercle 0
en 2, L'orthocentre du triangle aM; M, décrit une conique de
centre I, V. THEBAULT.

2364. Dans un triangle ABC on considére les points Oy et O,
envisagés par Droz-Farny (question 1850, p. 239, V. 4., 1900,
et 1917, p. 360). Montrer que I'orthopole de la droite Oy O, est
sur la droite qui joint le centre de gravité du triangle &
I'orthopoéle de la droite d’Euler. V. THEBACLT.

2368. Dans un triangle ABC la transversale réciproque, par
rapport au triangle, de la droite des centres des cercles d’Apol-
lonius, est perpendiculaire a la droite d’Euler.

V. THEBAULT.
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[0'2] . ,
NOTE DE GEOMETRIE INFINITESIMALE ;

Par M. R. BOUVAIST.

ProsLimE I. — Sodent sur deux courbes (M) et (M)
deuz points M et M', tels que la droite MM’ touche
son enveloppe (T) en T, les normales en M et M’
a (M) et (M') se coupent en N, les tangentes corres-
pondantes en K. Déterminer la tangente en N a la
courbe (N) et la tangente en K a la courbe (K).

Soient (fig. 1) T/, M,, M les points d’intersection

Fig. 1.

de latangente en N & (N) avec MM/, KM, KM/; . et p'
les centres de courbure en M et M’ a (M) et (M');
Ann. de Mathemat., 4* série, t. XVIIL. (Mai 1918.) 13
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W le point de rencontre de pu avec MM'; wy, p) les
points d’intersection de la normale en T4 (T)avec My,
M'y’. Posons enfin

N TN N S
KM;N=YV, KM{N=YV/, NMM' =0, NM'M = ¢,

a. Détermination de la tangente en N a (N). —
Sid(N), d(M), d(M') sont les arcs infiniment petits
correspondants de (N), (M), (M"), nous aurons

or, 7 désignant I'angle de contingence de (T) en T,

on a
d(M)=Mp dz, d(M)=My,ds,

d’ou
Mp, pM _ M'p) M
cosV pN ~ cosV' u/'N’
or
WM uM 'N .
WM pN /M —
et
MT ., M'T
Mpi= cosf’ Mipy = cosf”’
d’on
D MT cosb'cosV’ WM
( M'T cosbbcosV =~ WM’

on a ausst
MT M,M' MK
MT MK MM "

d’ott
MT' MM, MK _ MM, sinV
MT = M,K M;M, ~ M'M, sinV'’
or
MM, tangV =MN, MM, tang V' = M'N,
d’ou

MT MN cosV cosVsinf'

MT ~ M'N cosV'  cosVsinh’
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d'ott
MT MH’
M'T'__ sin20” WM’ M'H’

MT =~ Sin26 WM MW
M'T MW

1I' étant le point d’intersection de KN avec MM'.

D'ot la conclusion suivante : Les points H et W,
T et T' se correspondent dans une homographie
ayant pour points doubles M et M'.

3. Détermination de la tangente en K a (K). —
Soient o et B les intersections de la normale en K i (K)
avec Mu, M'p/. du et du' désignant les angles de con-
tingence & (M) et (M') en M et M'; on a

d(K) = Kz dyp = K dy,

d'ou
Ka KB |
d(M)M—H'—d(M )_M'_{i”

or

d'ou

. SN N
ou, en désignant par ¢ et o les angles « KM, 3KM’,

MK TM _ Mp cosg
k. TM 7 M7 cosg”

soit alors S le point d’intersection de la tangente en K
4 (K)avec MM'; on a

MS _ KS M'S _ KS
cosy

—_, —_
cosb coso’  cosf



(164 )

d’nt1 enfin

MS .
M'S  cos30’ My MK My
MT " cos®® Mp — jy® Mne
M'T
Remarque. — Je n’insisterai pas sur cette derniére

relation, les constructions quien découlent et les nom-
breuses conséquences que l'on peut en tirer, ce cas
ayant éué é¢tudié par Mannheim, avec tous les dévelop-
pements qu’il comporte.

Quelques conséquences de la détermination de la

normale en N a (N). — 1° Supposons que les
courbes (M) et (M’) soient des droites : dans ce

WM . N
as wryp == '+ on aura donc par une construction trés

simple pour déterminer le point T connaissant le
point T' et réciproquement : La paralléle & KM menée
par 17 rencontre KN en U, UM’ rencontre la paralléle
& MM' meuce par K en V, Ia parallele & KM mence
par V rencontre MM’ au point T. Clest ainsi par
exemple ¢ue l'on pourra déterminer le contact d'une
droite de Simson avec son eaveloppe.

Un cas particulicrement simple est celui ou les
droites (M), (M') sont rectangulaires; on a alors

MT' | MT _
wT o wMT D

les points T et I sont donc conjugués harmoniques
par rapport a M et M/, ou en d’autres termes :

Silon projette un point N d’une courbe (N) sur
deux axes rectangulaires en M et M/, la tangente
en Na(N) etla droite joignant N au contact de MM’



( 165 )

avéc son enveloppe sont symétriques par rapport auz
projeta.ntes.

Ce cas se préte d’ailleurs & une détermination trés
simple du centre de courbure de (N)en N connaissant
le centre de courbure de 'enveloppe de MM’ et réci-
proquement.

Cherchons tout d’abord (fig. 2) le point ou la

Fig. 2.
¥ A
\ .
H
Yy "
M
e o
K M T
NI

droite TN touche son enveloppe; soit y" ce point; la
perpendiculaire en y" & TN coupe la normale en N
eny'; et 'ona

d(N) = Ny d(y"),

dy" étant I'angle de contingence en " de l'enveloppe



de TN ; or

d’on

Ry étant le rayon de courbure de (N) en N. +' est par

suite le symétrique par rapport & N du centre de cour-
bure v de (N) en N. Donc :

La symétrique de la tangente a une courbe (N)
en N par rapporta la perpendiculaire abaissée de N
sur une droite fixe, touche son enveloppe au symé-
trique par rapport & N, de la projection sur elle du
centre de courbure de (N) en N.

Ceci posé, nous aurons ( fig. 2)

d(T) +'T.TT" TN — Rysin20

dN) TYNNT © 7 RysinV

V ¢étant Pangle du rayon vecteur KN avec la tangente
en N & (N)tel qu’on le définit en coordonnées polaires.

On a aussi, en posant NKM = o et enappelant N’ I'in-
tersection de la normale en N avec la perpendiculaire

élevée i NN en KN,

KN sinw cosw

T:\ = ———— = NN’ Sin(.\)COS w,
sin’}
d'on
d(T) NN'sinw cosw + Ry sin20 _ —Rrdw
d(N) Ry sinV T Rydh ’
or
M =dV-+do e  Ry— : NNdV,
' e
dot

Re — ﬂ NN'sinw cosw NN’sin20
™= Ry sinV__ sV
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Abaissons de K une perpendiculaire KH sur la tan-
gente en N, joignons HT et NT'; les perpendiculaires
élevées en H et N & TH, TN coupent la normale 8 MM’

, 3 . N
enTeny, ety,, onvoit facilement que les angles yTH,

AN ] ,
»TM sont égaux et que l'on a

NN'sin2w NN’sin2§
T‘ = ————n *!’ = ——
f 2sinV T+ 2sinV
dou
NN’ ,
Ry = LE:T~{1+ 2 Tv,.
Ezxemples. — a. S1(N) est un cercle de centre K,

(T) est une hypocycloide & quatre rebroussements,
NN'= Ry, d’ont Rr= Ty +2Tv,
el comme P est sur KH,

B. Si (N) est un cercle ayant son centre w sur Ky
el touchant Kz, (T) est une hypocycloide & trois
rebroussements,

R = d’ou Ry = 2(Ty;+ T¥)).

v. La droite joignant les projections d’un point
d’une ellipse (E) sur ses axes, enveloppe, comme on
le sait, la développée de Vellipse (E,) ayant pour
sommets les sommets de la developpée de E, la formule
précédente permettra donc de déterminer le centre de
courbure en un point d’une développée de conique.
Elle permettra de méme de déterminer le centre de
courbure en un point de la kreuzcurve, lieu des inter-
sections des paralleles aux axes de E, menées par les
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points de rencontre de ces droites-avec une tangente
variable 4 E.

Je remarquerai enfin que la construction indiquée
sera particulierement simple dans les cas ou les

NN’ v e
courbes (N) seront telles que R’y c’est-a-dire Zl
w

soit constant, courbes conlenues dans 'équation polaire
p"= a” sin(nw —+ ).

2° Cherchons, en conservant la figure et les notations
précédentes, & déterminer la normale au point T’ a la
courbe (T').
AP
Nousaurons, en posant NT'T =T, T'= 0 + § —=,

AN
dT' = dw + db = dr — dx,

dr et d= désignant les angles de contingenceen N et T
A(N)et (T).
Or si lanormale & (T”) en T’ rencontre les normales
A (N)et(T)enNetTenaet @ ona
d(T)=Tadr, dT'=T3d-,

d'on

‘T"z
dw + db = d0<:— T_§>
et
T'a  dw 1
g~ d0 dav
[+ ——
dw

Donc : Si lorr projette en M et M' sur deux azes
rectangulairesKz et Ky un point N d’une courbe (N)
d’équation polaire p"=a"sin(nw+ o) (K étant
Uorigine et Kz l'axe polaire), la tangente en N
a (N) rencontre MM' en T', la normale en T' & la
courbe (T') lieu de T’ rencontre les normales a (N)
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en N et a la courbe enveloppe de MM' en son point

de contact avec cette droite en deux points « et B tels
Ty 1

gue T, =" Txa

3° Considérons maintenant deux courbes (M) et(M')

telles que les normales en deux points M et M’ situées

sur une méme perpendiculaire & une droite Oz, se

coupent en un point N de cette droite Oz. Si
(M)E}/———f(.z‘)_—_o, (NII)E}/—fi(x):O,

on voit facilement que la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'il en soit ainsi est que P'on ait entre les
coordonnées de M et M’ la relation différentielle

, r — U —_
INIYN= Y nn rn = 2w,
d'ott
Y=y ER,

Ty = .'Z'M',
transformation qui fait correspondre & la courbe

(M) =f(x,y)=0
la courhe
(M) = f(z, /yTEk?) = o.

En se reportant alors & la formule (1) du probléme I,
on voit que l'on a, en conservant les notations de ce

probléme,
MT cos?V’ WM

M'T cos’V ~ WM’

ou T étant & 'infini
WM costV'

WM~ costV’

le point W sera donc le point d’intersection de la
perpendiculaire élevée en K 4 NK avec MM/'; on a en
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effet
WM WK WM WK WM _costV!
cosV  cosV'’  cosV'  cosV’ YOWWM T Costv

D’oui la proposition suivante :

St Uon considére dans un systéme d’azxes rectan-
gulaires les deux courbes

(M)=f(z,y)=0, (M)=f(z,Vy=k)=o,
deux points M et M' de ces courbes dont les coor-
données sont lides par les relations

n=2TNW, YH =Y

19

A2

=

| )

les normales a ces courbes en M et M’ se coupent en
un point N de Oz, si K est le point d’intersection
des tangentes & (M) et (M') en M et M', la perpen-
diculaire élevée en K a KN coupe MM' en W, le
point W appartient & la droite qui joint les centres
de courbure p. et ' de (M) et (M') en M et M'.

Exemples. — o. La transformation que nous venons
de mentionner fait correspondre & une conique 'une
de ses asymptotes ; donc :

La tangente au point M d’une hyperbole ren-
contre l'une des asymptotes en K, la normale en M
rencontre U'axe focal en N, la perpendiculaire
élevée a KN en K rencontre la perpendiculaire
abaissée de M sur U'axe focal en W, la perpendicu-
laire abaissée de W sur Uasymptote considérée
passe par le centre de courbure de l’hyperbole en M.

fB. L’équation générale des spiriques est

(2 + yr+ at+ b1 — R2)2 = fat(z2+ b2);
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la transformation

o+ br=X2,  y=Y
leur fait correspondre le cercle
(X —a)+Yr=Re,

d’olt un procédé graphique extrémement simple pour
construire le centre de courbure en un point d’une de
ces courbes, qui comme on le sait comprennent comme
cas particuliers les cassiniennes et les lemniscates.

Prosrive I1. — Soit OMN, un triangle rectangle
en O, le sommet O est fize, le sommet M décrit une
courbe (M) et le c6té MN est normal a (M) en M; dé-
terminer la tangente & la courbe (N) décrite par N.

Soit I le point d'intersection de la normale en N
& (N)avec OM; soient v le centre de courbure de (M)
cn M, I le point d’intersection de PN avec la perpendi-
culaire élevée en y a MIN.
Nous avons, en désignant par df l'angle de contin-
gence de (M) en M,
A(My=yMdd, d(N)=NIdb;

st do est la variation angulaire de OM, on a de méme

d(M)=MNdo  d(N)=NP dg,
d’on

or

H étant la projection de P sur MN; par suite

My My
MN ~ NH’
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donc, en désignant par K le symétrique de N par rap-
port & v,
2 1 I

Nk~ NM  NH’
d’ot la construction suivante : si K est le syméirique
de N par rapport au centre de courbure y de (M) en M,
si H est le conjugué¢ harmonique de M par rapport
& N et K, la perpendiculaire élevée en H 4 MN
coupe OM en P, PN est normale a la courbe (N) en N.

Applications. — Si (M) est une courbe définie par
I'équation p = f(w), le vecteur OP représentera en
grandeur et en signe p’, compté positivement sur la
direction © + w.

Si donc nous considérons une courbe définie par
I'équation polaire

p=ary Ayt Ay Ty,

ol 1y, 1y, ., 1y sont les rayons vecteurs OM,, OM,, ...,
OM,, correspondant au méme angle w, de courbes
données r;= fi(w), %y, 42, ..., 2, des constantes, la
connaissance des centres de courbures y; des courbes

ri= fi(w) permettra de déterminer les vecteurs OP;,

or =21iﬂ,}
1

d’ot enfin le centre de courbure de la courbe

d’ou le vecteur

’ p=Za;r;.

Cette méthode s’applique immédiatement aux cissoides
et aux conchoides; pour ces derniéres notamment elle
est plus simple que la détermination des centres de
courbure qui résulte de la considération du cercle des
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inflexions. Pour le limacon de Pascal, par exemple, on
a la détermination suivante :

Soient O un point d’un cercle de centre w, P un
point variable du cercle, si sur OP nous portons une
longueur constante PM =1, le lieu de M est un
limagon de Pascal. Pw coupe le cercle en N, NM le
coupeen H, la paralléle ¢ PN menée par H coupe Mw
en 1, Pl coupe NM en K, le milieu v du segment NK
est le centre de courbure du limacon en M.

Prosrizme L. — Soient Oz et Oy deux axes rec-
tangulaires,Px' une paralléle a Oz, (M) une courbe
donnée, un point M de (M) se projette en m et m'
sur Pz’ et Oy, le point M' d’intersection de Mm/
et Om déerit une courbe (M'); déterminer les rela-
tions qui lient les tangentes et les rayons de cour-
bure aux courbes (M) et (M') aux points correspon-
dants M e¢c M'.

Soient tang ¢ et tang ¢’ les coefficients angulaires des
tangentes & (M) et (M') en M et M’; posons OP = a;
les coordonnées de Mz, y) et de M' (X, Y) par rapport
aux axes Oz et Oy sont liées par les relations

\’:y’ X:ital,

d’ot par différentiation
zdy+ydx

dY=dy, dX= -

ou encore
d(M')sing’ = d(M)sing,

zsing +ycosg.
a

d(M')cose' = d(M)

d’ot
Yy
tange  tango’
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Cette équation s’interpréte immédiatement; elle
exprime que, si la paralléle menée par m' a la tangente
a (M) en M coupe Ox en V,mV est paralléle ala tan-
gzente en M' & (M),

De cette construction on déduirait facilement que
les tangentes en M et M/ a (M) et (M') se coupent en T
sur mm'; cette propriété étant connue, je n’insisterai
pas.

La relation

Y a
tango  langg’

peut s’écrire

Y a o
tango  tangg’
d'ou
dY cosw Y do ado'
dr + — — — —— = 0]
sino sin?o sin%o
or
__d(M) ,_ d(M)
dx = d(M)cosgp, dY = d(M")sing’;
donc

2 ¥ . a
tang¢ Ry sind ¢ Ry sindo’

De cette formule peut se déduire une construction
simple du centre de courbure de (M') en M/, connais-
sant le centre de courbure de (M) en M, et récipro-
quement; elle peut en effet s’écrire

atango
) tango’ _ y—2Rysin?¢ cose,
2Ry sin?o’cose’ ~  a2Rmsin®ocosp

or la relation
y a

tange tango’

=0

montre que la symétrique de la tangente en M a (M)
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par rapport & Mm coupe Oy en un point R tel que

__ atangp,
OR = tango'’

a (M), prenons sur MC le point C' tel que MC = CC;
projetons C' en y sur la symétrique de m'M par rapport
4 MC; la paralléle & Oz menée par y coupe Mm en o
et

soit C le centre de courbure en M

Ma = 2Ry sin?¢ cos¢g;

soit alors M, lintersection de Mm avec Oz, les
droites RM,, Oa se coupenten S, MS coupe Oy en R/,

et la relation (1) montre que
OR'= 2Ry sint¢’ cosg’;

de cette formule se déduira la longueur R, par la
construction inverse de celle qui nous a donné Ma, en
partant de Ry.

Applications. — La transformation que nous venons
d’envisager est la transformation classique connue sous
le nom d’Ayperbolisme; je n’insisterai donc pas sur
ses trés nombreuses applications.

[M!5Kk o]
NOTE SUR LES CUBIQUES CIRCULAIRES;

Par M. F. BALITRAND.

I. M. Gomes Teixeira (Nouv. Ann., 1916, p. 449)
a indiqué un mode de construction des cubiques
circulaires, en faisant remarquer que ceux que l'on
connait déja sont peu nombreux. Mais il existe pour
les cubiques générales des procédés de génération
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classiques qui, convenablement particularisés, doivent
s'appliquer aux cubiques circulaires. C’est ce que
nous nous proposons de démontrer pour le procédé
bien connu di & Mac-Laurin.

Soient ABCD un quadrilatére quelconque, E, F, G
ses points diagonaux, P un point de son plan. Les points
de contact des tangentes menées de P aux coniques du
faisceau ABCD sont sur une cubique, et réciproque-
ment toute cubique peut étre engendrée de cette facon.
Il suffit de choisir pour P un point quelconque de la
courbe et pour A, B, G, D les points de contact des
tangentes issues de P.

La cubique passe en A, B, C, D et les tangentes en
ces points sont les droites PA, PB, PC, PD. Elle passe
aussi en E, F, G et les tangentes en ces points se
coupent en un point Q, situé sur la cubique et qui est
le point de concours des polaires de P par rapport aux
coniques du faisceau. De plus, la tangente EQ, par
exemple, est conjuguée harmonique de EP, par rap-
port aux cétés du quadrilatére qui se croisent en E; de
méme pour FQ et GQ. La cubique passe aussien P; la
tangente correspondante étant PQ. Enfin P et Q sont
situés sur la conique lieu des poles de la droite PQ
par rapport aux coniques du faisceau ABCD; car ce
sont les points de contact de cette droite avec les deux
coniques du faisceau qui la touchent.

Ce mode de génération des cubiques générales, di &
Mac-Laurin comme nous 'avons dit, peut étre pré-
senté¢ sous une forine un peu différente. On peut
remarquer en effet que les points de contact des tan-
gentes issues de P, avec les coniques du faisceau, sont
les points doubles de I'involution déterminée, sur les
transversales issues de P, par les coniques du faisceau;
ou, sil'on veut, par les cotés et les diagonales du qua-
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drilatere ABCD. On sait que ces points doubles
peuvent se construire avec la régle et le compas et, par
suite, en particularisant convenablement les données,
on obtiendra avec les mémes instruments une con-
struction des cubiques circulaires.

11 suffit pour cela de supposer que les points A, B,
C, D forment un groupe orthocentrique et que le
point P est rejeté & l'infini dans une direction quel-
conque; c'est-d-dire que les tangentes sont menées
parallélement & une direction fixe. Dans ce cas, en
effet, les coniques du faisceau sont des hyperboles
équilatéres qui déterminent sur la droite de D'infini
une involution dont les points doubles sont les points
cycliques. La cubique passant par ces points est dés
lors circulaire.

Nous voyons ainsi que les points A, B, G, D sont les
points de contact des tangentes paralleles & I'asymp-
tote réelle et que E, I¥, G sont les pieds des hauteurs
du triangle ABC. En ces derniers points les tangentes
sont symétriques de la direction fixe par rapport aux
hauteurs correspondantes. Elles concourent en Q qui
est le point d’intersection & distance finie de la courbe
avec son asymptote réelle. Ce point est situé sur le
cercle des neuf points de ABC.

Réciproquement, toute cubique circulaire peut étre
engendrée de cette fagon. 1l suffic de choisir, comme
points de basc du faisceau de coniques, les points de
contact des tangentes paralléles a 'asymptote réelle et,
comme point d’émission des tangentes, le point réel
situé 4 Pinfini sur la courbe. Il en résulte comme con-
séquence immédiate que : dans toute cubique circu-
laire, les points de contact des tangentes paralléles
a Uasymptote réelle forment un groupe orthocen-
trique.

Ann. de Mathémac., §* série, t. XVIII. (Mai 1918.) 14
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Pour obtenir les points de la cubique, on aura done
A trouver les points doubles des involutions déter-
minées sur les droites paralléles i la direction fixe par
les cotés et les hauteurs du triangle ABC; ce qui peut
se faire par la construction suivante :

On donne un triangle ABG et une direction fixe
quelconque. Parallélement a cette direction, on
méne une droite qui rencontre les cotés AB et AC en

Fig. 1.
\
L A
)
(]
) F
£ (]
Y
/‘
B . s
P

b et c et les hauteurs corresporndantes en y et 3. Les
droites Ay et A B coupent le cercle circonscrit @ ABC
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en vy, et 3; soit © le point de concours de BB, et Cy,-
Les droites qui joignent le sommet A aux poirts de
contact des tangentes, issues de w, au cercle eircon-
scrit, coupent la parallele a la direction fize en
deux points qui décrivent, quand celle-ci se déplace
parallélement a elle-méme, une cubique circu-

laire ( fig. 1).

II. Le calcul permet d’arriver aux mémes résultats.
Prenons des coordonnées trilinéaires et choisissons le
triangle EFG pour triangle de référence. Les hyper-
boles équilatéres circonscrites 8 ABC sont conjuguées.
par rapport & EFG. Leur équation est donc de la
forme

(1) Srt+ gyt +-Azt=o0
avec la condition
(2) f+g+h=o,

qui exprime qu’elles passent en D, orthocentre de ABC
et centre du cercle inscrit & EFG.

La tangente & une hyperbole au point z, j-, 5 a pour
équation

(3) JeX + gy Y+ hzl =o.
Si Pon écrit qu'elle est parallele & la droite fixe
{4) IX4+mY~+nZl=o,

c’est-a-dire qu’'elle rencontre cette droite sur la droite:

de Vinfini
aX-+bY—+cl=o,

on trouve la relation

(5) flem—bn)z + glan—cl)y 4+ h(bl—am)z =o0.-
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Par 'élimination de f, g et h entre (1), (2) et (5),

3

on arrive & l'équation du lieu cherché qui peut se
mettre sous I'une des formes suivantes :

2a%[(an— cl)y — (bl —am)z] = o,

Syz[(bl —am)y —(an— cl )z]=o,

(ax+by +c¢z)(lyzs +mszx+ nzxy)
—(lz+my+nz)(ayz+ bzxr+caxy)=o.

Au moyen de ces différentes formes d’équations, on
vérifie aisément les propriétés énoncées plus haut. On
voit notamment que les tangentes en E, F, G con-
courent au point

(em —bn)x =(an—cl)y = (bl — am)s,

qui est le quatrieme point commun au cercle EFG et a
la conique
lyz+mszx+nzy=o.

On voit aussi que I'équation de la cubique s’obtient
par Pélimination du paramétre A entre les deux équa-
tions

ays+bsr+cxy—A(lys+ msr+ nay)=o,
axr +by +c3 —ANlx +my +nz) =o.

La droite de I'infini et la droite

lx +my +nz=o

sont les transformées isogonales du cercle EFG et de
la conique ci-dessus, 1l en résulte un nouveau mode
de génération des cubiques circulaires.

HI. Nous allons maintenant démontrer quelques
propriétés de ces courbes en nous servant des coor-
données cartésiennes. Dans ce systéme de coordonnées,
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leur équation générale est

(az + By) (22 + y?)
+axi+2hzy +byt4+a2gx +2fy+c=o.

Prenons pour origine le point Q ol Pasymptote
réelle coupe la courbe, et pour axe des z la tangente
en ce point. L’équation précédente prend la forme

(ax + By) (@2 + y?)+ax+ 2h oy + byr+ afy =o.

Il reste & exprimer que l'asymptote réelle passe a
Porigine, ce qui fournit pour A la valeur suivante :

b2+ af?
==z

N

En la portant dans Péquation ci-dessus, on obtient
pour P'équation définitive des cubiques circulaires

(az + By) <x'-'+y?+§:r—s— %y) +oafy =o.

Nous poserons
P =ax+ 3y, C=x‘-’-:—y‘1+;x+%y;
o ¥
de sorte que I'équation s’écrit
P.Ci+afy=o0

et résulte de 1'élimination du paramétre variable &
entre les deux équations
1
C+2)fy=o, P—X=o.

Il s’ensuit un mode de génération, au moyen d’'un
faisceau de cercles et d'un faisceau de droites paralléles
qui se correspondent homographiquement, analogue &
celui qui est donné par M. G. Loria dans ses Spezielle
ebene Curven (t. 1, p. 33).
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Pour abréger un peu le langage, nous appellerons le
cercle C= o cercle focal et le point Q point principal
(voir G.Loria, loc.cit.); T sera le tangentiel de Q.

Le cercle focal ne rencontre la cubique qu’en deux
points a distance finie, savoir le point principal et son
tangentiel. Les autres points de rencontre étant rejetés
2 PVinfini, le cercle est bitangent & la cubique aux
points cycliques. Par suite, son centre est le foyer sin-
gulier de la courbe; de sorte qu’en désignant par z,, y,
fes coordonnées de celui-ci, on a

Xy = — — /g == — ——
0 22’ Jo 203
Proposons-nous de déterminer les points de la courbe
ou la tangente est parallele & I'asymptote. Nous trou-
vons d’abord qu’ils sont situés sur la courbe

(a2 4+ By) | B(x — o) —2(y —yo)] —fa=o,

«’est-i-dire sur-une hyperbole équilatére qui a pour
asymptotes Uasymptote réelle de la cubique et la per-
pendiculaire abaissée du foyer singulier sur celle-ci.

En combinant son équationavec celle de la cubique,
nous obtenons

(X4 yr—oxgx — 2y, y) + 2y [B(x — wo) —a(y —yo)l=o0

ou bien

a(x—y2) +2bay —o2xg(ax+ By)=o,

qui représente une autre hyperbole équilatere. Celle-ci
passe a l'origine ou elle est tangente & P'asymptote
véelle de la cubique; elle passe aussi en T et par les
points d’intersection du cercle focal et de son diamétre
perpendiculaire & Pasymptote réelle. Son centre est
au milieu de QT.
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La premiére de ces hyperboles peut encore éire
définie comme le lieu des milieux des cordes de la
cubique paralléles 4 I'asymptote réelle. En effet, si §
et 1 sont les coordonnées d’un point du lieu et

v=f-+fs y=n-%

les équations d’une corde, 'équation qui donne les
valeurs de p correspondant aux points d’intersection
est
(22— 32) (ag —+ Bn)p?
+ 2 (2E+B) [B(E — o) —a(n—yo] — fu| o
~+(af 4+ Bn) (B2+n2— 22 —2yom) + 2 1 =0;

et I'on voit que la somme des racines est nulle si le
point est sur Phyperbole précitée. En résumé :

Les points de contact des tangentes a la cubique
paralléles a U’asymptote réelle sont les points d’in-
tersection de deux hyperboles équilatéres.

La premiére a pour asymptotes l'asymptote réelle
de la cubique et la perpendiculaire abaissée du
Joyer singulier sur celle-ci. Elle est le lieu des
milieuxr des cordes de la cubique paralléles a
Uasymptote reelle.

La seconde passe par le point principal, o elle
touche U’asymptote réelle, et son tangentiel. Son
centre est au miliew du segment qui joint ces
points. Elle passe en outre par les points d’inter-
section du cercle focal et de son diamétre perpendi-
culaire a l'asymptote réelle.

Si l'on pose

=-—m, 'B‘

w| R
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I'équation de la cubique s’écrit
(y —mz)(2t+ y2—a2xox —2y0y) —2K2y = o.

La droite
y=mx -+ A

parallele & 'asymptote réelle, la coupe en deux points
a distance finie qui sont situés sur le cercle

K*
22+ y?— 2Ty — 2 (yo—l- —)\—>}’ =o.

Ce cercle coupe 'axe Oy en un point R tel que
K2
QR =2 () 0+ ) )

tandis que le cercle focal le coupe en un point U tel
que QU = 2y,. Donc
2 K2 . 2K
RU = - ou bien A= RO
Par suite, en portant & partir de 'origine une longueur
égale & W’ on obtient 'ordonnée & l'origine de la

droite et il en résulte pour les cubiques circulaires le
mode de génération suivant :

Soit TQU un triangle rectangle en Q. Par les
sommets T et Q on fait passer un cercle variable
qui coupe U'autre coté en R. On porte dpartir de Q,

suivant QU, une longueur QS = 2=, K étant un

RQ

paramétre constant, et par le point ainsi obtenu on
méne une paralléle a une direction fixe. Ses points
d’intersection avec le cercle variable décrivent une
cubique circulaire.

Réciproquement, toute cubique circulaire peut
étre engendrée par ce procéde.
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En passant maintenant des coordonnées cartésiennes
aux coordonnées polaires, l'’équation des cubiques
prend la forme

p2(acosw + Bsinw)

— 2p(acosw + B sinw) (rgcosw + y,sinw) + 2 fsinw = o.

Une transversale issue de lorigine rencontre la
courbe en deux points, autres que l'origine, et le rayon
vecteur du milieu du segment qui les joint est égal a

T = x,Cosw ~+ Yesinw.
Le lieu de ce point milieu est donc le cercle
T4 Y2 — Ty X — Yoy =0,

c’est-i-dire le cercle décrit sur le segment qui joint le
point principal au foyer singulier comme diamétre.
On a donc ce théoréme :

Si, autour du point principal, on fait pivoter une
transversale qui rencontre la cubique en deux
points, autres que l'origine, le lieu du milieu de
ces deux points est le cercle décrit sur le segment
qui joint le point principal et le foyer singulier
comme diamétre.

Cette proposition est connue, au moins sous une
autre forme (voir G. Loria, loc. cit.). On peut la
compléter de la fagon suivante :

Le cercle décrit sur le segment qui joint le point
principal et le foyer comme diamétre passe par les
points de contact des tangentes a la cubique issues
du point principal.

Aprés ce qui précede, cela est & peu prés évident

géométriquement.
Voici comment on peut le démontrer par le calcul.
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La premiére polaire de l'origine par rapport a la
cubique a peur équation
(22 =+ By) (@@ +yoy) —afy = o.

Par une combinaison avec I’équation de la courbe
b)

on obtient ;
L4yt —Zex — Yoy = 0,

c'est-d-dire I'équation du cercle précédent.
L’équation polaire de la cubique donne encore, en
désignant par g, et p, les rayons vecteurs de ses points
d’intersection avec une transversale issue de lori-
gine,
2f sinw

PPy = ————————— -
f102 @ cosw -+ fsinw

Par suite, si I'on porte sur la transversale une lon-
gueur égale a la moyenne géométrique de 2, et oy, on
obtieat une courbe ui a pour équation

(2 + By) (x2+ y2) —2fy =o.

(’est une cubique circulaire qui présente la particula-
rité suivante : origine est & la fois centre, point d’in-
(lexion et foyer singulier de la courbe.

[B12a] [L'1c]

CONTRIBUTION A LA RESOLUTION GEOMETRIQUE
DE L'EQUATION DU TROISIENE BEGRE;

PaR M. AURIC.

Considérons I'équation

X3-pxT —A4~q =0
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dont les racines sont représeatées par les vecteurs

(I,l-::GAh as = Ag, az= GA;.

En posant

on aura identiquement

)=+ pr—+qg =(2—a,)(x—a)(x— a3)
= ¢(GX) =AX.AXAX
avec
a,+a2+a3=2GA,=o, 2a1a2=2GA,.GA,=p,
a,a2a3=GA1.E}T2.GA3=——q.

La premiére de ces relations montre que G est le
barycentre de A; A, A;; on tire des deux autres
Lo, Lt P
GA, GA, GA; q

Si, dans ’équation dérivée
¢'(#) =322+ p = o,
nous posons p = — 3 f2, les racines seront
GF=-+/, GF=—f,

et il est clair que G est au milieu de FF'.
On a

¢'(z) =3(2 +f)(z —f) = ¢ (GX) = 3FX.FX.

On connait la formule

:p'(.z')= 3(x2— f?) - P L 1 ,
o(x) ¥+ pxr—+gq r—ay x— as x—as
d’out
3FX.F'X N S f + 1 .
A XA X AX A X A X Az;X
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Lorsque X vient en F ou en F/, on a
b

L L =,
AF AF AF  AF AF AF

ce qui constitue une propriété caractéristique des

points F et F'; nous verrons plus loin que ces points

sont les foyers de l'ellipse de Steiner, tangente aux

trois cotés du triangle Ay A, A4 en leurs milieux.
Nous poserons

1 1
-+

Aix A2x A;X T

d’ou, d’aprés ce qui précede,

A X.A,X.AX =FX.FX.

P

Nous dirons que le vecteur YX ainsi défini est la

moyenne harmonique des vecteurs A, X A, X A,X;
plus bri¢vement, nous dirons que Y est ’harmonique
de X par rapport & A, A, A,

On pourrait étudier la transformation générale qui
fait correspondre & X son harmonique Y; on verrait
qu’a tout point X situé dans le voisinage de A; corres-
pond un point Y dans le méme voisinage, de sorte que
les sommets A; sont les points doubles de la transfor-
mation; & tout point X dans le voisinage de I oude F’
correspond un point Y situé dans le voisinage de la
droite de l'infini.

Nous avons identiquement

x3+p:r+q=x<x*+ £>+ l?p(x—i—3—q->

Posons
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d’ou
3
2 GU

I 1 1

— 4 ——
GA, GA, GAa,

[

2GU est la moyenne harmonique des vecteurs GA;; en
d’autres termes, ’harmonique de G est son symétrique
par rapport a U.

Nous aurons donc

¢(#) = 2(2?— f1) - 22 (2 —u),

d’ou nous tirons la formule genérale vectorielle

¢(GX) = A, X.A,X.A; X = GX.FX.F' X+ 2FG.FG.UX.

Si X vient en G, on a

1G.A2G.A3G =q= 2F

>
Q

.F'G.TG;

Si X vient en U, on trouve

ce qui montre que G est ’harmonique de U.
Nous avons donc I'interprétation géométrique

p =3GF.GF, g = 2GF.GF.UG.

Nous avons

GA1+ A1A1 = GAg,
@’ou, en posant A, A, = by, on aura
by = az— a,, by = a;— as, by= a,— a,.

On en tire
b1 -+ bg -+ bs =0,

b1b2+ boby+ b3b1= a;a—+ asaz—+ aza;— a}—a%—ag,
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et, comme a, + @3-+ A3 = 0,
b1by+ by b3+ bab,=3»(a.a,+a,a3+a3a.)=3p.-
On a également
by— by =2a,— as— a; = 3a,.

Nous considérerons les vecteurs

il est clair qu'on aura
myme—+ MaMmz—+ Mym; = Qa3+ Q243+ az3ay = p,

et m,, my, m, seront les racines de I'équation

Y(z)=x3+pr+r=o
avec
blbzbg -

33
Les deux triangles A, A, A;, M;M,;M; peuvent étre
qualifiés de réciproques, c’est-a-dire qu’on a

Ay MMy =

G—-——-Ml =my = }\’ A;}
V3
_ by — by _ GM,— GM; _ M; M,
3 V3 V3
Chaque vecteur est égal au coté correspondant de

P'autre triangle divisé par V3 : en outre, ces deux
triangles ont leurs ellipses de Steiner homofocales.

2

GA] = a;

On aura comme précédemment

3r

J = 3 = 2 P 2p
Y(z)=2 +pz+r_z'(w +3>+ 3 (:v—c—zp



Posons
3r
P = =— —
2p
d’ou
3 r I I ¥
—_— == -+ -+ ’

2GV est la moyenne harmonique des vecteurs GM,,
GM,, GM;; en d’autres termes, ’harmonique de G
(par rapport & M, M,M;) est le symétrique de G par
rapport & V.

Ona
V(@) =x(2?— fry—2f2(z — ),

d’out la propriété générale vectorielle

$(GX) = M,

M, X.M,X = GX.FX.FX +2FG.FG.VX.

>4

Si X vient en G, on a

Si X vient en V, on trouve

M;V.M,V.M;V = GV.FV.F'V,

1 - I | 3FV.FV 3
M,V M,V M,V M;V.M,V.M;V GV

ce qui montre que G est I’harmonique de V par rap-
port & M, M, M,.

Nous savons que le discriminant A satisfait & la rela-
tion
A={p3+a7qt=—[(a1— as)(a2— a3) (a3 — a1)]?
. =“—-37m§ m3m}

=—277r?,
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et comme
2pu 2 pe
p=—3f2, q=—~—p--, r=-——%-,
il vient, aprés réductions,

qz+,-z=4fs’ u’+v’=f’
ou

—_—2 —2 —2
GU +~GY =GF .

Telle est la relation simple entre les vecteurs dont
nous avons donné la signification géométrique.

Il en résulte que GV est paralléle a la bissectrice
extérieure de FUF’ et GU paralléle i celle de FVF' :

on a, en outre,

GU’ = VF.F'V,
GV =TUF.FU,

d’ou il résulte que GU et GV sont des diametres con-
jugués de l'ellipse de Steiner.

On sait que la racine a; de I’équation
234+ pr+qg=o0

est donnée par la formule de Cardan

3
=/ -9 _4
@= \/ 2 108 \/ ‘/108

ct, comme A = — 2772,

a,—\/—q+l’ \/—q—zr’
2

et, en tenant compte de g3+ r2= 4f¢,

a; 3 2 3/ 2
F—\/—q+ir'+ —qg—ir’
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et, en utilisant les relations ci-dessus,
a; _ I 4 1
VA V—u+wo V—u—iv

On trouverait, par permutation des u et des ¢,

my I + 1
Vv V=vxis {=v—1iu

Nous avons trouvé précédemment, en appelant b,, b, by
les coOtés de Ag A2A3,

b1bg+ b2b3+ b3bi= 3P,
mais comme b, + b, + b= o, on a également

b%—"' bib2+ b2 =—(bib2+ bgb3+ b;bi) = — 3P,

car
(b1+ bg)r=— b3 (by+ by).

On sait, d’aprés une remarque due a M. Laisant (1),
que si 'on construit sur A;A; deux triangles équi-
latéraux de coté et d’autre de la droite Ay A, etsil'on
appelle w, o' les centres de ces deux triangles, on
aura

Gw.Gw=GF =GF
F, I’ étant les foyers de I'ellipse de Steiner. Mais on
trouve aisément que

(1) Congres de Toulouse, 1887; voir Géometrie de Rouché et de
Combherousse, t; II, p. 624.

Ann. de Mathémat., §* série, t. XVIIL (Mai 1918.) 15
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_—%(b@—?bgba—&— b3+ 35%)
! p
= §(b§+b2b3+b§):——~§— =f2,

cc qui montre que I, F' sout bien les foyers de 'ellipse
de Steiner.

On connait le théoréme suivant : Si, sur chaque
coté AyAy... d’un triangle A Ay, A,, on construit
a Uintérieur et a l’extérieur des triangles équi-
latéraux de cété AqA,..., les centres de ces
triangles forment un triangle équilatéral.

On obtient ainsi deux triangles équilatéraux de cotés

c, ¢/, cjr, d,dj dj (avec j3=1).
Je dis qu’on a
cd =3 f2.
En effet,
blbg+bqb3+b3bl—b?—bg'—b§
= 3(byby+ by b3+ bsbx)=9P§

mais le premier membre se décompose comme il suit:
— (b4 by j + b3 j?) (by+ by j2+ b3)) = gp,

et chacun des facteurs entre parenthéses est respecti-
vement égal & 3¢ et a 3d comme il est aisé de s’en
rendre compte.

Il vient donc
cd=—p=3f2

La méme propriété a lieu pour les triangles équila-
téraux construits sur M, M, M,.

Pour que U se trouve sur la droite FF' (et dans ce
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cas V se trouve aussi sur cette droite), il faut et il
suffit que p*, g2, r? et, par conséquent, A aient des
des arguments égaux (mod ).

Dans ce cas, les sommets A, A,;, A, sont également
sur FF’ ou forment un triangle isoscele ayant cette
droite comme axe suivant que A est négatif ou positif
en prenant FF/ comme axe initial de coordonnées.

[H5a]
INTEGRATION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE
A CGOEFFICIENTS CONSTANTS;

Par M. J.-B. POMEY.

Soit I’équation différentielle linéaire a coefficients
constants et & second membre

ym e a yim=t 4 ayylm=2 . a,y = f(z).

Je pose
F(g)=zm+a;zm1—.. .—a,.

L'équation
F(z)=o
est I'équation caractéristique, dont j’appelle les ra-
cines dy, dy, ..., on. Je les suppose inégales.
L’équation différentielle elle-méme pourra s’écrire
symboliquement, pour abréger,

F,=f(=z).

Jaurai

F,(z)z—_-ai'-':(f!i LG T M W CTE Y [( PRt PR R C T PR
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Je pose

F'(2)sma, = F' () = al'=! -+ pl &~ -+ phaf=3+.. . phy_s,

ce qui détermine les coefficients p‘. J’écrirai symboli-
quement, pour abréger,

PEN 4Py Pl o= Fo (o).
Enfin, je poserai aussi

L= [ esnf(z) de

Jo

et je remarque qu’il y a m intégrales de ce genre.
Cela posé, la solution y qui, pour z = o, se réduit

4 ¥, en méme temps que ses m — 1 premiéres dérivées

deviennent égales & y, ¥4, ..., ¥4 ", est donnée par
la formule

_2 e i Fa (7o)
T F(u)

C’est cette formule que nous proposons.
Pour la vérifier, il suffit de former les dérivées suc-
cessives; on a ainsi

EF( )eax[l i+ Fi (}’o)]""ZF (Ol )f( »

=2FT{°T') e‘“i‘”[lt"i- Fo,(70)] +f(”)2 I:'i(cti)
m-—2
B

Or, en vertu des identités d’Euler, toutes ces formules
se réduisent; on a, en effet,

S s = Eﬁfm:o,

a2 a1

Flay =~ Fran =
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Formons Fy, il vient

F (o
2 (d eax[]‘l_;_F ()] +f(2)

et cette équation se réduit 4
Fy=f(2),
parce que o; est racine de F(z).
Donc y est solution.

Pour montrer que y et ses dérivées successives se
réduisent & ¥4, 3, ..., ¥\, je forme Pexpression :

y(m—il —+ pl‘ }/('"‘2) P Pé,,-; Y

d’aprés les valeurs de ces dérivées simplifies par les
relations d’Euler et j’obtiens :

ymva L api =Y F°5(( “0) gaye 1 ¥l (7).

L.e second membre est une fonction linéaire des

& / (m-1)
quanutesyo,yo, DR 4

posée pour notre intégrale, jouent le réle de con-
stantes arbitraires. Il faut les déterminer, ce qui peut
se faire, en donnant & z la valeur zéro dans I’équation

, qui, dans la formule pro-

précédente et dans les équations du méme type, obte-
nues en donnant a ¢ les valeurs 1, 2,3, ..., m. Or,si
dans I'équation précédente, nous faisons z = o, nous
avonsIj= o, e%* = 1; puis F; (a;) =o dés queiest dif-
férent de j et, pour i =, nous avons Fy («;) == F'(a,).
I’équation se réduit donc a la suivante od, dans le
premier membre, les quantités yq, . . ., )" " sont les
valeurs de y et de ses m—1 premiéres dérivées pour
T =o0, savoir

PV Ly o Pl Yo = Fo (r0),

. . . . ,
ce qui est une identité. Donc les inconnues yq, ¥, -+
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(tm-1)

yo* " qui figurent dans les seconds membres doivent
bien avoir les valeurs qu’on leur a données; les con-
stantes arbitraires y,, v}, ..., 3" " sont bien égales
aux valeurs de y et de ses (m — 1) premiéres dérivées
pour x = o.

Il est d’ailleurs facile de voir que le déterminant des
équations qui déterminent les valeurs & donner aux
constantes arbitraires est différent de zéro, de telle
sorte qu’'il n'y a pas d’autre solution possible pour les
valeurs & leur attribuer que celle qui a été indiquée.
Si, en effet, il y avait une relation linéaire identique
entre les Fy (y,), comme ce serait le cas si le déter-
minant s’annulait, on aurait

EAiF,ag(}’”) = 0.

Or je dis que toutes les quantités Ay, A,, ..., Ay sont
nulles.

Pour prouver, par exemple, que lon a A;=o, il
suffit de poser

— Ay [ ——e-] Am—1) — gm-
JYo= 1 Yo = 2, Jo= 2% Yo l——a[ 1

On a alors, en général.

si J est différent de 7: mais comme les racines sont
simples, on a
F' (21> 0,
d’oti
N Fyln = AFla) =0
]

et, par suite : A;= o.

Il est donc prouvé que le déterminant n’est pas nul.

Les traités de_calcul différentiel indiquent bien que
I'intégration de I'équation différentielle linéaire a
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second membre se rameéne aux quadratures, quand on
sait intégrer I'équation sans second membre, mais je
n’al pas vu la solution explicite que je viens de donner
dans le cas de I'équation & coeflicients constants. Je
trouve qu’il y a une certaine analogie entre la formule
que je propose et la formule d’interpolation de La-
grange.

GORRESPONDANCE.

M. L. Poli. — Solutions des questions TT4 et 1444.
— La solution de la question 774 est donnée dans la
Théorie des nombres d’Ep. Lucas, Tome 1 (seul
publié), pages 92-93. Cette question, de Prouhet,
remontant a 1866, doit donc disparaitre de la liste de
celles qui sonl restées sans solution.

Il en est de méme pour la question 1444, de Cesiro,
dont la solution se trouve dans 1I'Ouvrage précité,
page 257.

M. F. Egan. — Sur la solution de la question 1511
(1918, p. 70). —— La solution de M. Chapuis n’est pas
tout a fait exacte. Un systeme de deux droites n’est
pas une forme intermédiaire entre ellipses et hyper-
boles, 4 moins que les droites ne soient paralleles. 11 y
a trois couples de droites satisfaisant cette condition :
par exemple BC et la paralléle passant par A. Chaque
couple a une infinité de centres, situés sur l'un des
cotés du triangle médian. C'est donc ce triangle qui
doit remplacer le triangle ABC dans le raisonnement

de M. Chapuis.
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L’analyse conduit assez rapidement a la méme con-

clusion. Soit
lyz+mszx+nzy=o

une conique circonscrite 4 ABC. En éliminant z entre
cette équation et celle de la droite a I'infini,

r+y+2=0,
on obtient une équation dont le discriminant
A=(l4+m—n)2—4Ilm

décidera par son signe si la conique est une ellipse ou
une hyperbole. Or, si le centre est (a, 3, v), on trouve

l _ m
a(B+y—a)  Ply+a—B)
:___n____=e= l4+-m—n ,
Y(a-+B—y) (y+a—B)(B+y—a)

d’ou

A=—0a+B—y)(B+y—a)(y+2—B)(x+B+7Y)
Donc A change de signe chaque fois qu'on traverse
I'un des cotés du triangle médian. A l'intérieur de ce

triangle, A a le signe négatif, la conique est donc une

ellipse.

ERRATA.

1918, page 10J, ligne 8, au lieu de on nous a, lire or nous avons.
1918, page 105, ligne 14, au lieu de de cercle, lire de ce cercle.
1918, page 106, ligne 12, au lieu de cercle C, lire cercle inscrit C.
1918, page 106, ligne 13, au lieu de cet lire cette.
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[L21]
SUR LES SYSTEMES LINEAIRES TANGENTIELS
’ DE COVIQUES ;

Par M. R. BRICARD.

1. Proposons-nous d’abord de chercher les cercles
(ui font partie d'un réseau tangentiel (systéme linéaire
d deux paramétres) de coniques donné.

Soient

(1) S(u,o,w) = aut+a'v2+ a"w?
+2bvw 4+ 2b'wu+20"uy = o

Péquation tangentielle d’une conique C et
(2) F(x,y,1)=Ax2+A'y2+2B"2y+2B'r+2By+A"=o0

son équation ponctuelle en coordonnées cartésiennes
rectangulaires. On sait que les coefficients A, A’ ...
sont proportionnels aux mineurs correspondants du

déterminant
a b b
0" a b
b b a

Pour que C soit un cercle, il faut qu’on ait

B"= o, A—A'=o

ou
(3) bb’__a//b”=0’
(4) da' —br—ad"+b2=o.

Supposons que C fasse partie d’un réseau tangentiel
Ann. de Mathémat., * série, t. \VIU. (Juin 1918.) 16
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défini par I'équation
f= )\1f1+)\2f2—:—)\3f3= o,

fi= a;u?—+ (l} [ RN

ou

Ona

a =a, )~1+ Qas )\g—i— as )\3,

a' = a'y b+ abhy+ ally,

Sil'on considére %y, ko et 3 comme des coordonnées
homogeénes, les équations (3) et (4) représentent deux
coniques qui se coupent généralement en quatre points.
On en conclut qu’il existe en général quatre cercles
dans un réseau tangentiel de coniques. On peut pré-
voir des cas ot il y en aura une infinité.

2. Cherchons a4 déterminer, sous une forme aussi
simple que possible, la relation qui existe entre ces
quatre cercles. On pourrait poursuivre & cet effet
I'étude du systeme (3), (4). Mais il vaut mieux pro-
céder de la manicére suivaule :

Soient (A), (B), (C) trois cercles donnés, ayant
pour centres les points A, B, C et dont les rayons
sont R,, Ry, R.. Cherchons un quatriéme cercle (D),
de centre DD et de rayon Ry, appartenant au réseau
tangentiel défini par les trois premiers.

Pour n’aborder que le cas général, je supposerai que
les points A, B, C ne sont pas en ligne droite (').

Soient x, ), les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires dupoint A. L'équation tangentielle du cercle A
s’obtient immédiatement en décerivant que la distance

(1) Si les points A, B, C sont en ligne droite, on trouve une
infinité de cercles (D), dont les cenlres D sont sur la droite ABC
et qui sont bitangents a la conique bitangente aux cercles (A),

(B), (C).
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du point A i uae tangente au cercle est égale & Ry, ce

qui donne
A2—R2S =o,
en posant

A=ziu+y 0+ w, S = w2+ 2.

Les équations des cercles (B), (C), (D) ont des
formes analogues.

Si les quatre cercles font partie d'un réseau tan-
gentiel, on a I'identité

(3) 2(A*— R3S) + B (B*— R} S)
+y(C2—R28)+5(D2— R3S) = o,

@, 8, v, O étant certains coefficients. Or cela peut
s’écrire

6D2— (aRZ+ BR} + yR2+8R2)S = — aA2— BB2— ¢ C2,

Le premier membre, égalé & zéro, donnerait 1'équa-
tion tangentielle d’un cercle de centre D; le second
membre, égalé & zéro, celle d’une conique conjuguée
au triangle ABC. Par conséquent D est nécessairement
le centre du cercle conjugué au triangle ABC, c’est-
a-dire 'orthocentre de ce triangle. La relation entre
les points A, B, C, D est symétrique. Disons, pour
abréger, qu’ils forment un systéme orthocentrique.

Cherchons maintenant une relation entre les
rayons Rg, Ry, Rey Rg. A cet effet, remarquons
que chacun des points A, B, C, D est le centre d’un
cercle conjugué au triangle formé par les trois autres,

ey pa les rayons des quatre

Désignons par ga, o3y ¢

cercles.
On a, entre les points A, B, C, D, la relation

Az B2 C: Dt
——+—‘

2

;T3
R A Pa

(6)
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Elle peut en effet s’écrire, par exemple,

&%

D2

2 2
Ar— 38 =—Lfap:_Pace_

Pa Pe

O
A

et exprime bien que le cercle de centre A et de rayon g,
est conjugué par rapport au triangle BCD.

La relation (3) et la relation (6) doivent étre iden-
tigques (*). On a donc

o ~ D3 L 9
aps = @p%: Yp%: op‘%: aR2+ ﬁRi+YR§+6RIZ{.
Si l'on désigne par K la valeur commune de ces quan-
tités, il vient
%= —y @ = —, ey
d’on

Ry Rj R2 R?z')
> 3 - |
0k pp PP e

et enfin

Ry  R; R: R
) -2 2 _% 4
X o2 ef e

En résumé :

1l existe en général quatre cercles dans un réscau
o
tangentiel de coniques. Leurs centres forment un
systéme orthocentrique et leurs rayons R, Ry. R,
Ry satisfont a la relation (7), ¢ay 24y pes pa dési-
gnant les rayons des cercles conjugués aux quatre
triangles formes par les quatre points.

On peut encore donner & la relation entre les quatre
cercles une forme géométrique qui permet de construire

(') Si en effet ces deux relations étaient distincles, on en con-
clurait, par I'élimination de S, que la conique réduite au point
double D, par exemple, est conjuguée par rapport au triangle ABC,
ce qui n’est pas vrai.
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I'un d’eux, étant donnés les trois autres. Pour cela,
remarquons d’abord qu’étant données quatre coniques
(A), (B), (C), (D) appartenant & un méme réseau tan-
gentiel, leurs quatre cercles orthoptiques ont méme
centre radical. En effet il existe par hypothése entre
les premiers membres des équations tangentielles des
coniques une relation

«A +BB+yC+8D =o,

qui peut s’interpréter ainsi : il existe une conique (G)
dont I"¢quation s'écrit indifféremment

%A+ BB =o,
‘{C—O—BD::O,

et qui appartient par conséquent & la fois au faisceau
tangentiel déterminé par (A) et (B) et au faisceau
tangentiel déterminé par (G) et (D).

En vertu d’un théoréme classique, les cercles orthop-
tiques de (A), (B), (G) ont méme axe radical; de méme
les cercles orthoptiques de (C), (D), (G). De larésulte
la proposition énoncée.

Comme le cercle orthoptique d’un cercle de rayon R
est le cercle concentrique de rayon Ry/2, on voit aisé-
ment comment, élant donnés les cercles (A ), (B), (C),
on construira le cercle (D) dont on connait déja le
centre.

3. Etudions maintenant la correspondance entre les
foyers des coniques du réseau tangentiel. On peut
supposer celui-ci défini par les trois cercles (A), (B)
et (C). L’équation générale des coniques est donc

(8) A(A2—R2S)—+ pn(B*— R}S)+v(C2—R2S)=o.

Soient P, Q, R les pieds des hauteurs du triangle
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ABC (ce sont aussi les pieds des hauteurs des triangles
BCD, CDA et DAB). Je dirai que le triangle PQR
est le triangle pédal du systéme orthocentrique
(A, B, C, D) et aussi du réseau tangentiel considéré.
Le point A par exemple est le centre d’un cercle (A')
tangent aux c6tés du triangle PQR.

Soient A’ le premier membre de I’équation tangen-
tielle de ce cercle et r, son rayon, de sorte qu'on a

A= A2— 28,
d’ou
A2=A'+r2S.
Soient de méme
Bi=B'+r}S,

Cr=C +r2S.
L’équation (8) peut s’écrire

AMA + (rz—R2)S]
+ p|B' 4+ (72 —R3)S5]+v[C'+(r2 —RZ)S]=o,

et I'on voit que la conique représentée par cette équa-
tion est homofocale & la conique

(9) A4 pB' +v('=o.

Mais, comme A', B', (! sont trois coniques inscrites
au triangle PQR, il en est de méme de la conique (9).
Ainsi :

Les coniques d’un réseau tangentiel sont homofo-

cales aux coniques inscrites au triangle pédal du
réseau.

Il en résulte que la correspondance entre les foyers
des coniques d’un réseau tangentiel quelconque n’est
pas plus générale que la correspondance entre des
foyers des coniques inscrites dans un triangle; on
sait que cette derniére correspondance consiste en ceci :
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les deux foyers de 'une quelconque de ces coniques
sont deux points inverses par rapport au triangle.

Enoncons encore la propriété particulitre suivante,
qui se déduit immédiatement des développements qui
précédent : les coniques conjuguées par rapport &
un triangle sont homofocales aux coniques inscrites
dans son triangle pédal.

4. Abordons maintenant les systémes linéaires tan-
gentiels de coniques, & trois parameétres (je dirai plus
brievement : les S;). Ils contiennent évidemment une
infinité de cercles. Cherchons le lieu de leurs centres,
en nous bornant & I'étude du cas général.

Soient

fi=aqut+...=o0 (t=1, 2,3, 1)

les équations tangentielles de quatre coniques quel-
conques, et

f: aul+...= )qf(—ﬁ- )\gf2+ )\3f3+l5f4= (4]

I'équation d’une conique quelconque du S; qu’elles
déterminent. Pour que f soit un cercle, on doit avoir,
comme on 'a vu,

(3) bb'— a"b" = o,
(4) aa"—b— aa’+ b'?2=o.

L’équation tangentielle du centre de f est
"=0"u+bo+a w=o.

Ce centre a donc pour coordonnées cartésiennes

b
r = —: }’=a7;

d’ot
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Les équations (3) et (4) peuvent donc s’écrire
”
zy — E,’, =0,
a—a

il 2 __ 2 —
P - X yc=o.

D’autre part, a’, b, a'— a, b' et b sont cinq fonc-
tions linéaires et homogénes des quatre variables 4,
D2y As, k. 1 existe donc entre ces cing quantités une
relation linéaire et homogéne, que I'on peut écrire

—(a'—a) + kb"+ 1b'-+ mb + na’" = o,
Ay L, m, n élant des constantes, ou

a—a b b b
“"_,,—‘l—A'(;;—Fl;,,—f—nlz,',—i—ll:(),

ou enfin, d’aprés les relations précédemment écrites.
r?—y:+ kxy +lxr+my +n=o,
ce qui représente une hyperbole équilatére. Ainsi :

Le lieu des centres des cercles d’un Sy est une
hyperbole équilatére H.

Si (A), (B), (C) sont trois quelconques de ces
cercles, de centres A, B, (i, ils déterminent un réseau
tangentiel qui contient un quatrieme cercle (D) dont
le centre D est 'orthocentre de ABC. Ce centre appar-
tient bien & H, ce qui concorde avec le fait que le
réseau considéré fait partie du S,.

3. 1l existe dans le S; une infinité de coniques ayant
un foyer donné. Quel est le lieu du second foyer F’
{je veux dire du second foyer réel, si F est réel, du
second foyer imaginaire, si F est imaginaire)? Les co-
niques considérées sont assujetties & quatre conditions



( 209 )

tangentielles linéaires, deux par le fait qu’elles sont
au S;, deux par le fait qu’elles touchent les isotropes
issues de F. Elles forment donc un faisceau tangentiel
et touchent, outre ces isotropes, deux droites MX
et MY. D’apres le théoréme de Poncelet, MF et MF’
sont également inclinées sur MX et MY. MF' est donc
une droite fixe, et c’est le lieu demandé.

Ce résultat se précise par la considération de ’hyper-
bole H.

Soient I et I’ les deux foyers d’une conique quel-
conque Cdu S;. Sotent A, et A, les deux points oa FF/
rencontre H. Il existe deux cercles (A,), (A;) de
centres A, et A,, appartenant au S;.

Considérons le faisceau tangentiel déterminé par ces
deux cercles. Il contient une seule conique ayant son
foyer en I, et cette conique, faisant partie du S,, se
confond nécessairement avec C. Son second foyer F’
est le conjugué harmonique de F par rapport a A A,
[car les foyers des coniques du faisceau tangentiel
défini par (A,) et (A,) forment sur A{A, une involu-
tion dont A, et A, sont les points doubles]. ¥’ appar-
tient donc 4 la polaire de I par rapport & H. Ainsi :

Le lieu des seconds foyers ¥' des coniques du S,
qut ont un foyer donné ¥ est la polaire de ce point
par rapport ¢ H.

Observons que A,, A,, A; étant trois points quel-
conques de H, celle des coniques du réseau tangentiel
+ défini par les cercles (A,), (A,), (A;) qui a son foyer
en F est 'une des coniques considérées. Or on a vu
au n° 3 que le second foyer I’ de cette conique est
I'inverse de F par rapport au triangle pédal de A ;A,A,.
On peut donc énoncer la proposition suivante :

Ay, A,, A, étant trois points quelconques d’une
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hyperbole équilatére H et ¥ etant un point quel-
conque de son plan, U'inverse de ¥ par rapport au
triangle pédal de A, A, A, appartient a la polaire
de ¥ par rapport a H. .

[K'5]
NOTE SUR LES TRIANGLES ISOLOGIQUES ;

Par M. V. THEBAULT.

D’une maniére générale, deux triangles ABC et
A, B, C,, situés dans un méme plan, sont isologiques
lorsque les obliques, menées respectivement de A, B, C
a B,C,, C,A,, A, B, sous un méme angle 0, dans le
méme sens de rotation, sont concourantes. Il en résulte
d’ailleurs que les obliques menées de A, B, C, a BC,
CA, AB, sous le méme angle, dans le sens opposé,
sont aussi concourantes.

Or, si l'on considére un triangle A,B,C, aplati,
C’est-d-dire ayant ses sommets alignés sur une méme
droite A, la définition précédente est en général défec-
tueuse quant a la deuxiéme partie. Les obliques
menées de A, B, C sur B,C,, C,A,, A,B, sont con-
courantes (point de concours & U'infini), mais celles
qui sont tracées de A,, By, C,, sur BC, CA, AB ne le
sont pas nécessairement.

Il nous semble intéressant de rechercher dans quelles
conditions deux triangles ABCet A, B, C,, dontle der-
nier est aplati, sont isologiques.

1. Soient un triangle ABC et une droite quel-
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conque A de son plan contenant trois points A,, B,
et G,. Les droites 3,, 85, 35 issues respectivement de A,
B, C et faisant avec A un méme angle § sont paralleles
(point de concours & 'infini). Tracons deux droites
A, et Byw faisant respectivement avec BC et CA,
dans le sens opposé de rotation, un méme angle §.

Une translation parallele & A, suivant BB, par
exemple, améne B, en B, A, en a,, G, en ¢, sur une
droite A, et v en w,. La démonstration générale se
déduira par une translation inverse qni meénera A,
en A.

Par w, tracons la droite w,K faisant avec BA
I'angle §. Elle rencontre A, en K.

Désignons par =, 8, v les angles de la droite A res-
pectivement avec les cotés BC, CA, AB. Les droites
Bw;, a,w,, Kw,, étant antiparalléles par rapport aux
angles A, B, C du triangle, forment entre elles les
angles

A ou 180°— A, B ou 180°— B, C ou 180°— C.
Ces droites forment avec A des angles

(0—2) ou 180°— (6 + a),
(0—B) ou 180°— (8 + B),
(6

v) ou 180°— (6 + ).

Dans les triangles Bw, @, et @, w, K, par exemple, on

a donc
Ba; _ sinB _ sin(6==(3)

K “5nC ~ sin(0Ey)’

d’ou
AB _ sin(8==f)

(1) Do, A% a0k
K~ AC sin(6 =+ v)’

les signes -+ et — étant convenablement groupés.

Pour que la droite issue de Gy, faisant avec AB
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Uangle 8, passe en w, il faut et il suffit que K coin-
cide avec C,, c'est-a-dire que la relation (1) soit
verifiée.

Telle est la condition déterminant le triangle aplati
B,A,C,, B, et A, étant donnés. Deux relations ana-
logues fixent A, et By, si 'on donne B, et C, ou A,
et G,.

2. Dans les Nouvelles Annales ('), nous avons
étudié le cas particulier de la figure ol les droites qui

joignent les sommets des triangles ABC et A,B,C,
sont paralleles. I est aisé de constater que la rela-
tion (1) y est vérifiée, car

BA, _ BR _ AB _sin(h—§)

A:C, =AC ™ sin(Bry)

=

(') Generalisation d’un théoréme de M. T. Lemoyne, 191},
p. 218. :
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Enfin dans ce dernier cas, si § = go°,

B A, ﬁ » cos
Ai 1 AC cos Y

.

Ainsi se trouve établi et généralisé le théoréme fon-
damental de M. Neuberg sur I'orthopéle :

Soient A', B/, C les projections des sommets du
triangle ABC sur une droite quelconque A de son
plan. Les perpendiculaires abaissées de A' sur BC,
de B' sur CA, de C' sur AB concourent en un méme
point w.

L’orthopéle w de A par rapport au triangle ABC est
donc I'un des centres orthologiques des triangles ABC
et A,B,C,, le second centre étant 4 'infini.

3. Les propriétés de l'orthopole, dans les cas parti-
cnliers de la droite A par rapport au triangle, sont
parfois bien suggestives pour les éléves. Nous en avons
proposé un certain nombre de ce genre dans le Journal
de Vuibert, 1910, pages - et 76; dans I"Education
mathématique, 1912, page 151.

Ainsi, si A se confond avec I'un des c6tés du triangle,
son orthopdle devient Porthocentre du triangle. AA/,
BB, CC’ sont les hauteurs, lesquelles sont par consé-
quent concourantes.

Il est & remarquer que les hauteurs sont les seules
droites, issues des sommels du triangle, qui soient
concourantes tout en faisant avec les cOtés un méme
angle, dans le méme sens de rotation.

Cette propriété a permis a M. R. Marchay d’obtenir
ce remarquable théoréme qui semble par suite spécial
aux triangles orthologiques (') :

(") Journal de Vuibert, 1916, p. 70.
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Deux triangles ABC, 1,1;1; étant tracés dans un
méme plan, si par A, B, C on abaisse respective-
ment sur Lil., 1.1, 1.1 les perpendiculaires 1,1,
LI, I, qui déterminent un triangle 11,1 ; et que
de méme on abaisse de 1,4, 1y, 1. les perpendiculaires
B'C',C'A', A'B' sur BC, CA, AB qui déterminent le
triangle A'B'C/, on a la relation

(aire ABC) x (A'B'C') = (aire I, Jp1Ic) X (aire T,1, 1)),

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2263.

11915, p. 478.)

Dans un triangle ABC, Ay, By, G, sont les milieuxr des
cités BC, CA, AB; D, E, F sont les contacts de ces cotés
avec le cercle inscrit 1,¢ le point de Feuerbach et Py, Qq, Ry,
Py, Qz, Ry les projections orthogonales de ¢ sur les cités
des triangles A;ByC, et DEF. Démontrer les relations :

o
1

PA; < 9By < 0(y _ <E_>1
oD <X gExoF — \ar/’

sin A N sin B N sin G —o-
o Py Q4 oRy T 77

2°

A B
coOs—  €cO0S—  COS —
2 2 2

-+ -+
oy 0Q; ?R,

= 0.
V. THEBAULT.

SoLvTION
Par M. R. GOORMAGHTIGH .

0

Soient I et O les centres des cercles inscrit et circonscrit

—
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au triangle ; on a, d’une part (1),

(6 —c)R (c—a)R

_ _ _(a—b)R
L =

’ ?Ci 201

La solution de la question 2262 montre, d’autre part, que

b — — _
eD=#2"C,  gE=#ETD,  GF=k20
sin — sin — sin —
2 2 2

Le facteur 4 se calcule en exprimant que la somme algébrique
des aires EoF, FoD, DoE est égale a celle du triangle DEF.

On a ainsi
S\ (e—a)(a—b) A,
— Y g e g =)
sin — sin —
2 2
S’ désignant l'aire du triangle DEF. Si I'on observe que
—Za(c--a)(a—b)=4S(R—2r),
S'=ar2 cosé cos B cos 9,
2 2 2

on obtient aisément

2 r2 r?
2 = = —
4R(R—2r) {01
et, par suite,
(b—c)r (c—a)r (a—b)r
201 sin; 20]sin: 201 sin;'

Par conséquent

- = — sin — sin — sin
D <ol < oF r3 2 2

oA;xoByx9C; R3 . A . B . C R r <R)2
2

2° et 3° Les relations proposées résultent immédiatement

de I’équation du cercle circoncrit a un triangle en coordonnées

normales, si I'on observe que les cotés du triangle A;B,Cy

(') Voir Journal de Vuibert, 3} année, p. 5 et p. 51. Voir aussi
Mathesis, 1914, solution de la question 1934.
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sont proportionnels & sin A, sinB, sin C et ceux du triangle DEF

. X 1 1 1 .
proportionnels a cos 3 A, cos s B, cos — C. La relation du 2°
2

I

s’applique a tout point du cercle des neuf points, celle du 3°
a tout point du cercle inscrit.
Au moyen des relations
1 1 1
Pi:9Qs:0oR : :
PPiieQiigRy b—c c—a " a—1>’

i

sin—;t\ sint B sin%C
. . 2 - "
oPi0Qyi0oR,= p7—

. b
c—a a—0b

on obtient aisément des relations qui ne s’appliquent qu’au
point ¢, par exemple :

I " t N I
—_ —_— 4 _— =0
ob, ¢ Q; o Ry ’
b4c c+a a-+0b
T — _(_ -4 ——— =0,
ol ¢ Q o Ry
. . . G
s — i — sin —
. 2 2
== + =o0
‘?l’z ?Q-z ‘PRz !
1 B 1
cos3 — cos3 — cos? —
2 - 2 - 2
o
‘?Pz ?Qz ?Rz

Autres solutions par MM. R. BouvaisT et Ono.

2264.

(1915, p. 478 )

Démontrer que, si la tangente en P a une courbe (P)
quelconque coupe les axes rectangulaires Oz et Oy en S
et T, et si la tangente en la courbe (M), que décrit le
milieu M de ST, coupe Ox et Oy en U et V, on aura

MU _ PS
MV~ PT’

et déduire de la une construction géométrique de la tan-
gente UV quand le point P est donné et réciproquement.
M. p’OCAGNE.



(217)

SoLuTioN
Par M. R. GOORMAGHTIGH.

Soient M, U’, V' les symétriques de O par rapport a M, U, V.
Les coordonnées §, n de M’ sont fonctions d’un paramétre ¢
I'équation TS et I'équation dérivée par rapport a ¢ s’écrivent

ne+{y =8, de+ly=~{q+nt
En désignant par P’ la projection de P sur Oz, on a donc

TP : TS = OP': 08 = — 15 .
i —rt

D’autre part, I'équation de la tangente en M’ au lieu de ce
point étant )
Yy —m)=1(z—8)
on a

VM VU = ~—"—E-— —TP:TS.
K E_"lg

Par suite,
MU: MV =MU:MV=PS:PT.

Si 'on appelle K le point o M'P’ rencontre Oz, on a la
relation

KS: TM'=PS . TP=MU" .MV =8U:TM.

Par conséquent KS = SU'; M'P et M'U ont des directions
symétriques par rapport a Oxz. La tangente en M 2 la
courbe (M) s’obtient donc en menant par M une droite ayant
une direction symétrique, par rapport a Oz, de celle qui
joint P au symétrique de O par rapport a M. Réciproquement,
pour déduire le point P de latangente en M & la courbe (M),
il suffit de mener par le symétrique de O par rapport a M une
droite ayant une direction symétrique de celle de UV par
rapport a Oz ; l'intersection de cette droite avec TS est le
point P cherché.

AUTRE SOLUTION
Par M. J. LEMAIRE.

Soient ST et S'T' les tangentes a (P) en deux points voisins
P et P/, M et M’ les milieux des segments interceptés sur elles
Ann. de Mathémat., 4° série, t. XVIIL. (Juin 1918.) 17
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par Ox et Oy, u et v les points ot MM’ coupe Oz et Oy
Comme M est le milieu de ST, on a (fig. 1)

vT ©S
0T w0’

de méme
o'T' uS'
0O uS’
par conséquent
0T uS
¢T ~ uS’

d’ou il résulte que ST, S"T’, MM’ sont tangentes a une para-

. . /\ . .
bole inscrite a ’angle 20 y. Si P’ vient se confondre avec P, et
par suite M' avec M, on voit (fig. 2) que la tangente UMV en M

a (M) touche la parabole (K) inscrite & ﬁ/ et tangente en P
4 ST; on adoncbien larelation demandée, d'aprés le théoréme
de Chasles relatif au rapport anharmonique des traces, sur
une tangente mobile, de quatre tangentes fixes a une conique.

Fig. 1.
Y
T
T
-
m
0 S’ S u &

Supposant P connu ainsi que la tangente ST a (P)en ce
point, la construction de la tangente UV en M & (M) revient
a la détermination de la deuxiéme tangente menée de M a la
parabole (K); mais voici une construction élémentaire (f£g.3):
si nous supposons le probléme résolu, et si nous appelons M,
le point ou OM coupe la paralléele TU; & VU, nous pouvons
écrire

M, U; _ MU _ PS

M, T MV _ PT’
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par conséquent PM, est paralléle 4 Oz ; connaissant P et ST,
on a donc aisément My, puis U,, et la paralléle menée par M
a TU, est la tangente cherchée.

Fig. 2.

< -
T

Q
o)
c
]

Inversement, étant doané M et la tangente UV en ce point
a (M), on a de suite la droite TS ayant son milieu en M,
puis TU; parallele a UV, d’oi M; sur cette droite et sur
OM, et la paralléle menée par My a Oz coupe ST au point P.

Fig. 3.

M,

0 S U U, = =

Tout ce qui précéde s'étend immédiatement au cas ou les
axes Oz et Oy ne se coupent pas a angle droit et ou M, au
lieu d’étre le milieu de ST, partage ce segment de droite dans
un rapport donné ; par suite les tangentes aux divers points
de ST aux eourbes correspondantes enveloppent la parabole (K). '



( 220)

On en conclut ce théoréme : la normale a une conique =
<coupant ses axes en S et T, on sait que le point M tel
MS o .
que m—:k décrit une conique (M); les tangentes aux
coniques (M), obtenues quand £ varie, aux points M corres-
pondants de la normale, enveloppent une parabole qui touche
les axes de T, la normale et la tangente en M; on sait
«d’ailleurs que cette parabole touche la normale au centre de

courbure de = au point M.

Autres solutions, par Ux ABonNE, MM. R. Bouvaist et T. Ono.

2265.

(1913, p. 438.)

Construire les foyers et les sommets de l’axe focal d'une
conique dont on donne un point, le centre de courbure
correspondant, et : 1° soit un axe; 2° soit le centre.

M. p’OCAGNE.
SovLuTION
Par M. J. LEMAIRE.

1° Soient X'OX P'axe focal, Y'OY I'autre axe d’une conique,

Y
-
\ M
0 D&'/ \
X W TR
C
D @
N'
v

M un point de la courbe, T et T, N et N’ les points ou la
tangente et la normale coupent ces axes, w le centre de
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courbure en M, D et D’ les points ou les paralléles a TT’
menées par N et N’ coupent OM : on sait que les paralléles
menées par D et D’ respectivement a YY' et XX’ passent en w
(constructionde Mannheim). Si'on suppose donnés le point M,
le centre de courbure w en ce point, et 'axe X'OX, la perpen-
diculaire en N a la normale et la perpendiculaire menée de w
sur I'axe se rencontrent en D ; joignant DM, on obtient le
centre O, puis 'axe Y'OY, d’ou les points N’ et T'; le cercle
de diamétre N'T’ coupe I'axe focal aux foyers de la conique;
ayant les foyers et un point de la courbe, on obtient sans
peine les sommets de I'axe focal. La courbe est une ellipse ouw
une hyperbole suivant que N est, ou non, situé entre les foyers..

2° La perpendiculaire en O 4 OM coupant la normale en C,
on sait que wC et NN’ ont le méme milieu, d’oti la construc-
tion suivante, si I'on suppose donnés M, w, et O : tragant la-
perpendiculaire en O 4 OM, on a le point C; du milieu de w (.
comme centre, si 'on décrit une circonférence qui passe en O
clle coupe la normale en N et N'; les droites ON et ON’ sont
les axes, et I'on termine la construction comme ci-dessus,
construction qui s’applique aussi bien si 'on suppose connw
Paxe Y'OY que P'axe X'OX.

Autres solutions, par UN ABoxyg, MM. R, Bouvaist et T, Ono.

2266.

(1915, p. 4780

On considére toutes les conchoides d’une courbe (M)
quelconque par rapport & un péle O. Pour chaque posi-
tion du rayon vecteur OM, le lieu des centres de courbure
répondant a toutes ces conchoides est une conique T' dont
on donnera une détermination géométrique compléte.
Reconnaitre a quelle condition géométrique T est une
ellipse, une parabole ou une hyperbole, en remarquant
quwelle ne peut jamais étre un cercle. Examiner spéciale-
ment le cas ot la courbe (M) est une spirale d’Archiméde
de péle O et déterminer dans ce cas les axes de la conique ..

M. p’OcAGNE.
SoLuTION
Par M. R. GOORMAGHTIGH.

Les conchoides d’'une courbe (M), par rapport au pdle O,
sont les podaires, par rapport a ce point, des courbes paralléles-
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a I'antipodaire (P)de (M). Appelons P le point ou la perpen-
diculaire élevée en M sur OM touche la courbe (P), C, le
ceatre de courbure de (P) en P, et A la projection de O
sur PC,. Le ceatre de courbure C de la conchoide décrite par
un point M’ de OM s’obtient donc de la maniére suivante :
on projette M’ en P’ sur AC,, puis C; en Q sur OP’, et Qen R
sur AC; le point G est a l'intersection de M'A avec OR.
Comme le point Q décrit le cercle (w).ayant OC, pour diamétre,
le lieu considéré dans I'énoncé revient donc au suivant : la
paralléle a OA menée par un point variable Q de (w) recoupe
ce cercle en Q' et vencontre ACy en R; lieu du point d’inter-
section de Q'A et OR. A une droite Q'A correspond une
droite OR; a une droite OR correspondent deux droites AQ'".
Le point C décrit donc une cubique; comme la droite OA
fait partie du lieu, le lieu proprement dit est une conique I'.
Elle passe par A, C, et par les milieux w et A’ de OG et OA;
elle est de plus tangente au cercle (w) en A.

Le centre et les axes de I' s'obtiennent par une construc-
tion simple. Le diamétre du cercle (w) paralléle & OA ren-
contre ce cercle en B et B’ et la droite ACy en D, les
droites AB ¢t AB' rencontrent OD en deux points E et ¥’
de I'; le milieu K de EE' est le centre de la conique. La
droite OD est, en effet, un diamétre de T puisqu’elle passe
par les milicux des cordes paralléles A'w et CjA.

Soient T et T' les milieux de AE et AE’; les axes de T' sont
dirigés suivant KT et KT'. Les tangentes a I' en E et E' sont
paralléles 3 C; A et coupent respectivement KT et KT  en L
<t L’; pour obtenir les longueurs des demi-axes de T' il suffit
de construire les moyennes proportionnelles & KT et KL,
d'une part, et a KT’ et KL', d’autre part.

Des considérations qui précédent, on déduit aussi que (w)
est le cercle osculateur de la conique I au point M. Le point w
est donc l'une des intersections de T avec sa développée. On
peut encore observer qu’en considérant les cas ou QR est
tangent au cercle (w),’on obtient les points de T dont les tan-
gentes passent par O.

Si le point Q' est situé sur 'arc Cy A du cercle (w) et si, en
outre, Q'R = OA, les droites Q"A et OR sont paralléles. On
en déduit que T est une ellipse, une parabole ou une hyper-
bole suivant que OC, est inférieur, égal ou supérieur a 30A.
4La nature des intersections de I' avec le cercle (v) montre
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d’ailleurs que I' ne peut jamais étre un cercle. Revenant a
I’énoncé de la question, on peut énoncer ainsi les ‘conditions
qui précédent : -

La conique T est une ellipse, une parabole ou une hyper—
bole suivant que la distance de O au centre de courbure de
I'antipodaire (P)de (M) au point correspondant & M est infé-
rieure, ¢gale ou supérieure au triple de la distance de O a la
normale de (P).

Dans le cas ou (I') est une parabole, E' est & l'infini; le
sommet est au milieu de LT et le foyer est a lintersection
de LT avec la médiatrice de EL.

Quand (M) est une spirale d’Archiméde de pole O, (P) est
une développante de cercle et Cy coiucide avec A; I' est donc
alors une ellipse. Le point A et le milieu A’ de OA sont les
sommets de I'un des axes de T'. D’aprés ce qui précéde, A’ est
le centre de courbure deT au point A; on a donc, en désignant
les demi-axes de I' par « et 3,

= éAA’, a2: b= AA'

L’un des axes est donc AA’, autre est égal au coté du carré
inscrit dans le cercle décrit sur OA comme diamétre.

Autres solutions, par UN ABoNNE et par M. R. BouvarsT.

2267.

(1918, p. 479.)

Démontrer géométriguement que si la normale en un
point M d’une parabole rencontre en N l’aze de cette
courbe, en P la tangente au sommet, et que si Q est le
milieu de MN, le rayon de courbure en M est le double
de PQ. M. p’OcAGNE.

SoLuTION
Par M. R. BouvaisT.

Soit T lintersection de Ya tangente en M avec la tangente
au sommet, soit F le foyer, soit enfin Ty le symétrique de T
par rapport a Q, les trois points T, Q, T; se trouvant du reste
sur une méme paralléle a Vaxe. Le cercle des centres, relatif
a la position considérée de I'angle mobile FTM, est le cercle
FQTy, coupé par TF en C, le rayon de courbure cherché est
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égal a TC, or on a
TC.TF = »TQ = 2PQ.MQ = 2 PQ.1T,

d'ou

TC = 2MQ.
AUTRE SOLUTION
Par M. J. LEMAIRE.

Soient F le foyer de la parabole, A sa directrice, S son
sommet, A le point commun a A et a Paxe, D le point ou la

Fig. 1.

normale en M coupe A, M’ et Q' les projections de M et Q
sur laxe.
Comme M'N = AF, on a

M'Q =AS, dou QM=PD,

et par conséquent
PQ = DM,

ce qui démontre le thiéoréme, puisque le rayon de courbure
en M est le double de DM.

On peut ajouter les observations suivantes :

1° Mener MJ paralléle a I'axe ANX, et NJ perpendiculaire



a MN. Le centre de courbure w est a la rencontre de MN avee
la perpendiculaire Jw a JM.

MINT est un parallélogramme. Les triangles rectangles
P'TN, MJw sont égaux, etc.

2° Achever le rectangle NMTK et le parallélogramme NP'TI.

On sait que MK passe par le foyer F et que Kw, perpendi-
culaire 2 MFK, passe par le centre de courbure w.

NKlw est un rectangle, etc.

3° Mener FC perpendiculaire 8 MF. On sait que le point C
ou elle rencontre MN est au milieu du rayon de cour-
bure Mw, etec.

Addition par M. H. Brocarp. — Le cercle de courbure
en M rencontre la parabole en un autre point R, et la corde
commune RM est symétrique de MT par rapport 8 MM'. La
perpendiculaire 2 RM menée par w et la droite NX déter-
minent des triangles rectangles égaux, dont on déduit aisé-

ment
MT
oM= —— = oM,
sina cosx
z étant I'angle MTN.

On a ensuite
UM = pysin2a = 2MT.

MR rencontre AN en V, et V'on sait que V est le milien
de UM, ou que la corde MR est quadruple de la tangente MT,
relation signalée ici par G. de Longchamps (4880, p. 68-71),
parmi d’autres propriétés que le lecteur pourra tirer de la
figure décrite ci-dessus.

Note. — Sur la méme figure il pourra étre intércssant de
considérer aussi la corde RM commune a la parabole et au
cercle de courbure en M.

Le milieu S de RM est la projection de C sur RM.

D’aprés une propriété connue, RM est symétrique de MT
par rapport a MA.

Soient V, L, G les rencontres de RM, BC, CS avec Oz, et ¢
'angle MTz. On voit que MG, BGC, GC, perpendiculaires
a MT, Oz, MR, forment entre elles I'angle 3.

Dans la série de triangles rectangles & angle 3, ainsi déter-
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minés, on obtient facilement les relations

eM = ML
sing coso
et
SM = CM sin28 = 2 MT;
donc

RM = 2 SM = j MT.

Fig. 2.
M B8
3
[
s s
T A N \Y

C

La ¢corde ci-dessus est donc quadruple de la tangente MT,
propriété signalée ici par G. de Longchamps (1880, p. 68-71).
Le lecteur pourra aisément ajouter d’autres propositions.

Autres solutions par UN ABONNE et par MM. T. ONo et V. THEBAULT.

2268.

(1915, p. §79.)

Si, d'un point M pris sur une conique, on méne & cette
courbe les trois normales MP, MQ, MR, autres que la
normale en M, le triangle PQR, inscrit a la conigque
donnée, est en méme temps circonscrit & une conique fize.

G. FONTENE.
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SoLuTION
Par M. R. BouvAIsT.

Cette proposition et celle de la question 2259, résolue
(19186, p. 447), sont évidemment polaires Téciproques par rap-
port a la conique donnée; il suffit donc @’établir 1'one deﬁ
deux, la premiére par exemple.

Soient M le point considéré de Uellipse (E), a, B, y les con-
tacts avec E des droites QR, RP, QP. Désignons par UetV
les intersections avec I'axe focal de By et M, U et V appar-
tiennent & une involution dont le point central est le centre O
de (E) et dont deux couples de points conjugués sont les
sommets de (E) situés sur I'axe focal, on a donc

OU.0OV =—a?,
oU. 0V = — b2,

on aura de méme

U’ et V' désignant les points d’intersection des droites consi-
dérées avec le petit axe. Ces relations montrent que la projec-
tion du point P sur les axes de (E) est sur la symétrique
de Mo par rapport a O, le point P est donc le péle par
rapport au cercle décrit sur les foyers de (E) comme diamétre
de la tangente au point @’ de (E) symétrique de a par rapport
au petit axe. Il appartient denc a I'ellipse ayant pour sommets
les sommets de la déwveloppée de (E).

AvuTtre SoLuTION
Par M. J. LEMAIRE.

On sait (question 2289) que le triangle normal circons-
crit, formé par les tangentes en P, Q, R a la conique, est
inscrit & la conique (TI') ayant ses sommets aux rebrous-
sements de la développée de la premiére; par conséquent le
triangle PQR est circonscrit a la conique (I") polaire réci-
proque de (T') par rapport a la conique donnée.

Autre solution de M. T. Ono. Voir aassi, page 8, Corresp.,
M. F. BALITRAND.

2270.

(1915, p. §79.)

Démontrer que le céne qui a pour sommet le point
double d’une courbe de Viviani et pour base cette courbe
est de révolution. F. BALITRAND.
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SoLuTION
Par M. R. GOORMAGHTIGH.

Soient § et I' la spheére et le cylindre dont I'intersection est
la courbe de Viviani V. Le centre O de S et le point
double A de la courbe V se projettent en O’ et A’ sur un
plan perpendiculaire a4 I'axe de I'; ce plan coupe S et I' sui-
vant deux cercles qui se rencontrent en deux points M et M’
de V. Le second de ces cercles a O’A’ pour diamétre. Les
triangles rectangles O'MA’, MO'O sont égaux; par suite,

MA'= 00"= AA".

L’angle MA A’ vaut donc 45°; par conséquent, le cone qui pro-
jette V de A est de révolution et 'angle au sommet vaut go°.

Autres solutions, par MM. R. BouvaAisT et J. LEMAIRE.

2274.

(1915, p. 531.)

Etant donnée une hyperbole par ses asymptotes et un
point M, démontrer que le centre de courbure en M peut
étre obtenu par l'une des constructions géométriques
suivantes :

1° On méne la tangente en M qui coupe les asymptotes
en A et B, et l'on éléve en ces points les perpendiculaires
auz asymptotes qui coupent la normale en M respective-
ment en o et B et se rencontrent en P. On joint PM et,
par a, on méne une paralléle & la tangente en M; la
paralléle @ PB, menée par le point d’intersection de ces
deux droites, passe par le centre de courbure.

2° On joint Ba, et, par 3, on méne une paralléle a PA;
la paralléle a la tangente en M, menée par le point de
rencontre de ces deux droites, passe au centre de cour-
bure.

3° On joint Bu, et, par M, on méne une paralléle a PA;
la paralléle a PB, menée par le point de rencontre de ces
deuzx droites, passe au centre de courbure.

' F. BALITRAND.
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SoLuTION
Par M. J. LEMAIRE.

Il suffit de prouver que ces diverses constructions donnent
le milieu de 28 qui est, comme on sait, le centre de courbure
de ’hyperbole en M.

1° 8i Q est le point commun a PM et a la paralléle menée

par o & la tangente en M, le théoréme de Thalés donne, en
appelant w le point ol la paralléle a PB menée par Q ren-
contre la normale,

wfl _ QP

Mg~ MP

)

et, a cause des triangles semblables PMA et PQa,

wf _ Qa,
M3 — MA’
d’ailleurs, les triangles Qaw et BM§ sont semblables, et
wx  Qu,
MB ~ MB’
comme MA = MB, on a bien w3 = wa, C. Q. F. D.

2° Soit R le point de rencontre de Ba et de la paralléle
menée par § a PA; le triangle «AB étant isoscéle, aM est

P N PN
bissectrice de A2 B; comme Rfa = AaM, le triangle Raf est
aussi isoscéle, et la paralléle menée par R a la tangente
en M, étant perpendiculaire a la base af, passe au milieu de
cette base, c’est-a-dire au centre de courbure.
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3% S désignant le point ol la paralléle menée par M a PA
coupe Ba, ce point est le milieu de Ba, puisque M est le
milieu de AB; par suite, la paralléle menée par S 2 PB passe
au midseu de af. C. Q. F. b.

Autres solations, par MM. R. GoormagnTigH, T. ONo et PH. DU
PLESsSIS.

2272.

(1915, p. 531.)

On méne d’'un point M les quatre normales a une
ellipse (K) et les tangentes a cette ellipse aux pieds des
normales. Il existe une parabole (P) et une seule qui
touche ces quatre tangentes. Démontrer que les points ou
elle la touche sont sur I’hyperbole d’Apollonius (H) de M.

F. BALITRAND.
SoLurioN
Par M. R. BRICARD.

Soit 2 I'un des points de rencontre de (H) avec (E), c’est-

a-dire le pied de I'une des normales abaissées de M sur (E).
La tangente en « a (E) rencontre de nouveau (H) en un

N
point 2. L’angle Maa' étant droit, il en résulte, en vertu
d’une propriété bien connue de I'hyperbole équilatére, que
Ma' est perpendiculaire a la tangente en a a (H). Mais on
sait que (1) peut étre définie comme lieu des points tels que
les perpendiculaires abaissées de ces points sur leurs polaires
parvapport a (E) passent en M. Il résulte de la que /e point o’
est le péle, par rapport a (E), de la tangente en a a (H).
Cela posé, la polaire réciproque de (H), par rapport a (E),
doit étre tangente a la polaire du centre de (E), c’est-a-dire
a la droite de 'infini. C’est donc une parabole, qui touche en
outre les quatre tangentes analogues a a2/, et se confond par
conséquent avec la parabole (P) de I'énoncé. (P) touche az’
au pole de la tangente en a a (H), c’est-a-dire, comme on
vient de le voir, au point 2’ qui appartient a (H), et la pro-

position est ainsi étgblie.

Autres solutions, par MM. R. BouvaisT, J. LEMAIRE, et PAUTEUR.

2273.

(1818, p. 531.)

Si A et A’ sont deux points de rebroussement diamétra-
lement opposés d’une hypocycloide & quatre rebrousse-
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ments, les bissectrices des angles que les tangentes a cette
courbe fant avec AA’ ont pour enveloppes les deux hypo-
cycloides a trois rebroussements ayant l’un un point de
rebroussement en A et le sommet opposé en A', et 'autre
vice versa. M. p'Oca6NE.

SOLUTION
Par M. J. LEMAIRE.

Soient O le centre du cercle de diamétre AA’ contenant les
quatre points de rebroussement de la premiére courbe, M un
point de ce cercle, P et Q ses projections sur AA’ et sur le

B .
] o R

B’

diamétre perpendiculaire BB', R la projection du méme point
sur la tangente en A au cercie; comme QR = OA = QP, le

triangle QRP est isoscéle et PR est bissectrice de @: c’est
de cette droite qu'il s'agit de chercher V'enveloppe.

Observons que PR est la droite de Simson relative au
point M et au triangle inscrit dans le cercle O et ayant un
sommet en A’ et deux sommets confondus en A; triangle dont
Je cercle des neuf points est le cercle O° de diamétre OA :
I'enveloppe de cette droite est donc U'hypocycloide a trois
rebroussements tritangente a ce dernier cercle, qu'elle touche
en A, et ayant par suite un point de rebroussement en A’
Méme raisonnement pour I'autre bissectrice, qui est la droite
joignant le point P a la projection de M sur la tangente en A’
au cercle O. o

Autrement : les deux cercles O et O’ étant homothétiques
par rapport a A, le point N ot AM coupe O’ est le milicu
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de AM, et par suite aussi de PR; si N’ gt\le second point
commun & PR et au cercle O’, I'angle ANN’ est double de

I'angle @; I'arc AN’ est donc double de 'arc AN ; et comme
ces arcs sont de sens contraires, la droite NN’ enveloppe bien
une hypocycloide a trois rebroussements circonscrite au
cercle O’ et touchant ce cercle en A.

Autres solutions, par MM. R. BouvaisT et UN ABONNE.

2274.

(1915, p. 332.)

Dans un triangle ABC, L,, L,, L; sont les centres des
cercles exinscrits. Les droites qui joignent les sommets au
point de Lemoine du triangle LpLgL¢ rencontrent les
cotés BC, CA, AB respectivement en a, 3, v. Montrer que le
cercle ay passe au point ¢ de Feuerbach du triangle ABC.

V. THEBAULT.
SoLuTioN
Par M. R. Bouvaisr.

Soient Ag, Ap, A les distances du point de Lemoine L du
triangle Ly Ly L, aux cotés LgLe, L¢Lg, LoLp, on a

e Ay A
Lely — LoL, Tl

d’ott

. A . B . G
AgSin— Apsin— Ac,sin—
2 2 2

= = )

a b c

si maintenant 84, 8, 8. désignent les distances du point L aux
cotés BC, CA, AB, on a visiblement

. A o R . B
34+ 8£=2Aasm;, 8¢+ 0a=2.1/,sm;;

. G
8a + Oc=2 Acsm;,
d'ot. 7. 4. 1 dési : :
ou, rq, 1y, rc désignant les rayons des cercles exinscrits,
ra8q = redy= reo.

Soit maintenant L, L} L; le triangle formé en menant par L,



( 233 )

Lg, L¢ des paralléles 8 BC, CA, AB, les triangles ABC, L, L} L,
sont homothétiques, soit L' le centre d'homothétie, si 8}, 8}, o,
désignent les distances de L' a2 BC, CA, AB on aura, par con-
struction méme,

S % _ %,

Ta 'y Te

L et L' sont donc inverses par rapport 38 ABC; or le centre O
du cercle circonscrit & L, LyL,, qui est inscrit dans L, L} L.,
et le centre I du cercle inscrit dans ABC, sont deux points
homologues; le point L’ est donc sur la droite OI, le point L
est par suite sur I'hyperbole équilatére ABCI, et le cercle 2fy
circonscrit au triangle a, B, vy conjugué & cette hyperbole,
passera par le point de Feuerbach ¢, centre de cette courbe.

Remarques. — 1° Soit M un point quelconque de 'hyper-
bole équilatére ABCI; les droites AM, BM, CM, coupent BC,
CA, AB, en «, 8, v; le cercle afy, circonscrit au triangle aBy
conjugué a I'hyperbole ABCI, passera par le point de Feuer-
bach v, centre de cette courbe, d’ou les propositions sui-
vantes : )

Soient D, E, F les points de contacts de cétés BC, CA, AB
d’un triangle ABC avec le cercle 1 inscrit dans ce triangle;
si a partir du point 1 nous portons sur 1D, IE, IF et dans
le méme sens des segments égaux, 1D’, IE’, IF', les droites
AD’, BE', CF' coupent BC, CA, AB en a, B, v; le cercle 28y
passe par le point de Feuerbach du lrtangle ABC.

En particulier le cercle passant par les pieds des bissec-
trices intérieures d’un triangle passe par le point de
Feuerbach.

20 Soit ABGC un triangle, soit M un point de son plan; les
droites AM, BM, CM coupent BC, CA, AB, en 2, B, v; le
cercle 2By rencontre encore les cotés du triangle en o', §, ¥';
les droites Aa’, BR', Gy’ se coupent en M'. Le cercle afy
coupe le cercle des neuf points du triangle ABC aux centres w4
el w; des hyperboles équilatéres ABCM, ABCM'. Si le cercle aBy
est inscrit dans ABC, w; et wy sont confondus, les deux cercles
sont tangents. On retrouve ainsi trés simplement le théoréme
de Feuerbach.

Autres solutions par I'AUTEUR el par M. R. GOORMAGHTIGH.
Ann. de Mathémat., 4 série, t. XVIIL (Juin 1918.) 18
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2275.

(1915, p. 532.)

Les asymptotes d’une hyperbole et les droites qui
joignent un point quelconque de celte courbe a ses deux
foyers sont tangentes a un méme cercle.

M. »’OcAGNE.
SoLtTiON
Par M. J. LEMAIRE.

Soient M un point quelconque de I'hyperbole (1), O son
centre, F et F’ ses foyers, 2a son axe transverse, de sorte
que MF'— MF = 2a.

Le point I ot la normale en M coupe l'axe non transverse
est le centre d'un cercle touchant le prolongement de FM
en A, et F'M en A'; si 'on observe que AF = A’['| la relation
ci-dessus donne MA = MA'= a. D’ailleurs, lc¢ cercle circon-

PR PR
scrit au triangle MFF’ passe en I, et les angles MIA et F'IO
sont égaux; les triangles MIA et F'IO sont alors semblables
et donnent

IA a
—_—=
10 c
¢ demi-distance focale; les tangentes menées de O au cercle I,
. . a .
faisant avec OI des angles qui ont < pour sinus, sont les
asymptotes de I'hyperbole, ce qui démontre la proposition.

Autres solutions, par UN ABo~NNE et par M. T. Ono.

2276.

(1915, p. 532.)

Ltant données dans un plan deuz coniques f et 9, les
tangentes menées a ¢ des foyers de f et les tangentes
menées & f des foyers de ¢ sont huit tangentes d’une
méme conique. F. BALITRAND.

" SoLuTioN
Par M. G. HumBERT.

Le théoréme proposé est un cas particulier d'une propo-
sition relative aux courbes de quatriéme classe.

(') Le lecteur est prié de faire la figure.
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Soit C; une courbe dordre quatre; une conique o, la
coupe en huit points; si I'on joint ceux-ci deux a deux par
quatre droites (chaque droite contenant deux points, et par
chaque point ne passant qu’une droite), les quatre droites
coupent de nouveau C, en huit points, qui sont sur une
conique g,.

C’est 12 un théoréme bien connu : transformons-le par
polaires réciproques, en supposant la conique g, formée de
deux droites.

Par deux points, I et J, on méne les tangentes 3 une
courbe I', de quatriéme classe, ce qui donne deux systémes
de chacun quatre droites, dy, ..., d, et d;, ..., 8,. Par le
point d'intersection de d; et de 8; ({ =1, 2, 3, 4), on méne les
deux autres tangentes a T, : les huit droites ainsi obtenues
touchent une conique =,.

Cest le théoréme proposé, si I'on suppose que I', se décom-
pose en deux coniques, f et ¢, et que I, J sont les points
cycliques du plan : d; et dy, 8 et 3, seront les tangentes
menées de I et J a f; ds et d,, 8; et 8, joueront le méme role
pour ¢. Alors les huit droites finales de I'énoncé précédent
seront les tangentes menées a ehacune des coniques par les
foyers réels de l'autre.

Autres solutions, par 'AuTeur, MM. R. Bouvaist, J. LEMAIRE el
PICARDAT.

2278.

(1915, p. 532,

Une ellipse étant donnée par ses foyers F et F' et un
point M, on éléve en F une perpendiculaire a FM qui ren-
contre en « la normale en M; au point x on éléve a la
normale une perpendiculaire qui rencontre FM en 8; la
paralléle @« FF' menée par b passe par le centre de cour-
bure de l’ellipse en M. F. BALITRAND.

SOLUTION
Par M. J. LEMAIRE.

Soient N le point commun & FF' et 4 la normale en M (1),
w le point ou la paralléle 2 FF' menée par 3 coupe la nor-

(') Le lecteur est prié de faire la figure.
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male, P le point de MF’ qui se projette en N sur la normale :
on sait que la perpendiculaire en P a MF’ passe au centre de

—_—2
courbure; il suffit donc de prouver que MP = MN x Mow.
Les triangles semblables a la figure donnent

MP M MB
NN T ONF T M2’
d’ou

-2

MP MB Mo

uN:  MF AN

ct, par suite,

W‘Z: MN < Mw. C. Q. F. D.

Autres solutions par MM. pe Beires, R. GoorvaguTIGH et T. Ono.

AvuTRE SoLtTiON

Par M. Pu. pu PLESssIs.

On sait, d’aprés Mannheim, M étant le milieu de AB, que le
centre de courbure p est le milicu de 3. Or, il suffit de faire
la figure (1) pour qu’il saute aux yeux que chacune des cons-
tructions ci-dessus aboutit au milieu de 2£. En effet :

1° Si la paralléle a la tangente AB menée par a coupe PM
en M' et PB en B, puisque M est le milieu de AB, M’ est le
milicu de 2B'; donc la paralléle 8 B'8 menée par M’ passe par
le milicu @ de «p.

2* Si la parallcle & PA menée par B coupe Ba en v, le
triangle yaB est isoscéle comme xAB; donc la paralléle 3 AB
menée par vy, c’est-a-dire la hauteur, issue de v, du triangle
vx3 passe par le milieu w de sa base.

3° La parallele @ Ax menée par M passe par le milieu M’
de aB. Donc la parallélte & Ba menée par M” passe par M’ et
par .
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