NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.






NOUVELLES ANNALES
ATHEMATIQUENS
JOURNAL DES CANDIDATS

AUX ECOLES SPECIALES. A LA LICENCE ET A I’AGREGATION,

DIRIGE PAR
CG.-A. LAISANT, R. BRICARD,
Docteur és Sclences, Ingénieur des Manufactures de l'Elal,
Ancien examinateur d'admission Professeur au Conservatoire des Arls et Meétiers,
a I'Ecole Polytechnique. Répétiteur a I'Ecole Polytechnique.

- it © et

PuBLICATION FONDEE EN 1842 PAR GERONO ET TERQUEM,
ET CONTINUEE PAR PROUBET, BOURGET, Brisst, Roucng, ANTOMARI,
DurorcQ ET BOURLET.

QUATRIEME SERIE.
TOME XVI.

( LXXV® VOLUME DE LA COLLECTION.)

R
PARIS, SiTami

GAUTHIER-VILLARS ET C':, EDITEURS,
LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE,

Quai des Grands-Augustins, 55.

1916



Tous droits de traduction, de reproduction et d’adaptation
réservés pour tous pays.



NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

[K!'6b][K'11]
SUR LES FAMILLES DE CERCLES;
Par M. R. GOORMAGHTIGH.

I. — GENERALITES.

1. Considérons une famille de cercles = dépendant
d’un paramétre; le lieu de leurs centres P est une
courbe I' et leur rayon R est une fonction de I'arc s de
cette courbe. En vue d’employer les méthodes de la
(Géoméirie intrinséque, prenons pour axes mobiles
des x et des y la tangente et la normale en P 3 la
courbe I' (fig. 1). D’une maniére générale, les coor-
données des points ou la courbe

S(&,y,s)=0

touche son enveloppe s’obtiennent (') en résolvant le
syst¢éme formé par celle équation et

) <y~p>g€—x%+p%=o,

ot p désigne le rayon de courbure de T en P.
Or, I’équation du cercle = est

Sflz, y,s)=x2+y?— R?=o0.

(1) Cesiro, Natiirliche Geometrie, p. 24.
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Pour ce cercle, I'équation (1) devient

z=—RZ=

‘Par suite, si 'on désigne I'angle K,Pz par 6, les

Fig. 1.

coordonnées des points K, et K; ot = louche son enve-
loppe s’écrivent

x=Rcos0, y==Rsinb,
et'on a

dR
(2) cosO:—z

L’angle 6 sera obtus quand R croit en méme temps
que s, aigu dans le cas contraire.

Les points ot un cercle « de centre P touche son
enveloppe sont symétriques par rapport a la tan-
gente en P au lieu des centres des cercles consi-
déres ().

(') Ce résultat et la relation (2 s’établissent aisément au moyen
d’une considération de Jimites.
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2. L'enveloppe se compose de deux branches E,
et E; qui sont les lieux des points K et K;. Cherchons
les coordonnées (24, ¥1), (%2, y2) des centres de cour-
bure C,, C; de E,, E, respectwement en K, et K,. La
droite PK, a pour équation :

3) y —xtangh =o.

Pour trouver les coordonnées du point C, ou cette
droite touche son enveloppe, il suffit de résoudre le
systéme formé par (3) et I'équation

px db —o

(y—p)tamg()+azr;-f—c05,6 Z s

obtenue en dérivant (3) sous la forme (1). On trouve
ainsi

sinf cos 0 sin20
@) n=T@w NT T @
PRES e &

De méme, on obtient

sinf cos6 sin20
@ mETA e T —a
P ds P ds
On en déduit
6 _ sin | sinb
(6) PCy T ’ PCy= T & ’
P ds ¢ ds
et

0 L) 2
sin (Pbt PCz>h P,

Ou ¢y=1:=1, ;== 1 suivant les cas. Ceci exprime ()
que la courbe T a en P méme centre de courbure que

la conique qui touche T en ce point et a C, et C, pour
foyers.

(') Cesdro, Natiirliche Geometrie, p. 41
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Les centres de courbure des deux branches de
U’enveloppe du cercle = sont les foyers d’une conique
ayant en P avec T un contact du deuxiéme ordre.

On peut énoncer ce théoréme sous la forme suivante,
utile pour certaines constructions :

8¢ Uon projette le centre de courbure C de T
sur PC,, puis le point obtenu sur PG, cette derniére
, puis le p :
projection appartient & la droite C, C,.

3. Des expressions (4) et (5) on déduit le coefticient
angulaire de la droite C, C,

T N d9 1 dy
T ds (
P ds d ds tan(rO_—otanUOg—)
1 t ds

L d0 T b

oA o s

Cette droite a donc pour équation

N sin20 tan 0 sm6 0050\
YT d — ptang ( )
P .3 -

ou, plus simplement,
. . x df
(7) y=psm0<sm()—c—05—om>-
Elle coupe la droite K, K,, d’équation
(8) 2z — Rcosh = o,

en un point d’ordonnée

Lo db
(9) pSln6<smO—Rd_s>

Cherchons, d’autre part, I'ordonnée du point C; ou
la droite K, K, touche son enveloppe. Résolvons donc



(%)

le systéme d’équations formé par (8) et 'équation
. o db

(10) y—p—pcos(i%-f-pl’{sme‘—l;

=0,

obtenue en dérivant (8) sous la forme (1). En tenant

.

compte de (2), I'équation (10) s’écrit
. . o db
(1v) y—psm’ﬁ—&—pRsmOm_o.

De (8) et (11) on déduit pour I'ordonnée de G,

. . db
psm&)(smﬁ— R Zi?)’

valeur identique a (9). On a donc ce théoreme :

Les centres de courbure de [’enveloppe en ses
points de contact avec un cercle = sont en ligne
droite avec le point o la corde de contact de cette
enveloppe avec ce cercle touche son enveloppe.

Ce théoréme donne lieu 4 des conséquences intéres-
santes dont quelques-unes sont des propositions con-
nues ('). Il peut étre considéré comme la généralisation
d’une propriété des centres de courbure aux points
correspondants de deux courbes inverses.

Si l'on applique le théoréme de Menelaiis au triangle
G, PC, coupé par la transversale K,K;Cs, on voit que
le point C; divise C,C, dans le rapport de K,C,
4 K, C,. On peutdonc énoncer la propriété qui précede
de la maniére suivante :

Le point ot la droite KK, touche son enveloppe
divise la droite qui joint les centres de courbure des
enveloppes E, et £y en K, et K, dans le rapport des
rayons de courbure correspondants.

(') Voir paragraphes 5, 14, 16, 20, 22.
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4. Courbes équidistantes. — On sait que T estla
courbe équidistante (') de E, et E,. Les développe-
ments qui précédent donnent la construction de la
tangente et du centre de courbure au point P de cette
courbe. Si I'on méne de P les normales égales PK,
et PK, aux courbes E, et E,, la tangente Pxr en ParT
est la bissectrice de 'angle K, PK,. Le centre de cour-
bure s’obtient par la constraction suivante :

La droite qui joint les centres de courbure G,, C,
des courbes E,, E, en K,, K, rencontre la normale &
la courbe équidistante en L. La perpendiculaire
en L a PL rencontre PC, en N, celle en N sur PC,
coupe PL. au centre de courbure cherché.

5. Fibre moyenne (*). — On considére les cordes
K, K, également inclinées sur deux courbes E,, E,,
telles que les tangentes en K, et K, a ces courbes
forment avec K, K, un triangle isoscele.

Le paragraphe 3 donne la construction du point ou
une telle corde KK, touche son enveloppe :

Le point o K K, touche son enveloppe est son
point d’intersection avec la droite qui joint les
centres de courbure des courbes E,, E, en K, et K,.

Le lieu @ du milieu Q de K, K; est, d’aprésla déno-
mination de M. d’Ocagne (3), la fibre moyenne des
courbes E,, E;; ce lieu est la courbe orthoplique de T
et du lieu de C;. On déduit donc des résultats qui pré-
cédent cette construction de la normale au point Q de
la fibre moyenne :

(') LoRriA-ScHUTTR, Spesielle ebene Kurven, t. II, p. 356.
(?) Lomia-ScuiTTE, Ibid., p. 357.
(3) Cours de Géometrie descriptive, Paris, 1896, p. 275.
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La droite K, K, rencontre en Cyla droite. qui joint
les centres de courbure en K, et K, des courbes don-
nées E, et E,; les normales d ces courbes en ces points
se rencontrent en P; la droite qui joint Q au milieu
de PC; est la nor male cherchée.

6. Trajectoires orthogonales. — Au lieu de rap-
porter le cercle = a la tangente et lanormalede I en P,
considérons un point M ot le cercle rencontre une tra-
jectoire orthogonale et prenons pour axes mobiles la
tangente et la normale Mz, My, a cette trajectoire en

Fig. o.

X1

ce point (fig. 2). Soient s, ,, C_ I'arc, le rayon et le
z

centre de courbure de cette trajectoire en M. Si I'on

dérive I'équation

24yt opxr =o0

du cercle =, sous la forme
) 9
(Y —p)sz—a5 + o5 =0,

on obtient pour I'équation de la corde de contact du
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cercle w avec son enveloppe
dp.
P1r\gs, ) Twry T ra=o

Cette droite contient le centre de courbure C_ de la

2
trajectoire orthogonale en M. On retrouve donc cette

propriété connue :

La corde de contact d’un cercle = avec son enve-
loppe est le licu des centres de courbure des trajec-
toires orthogonales de la famille de cercles aux
points ot elles coupent le cercle =.

7. Trajectoires d’angle ». — Plus généralement,
rapportons le cercle = a la tangente et la normale au
point M ot ce cercle rencontre une trajectoire d’angle o
(fig. 3). Soient sz, gy, Cyl'arc, le rayon et le centre

X2

de courbure de cetle trajectoire en M. L’équation du
cercle étant

x*+ y2+ 2R(2 sina — y cosx) = o,

celle de la corde de contact du cercle avec son enve-
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loppe sera

(y — 02)(z + Rsina) R
—-x(_)'—Rcosa)—i—(xsina——ycosa)m; = o.

Cetle corde coupe la tangente
¥y —xtanga=o0
en M a = sur la droite
x(ga— Rcosa) —Rysina+ psRsina=o;

c’est la droite PCq (*). L'intersection de la tangente a ©
en M avec la corde de contact de = avec son enveloppe
est le centre de courbure de la trajectoire orthogonale
au point M. On a donc cette construction du centre de
courbure de la trajectoire d’angle « en M :

La tangente en M & = rencontre la corde de con-

tact de ce cercle avec son enveloppe en C_; le centre
B

de courbure Cqy est a Uintersection de PC_ et de la

»

normale en M & la trajectoire considérée.

Prenons maintenant pour axe polaire la l1angente Px
en P a la courbe I'; désignons par a la distance PQ,
par { le rayon vecteur PC,, par v l'angle de PC,
avec P, par 3 I'angle C_PM. Nous avons alors

)

PC a R cosw

’ COos P — ———
CcCOosSw (3 a ’

3
2

(') Si l'on considére, pour une famille de courbes quelconques,
les trajectoires qui passent par un point donné et qui correspondent
a différentes valeurs de a, le lieu des centres de courbure de ces
trajectoires en ce point est une droite (voir CESARO, Natiirliche
Geometrie, p. 148).
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d’ou I'on déduit, en considérant le triangle PMC,,

_ Rsina Rsina
" sin(B—«) sinPcosa— cosPsina

aRsina

cosxy/a%— R?cos?w — Rsinacosw

Lorsque le point M se déplace sur le cercle =, 'angle o
restant constant, le lieu de C, est donc une conique. On
a donc le théoréme suivant :

Les centres de courbure des trajectoires d’angle »
d’une famille de cercles aux points o elles ren-
contrent l'un des cercles appartiennent a une méme
conique.

II. —- CERCLES DILATES OU CONTRACTES.

8. Centre de courbure de ’ovale de Descartes. —
Soit M un point de I'ovale de Descartes définie par les

foyers F et F' et les constantes A et . En désignant FM
et F'M (fig. 4) par r et r, on a donc

Ar+Ar' = a,



(1)
d’ou, par dérivation,

dr

,ar
)\.(E—i-)\—t—i;._o’

ou, eu égard aux formules de Cesiro qui servent &
exprimer que les points F et I’ sont immobiles (),

(12) A cos® + A cosb’ = o,

B et &/ désignant les angles de MF et MEF’ avec la tan-
gente Mz en M a l'ovale. Par suite, la normale s’ob-
tient en composant deux vecteurs proportionnels a A
et ) dirigés de M vers F et F' (Poinsot). Les secondes
formules de Cesaro donnent ensuite

dy 1 sin® (_19_'_1__sin6’
ds s ds o 7

ou ¢ désigne le rayon de courbure de 'ovale en M. On
en déduit

. Cody L, dY
(13) ksnnez-i—)\smo-gs-
__Asinb N A'sinf’  Xsin26  A'sin?6’
T p T

En dérivant (12) par rapport a s, on voit que le pre-
mier membre de (13) est nul. Donc

hsin® + A" sinf’ _ Xsin?0 N A sin2 ¢’

g

()

4 7 r

Comme X et X' sont proportionnels a — cos¥ et
cosf, on a, par suite,

(15 sin FMF’ cosh’'sin20 cos 0 sin26’
(15) = + .

0 r r

Les perpendiculaires élevées en F et F/ sur MF

(') CEsiAro, Natiirliche Geometrie, p. 22,



(12)
et MF' rencontrent la normale en a et o/, celles élevées
en « et o' sur cette normale coupent FM et F'M en 3
et §'. On a alors, d’aprés (15),
sinFMF' _ sina’MP’  sinaMB

-+ —
P M Mg

ce qui exprime, en vertu d’un théoréme élémentaire,
que le centre de courbure recherché C appartient a la
droite 82’. On a donc celte construction du centre de
courbure de 'ovale en M :

Les perpendiculaires élevées en I et F' sur MF
el MF' rencontrent la normale en o et o, celles éle-
vées en a. et o/ sur cette normale coupent MF et MF’
en (et . Le centre de courbure est & l'intersection
de Bp' avec la normale (V).

9. Cercles dilatés ou contractés. — Supposons
. , A
qu'on dilate ou contracte dans un rapport donné 57

les cercles = par rapport a leurs centres et proposons-
nous d’étudier les rapports entre les éléments de la
figure 1 et ceux de la nouvelle figure (fig. 5) obtenue
en considérant les cercles dilatés. Appelons R’ le rayon
du cercle dilaté =" déduit du cercle =, K et K/, les
points de conlact de =’ avec les deux branches E| et E),
de la courbe que ce cercle enveloppe quand son centre
décrit la courbe T', Q' le milieu de K| K, C,, C, les
centres de courbure de E| et E, en K/ et K}, C le
point ou K', K, touche son enveloppe.

(') M. R. Bouvaist a donné ( Nouvelles Annales, 1914, p. 347)
une autre construction qui nous parait moins simple. Elle est
déduite directement de la relation (14) sans passer par la forme (15)
qui donne lieu & une construction géométrique plus simple.
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1l est aisé de voir que C,C, est paralléle & C,G,.

Car, si I'on désigne I'angle K/, Pz par %/, on a

dR!’ .
0 _——=C = —cosf
(16) 75 cos 57 cosd,
relation dont 'importance pour I'étude des caustiques
par réfraction est évidente. On a ensuite
df’ A do

(1) sin® — = —sin0—,

ds N ds

et, par conséquent,

ﬁ—tnﬂde
ds — Anev

tang0’

Ea tenant compte de la valeur du coefficient angu-

laire de G, C,, trouvée au paragraphe 3, on voit que les
droites C, C; et C| C, sont paralléles.

On considére, pour une position du cercle =, les

points ot les cercles ™' correspondant & des dilata-

tions quelconques touchent les enveloppes E| et E;
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qui leur correspondent. La droite qui joint les
centres de courbure de ces enveloppes en ces points
reste paralléle a une direction fize.

D’autre part, on a
o dR /ANt dR A\
PQ_‘“'«E‘“(W) “75-(7) FQ.

Or, si 'on désigne par L' le point analogue a L cor-
respondant au cercle =/,
2\2
CL'= p costb' = (T) CL.
De la on déduira aisément que le point C; appar-
tient a la droite CC; et qu'on a

CC : CCy = G)’

Tous les points C, qui correspondent a une posi-
tion du cercle wet a des rapports de dilatation quel-
conques appartiennent & unée droite issue du centre
de courbure G de la courbe T au point P.

10. La comparaison des expressions de PC, et PC,
conduira 4 une importante généralisation des dévelop-
pements du paragraphe 2.

On a, d’apres (6),

A
2 sin2®
, sin 0’ o
PSS T W
e ds 3 % ds
ou, en vertu de (17),

N

-— 29/

3 Sin 0

PC, =



(15)

On en déduit

‘ N sin?® N, ., . . do
(18) —)\—T)E,’—=7\';SH]0—5"10$~
Or,
sin?® _ sind 'neﬂ’--
(19) PG, - e T

En ajoutant membre a membre les relations (18)
et (19), on obtient

Asin® + A'sin®’ _ Asin®0 - N sin26’
(20) : = PG, PC,

)

relation identique & (14).

Par conséquent, I'ovale de Descartes de foyers C,
et C,, passant par M et correspondant aux conslantes A,
¥, a en M méme centre de courbure que la courbe T
D’o ce théoréme qui généralise celui du paragraphe 2 :

Le centre de courbure de la premiére branche de
Uenveloppe du cercle et celui de la seconde branche
de Uenveloppe du cercle dilaté «' sont les foyers
d’une ovale de Descartes correspondant & des con-
stantes dont le rapport est celui de la dilatation et
qui a au point P un contact du deuzxiéme ordre avec
la courbeT.

On en déduit la construction qui sert a déduire le
point G, de C; :

On éléve en G, sur PC, une perpendiculaire qui
coupe PG en a, puis en o une perpendiculaire sur Pa
qui coupe PC, en B; CB rencontre K,P en §'. On
projette ' en o' sur PC; C, est la. projection de o
sur K, P.

11. Ce résuliat permet d’obtenir immédiatement,
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pour une position du cercle =, le lieu des points C|
et C, correspondant aux cercles dilatés déduits du
cercle = en lui faisant subir des dilatations quelconques.
Ceci revient a chercher le lieu du second foyer d'une
ovale de Descartes qui a pour foyer un point donné et
a en un point donné un centre de courbure donné.

Si I'on repreand donc la figure 4, la droite 'C étant
fixe, on suppose B3, «, F mobiles et 'on cherche le hieu
de ce dernier point. Or, il est aisé de voir que aF en-
veloppe une parabole tangente 4 MC en M. Par suite,
le lieu de I est la podaire d’une parabole par rapport &
'un de ses points, c¢’est-a-dire une cissoide oblique.
On a donc ce théoréme :

Le lieu du second foyer d’une ovale de Descartes
dont un foyer est un point fixe donné et quia en un
point donné un centre de courbure donné est une
cissoide oblique.

Fig. 6.

Ensuite, revenant a I'étude des enveloppes des
cercles dilatés, on a la proposition suivante (fig. 6) :
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Quand on considére, pour une position du cercle =,
les cercles ©' correspondant a des rapports de dila-
tation quelconques, le licu des centres de courbure
de leurs enveloppes E| et E, aux points de contact
asec ces cercles est une cissoide obligque.

12. Lieu des points dont les distances & deux
courbes sont dans un rapport constant. — Quand on
considérec comme courbes données les courbes I, et Ej,
le licu cherché est la courbe I'; d’apres ce qui précéde,
sa normale s’oblient en composant deux vecteurs di-
rigés sutvant PC, et PC, et proportionnels a % et }'.

En outre, on a pour son centre de courbure la con-
struction suivante :

Les perpendiculaires élevées en G, et C, sur PC,
et PC, rencontrent la normale en a et o, celles éle-
vées en x et o sur cette normale coupent PG, et PC,
en et Le centre de courbure cherché est le point
de rencontre de 8f' avec la normale.

13. F'ibres moyennes. — Comparons les deux fibres
moyenues, lieux des points Q et Q'. D’apres le para-
araphe 5, leurs normales en ces points coupent PCaux
projections T et 1" de Cy et C sur PC. On a, d’autre
part,

A2 .
OGP QP = ()’—> —CLCCC=TC: TC;

d’ott ce théoréme :

Silon considere sur la tangente en un point va-
riable P d’une courbe T deux points variables Q
et Q' tels que le rapport PQ : PQ' soit constant, le
centre de courbure de I en P divise dans le méme
rapport constant le segment que déterminent sur la

Ann. de Mathémat., §° série, t. XVI. (Janvier 1916.) 2
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normale de T en P les normales en Q et Q' aux lieux
de ces points.

On voit que cetle proposition généralise une pro-
priété bien connue des développées intermédiaires (*);
ce cas s’obtient quand I' est ladéveloppée du lieu de Q.

11]. — CAs SPECIAUX REMARQUABLES.

14. Lincersion. — Quand la droite KK, égale-
ment inclinée sur les courbes E, et E, passe par un
point fixe Gy, ces courbes se correspondent dans une
inversion de cenire Cy. Le théoréme du paragraphe 3
donne alors cette proposition d’ailleurs connue {2) :

Les centres de courbure en deux points corres-
pondants de deux courbes inverses sont en ligne
droite avec le centre d’inversion.

Si E, et E, appartiennent a une méme courbe,
celle-ci est anallagmatique, la déférente étant la
courbe T'. Les cercles m sont alors orthogonaux & un
cercle de centre Gy, Or, si I'on dilate ces cercles dans
le rapport constant )\l par rapport a leurs cenlres, on
aura, en vertu du paragraphe 7,

A

les lieux de C} et de C sont donc homothétiques.

Une courbe anallagmatique est l’enveloppe des
cercles orthogonaux & un cercle Jize et dont les

(') L. Braupk, Les coordonnées intrinséques (Scientia), p. 55.
(*) Cesiro, Natirliche Geometrie, p. 29.



(19)
centres appartiennent & la déférente; si Uon dilate
ces cercles dans un rapport constant par rapport a
leurs centres, les cordes de contact de ces cercles
avec leurs enveloppes sont normales @ une courbe
homothétique & la déférente.

15. Le rayon R est proportionnel a l'arc s. —
On a dans ce cas

dR R
(21) R = as, cosO:—E:—a_——»é—

Les développées de E, el I, sont donc les dévelop-
poides d’angle == de la courbe T'. D'oti ce théoréme :

Les déceloppoides d’une courbe sont les dévelop-
pées des courbes qu’enveloppe un cercle ayant son
centre sur la courbe donnée et dont le rayon varie
proportionnellement a U’arc de cette courbe.

M. Braude a démontré (') que I'enveloppe des
cercles oblenus en contractant les cercles osculateurs
d’'une courbe dans un rapport constant par rapport a
leurs centres, se compose de deux développoides de la
courbe. Cette propriéié résulte des considérations qui
précedent, si I'on prend pour courbe I' la développée
de la courbe considérée et si I'on tient compte de la
relation (21).

Quant aux cercles osculateurs contractés par rap-
port au point de contact avec la courbe donnée, consi-
dérés aussi par M. Braude, la construction par points
de leur enveloppe résulte du paragraphe 1 et de la
propriété des développées intermédaires, que dé-
crivent leurs centres, rappelée au paragraphe 13.

(') Les coordonnées intrinséques ( Scientia), p. 22.
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16. Cas d’un cercle = égal au cercle osculateur.
— Dans ce cas

dR

PQ=—RZ==—;

A
|

¢’ désignant le rayon de courbure de la développée de T’
en C. On a donc ce théoréme :

Quand on décrit, de chaque point d’une courbe
comme centre, un cercle égal au cercle osculateur,
la corde de contact de ce cercle avec son enveloppe a
pour enveloppe la troisiéme développée de la courbe.

En outre, le théoréme du paragraphe 3 donne la
propriété suivante :

Les centres de courbure de Uenveloppe aux points
ow elle touche le cercle sont en ligne droite avec le
trotsicme centre de courbure de 1’ en P.

17. Courbes isotéles. — Lorsque la branche E, de
Penveloppe se réduit a un point fixe K,, la courbe I'
est 'isotele (') de la courbe E, pour le point K. La
fibre moyenne @ ( fig. 7) est alors homothétique a la
courbe i, et T est 'antipodaire de ® relativementa k.
On retrouve donc ce théoréme bien connu :

Lisotéle d’une courbe Ey par rapport & un point
K, est homothétique & U’ antipodaire de cette courbe
par rapport a K,.

La méthode générale du paragraphe 4 donne la con-
struction suivante du centre de courbure en un point Q
de la podaire ® d'une courbe I' par rapport a un
point K, :

(") Lonia-ScuirtTe, Spesielle ebene Kurven, t. II, p. 356.



(1) :

On projette le centre de courbure de T au point P

en N sur K, P, puis N en L sur PC; la droite K,L
renferme le centre de courbure cherche.

Fig. 7.
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On voit aisément que cette construction ne différe
pas essentiellement de la constraction classique ().

Le théoréme du paragraphe 2 prend, dans le cas
actuel, la forme suivante :

Le lieu des centres des coniques dont un foyer est
Jize et qui ont avec une courbe donnée un contact
du deuzxieme ordre est la développée de la podaire
de cette courbe.

Dans le cas ot la courbe T est un cercle passant par
le point K, on a donc celte propriété :

Le lieu des centres des coniques qui osculent un
cercle donné et ont pour foyer un point fixe de ce
cercle est une cardioide.

(') Cesidro, Natiirliche Geometrie, p. 30. — L. BRAUDE, Les
coordonnées intrinséques, p. 84.
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Si 'on observe que la contre-podaire focale d’une

parabole est une autre parabole, on obtient, de méme,
ce théoréme :

Le licu des centres des conigues dont un des foyers
est le foyer d’une parabole et qui ont avec la déve-
loppée de cette parabole un contact du deuxieme
ordre est une parabol® semi-cubique.

Dans le cas de la spirale logarithmique, on a le ré-
sultat suivant :

Le lieu des centres des coniques qui ont avec une
spirale logarithmique un contact du deuxiéme ordre
et qui ont le pdle pour foyer est une spirale loga-
rithmique.

18. Cas o les branches E, et E, appartiennent a
une méme courbe. — On voit aisément que, dans ce
cas, la courbe T est le lieu des points doubles d’une
SJamille de courbes paralléles; ce sont les courbes
paralleles a I'enveloppe des cercles =. Les propriétés
de ce lieu T' déduites des paragraphes 1 et 2 font
l'objet de la question 1225 proposée par Cesaro dans
Mathesis (1899, p. 152).

IV. — CAs oU L'UNE DES BRANCHES DE L’ENVELOPPE
EST UNE DROITE.

19. Construction du centre de courbure. — Sila
branche E, de 'enveloppe est une droite 3, la branche
E, peut étre considérée comme étant I'enveloppe de la
symétrique de & par rapport aux tangentes de T, ou le
lieu des foyers des paraboles qui touchentT et quiont §
pour directrice.
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La branche E, étant une droite, on a
1 db

2 ds

y

Dés lors, U'expression de PG, devient

sinf sin 1 .
rc, = T—f—ié— = = 3 PCsin0.
o ds 0

On a donc la construction suivante du centre de cour-
bure de 'enveloppe :

Le centre de courbure de L, en K, est la projec-
tion du miliew du rayon de courbure del" en P sur
la normale en K, a E,.

Le théoréme du paragraphe 2 donne ensuite la pro-
priété suivante :

La développée de E, est le lieu des foyers des pa-
raboles dont U'axe est perpendiculaire a ¢ et qui ont
avec I un contact du deuxicme ordre.

Les enveloppes E, qui correspondent & des droites o
paralléles sont des courbes paralltles.

20. Dans le cas qui nous occupe, le point C; ou la
corde K,K, touche son enveloppe jouit d’une pro-
priété intéressante. En vertu du paragraphe 3, ce point
se lrouve sur la perpendiculaire menée par C, a o
puisque cette perpendiculaire renferme le centre de
courbure de la courbe E, en K. Les triangles K, PK,
et K,G,C; (fig. 8) étant semblables, C,C; est égal
a G,K, et le point G4 appartient au cercle osculateur
de E,; en K,, On a donc ce théoréme :

St U'une des branches de l’enveloppe est une
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droite, la corde de contact du cercle variable avec

Fig. 8.

son enveloppe touche son enveloppe sur le cercle
osculateur de U'autre branche.

21. Remarquons que la tangente en C; au lieu de ce
point est la droite C3K,; comme G, C; est paralléle a
une direction fixe et est égal au rayon de courbure de
la courbe E, en K,, on peut énoncer la propriéié que
nous venons de trouver sous la forme suivante :

Si, par le centre de courbure correspondant a
chaque point d’une courbe, on méne, parallélement
a une direction fixe, un segment égal au rayon de
courbure en ce point, la tangente a l'extrémité de
ce segment au lieu de ces extrémités passe par le
point correspondant de la courbe.

C’est un théoreme di a M. d’Ocagne (*).

22. Une autre conséquence du théoréeme du para-
graphe 3 est la construction bien connue du centre de

(1) Nouvelles Annales, 1903, p. 46; 1913, p. 6.
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courbure de la syntractrice. Considérons (fig. 9)
comme courbe T une chainette ayant § pour base. La
branche E, de 'enveloppe est le lieu du symétrique,

Fig. 9.
r
K, C,
1
3
S K, S

par rapport a la tangente en un point P de T', de la
projection K, de ce point sur 8; c’est la syntractrice.
La nurmale en K, a cette courbe est la droite K, P.
Or, le point C; ol la corde de contact du cercle va-
riable avec la droite 6 et la syntractrice touche son
enveloppe est le milien de KK, ; de plus, la perpen-
diculaire menée de C, a & contient le centre de cour-
bure de E, ¢n K,. On retrouve donc cette construction
donnée par M. d’Ocagne (Nouvelles Annales, 18q1,
p- 96 :

Le centre de courbure C, de la syntractriceen K,
est le milieu de K, P.

23. Considérons encore le cas ou la courbe I' est
une logarithmique; alors la sous-tangente de I' relative
a o est constante. 1l en résulte que le segment de la
tangente en K, 4 la branche E, de 'enveloppe, com-
pris entre K, et ¢, est constant. La courbe E, est donc
alors une tractrice. On a done ce théoreme :
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La tractrice est Uenveloppe d’un cercle dont le
centre décrit une logarithmique et qui en touche
Uasymptote.

On peut I'énoncer sous la forme suivante bien
connue :

La caustique par réflexion d’'une logarithmique
pour des rayons perpendiculaires a ’asymplote est
une chainette (1).

V. — CAS OU LE CENTRE DU CERCLE DECRIT UNE DROITE.
DEVELOPPANTES D'ASTROIDES.

2%. Projetons (fig. 10) un point variable M d’une
courbe (C) en P sur une droite T et considérons le
cercle = de centre P, de rayon PM. Prenons T' pour

axe des y et la perpendiculaire élevée sur T en un
point O pour axe des z. Si l'on se reporte aux nota-
tions antérieurement utilisées, z joue le role de R,
y celui de 5. Nous aurons donc

cosO———d—R— dz
= s __@.

(') Loria-Scutrre, Spesielle ebene Kurven, t. 11, p. 306.
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Dés lors, si nous désignons par £ et 7, les coordon-

nées des points K, et K, ot le cercle = touche son en-
veloppe, nous avons

) = zsinO:iz‘\/l—(dx>2_a

dy

e

0 :rd.z‘
=y+xcos =y —x—-
n=y-- Y d_}’
Inversement, on peut trouver une courbe (C) telle
que l'enveloppe considérée soit une courbe donnée.

La normale au point K, de I’enveloppe a pour équa-

tion
Y—n=—(X—§)
On en déduit
3 Bt
OP=n+2, KP= 52+i,—2—;‘1,\/1+n'2
On a donc

Si deux courbes (C) sont déduites 'une de I'autre

par une translation parallele 8 Oz, les enveloppes cor-
respondantes sont des courbes paralléles.

25. Construction des points de contact du cercler
avec son enveloppe. — Soit S, le point ou la normale
en K, a 'enveloppe coupe 'axe Oz. On a

op
SiP= cosh

813

Le segment S, P est donc égal a la sous-normale de

la courbe (C) au point M. On a donc la construction
suivante des points K, et K, :
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De P comme centre on décrit, avec la sous-normale
de (C) en M comme rayon, un cercle qui coupe Ox
enS, et S,; les points K, et K,, sont a l'intersection
de = avec les droites PS, et PS..

Ces intersections donnent lieu a quatre points;nais
il suffit, pour trouver les points K, et K,, de remarquer
que 'angle § est aigu ou obtus suivani que x décroit
ou croit avecy.

26. Sil'on applique les équations (22) au cas d’une
parabole du second degré

yr=2p(z + ),

on obtient pour l'enveloppe les équations paramé-
triques

ou ¥ est le parametre. Ces équations représentent une
sextique. Les enveloppes qui correspondent aux diffé-
rentes valeurs de o sont des courbes paralléles.

Ces courbes méritent une atlention spéciale. En
effet, dans le cas de la parabole, la sous-normale de (C)
étant constante, 'enveloppe est, d’aprés la construc-
tion indiquée au paragraphe précédent, une dévelop-
pante d’astroide.

On obtient donc cette définition nouvelle des dé-
veloppantes d’astroides :

Si lUon projette un point variable M d’une para-
bole en P sur une perpendiculaire a U’aze, le cercle

de centre P et de rayon PM enveloppe une dévelop-
pante d’astroide.
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27. On sait que cette famille de développantes com-
prend une astroide droite et ses courbes paralléles,
parmi lesquelles il y a des croix de Malte, des astroides
obliques et des parastroides. Considérons la parabole
y*=apxdefoyer B(fig. 11); marquons surl'axe 20z’

les points A, B, G, B’ d’abscisses %, i;, Py — f Si

I'on fait subir & la parabole une translation parallele

Fig. 11,

J

>l &o
~o

a O, on aura pour enveloppes les courbes suivantes,
d’aprés les positions du sommet de la parabole :

lin O) : demi-croix de Malte, avec Oy comme tan-
gente au point autotangentiel ;

De O A astroides obliques;

lin A : astroide droite ;

De A i B @ astroides obliques;

IEn B2 demi-croix de Malte, avec Ox comme tan-
genle au point autotangentiel ;

De B a G : parastroides;

in G : courbe limite (sextique ovale) entre les déve-
loppantes i rebroussements et celles sans rebrousse-
ments ;

Au deli de G : parastroides.

Quand la parabole subit une translation dans le sens
de Oz, toutes les enveloppes sont des parastroides;
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dans le "cas ou le sommet est en B, on a encore une
courbe limite (').

VI. — LES CAUSTIQUES.

28. Caustiques par réfraction. — La relation (16)
montre que la développée de E, est la caustique par
réfraction de la courbe T pour des rayons tangents a la
développée de E,, Pindice de réfraction étant égal au
rapport de dilatation des cercles. Cest le théoreme de
Gergonne (2) :

La courbe enveloppe des rayons incidents et la
caustique par réfraction d’une courbe T produite
par ces rayons sont les développées des enveloppes
de deux familles de cercles « et @ ayant leurs cen-
tres sur la courbe T et dont les uns = sont déduits
des autres = par une dilatation constante.

Les longueurs I, et [, des rayons incidents et ré-
fractés, comprises entre leurs points de contact avec
leurs enveloppes et la courbe I'; sont liées par la rela-
tion

dsinh 42 sin)  Asin?0 A sin2®’ (s
P - T, I, ):

v

Les développements du paragraphe 10 permettent de
construire la caustique par points :

La normale a U'énveloppe du rayon incident au
point ot ce rayon touche son enveloppe rencontre

(1) Clest le cas on T est la corde focale principale; il a ¢té con-
sidéré par M. BARISIEN (question 19418 de Mathesis, 1913, p. 280).
Le fait que cette sextique est une développante d’astroide ne semble
pas avoir éLé remarqué.

(?) Sur les caustiques planes (Annales de Math., 1824-1825).

(®) Mao~us, Sammlung von Aufgaben und Lehrséitsen aus der
analytischen Geometrie, Berlin, 1833, p. {67.
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en a celle de la courbe T au point d’incidence P; la
perpendiculaire élevée en o sur cette derniére nor-
male coupe le rayon incident en 8. La droite qui
joint B au centre de courbure G deT en P coupe le
rayon réfracté en 3'; on projette 3' en o' sur PG; la
projection de o' sur le rayon réfracté est le point ou
ce rayon touche la caustique.

Dans le cas de rayons incidents paralléles, cette con-
struction se simplifie :

On méne par G, parallélement a ces rayons, une

droite coupant le rayon réfracté en {'; on pro-
jette B en o' surla normale a T. La projection de o

sur le rayon réfracté est un point de la caustique.
En outre, on a ce théoréme général :

Les points correspondants de ['enveloppe des
rayons incidents et de la caustique par réfraction
sont les foyers d’'unc ovale de Descartes correspon-
dant a des constantes dont le rapport est Uindice de
réfraction et qui a, au point d’incidence, un contact
du deuxiéme ordre avec T.

Enfin, d’aprés le paragraphe 9, on a encore celle
propriété :

Si lindice de réfraction varie, le lieu des points
des caustiques produites correspondant ¢ un méme
rayon incident est une cissoide oblique.

[ h L] ’ .

29. Caustiques par réflexion. — Daus ce cas, la
construction de la caustique par points résulte du pa-
ragraphe 2 :

On projette le centre de courbure C de la courbe
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réfléchissante T au point d’incidence en N sur le
rayon incident; on projette N en L sur PC. La
droite qui joint le point ot le rayon incident touche
son enveloppe au point L rencontre le rayon réfléchi
en un point de la caustique.

Quand on considére un faisceau de rayons incidents,
on a, en vertu des propriétés des courbes isoteles (§17),
le théoréme suivant :

La caustique par réflexion d’une courbe U, pour
un faiscean de rayonsincidents issus d’un pornt Ky,
est homothétique a la développée de la podaire de T’
par rapport a K,.

On peut ainsi considérer la cardioide comme
caustique d’un cercle, la parabole de Neil comme
caustique d’une autre parabole de Neil, la spirale
logarithmique comme caustique d'une autre spirale
logarithmique.

Si les rayons incidents sont paralléles, on a (§ 19)
cette construction bien connue du point ol un rayon
réfléchi touche la caustique :

Le point de contact d’un rayon réfléchi avec la
caustique s'obtient en projetant sur ce rayon le mi-
lieu du rayon de courbure de la courbe réfléchis-
sante au point d’incidence.

Ce cas correspond a celui d’unc famille de cercles
dont I'une des branches de 'enveloppe est une droite
perpendiculaire a la direction des rayons incidents.

VII. — Sun LES FAMILLES DE SPHERES.

30. Silon prend pour axes de coordonnées la tan-
gente, la binormale et la normale principale en un
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point P d’une courbe gauche T et si I'on appelle o et r
les rayons de courbure et de torsion en ce point, les

conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un point
(z, y, 5) de I'espace soit fixe sont (')

dr s ’
(23) E=E"" ds —r dr o T

D’autre part, enveloppe de la surface
f(z,y,5,s)=0
s’obtient en éliminant s entre cette équation et

Of de  of dy  df dz  df
dods Ty ds Tosds s

ou, eu égard aux conditions (23),

y b of zof [z y\of I _
(24) <—-—-I>-d;+7§;—<'§-+—>a—z‘—ra;-—0.

Ceci posé, considérons la sphére = d’équation
(25) Sz, y, 5, s)=2+y?+ 32— R?=o.

Pour cette sphere, 'équation (24) devient

z+R—=0

ds

La sphére = touche son enveloppe suivant un
cercle dont le plan est perpendiculaire a la tangente
en P a la courbe gaucheT.

31. Posons

dR
26 — 2 =
(26) 5 = cosb.

Le cone X qui projette de P le cercle de contact de

(1) CGesiro, Natiirliche Geometrie, p. 156.

Ann. de Mathémas., 4 série, t. XVI. (Janvier 1916.) 3
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la sphére avec son enveloppe a pour équation
(27) ¥?+ 32— 2% tang?20 =o.

Cherchons les équations de la courbe le long de la-
quelle ce cone touche son enveloppe. En dérivant (27)
sous la forme (24), on obtient

3 \ sy
— (= —1)rtang?6 + ==
CRULE RS

. <:r ‘y>z—x‘2 tangf dff

— = —=o0
o r cos20 ds ’

y

ou, toutes réductions faites,

db 3z .
(28) z-tang();j—s-—k;——smw:o.

Cette équation représente le plan de la conique le
long de laquelle le cone X touche son enveloppe. Con-
sidérons, d'autre part, le plan du cercle de contactde =
avec son enveloppe

(29) z — Rcosh = o.

La droite le long de laquelle ce plan touche son
envcloppe appartient au plan dont 'équation s’obtient
en dérivant I'équation (29) sous la forme (24). On
trouve ainsi

z dR . . db
E—r——~d—s~cos(i—|—Rsm6;i?_o,

ou, en tenant compte de (20),
. . (il
(30) z:psmﬁ(sm()—[{%).

Or, on voit aisément que le plan (30) contient la
droite représentée par les équations (28)et (29). Nous



(35)

avons ainsi cette extension a 'espace du théoréme du
paragraphe 3 :

Le plan du cercle de contact d’une sphére = avec
son enveloppe touche son enveloppe suivant une
droite A qui appartient au plan de la conigue S sui-
vant laquelle le cone qui projette ce cercle du centre
de la sphére touche son enveloppe.

32. Les équations (7) et (28) étant identiques, les
propriétés des points C, et G, donnent lieu a des pro-
priétés identiques des sommets A, et A, de la co-

nique S; ces sommets appartiennent au plan osculateur
de I" en P.

Les sommets de la conique S sont les foyers d’une
conique située dans le plan osculateur de la courbe
gauche et ayant en P méme centre de courbure que
cette courbe.

Considérons encore les familles de spheres = dé-
duites des sphéres = par une dilatation constante;
envisageons pour ces spheres =’ les divers éléments S/,
A}, A}, A" analogues aux élémenis S, A,, A,, Arelauifs
aux sphéres =. Si 'on considére une position de la
sphére = et les sphéres =’ concentriques, correspondant
a diverses valeurs du rapport de dilatation, on a, en
vertu de ’analogie des cquations (7) et (28), les pro-
prlé%és sulvantes :

Le plan de la conique S' se déplace parallélement
a lui-méme; les sommels Al et A, décrivent dans le
plan osculateur de I en P une cissoide oblique; la
droite A' se déplace dans un plan qui contient le
centre de courbure deT en P.

33. Si l'on suppose que la sphére w reste orthogo-
nale a une sphere fixe de rayon %, 'enveloppe est une



(36)
surface anallagmatique. On a alors, en désignant par

(e, B, v) les coordonnées du centre de la sphére fixe
par rapport au triédre fondamental de T en P,

R2=— 42+ p!.*_ YZ._ k2,

,
~R®_ (d:+adf‘ dY):a,

puisque a, [, v satisfont aux conditions (23). Le plan
du cercle de contact de la sphére = avec son enveloppe
passe donc par le centre de la sphére fixe, centre d’in-
version. On a alors, d’aprés le théoréme du para-
graphe 31, la propriété suivante :

Si la spheére = reste orthogonale & une sphére
Jize, elle enveloppe une surface anallagmatique; le
céne X qui projette du centre de la sphére le cercle
de contact de celle-ci avec cette surface touche son
enveloppe suivant une conique S dont le plan passe
toujours par le centre d’inversion.

s

Ce théoréme est & comparer a la propriété des
centres de courbure aux points correspondants de
deux courbes inverses, retrouvée au paragraphe 14,

34. Silerayon R est proportionnel a I'arc s, angle §
est constant; on trouve alors cette propriété, qui peut
étre considérée comme une extension i I'espace de la
propriété fondamentale des développoides : .

Si Uon considére un céne de révolution d’angle
constant ayant pour axe la tangente a une courbe
gauche T en un point variable P, ce céne touche
son enveloppe suivant une hyperbole dont les som-
mets sont les projections du centre de courbure de '
en P sur les génératrices de ce cine situées dans le
plan osculateur.
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SUR LES SYSTEMES ORTHOGONAUX ;

Par M. A. PELLET.

1. Soit

X;, Y; étant des fonctions de la seule coordonnée x;, Z;
de 5j, et 9(X) une fonction entiére de .
La fonction u des variables z et 5 définie par l'inté-

grale .
I3
f 120 dh = u,
0

o la limite supérieure est racine de ® = o, a pour dif-
. . . Ao+
férentielle totale le produit de —— bar

i=m ji=m
X% a
Y,— ) dai~+ o —+1 [ZZ; dz’]’

=1 i=1

si les m fonctions Y; satisfont a I’équation diftéren-
tielle

(1) aXY' 4+ YX'=o,

ot 'on a effacé U'indice; 2> — 1.
En effet,

du (Yi—N)X;— XY,
= “[ S
_ o . I
— e *Y)X_XXY f (a-+1)X'Na—1 d),

0
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en tenant compte de la relation (1); et réduisant, il
vient

du e+t X
(-i?, T T Y,——A'
I’ailleurs,
Ju - e
—_ = o dz =
03, ‘[ Zjhs ds; T 41

0 : . .
et 3% = o, puisque la limite supérieure annule ©. 1l en
résulte que 'enveloppe des surfaces

m

2 2 242
L a4 0 2 =
I A% 2 — +2b”+(a+|)‘l)‘+c d u,

1 oqixy *— A

7 é1ant le parametre variable forme un systéme ortho-
gonal lorsqu’on y fait vavier «. Sid n'est pas nul, on
peut remplacer ¢ par o, et Pexposant o doil éire supé-

rieur & ~— 1. Pour 6 nul, o = — 1 et
m
1
c=— Y —;
ai’

1
on a le systéme étudié i la page 141 des Lecons sur

les Systémes orthogonaux par M. Darboux.

2. De méme la fonction « définie par I'intégrale

)3
[ e—h0 dh = u,

[EEvey

ou la limite supérieure annule ®, a pour différentielle
totale le produit — e~ par

m n
X4 ,
v e 2 d
1 1



(39)

si les fonctions Y;, X, sont liées par la relation
XiY;= X; ou Yi=a;+ la;.
On en déduit le systeme orthogonal
)\ m xz
(2) [ e—\ 2————+zbzl+b2)\+c d\ = u,
Vo . lx;+a;— A

m

Z——L—-t—zbz +~ 02N +c = o,
le;+ ai—-l
1

formé en faisant varier u dans I’enveloppe de la sur-
face (2), ou I'on considére 2 comme le paramétre.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1655 et 1656 (numéros rectifiés).
1655.

(1893, p. b2*.)

Démontrer que la somme des carrés des coefficients
binomiels d’'un nombre entier positif a

k=a

S (0)

k=0 ’

n’est 1aMAls divisible par un nombre premier p > 2a, mais
toujours divisible par tous les nombres premiers compris
A
entre
2a 2a
et ’
20+ 2 20 +1

ow n est un nombre entier positif et < a; et que la méme
somme n’est pas divisible par un méme nombre premier p
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compris entre
20 2a
. et ’
an +3 2n 4+ 2

excepté si une puissance de p (supérieure a l'unité) se
trouve dans l’intervalle de a jusqu'a 2a.
C. SziLy.

1656.
(1893, p. 52°.)

Démontrer les identités suivantes :

k=a k=m

oSS

k=

ou
m:a(%);
gty a)\? & a a—1
@ 2= 2O
k=0 k=0
')()a—l)L o a—1 a—r\
T a—1 o] < k ></{-—-l>’
k=a a2 k=a—1 @ a
a Poa—+1 .
o) Z</.-> == X </) (/:—r>’
k=0 k=1
k=a a2 k=2a pa\?
(4) Z(J =<~—1>a2<—x>*< A_);
k=0 k=0

k=a k=b
(20
ﬁ)gilé&>=ikaf0Qfo,
26

on b est un nombre entier posilif < a

C. SziLy.
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SOLUTIONS SOMMAIRES

Par M. H. BROCARD.

Le retard de la réponse provient sans doute de la mécon-
naissance de 'expression algébrique du nombre a étudier, ou
du moyen de Dobtenir, et peut-étre aussi de la notation
adoptée, qui n'aura pas été saisie de quelques lecteurs.

Par un procédé empirique, on reconnait aisément que = C2
est un des nombres de la médiane du triangle arithmétique
de Pascal. Ceci autorise a conclure, par analogie, que = C2
pour le degré n est le milieu des nombres C répondant au
degré 2n.

La méthode élégante et ingénieuse que voici, due & Laplace,
est fondée sur 'observation que X C2 est la partie indépen-

dante de « du développement de (1+ u)® <l+ -i—)a ou de

(14 u)2a
lt”
que =C2 est le terme moyen T,, du binome (1 + 1)22,

La formule T peut s’écrire

; mais ce terme étant celui du milieu, il en résulte

2.

1. ..2a
T=

3.
(1 2.3...a)‘-"

comme cela a été indiqué ici, d’apres Lagrange, dans une
question (n°® 389), proposée en 1857 et résolue, méme année,
pages 296, 369 et 375.

Avec la notation de ’énoncé 4655, on a

(2a)!
(ah)?’

T = (Z)':zcz(wx)%:
k=

T=T (,_,_,),,,=(a+l)(a+-z)(a+3)..,za.

1.2.3...a

Toutes les propriétés arithmétiques du nombre T décou-
leront de sa composition en fonction de a. Cest ainsi, par
exemple, que les diviseurs de T, qui est toujours entier parce
qu’il est un nombre combinatoire, ne peuvent étre que des

diviseurs du produit (@ -1)...2a; donc il n'y en a pas au-
dessus de 2a.
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Quant aux autres propositions énoncées, je signalerai leur
relation avec la question 295 de Cesaro (Mathesis, 1883,
p- 248) précisément au sujet des facteurs premiers de laméme
formule T. (Voir Mathesis, 1886, p. 179-180.)

Pour la hibliographie de T, voir aussi : N. 4., 1875, p. 527
(C. Moreau); Mathesis, 1892, p. 272 (J.Neuberg); J. de Math.
sp., 1893, p. 7~9 (G. de Longchamps).

Note. — En se servant de notations plus familiéres a nos
lecteurs pour veprésenter les nombres combinatoires, il se
pourra qu’on parvienne aisément a établir les autres pro-
priétés du nombre T énoncées dans la question 1656.

1678.

(189%, p. 4*.)

Lieu des sommets et enveloppe des axes des paraboles
conjuguées par rapport & un triangle donné.
A. Cazamian.
SoLvuTION
Par uN ABONNE.

Les paraboles conjuguées par rapport a4 un triangle sont
inscrites dans le triangle obtenu en joignant les milieux des
cotés du premier. Pour s’en assurer, il suffit de remarquer que
le premier triangle est le triangle diagonal du quadrilatére,
formé par les trois cotés du second et la droite de I'infini. On
sait alors que le foyer F d’une parabole répondant a la ques-
tion est sur le cercle circonscrit au second triangle et que la
tangente au sommet est la droite de Simpson de F. Le pro-
bleme revient donc a chercher le lieu du point de rencontre
d’une droite de Simpson avec la perpendiculairc abaissée du
point correspondant, ainsi que P'enveloppe de cette perpen-
diculaire. Or, ce probléme a fait I'objet de la question 1505
(1884, p. 447), déja résolue dans les Nouvelles Annales.

NoTE DE LA REépscrioN. — Dans une autre réponse, M. H. Bro-
card démontre l'identité de la question 4678 avec la ques-
tion 4545, récemment résolue par M. d’Ocagne (1915,
p. 469-471).

Cette réponse surtout bibliographique, et datant d’aout 1915,
sera publiée prochainement.
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1844.

(1900, p. 190.)

Dans un quadrilatére complet, les quatre orthocentres
et les points o la ligne de ces orthocentres est coupée
par les quatre cétés sont huit points en involution.

C. Branc.
SoLuTION
Par UN ABONNE.

Il existe une parabole et une seule tangente aux quatre
cdtés du quadrilatére et sa directrice est la ligne des ortho-
centres. Soit

2 ___ —
i . Y 2px = 0O
son equauon.

Les quatre cdtés auront des équations de la forme
)’='ni1'+L (l::[,2,3,4),
2mM;
m; désignant le coefficient angulaire d’'une tangente a la para-
bole. L’orthocentre du triangle formé par les trois premiéres
tangentes (£ =1, 2, 3) a pour ordonnée
Vi = ¢(x “+ Mmamy—+ mgmy + mym,).

21 Mg My

D’autre part, la directrice de la parabole, ou ligne des
orthocentres, rencontre le quatri¢me coté en un point qui a
pour ordonnée

P 2
ve= —(1— m}).
£ am, ( ?)

Il faut prouver que les points y, et y,, et les points ana-
logues, forment une involution. Pour cela, il faut et il suffit
qu'on puisse déterminer deux constantes « et f§ telles qu'on
ait

.71"{i+°‘(}’t+‘.’i)+p=0 (i=l725374)'

Or, si 'on forme les quantités y, vy, et ys - v, on trouve

2
P
Yite= ———— (1 —m?2 4+ mamz—+ mgmy—+ m;ym
Y 4m1m2m3m‘( : 2M;3 3my 1My
— myImymem, -+ mymemzm,),

14

Yo+ Y=
2mymqemzm,

[my(1— mymymzm,) +~ Emymymy].
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Si I'on prend les trois premiéres valeurs de ces quantités,
correspondant & =1, 2, 3, pour que les constantes x et §
existent, il faut que le déterminant

YiYr yYi+11 1
Y2 Yo Y2 1}
Y3z Ys+—Ys 1

soit nul. Or, si 'on remplace y;v; y;-+ v: par leurs valeurs
et sil'on effectue les calculs, on trouve bien zéro pour résultat.
Si l'on remplace y;v;, y3;—+ y; respectivement par y,Ys,
¥Y+—+ Y, et si Pon effectue le méme calcul, le résultat est le
méme. Les constantes « et § existent bien et le théoréme est
démontré.

1878.

(1900, p. 571.)

On considére une ellipse E et le cercle C concentrique
a Uellipse ayant pour diamétre la somme des axes de E.
D’un point M quelconque de G on méne les tangentes ¢ E
dont les points de contact sont P et Q. Soit () la parabole
tangente en P et Q aux droites MP et MQ.

1" Le lieu des foyers des paraboles (1) est Uellipse E;

2° Les paraboles (11) sont tangentes a la développée de
Uellipse E:

3° La directrice des paraboles (I1) enveloppe un cercle;

4° L’aze des paraboles (11) enveloppe une hypocycloide
@ quatre rebroussements. E. BARISIEN.

SoLuTION
Par UN ABONNE.
Soient 2 et [ les coordonnées du point M. On a
(1) .o+ fr=(a+ b).
L’équation du point M est
(2) au + 3v—1=o0;
et celle de la parabole (IT) en coordonnées tangentielles

(3) aul+ b2 —1+ (au+ Bv—1)2=o0.
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On obtient les coordonnées (zy, y,) du foyer de la para-
bole (1) en exprimant que la droite

¥ —Yo=i(z — )
est tangente a (3). On trouve ainsi

a(x?-+ B2 c?) _ Bla+B2—¢?)

EEICTE R A CEE S )

(c?=a2— b?).

On en déduit, en tenant compte de (1),

Z, LY
a=(a+6)2,  B=(a+b)L;
d’otr
%—i—%-—-l:o;

ce qui démontre la premiére partie.
En écrivant que la directrice est le lieu des points d’ou

I'on peut mener deux tangentes rectangulaires a (II), on
trouve pour son équation

a+ b4 a2+ B2

axr+ By — 5

0.

En tenant compte de (1), on voit qu’elle enveloppe le cercle
ayant pour centre l'origine et pour rayon

a?+ b2+ ab
a—+b

I’axe de (I1) passe par le foyer et est perpendiculaire a la
directrice, son équation est donc

y— bB —-E<x— aa >=o;

a-—+b o a—+0b
ou bien )

a+bfx y _

bz g) e

Les coordonnées tangentielles de cette droite sont donc

a+b b (2t b)
Bla—0b)’

“= a(a—b)’
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et, en vertu de (1), elle enveloppe I'hypocycloide a quatre
rebroussements
I
-l; -+ ;}—2 ={a— b)z

Il reste enfin a trouver 'enveloppe des paraboles (11). Nous
avons fait le calcul de plusieurs fagons et nous n’avons jamais
trouvé la développée de Iellipse. Peut-étre y a-t-il une erreur
dans l'énoncé; ce qui expliquerait que la question 1878, qui
ne présente pas de difficultés particuliéres, n'ait pas encore
été résolue.

Voici comment on peut diriger le calcul pour I'abréger et
le simplifier un peu. Au lien de la parabole (II), considérons
sa polaire réciproque par rapport a (E). Son enveloppe sera
la polaire réciproque de 'enveloppe de (II) et, si cette der-
niére est la développée de (E), ce sera la kreuzcurve d’équa-
tion

as bo

x2 )/:

Cette équation étant beaucoup ‘plus simple que celle de la
développée de lellipse, on comprend l'avantage qu'il y a
a procéder comme nous le faisons.

L’équation de la polaire réciproque de (11) par rapport a (E)
est

— 4 =

:vz y? < By ‘)’:O.

Mais la relation (1) permet de poser
a=(a—+b)coss, B=(a+b)sing;

et I'équation précédente devient

x? 2 xcose  ysing o\
6 S+5 1+(a+b)< o —a+b> =o.

En la différentiant par rapport a ¢, on trouve

<.z'cos<p+'ysin<lo_ i )(stinzp ycos<p>

a? b2 a-+b a? b2

Le premier facteur donne comme enveloppe l'ellipse (E),
résultat ¢vident @ priori; le second donne la vraie enveloppe,
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qui se trouve ainsi définie par I’équation

zsing  ycosg —o
az b?
et équation (4).
De ces équations on déduit

_ 2a?(a—+ b)cosg
) ‘ ¥ 7 aTcosty + bisinto+ (@a+ b))

202(a+ b)sing .
a?costo + b2sin%¢ + (a + b)?’

-

et ces valeurs ne satisfont pas a I'équation de la kreuzcurve.
Les coordonnées d'un point de I’enveloppe, en fonction du
paramétre ¢, sont données par les relations (5). Pour obtenir
I’équation de cette enveloppe, il faut éliminer o entre elles;
mais on n’arrive pas & une équation plus simple ni plus facile
a discuter que les relations elles-mémes.

QUESTION.

9243. Enoncé complété (voir 1915, p. 143). — Etant donné
deux droites D et A rectangulaires, ne se rencontrant pas, et,
dansun plan perpendiculaire a D, un cercle C ayant son centre O
sur cette droite, on considére la surface réglée du quatriéme
ordre ayant pour directrices D, A et C (bien connue en sté-
réotomie comme constituant l'intrados de la voute dite
arriére-voussure de Montpellier).

Démontrer géométriquement :

1° Que la section de cette surface par tout plan perpendi-
culaire a D est une conchoide de Nicoméde de pole O.

2° Que la section de la surface par tout plan P contenant le¢
diamétre de G paralléle 4 A est une conique dont la projection
sur le plan I de C rencontre ce cercle en deux points fixes,
réels ou imaginaires, admet pour foyer le point O et pour
directrice correspondant a ce foyer la projection, sur le planll,
de la trace du plan P sur celui mené par A parallélement a II.

M. p’OcaGNE.
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Questions (depuis 'année 1842 jusqu'a 1910 inclusivement)
qui restent non résolues a la fin de 1915.

62 126 266 333 383 400 424
346 554 592 593 598 604 617
643 693 703 2% 729 730 731
732 772 774 791 803 812 815
820 821 848 852 839 861 880
888 891 892 893 893 bis 947 967
989 999 1000 1004 1007 1008 1015

1035 1042 1058 1063 1074 1078 1092
1105 1107 1108 1149 1206 1234 1236
1256 1303 1321 1361 1363 1365 1366
1390 1392 1393 1394 1402 1403 1435
1438 1439 1440 1441 1442 1443 1444
1445 1446 1447 1471 1483 1486 1490
1502 1503 1508 1510 1511 1519 1522
1523 1527 1528 1530 1564 1571 1585
1588 1596 1599 1600 1609 1614 1629
1631 1647 16350 1660 1672 1686 1687
1688 1689 1690 1691 1692 1693 1694
1693 1705 1710 1715 1721 1731 1738
1747 1751 1754 1761 1762 1763 1775
1776 1771 1779 1784 1785 1810 1811
1820 1821 1824 1625 1826 1828 1832
1837 1838 1839 1847 1850 1852 1854
1856 bis 1839 1864 1876 1884 1885 1886
1889 1890 1892 1908 1909 1910 1911
1914 1915 1937 1944 1950 1956 1957
1988 2003 2010 2012 2013 2038 2039
2045 2037 2065 2096 2114 2116 2141
2145 21351 2152 2156 2161

La comparaison avec le Tableau publié précédemment (1915,
p. 246) montre qu'un nombre notable de questions ont été
récemment résolues, grace aux efforts de nos lecteurs.

Nous les en remercions, et nous comptons sur leur persé-
vérance.
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[P'1c]

ETUDE ELEMENTAIRE SUR L’HOMOGRAPHIE PLANE
DE PERIODE TROIS ET SUR UNE SURFACE CUBIQUE;

Par M. Lucien GODEAUX.

Considérons, sur une surface algébrique F, une
involution d’ordre n, c’est-a-dire un systéme algé-
brique, doublement infini, de groupes de n points de
la surface, tels qu'un pointde la surface n’appartienne,
en général, qu'a un seul de ces groupes. En général,
ane involution appartenant & une surface algébrique
posséde o' points de coincidence, c’est-a-dire oo' points
comptant pour plus d’une unité parmi les n points des
groupes auxquels ils appartiennent respectivement.
Cependant, certaines involutions peuvent ne posséder
qu’un nombre fini, éventuellement nul, de points de
coincidence. Supposons que l'involution d’ordre n,
donnée sur F, jouisse de cette derniére propriété.
Deux problémes se posent :

1° Déterminer une surface normale ®, image de
Uincolution (c’est-a-dire dont les points correspondent
birationnellement aux groupes de I'involution) et €tu-
dier ses singularités;

2" Déterminer les conditions nécessaires ct suffi-
santes pour qu’une surface algébrique soit l'image
d’'une incolution, appartenant a une surface algé-
brigue, ayant un nombre fini de points de coinci-
dence.

Nous avons consacré a 1l'étude de ces problémes
Ann. de Mathémat., 4 série, t. XVI. (Février 1916.) 4



( 50)
plusieurs Mémoires, parmi lesquels nous citerons les
sulvanls :

1° Sur les involutions douédes d’ un nombre fini de
points unis, appartenant & une surface algebrique
(Rendiconti R. Accad. Lincel, 1° semestre 1914);

2° Mémoire sur les involutions appartenant & une
surface de genres un (Annales de I’Ecole Normale
supérieure, 1g14); :

3° Sur les incolutions appartenant & une surface
de genres po= py=o0, Py=1 (Bull. Soc. math. de
France, 1913);

4° Mémoire sur les surfaces algébriques de genres
zéro et de bigenre un (Bull. Soc. math. de France,
1915);

5" Sur les involutions de genres un et de seconde
espéce appartenant & une surface de genres un
(Annales de ' Université de Jassy, 1915);

6° Mémolire sur les surfaces algébriques doubles
ayant un nombre fini de points de diramation
(Annales de la Faculté de Toulouse, 1914).

A ces travaux 1l.faut ajouter des recherches de
MM. Enriques et Severi qui onl d’ailleurs été le point
de départ des nétres :

¥. Exriques et F. Severt, Mémoire sur les surfaces
hyperelliptiques (Acta mathematica, 19og).

Dans la premiére de nos études citées, nous avons
notamment démontré que toute involution apparlenant
a une surface algébrique, douée d’un nombre fini de
points de coincidence, est engendrée par un groupe de
transformations birationnelles de la surface en elle-
méme. Sauf dans le Mémoire n° 6, nous nous sommes
toujours borné a des surfaces spéciales. Nos recherches
ultérieures porteront sur des surfaces quelconques.
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Dans cette Nole nous traiterons, a titre d’exemple,
un cas trés simple et bien connu. Notre surface F sera
un plan et notre involution sera celle qui est engendrée
par Phomographie plane de période trois. Nous étu-
dierons la surface cubique qui représente cette invo-
lution.

1. Soient en coordonnées homogénes

Twgl ot — o .
UL Xyt X3 =T exyt 223,

¢ étant une racine cubique primitive de I'unité, les
équations d'une homographie plane de périoda trois.
Cette homographie engendre une involution Ij,
d’ordre trois. Un groupe de cette involution est cons-
tiluée par trois points :

(@1, Ty x3), (T4, ex3, 273), (&), 222, £75).

I'involution 1; posséde trois points de coincidence;
ce sont les points

(1, 0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1).

On peut former aisément des systémes linéaires de
courbes planes composés avec I,. Les plus simples sont
formés de courbes d’ordre trois.

La cubique

1 3 2
A300 2T + Q3023 + A3 2§ + 3ay 0z} X,
-+ 3(7;20111'? XT3+ 3(5120@'11‘5-‘- 300211‘31’3
+ 3022173+ 3aga 2223+ b1 Ty X303 =0

est transformée, par 'homographie, en la cubique

. 2. 9
Q30073+ @302} + A3} + 3eas o2},
+ 3@y ] X3+ 3e2ay00 2,23 + 351‘.‘55&'2

+ 3e@102 2123 + 32202 2] + 61 Ty 223 =0.

Par contre, le systéme des cubiques planes contient
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trois systémes linéaires composés, avec I;, ce sont :

(l) )\1$?+)\2$%+131‘2—!—-)\51}1@‘2%3:0;
(2) W23 Ty + a3 &3+ a2l = 0]
(3) VN EI T3+ VX3 X+ V33 2= 0.

Le premier seul de ces sysiemes est dépourvu de
points de base et est donc de degré g.

2. Surface cubique image de 1;. — Rapportons
projectivement les courbes

MEd+ Az} 4+ Mxd + M2z =0

aux plans
)\]X] -+ )n2X2+ )\3X3+ )\;Xv‘ = 0,

d’un espace linéaire a trois dimensions. Nous oblenons
ainsi une surface du troisiéme ordre ®, d’équation

X, X, X, = X3,

A un point de cette surface ® correspond un groupe
de I, et inversement. On obtient donc une surface
image de I;, du troisieme ordre.

3. Etude d’un point de diramation de ®. — A un
point de coincidence P duplan (z,, z,, z,) correspond,
sur @, un point de diramation P’ qui est un point sin-
gulier de cette surface. Nous allons étudier la singula-
rité de P’. Nous supposerons, pour fixer les idées,
que P est le point (1,0,0). Alors le point P’ est le
point (1,0, 0,0).

Considérons une droite

* Aa Ty + A3T3 = 0,
passant par P, et ses transformées

Ay X9+ £A3T3= 0, €A X9+ A3X3 = 0,
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au moyen de I’homographie. Ces droites difféerent,
lorsque @, @3 ne sont pas nuls; elles coincident si 'une
de ces quantités est nulle. Cela signifie que si un point
du plan s’approche de P dans une direction différente
des directions z,=0, z3= 0, ses conjugués dans I,
s'approchent de P suivant deux directions différentes.

En d’autres termes, un point infiniment voisin de P
n’est pas un point de coincidence de I3, exception faite
pour les points infiniment voisins de P dans les direc-
tions X, =0, 3= 0.

Considérons une courbe

(4) )\2.’1}%4“)\31‘3-‘*‘)\,;@'13’21‘3:0

du systeme (1) passant par P. Cette courbe posséde un
point double en P et ses deux branches touchent les
droites z, = 0, 3= o.

A la courbe (4) correspond sur ® une cubique,
section plane de cette surface passant par P’. Cetle
cubique posséde, en P/, un point double & tangentes
distinctes. En effet, a un point Q de la section de ® par

le plan
R Xo+ M X3+ 2 X =0

correspondent trois points de la courbe (4), Q,, Q,
Q3. Lorsque le point Q s’approche de P’ (sur la section
plane considérée), les points Q,, Q2, Q; s’approchent
de P, mais tous trois sur une méme branche de la
courbe (4), puisqu’ils doivent coincider en un point
infiniment voisin de P sur cette branche. A chaque
branche de la courbe (4) correspond donc une branche
de la section plane considérée sur ®, en P'. Par suite,
les sections planes de ® passant par P’ ayant en ce point
un point double a tangentes distinctes, la surface ®
posséde en P’ un point double non uniplanaire.

Il y a o' courbes (1) ayanten P un point triple. Elles
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)\2.773-(*')\3‘7'3: o

et sont donc dégénérées en Lrois droites. Comme nous
I’avons vu plus haut, ces trois droites sont transformées
les unes en les autres par ’homographie.

A cette courbe (1) spéciale corvespond, sur @, la
section de cette surface par le plan

he Xy 23 X3=o.

Cette section plane posséde un point double a tan-
gentes confondues en P/, car a un point de la section
infimment voisin de P' correspondent, sur le plan
(2, 3, xy), trois points infiniment voisins de P, mais
situés chacun sur une des trois droites dont il vient
d’éire question.

On en conclut que :

En chaque point de diramation, la surface ® pos-
séde un point double biplanaire.

Effectivement, I’étude de I'équation de la surface
conduit au méme résultat. En P’, par exemple, ® a un
point double dont le cone tangent se décompose en les
deunx plans X, =0, X3=o.

4. Lasurface @ est évidemment normale, car le sys-
teme des courbes (1) est complet. En d’autres termes, il
n’est pas possible de trouver une courbe de ce systéme,
¢’est-a-dire une cubique invariante pour ’homographie
et n’appartenant pas au systéme (2), (3), qui ne puisse
éwre représentée par l'équation (1). Nous avons par
suite résolu le premier probléme.

L'involution d’ordre trois engendrée par une
homographie plane de période trois, peut étre repré-
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sentée par une surface cubique possédant trois points
doubles biplanaires.

5. Deux systémes de cubiques gauches tracées
sur ®. — A ane courbe (2) ou (3) correspond, sur ®,
une courbe dont nous allons rechercher la nature.

Une courbe (2) rencontre une courbe (1) en neuf
points formant trois groupes de I, par suite, lacourbe A
correspondant & cette courbe (2) rencontrera une sec-
tion plane de ® en trois points. Mais la courbe A ne
peut étrve plane, sans quoi elle aurait pour transformée
une courbe (1); la courbe A est donc une cubique
gauche.

Une courbe (1) passant par le point (1, 0,0) rencontre
une courbe (2), en dehors du domaine de ce point,
en six points formant deux groupes de I;; par consé-
quent, un plan passant parle point (1, 0, 0, 0) rencontre
la courbe A, en dehors de ce poinl, en deux points.
On en conclut que la courbe A passe par les trois points
doubles de @.

Une courbe (1) ayant un point triple en (1, 0,0),
c’est-a-dire décomposée en trois droites, rencontre une
courbe (2) en deux groupes de I, en dehors du do-
maine de ce point. Le plan

MaXo+ MHXz=o0
rencontre donc A en deux points endehors de (1,0, 0, 0)
et par suite la courbe A ne touche pas la droite
X,=X3=o.
On pourrait raisonner de méme sur les courbes cor-

respondant, sur @, anx courbes (3). On voit donc
que :

Il existe, sur la surface ®, deux réseauzx de
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cubiques gauches passant par les points doubles de

la surface, mais n’y touchant pas la tangente prin-
cipale.

6. Il convient d’étudier de plus prés ces réseaux de
cubiques gauches. Nous étudierons celui qui corres-
pond.au réseau des courbes (2). Suivant I'usage adopté
en Géométrie algébrique, nous indiquerons ce réseau
par |A|, et 'une quelconque de ses courbes génériques
par A.

Les courbes

(2) X}y e} X3+ wyrir; =0

passent par les sommets du triangle fondamental et
touchent la droite ;= o0 en (1, 0, 0), la droite z; =0
en (0, 1, 0) et la droite x;=o0 en (o0, 0, 1).

La courbe A qui correspond 4 la courbe (2) est située
sur les cones

(n w1 X7 4+ 2 Xo X3+ 3 X5 X = o,
(ll) IU-1X|X5+ H2X2+H3X|X3= o,
(1) w Xy Xo+ w2 Xo X, + w3 X3 =o,

aiusi qu'on le voit par un 'calcul trés simple. Ce sont
les trois cones projetant la courbe respectivement des
trois points doubles de la surface ®.

Le céne (1), de sommet (1, 0, 0, 0), touche le
plan X;=o0 le long de la droite X; =X, = o, tandis
que le cone (II) ne touche pas ce plan. On en conclut
que la cubique gauche A touche le plan X;=o0 en
(0, 1,0,0). De méme, A touche le plan X,=o0 en
(0,0,1,0) et X,=o0 en (1,0,0,0). En d’autres
termes :

Dans les domaines des points doubles de la sur-
Jace @, les cubiques A sont tracées sur une nappe de
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la surfacc; en (1, 0,0, 0) sur la nappe tangente
a X,=o, en (0,1,0,0) sur la nappe tangente
@ Xy=o0, en (0,0, 1,0) sur la nappe tangente
a X, =o.

Remarquons enfin que le réseau | A| est d:: degré un.
En effet, deux cubiques (2) ont en commun, en dehors
des sommets du triangle fondamental, trois points for-
mant un groupe de I;. Les deux courbes A qui corres-
pondent aux ceurbes considérées n’ont donc qu’un
point commun, variable.

7. A une cubique plane du plan (2, 22, z;), non
transformée en elle-méme par 'homographie, corres-
pond sur ® une courbe elliptique d’ordre g, découpée
sur cette surface par une surface cubique. Les coeffi-
cients de l'équation de cette derniere surface sont
d’ailleurs des fonctions des coefficients de 'équation de
la courbe considérée.

Pour le faire voir, considérons la cubique

oy =Sauxirizi=o0
(i+Ah+1=3).
L’homographie la transforme successivement en les
cubiques :

0y =3 s"‘*'?’ai/,./:v’; x’,"z{, = o,
o3 = Seh+laal xfxl =o.
La courbe
(5) ?1.92.03=0

correspond donc, sur ®, a une courbe C en correspon-
dance birationnelle avec chacune des cubiques ¢ =0,
©2=0, 93= 0. En effet, 2 un point de C correspondent
trois points du plan (z,, z,, z3) situés sur chacune des
trois cubiques considérées. C est par suite elliptique.
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La courbe (5) rencontre une courbe (1) en neuf
ternes de [, donc C est bien d’ordre g.

Remarquons qu’il existe, sur ©,= o, par exemple,
neuf couples de points auxquels correspondent les
mémes points de G. On en conclut que la courbe G
possede neuf points doubles variables en des points
simples de ®. (Les couples de points dont il est ques-
tion ici forment les dix-huit points d’intersection de
Py=0avec o =0 €l 93=0). ‘

Faisons varier la courbe ©, = o d’une maniére con-

tinue dans son plan jusqu’a ce que son équation
devienne

(1) M2t hha+ Mzd+ Moz ey = o.

La courbe C correspondante varie sur @ et se réduit
a la section de ® par le plan

;q X1+ )\2X2+ )\3X3-+' )\4X5= (8]

comptée trois fois, ¢’est-i-dire a la section de @ par la
surface cubique

()\1X1+7\2X2+)\3 X5 4 )J,X/,)g: 0.

On en conclut que les courbes € sont découpées,
sur @, par des surfuces cubiques.

Faisons maintenuant coincider la courbe ©;==0 avec
la courbe

(2) W3y paricy+ iy =o.

I.a courbe (3) se réduit & la courbe &=o et la
courbe C a une courbe A comptée trois fois. La surface
cubique découpant cette courbe A sur @ doit donc
osculler cette surface en chacun de ses points de ren-
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contre. Cette surface cubique a pour équation
(X4, X, Xg, Xy) = p} XXy + w3 X3X;+ i X3X,y
A3 s XZXg+ 3l XF X+ 323 2 X2X;
+ 6 s X3+ 33 s X X X,
=3 X3 Xy X, + 3t X Xe X, =o.

Remurquons que, dans le domaine du point (1, 0, 0,0)
par exemple, la surface ¥ =o touche simplement la
nappe de la surface ® tangente a8 X, = o.

8. Considérons la surface I, d’ordre ¢, située dans
I'espace a quatre dimensions, dont les équations sont :

X1X2X3=X2’ X§=¢(x1»x2:X3»X4>~

Entre la surface ® et la surface F, nous avons une
correspondance (1, 3). Quels sont les points de ® de
diramalion pour cette correspondance, c’est-a-dire les
points de ® auxquels correspondent trois points coin-
cidents de F.

Une premiére condition que ces points doivent véri-
tier, c’est évidemment X; = o, c¢’est-a-dire

U(Xy, Xy, X5, X,) =o.

Mais nous avons vu que cette surface oscullait ® en
chaque point de rencontre, sauf dans le domaine des
points (1, 0,0, 0), (0, 1, 0,0), (0, 0, 1, 0), ot elle touche
une des nappes de la surface. 1l n’y anra donc dira-
mation qu’en ces points de contact simple.

On voit donc qu’il y a trois points de diramation et
que la surface F est par suite irréductible.

Nous démontrerons actuellement que la surface F est
rationnelle.

Posons

X; X X5 X, Xs

; ; 3 = p 2 T = P
x} z3 Z3 XT3 P TIXe+ XT3 s Ti Ty
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Ces formules font correspondre 4 un point du
plan (z,, &3, ;) un point de F. Inversement, & un
point de F correspond un point du plan (z,, 2,, Zs).

En eflet, on a successivement

; 1
B2 T+ P X3 T3+ W33 = ;Xs,
)

I
231 Z§1'3X1+ ygxgz', x;g-'l— H;x?.z‘zxa = EXQX5,

1 x%x,X,X,—\- [J.g.?‘%.l‘ngXg—i— H3x§x3X3X1 = 1X%X5.

4
On en déduit, en posant
" 2 ™
A= ps X3 wy Xy peXo |,
{—'-‘:2X2X3 stxlxa P-nxtxz
I [*2 ]
A= | Xy 2 Xy mi Xy |,
X wsXi Xy i XiX,
bt f M3
YRS Xy Xy pe X, ,
“QXQXQ Xf 1 X1X2,
1 i I
A3= s X wm Xy Xy |,
wXe Xy 1w XyX; X?
. 1 X;4, 1 X5 A, Y 1 X; A,
1'11‘2—5 Iy ) (I“‘T;;—-E N ’ T§1‘1=;-—A—'
Mais on a
x;:lx,, xgzix,, x%:lxa;
¢ e P
par suite,
X'y h] A X9 x;.\ X3 X3A
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On en déduit, par exemple,

Ty Ty Z'3

XX, At X,X;A4, X244,

On voit qu’entre la surface F et le plan (z,, 2., 3)
il existe une correspondance birationnelle. La sur-
face F est donc bien rationnelle.

La transformation

pXi=Xy, p X, = X, p Xy =X,
o X, =X, pXj=c¢X;,

qui engendre sur F l'involution dont ® est I'image, a
pour correspondante, dans le plan (x,, 2., ),

Lix, =x1exyt e2a;.

ry=x

9. Pour résoudre le second probleme proposé, remar-

quons qu’une surface cubique, possédant trois points

doubles biplanaires ordinaires, ne peut pas nécessai-
rement étre représentée par I'équation

X, X, X; = X1,

c'est-a-dire que les trois couples de plans tangents a la
surface aux trois points biplanaires ne sont pas néces-
sairement les faces d’un triédre; mais une surface jouis-
sant de cette propriélé peut au contraire toujours étre
représentée par une telle équation. Par conséquent :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
surface cubique soit ’image d’une involution plane
d’ordre trois, engendrée par une homographie de
période trois a trois points unis, est qu’'elle posséde
trois points biplanaires ordinaires, les plans tan-
gents a la surface en ces points étant les faces d’un
méme triédre.
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[119a]

DISTANCES, EN NOMRRES ENTIERS, DE TROIS POINTS
ET DE LEUR CENTRE 1S0GONE A 120°;

Par M. A. GERARDIN.

Le probleme suivant a é1é déja traité depuis long-
temps, mais je suis parvenu a une solution nouvelle et
médite qui pourra intéresser nos lecteurs : c’est ce qui
m’a déterminé a en présenter 'étude.

Supposons un cercle de centre O, et appelons A,
D, E, les sommets du triangle équilatéral inscrit.

D
Trouver des points B sur OD et C sur OE, tels que
les siz lignes a, b, ¢, x, y, 5 solent représentées par:
des nombres entiers, et donner des formules géné-
rales du probléeme. CE et BD sont aussi entiers.
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Puisque les angles en O out tous 120°, ce probleme
prend la forme suivante :

2+ xy + y:= a?
2+ 23+ 2= b2

Y+ yz+ 3t=ch

Tel est le systéme a résoudre, mais, avant de le trai-
ter, rappelons quelques phases du probléme.

Résumé historique et bibliographique.

Le n° 3, Vol. Il de The Mathematician,
probl. CXLVI, p. (64-165 de juillet 1848 [Ed. Ru-
therford et Fenwick, 1856, chez Spon, a Londres],
a donné la solution du probléeme suivant de Weddle :
« If the squares of the sides of a triangle be in arith-
metical progression, the lines drawn from the angles
to a point within the triangle so as to make equal
angles with each other, are in arithmetical progres-
sion. »

Les n™ 4 et 5, Vol. I, janvier et juillet 1880 de
The Mathematical Visitor (fondé en 1879 a Washing-
ton par notre confrére M. Artemas Martin), ont publié
d’iutéressantes notes sur le probleme 123 du Dr David
S. Hart, M. A., Stonington, New London County,
Connecticut, posé dans le n° 3 (de 18-9), Senior
Department : « To find three whole numbers such that
the sum of the squares of any two of them increased
by the product of the same two shall be a rational
square. »

Ce journal a publié, p. 105-106, 129-130, les solu-
tons :

Ne 1 du Rév. U. Jesse Knisely, Ph. D., Newcomer-

stown, Tuscarawas County, Ohio;
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Ne 2 d’Artemas Martin, M. A.;
N° 3 de l'auteur du probléme, Hart;
N 4 de Reuben Davis, réponse dont je n’ai pas con-
naissance.

Voici le résumé des trois premiers articles :

N° 1. On a successivement (apres rectification),
suivant les calculs et la numeérotation de Knisely,

(4) e+ zy +y) (22 + 23+ 32) = ja? b?,

(5) 222+ Ty + x5 — Y5 = a’+ b*— c?.

Retrancher le carré de (5) de I'expression (4); d’ou

(6) x_y+a;z+yz=%A,
cn posant
(10) 12a?b2—3(a?+ b2 — c2)2= Al

On aura de méme

(7) .r2+y2+zz=é(a2+b2+c?)—éA.
En posant
(11) 2(a?+ b2+ c?) = 2A = B2,

on en déduit

[
Br = a2+ b2— 2 - A,

o

By = al+ct— b= 1 A,
J

Bz = b2+ c?— a2 ;—A.

L’auteur fait ensuite les transformations

a=(1—n)b, c=(-+n)b, 1— §nt= (1— pn)?;



d’on
n— 2P A 3pt—1o
Topr+ b2 Pi+4
Il est enfin conduilt &
, 8q
3[72+]6=(4+qp)‘1 ou p='3——-_—;2'

. e . 1
Pour avoir des valeurs positives, il faut n < i

avec ¢ = — 2, p =16, on trouve la solution
r = 195, ¥ = 2064, 3= 325.

Je reproche a ce procédé d’étre un peu ardu et aussi
de nécessiter des calculs de limites, pour avoir des
solutions entiéres et positives. J'ajoute qu’il est facile
d’en urer des solulions générales; mais si une simpli-
fication, qui me semble bien improbable, ne se présente
pas, l'identité finale nous donnera pour chacune de nos
six inconnues initiales une fonction homogéne compli-
quée du huitiéme degré entre deux variables auxi-
liaires. On calculera seulement ces valeurs le jour ou
I'on écrira la solution définitive et compléte de cette
question.

Ne 2. M. Artemas Martin écrit

2 . x 2+ 2 pg
Ty + yi= (Bx—y) d’ou __:Z_.)__]?/,
q Y P—q
mais il particularise immédiatement en posant
p =2, q =1, x = bhm, = 3m, 3= an,
d'ou équation double
25 + 5w+ w2= D2, 9+ 3w+ wi=E2
L’auteur pose
_5(2n+1)
—_—
n?—

Ann. de Mathémat., {* série, t. XVI. (Février 1g16.) 5
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d’ou
gnrt+ 3ond+g7nt+ jon + 19 = F?
avec
F=3nt+5n+a
et
a =19, b=o, n=169, m = 65,
il obtient

xr =325, y =193, 3 =1264;

mais il ne faudrait point particulariser, si 'on voulait
obtenir des solutions générales.

Ne 3. Hart est amené, avec

2
x = m?— n?, Yy =2mn -+ n?, z=<w)x,
P —9q
a écrire
2pg + q? 2P + 9%\ , s
ro (P o (R ) oo

Aprés développement par rapport a p, il pose

G =yp*+ xpq -+ ;’—y Bz +zy —2y?),

d’oul
. 3x—+oy
L iy
Posant
3x+5y
={— —
P i

il écrit maintenant
=yt -z 2 2
G =yt 2(arr_—t—5y)gz: lﬁy(zw —+ 18zy + 9y?),
d'ou 1l ure -
P =9x3+ 1322y + 27yt -+ 15y3
q =4y (722+ 6y + 3y2).

L’auteur termine par une analyse classique, et donne
trois solutions dont la derniére est 264, 440, 325.
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Ces valeurs générales de p et g sont intéressantes,
mais nous ferons encore un reproche a cette méthode.
On voit que 5 sera une fonction du septiéme degré
en x et y, c'est-a-dire que l'identité finale donnera
pour chacune des six inconnues initiales une fonction
homogéne du quatorsiéme degré.

Dans les « Mathematical Questions and Solutions,
from the Educational Times... », on trouve la solu-
tion (new series, Vol. XI, 1905, p. 25-26) de la ques-
tion 7464 de M. G. Heppel. M. A.

« Find positive integral solutions, as small as pos-
sible of the equations

+xy +yt=w? Yyl yz 4 32=02, 314 zx 4 2?=ul,

[The proposer has not as yet found any smaller num-
bers than

x = 27263, ¥y = 13461, 2z = 39360,
w = 35947, v = 47544, u = 58015.]

M. R.-F. Davis, M. A., résout
U2+ UV + V2= H?
en entiers positifs, en posant
U=pt—2p—3, V=ip,
d’ou, avec p et ¢ > 3,
r=q(p’—2p—3), y=ipg, s=plg*—29—3).
Il reste & rendre carrée 'expression
Pe(pg —=3)[p*+pg +q*—6(p+q)+3] +9(p+q)"
Exemple :

r=2, =

q=-7')
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d'ou )
x = 433, ¥ = 4bby, 3 =166,
w = 4go1, v = 5681, w=1gll.

M. le lieutenant-colonel R. E., Allan Cunningham,
de Londres, indique dans une Note insérée a la suite de
cette réponse, que L. Euler (Comment. Arith. Coll.,
Vol. II, p. 414-417) a résolu une équation similaire.

M. Cunningham ajoute la solution suivante :

x = 960, y =--10064, 2 = 667,

¢ =931, = 1415, w =10106

et dit qu’il est difficile de trouver par cette méthode
des nombres tous positifs.

1l faut voir aussi, en général, pour I'étude des triples
équations et des doubles équations la traduction de
U'Incentum Novum de J. de Billy ((Fueres de Fer-
mat, t. I11).

Pour terminer ce bref historique, on peut dire que,
si la forme du probléme admettait un nombre négauf,
on en obtiendrait immédiatement de nombreuses iden-
tités, 'emploi d’'une méthode quelconque fournissant
immédiatement des solutions.

Ce probléme que l'on peut classer parmi les ques-
tions ardues d’analyse indéterminée en entiers positifs
mérite d’étre approfondi, et nous espérons que de nou-
veaux chercheurs feront bientdt connaitre des solu-
tions générales inédites el compléteront peut-étre
cette bibliographie condensée.

.
R

Je note d’abord certaines remarques : si nous con-

naissons une solution

(1) a4 af + 32= A2
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particuliére ou générale, nous aurons aussi

(24 B)t—a(x+B)+a2= Al
(2 + 8)2— B(2+ 3)=+ B2 =B

Les nombres z et 3 élant connus, le probleme se
raméne a la simple résolution en positifs, entiers ou
fractionnaires, de I'éguation double

(2) 22+ ax + 22 = B2,

(3) x4+ B+ 8= G
Nous connaissons plusieurs procédés simples :

. En posant
B=a+u,

nous arrivons a l’éqnati'ﬂn

wh—2B8ud+ (4P2+ a8 —2adyu?

+—(4aB — faP)u + (24— 233 + 2202) = D2
Le coefficient seul de «* étant carré, je pose

D=uw—Bu+ %(3‘3'Z+af3—2a’)

et l'on retrouve ainsi la solution de Hart.
I, On peut écrive aussi
D=u?— 8w~/

¢t 'on obtient alors une équation de condition, ot 'on
doit prendre alternativement pour x et 3 leurs valeurs
générales f2 — g2 et g2+ 2 fg:

(382+a8 —2a2—2h)u+ 2B(a2— 208 + A)u

+[a2(a2—aB - 82) — k2] =o.

En annulant le coefficient de «2, on retrouve le cas



(70)
précédent; en posant
k=22 — a2,

on trouve
u=a, D=2x3, xz=o.

Enfin, il faut rendre carr¢ le déterminant de cette
équation, ou & peut éire fractionnaire. On sait qu’une
seule solution initiale suffit pour en obtenir une infi-
nité d’autres, et cette solution est toujours facile a
obtenir, méme mécaniquement et entiére, par mes
procédés.

1II. En posant
P

B=a—%ua,
on obtient
2

et alors (3) s’écrit

(&) B (P —q*)+aB(p*—g*) (9 + 2p9)
+a?(g?+2pg)*= D2

Cette équation de condition (4) étant de la forme
U+ 3V2= W2,
on pourrait donc aussi ’étudier en posant

V =ars, U = r*—3s?, W = r24 3s2,

IV. L’étude des équations doubles est intéres-
sante a faire, d’abord par les procédés classiques, et
ensuite par des-recherches nouvelles.

J'al remarqué, en commencant cet article, que

:—(d+p)

nous donne une solution du systéme (2), (3); je
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poserai donc en général
r=1— (d -+ {3),

et il suffira que
t>a+ B,

pour avoir des solutions positives.
Jobtiens alors une équation de condition de la
forme

(5) th— M3 4 N2 — MA2¢ + A= D2

avec
M=3(a+p), «-+af+ 2=A2

N =2A+ 242+ 5af + 2f2.

Cette forme (5) est la plus intéressante, car elle nous
méne 4 trois cas subsidiaires :

I
1° D=t2— -Mt+m,
2
2° D = 24 st + A2,
I
3 D=A2—;Mt+nt2,

que je vais étudier successivement,
1° En posant
m=A2— -8! (2 —B)e,
j'en tire

3a2+10af +3B2  (Ba+P)(a+38)
8(a+ p) - 8(2+ )

r = —
qui nous conduit, avec des solutions négatives, a des
identités du quatriéme degré, puisque

a=fr—g  B=g+2fs
Exemple : :

1‘——-80, y=48, = — 63.
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2* Nous avons alors
(28 + 32+ 3B)e2+[s2— (2a2+ 508 + 232)]¢

+ A2(as+3a+38)=o.

En écrivant que son déterminant est un carré parfait,
on retrouve soit le cas général d’un triangle rectangle,
soit une nouvelle équation de la forme

st+ esd+ f52+ g5 + [ = R?

que P'on sait résoudre.
Voici la solution cherchée :

On pose
by
nEIT TR
d’ou
2_;_ [ — 2 a2 X 232
z=(2+B) 8A (2 — B)2 ___(oc—l—lﬁ)(ja +2xp + 38 )‘

16A2— (2 — )2 (522 6aB + 582)
Pour que a soit positif, il suffit d’avoir > g; x est

évidemment positif, et I'on trouve ainsi :

z=(fr—g(5f*+12f3g +16f2g2+ 8 fe3+ 4g*),
ry=(8+2/8)(5f +12fg +16f2 4+ 8fg" + G gt),

= (f1+2/8)3f +ifls + 818+ 8fg + ig),
a=(f'+fe+g)(Ofr+12f3g+16f282+ 8 fg3+ 4g%).

Les valeurs généralesde b et ¢ se calculent facilement :

b=gft+19fsg+23 g2 16383+ 8f2gv+ 485+ 4g%,
ce=3fS+15f3g + 43f g2+ 563 g3+ 48 f2 g+ 20 g5+ 4 &5.

el l'on voit, en général, que I'on aura

b+c=2a.

Les nombres b, a, ¢, sont donc en progression arith-
métique, et ceci n’a pas lieu pour z, y, 3.
Voici quelques solutions numériques; il faut tou-
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jours prendre a et 3 premiers entre eux, sinon on
retrouve des nombres déja vus; de méme, il sera facile
de généraliser la remarque suivante : f=75 et g=2
donnent la méme solution que f=3et g =1.

S=2 g =1 = 19) y= 325 3= 206j
3 1 ~ 208 6307 6765
3 2 9425 30160 21063
4 3 12383 58377 38760

On ne peut prendre g << o, caril yaurait un nombre
négatif; de plus, avee f> 2. el f, o fractionnaires, on
retrouve les mémes solutions.

On aurait pu, au lieu de poser

a‘:t—(l+3),

effectuer immédiatement le produit (2) (3); on aurait
ainsi lesidentités suivantes, obtenues par un autre pro-
cédé. ‘
Ayant une solution particuliére ou générale
r=a, y =14, 5=
nOus aurons aussi
x =28, ¥ =By, 3= ya.

Voici donc de nouvelles identités, provenant de a
solution générale précédente; on ne peut pas réitérer
ce procédé.

Les nouvelles valeurs générales de a, b, ¢ sont dans
lordre

b8, cx, av;
on aura ainsi

T = (1= &) (82 218) (5 f 4+ 12f3 5 + 1617 £1+8 g1+ gY),

Y=L+ of8)Bf + 4 25+ 8 282+ 85t + i g¥),
= (frof8) (820 f8) 3 + i f g7 824880+ G 8Y).
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Application. f= 2, g =1; triangle 264, 323, 44o.

Ces formules donnent de nouvelles solutions du pro-
bléme géométrique posé et permettent de généraliser
la question, au point de vue analyse indéterminée. 1l
sera maintenant facile de chercher d’autres identités.

11 sera intéressant de voir si d’antres éléments de ces
curieux triangles sont entiers, ou s’ils ont certaines
propriétés spéciales.

Jai aussi trouvé des identités pour un probléme ana-
logue qui se raméne & étude en nombres entiers du
sysléme

r?—xy+yi=a?,
22— 25 + 32 = b2,

» .)’2-—‘}’5 4+ 32 = c2?.

[O!Re]
GONSTRUCTION DU CENTRE DE COURBURE ,
DE L’'HYPERBOLISME ET DE L’AFFINE D’UNE COURBE DONNEE;

Par M. F. BALITRAND.

Soient z et y les coordonnées d’un point m d’une
courbe (m) et X, Y celles d’'un point M d’une
courbe (M). Si ces derniéres sont liées aux précédentes
par les formules

(1) x = X, y=—

la courbe (M) estdite ' hy perbolisme delacourbe (m)(*).

(') Au sujet de la définition et des propriétés de I’hyperbolisme
et de Paffine |d’'une courbe se reporter & un article de M. Goor-
maghtigh (NVouvelles Annales, 1915, p. 4o} et fo7). Consulter aussi le
Traité des courbes speciales remarquables de M, Gomes Teixeira
(t.. 1. p. 95, 99 et passim).
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Nous nous proposons de construire géométriquement
le cercle osculateur de (M) en M connaissant celui
de (m) en m.

M. Goormaghtigh a donné dans les Nouvelles An-
nales une solution de ce probleme fondée sur la consi-
dération des courbes intégrales; celle que nous allons
indiquer est plus directe.

La parabole qui a pour équation

(2) r*—ar —By—v=o0

a son axe parallele 3 Oy et dépend de trois paramétres,
a, 3, v dont on peut disposer pour qu’elle passe en m
ety oscule la courbe (m).

Fig. 1.
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En lui appliquant la formule (1), on la transforme en
une hyperhole qui a pour équation

Bzy

(3) :rz-——a-—ax—-{=o.

Celle-ci passe en M et y oscule (M). Le probléme
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revient donc a4 construire son centre de courbure C en
ce point,

Or elle admet Oy comme asymplote et elle coupe Oz
aux mémes points que la parabole (2). Pour la déter-
miner, il suffit donc de connaitre ces points.

Si I'on désigne par ¢ le centre de courbure de (m)
en m, et si 'on prolonge cm d’une longueur

cm
mey = —T ’

on obtient, d’aprés un théoréme connu, un point de la
directrice de la parabole (2) et en menant de ¢, une

Fig. 2.

perpendiculaire sur Oy on a cette directrice elle-
méme. Dés lors, la construction du foyer f est immé-
diate, car il suffit de prendre le symétrique, par rapport
a la tangente en m, du point m, ou mM coupe la direc-
trice. En tracant ensuite, avec un rayon égal a la
distance de la directrice & 'axe Oz, un cercle de
centre f, on obtient les points @ et b communs 8 Oz
et & la parabole (2). Ces points appartiennent aussi a
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Ihyperbole (3), qui se trouve ainsi déterminée d’une
facon surabondante; car on en connait le point M et la
tangente en ce point, une asymptote, Oy, et deux
points a et b.

La construction de son centre de courbure Cen M
est dés lors un probleme connu, qui a recu plusieurs
solutions, et-pour lequel nous indiquerons la suivante :

Les paralléles a Oy, menées par a et b, rencontrent
la tangente en M en a, et by; les paralléles a la nor-
male en M. menées par ces. points, rencontrent
respectivement en o et 3 les perpendiculaires élevées
en M a Mbet Ma; la droite a8 détache sur la nor-
male en M un segment égal au diamétre du cercle
osculateur en ce point.

En résumé, on a, pour déterminer le centre de cour-
bure de 'hyperbolisme d’une courbe, la construction
suivante, qui est assez longue, mais qui s’effectue enti¢-
rement avec la réegle et le compas :

On prolonge le rayon de courbure cm de (m) d’une

longueur me,= = et 'on méne par c, une paralléle
2

@ Qx. Soient m, et ples points ot la droite mM coupe
cette paralléle et Ox. Du point f, symétrique de m,
par rapport a la tangente en m, on décrit, avec m, *
pour rayon, un cercle qui rencontre Oz en a et b.
Les paralléles a Oy, menées par ces points, coupent
la tangente en M en a, et b,; les perpendiculaires a
la tangente élevées en ces points rencontrent en o
et celles menées a M b et Ma au point M ; la droite of3

passe par l'extrémité du diamétre du cercle oscula-
teur en M.

Pour I'affine d’une courbe donnée, la construction
est analogue, mais notablement plus simple. Les for-
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mules de transformation étant

z =X, y=kY (k = const.),

la parabole (2) a pour transfarmée une auatre parabole
(4) rt—ar — kBy —y=o

de méme axe que la premiére. La connaissance du
point f suffit pour déterminer cet axe et, celui-ci
connu, la construction du centre de courbure de (4)
en M n’offre pas de difficultés.

On peut notamment, pour l'obtenir, tirer par le point
oul’axe rencontre la normale une paralléle a la tangente
en M; par le point M tirer une paralléle & 'axe et du point
d’intersection de ces deux droites abaisser la perpendi-
culaire sur l'axe. Elle passe au centre de courbure
cherché. On a donc la construction suivante :

Le point fétant déterminé comme précédemment,
on méne par ce point une perpendiculaire sur Oz.
Par le point ou elle rencontre la normale en M on
tire la paralléle a la tangente en M et par M on tire
une paralléle a Oy. Du point d’intersection de ces
deux paralléles on méne la paralléle a Ox; elle
passe au centre de courbure cherché.

[L14]
POINTS D'INTERSECTION D'UNE SURFACE
DU QUATRIEME ORDRE AVEG LES ARETES D'UN TETRAEDRE;

Par M. G. FONTENE.

1. Tutorkme. — Les vingt-quatre points d’inter-
section d’une surface du quatrieme ordre avec les
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sixz arétes d’un tétraédre vérifient trois conditions
indépendantes de la surface considérée; trois de
ces points sont déterminés par les vingt et un
autres.

Une surface du quatriéme ordre dépend de para-
5X 6 %7
6
étant pris comme tétraédre de référence, on ne modifie
pas les traces de la surface sur les arétes en modifiant

les termes

métres en nombre — 1, 0u 34. Or, le tétraédre

y3t(by +cs+dt)
+zst(@dr+cs+det)+ ...+ ...+ kxyast,

qui sont au nombre de 13. Le nombre des parameétres
dont dépendent les vingt-quatre points en question est
donc 21; ces points vérifient trois conditions.

2. Cororrare 1. — Si une surface du quatriéme
ordre coupe les six arétes d’un tétraédre en vingt-
quatre points dont douse appartiennent a une qua-
drique S, les douse autres sont aussi & une qua-
drigue S'.

En effet, par neuf des douze points restants on peut
faire passer une quadrique S'; les deux quadriques S
et S’ forment une S; qui doit contenir les trois derniers
points; la quadrique S’ passe donc par ces points. Les
équations des deux quadriques élant S =o, S =o,
I'équation générale des surfaces considérées est

S.8'+yzt(by +cz+dt)+...+...+... +k.zyst=o0,

avec 31 paramétres; a priori la surface doit vérifier
trois conditions et dépend par suite de 31 paramétres.
Les douze premiers points vérifient trois conditions,
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qui sont, par exemple, une condition dans chacune des
faces DBC, DCA, DAB; le théoréme impose trois con-
ditions aux douze derniers points, et il se trouve que ce
sont trois conditions intrinséques, analogues a celles
que vérifient les douze premiers points.

3. Cas varticurisr. — Par les douse points de
rencontre des arétes d’un tétraédre et d'une qua-
drigue S, on peut (de diflérentes facons) faire passer
quatre plans s, 3, v, 6, chacun de ces plans étant
mené par Lrois points situés sur les arétes issues
d’un méme sommet; les quatre droites d’intersec-
tion de ces plans avec les plans des faces opposées
du tétracdreappartiennent @ un méme hyperboloide
(condition triple).

Ces quatre plans forment en effet une S, et les douze
points que le covollaive I place sur une quadrique &
sont trols a trois en ligne droite. — Les traces des
plans 2, 8, v sur le plan ABC rencontrent BG, CA, AB
en trois points qui sont sur une droite : cette droite
est la seconde génératrice de I'hyperboloide dans le
plan ABC.

Ce fait et le fait corrélatif ont été donnés par Chasles
(Apercu historique, note XXXII).

3a. Si la quadrique est tangente aux six arétes
du tétratdre, on a ceci: les points de contact élant M,
N, P, M/, N/, I, les trois premiers sur les arétes issues
de D, et les plans tangents en ces points étant m, n, p,
m', n', p', les quatre droites (MNP, ABC), (MNP,
DBC), ... sonta un hyperboloide, les quatre droites
qui joignent le point (m', 7', p') au point D, le point
(m'y n, p) au point A, ..., sont & un hyperboloide.
On peul dire : dans l'octaédre hexagonal dont les
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sommels sont M, N,, P, M', ..., les quatre droites
d’intersection des plans des faces opposées sont a un
hyperboloide; dans I'’hexaédre octogonal dontles plans
des (aces sont m, n, p, m/, ..., les quatre diagonales
sont a un hyperboloide. — L’axe d’homologie du
triangle M'N'P’ ct du triangle ABC est la seconde
génératrice du premier hyperboloide dans le plan ABC;
I'axe d’homologie du triedre mnp et du triédre (a, b, ¢)
est la seconde génératrice du sccond hyperboloide
issue de D.

34. Si la quadrique est circonscrite (ou inscrite)
au tétraedre, le fait indiqué au n° 3 (ou le fait corréla-
tif) doune ceci : Ktant pris quatre points A, B, C, D
sur une quadrique, et les plans tangents en ces poinls
élant =, 3, ¥, 6, les quatre droites d’intersection des
plans 3 et ABC, 2 et DBC, ..., sonta un hyperboloide;
les quatre droites qui joignent le point 1) au point
(2, 3,%), ..., sonta un hyperboloide. — On déter-
mine comme au n° 3 les secondes génératrices situées
dans les plans ABC, ..., ou issues des points
(o 3, -,')*

Ces faits ont ¢été signalés d’abord par Steiner et
Bobillier (Annales de Gergonne, t. XVIII).

3c. Les deux cas particulicrs (3a) et (3b) dépen-
dent encore du théoréme général donné par Chasles
pour deux tétraédres qui sont polaires réciproques
par rapporta une quadrique : les droites d’intersection
des plans des faces correspondantes sont & un méme
hyperboloide, les droites qui joignent les sommets cor-

respondants sont a un méme hyperboloide {Annales
de Gergonne, t. XIX).

4. Corovrame . — 8¢ une surface du quatrieme
Ann. de Vathémat., 4 séric, t. XVI. (Février 19165,) 6
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ordre est doublement tangente a chacune des siz
arétes d’un tétraédre, les douze points de contact
sont a une quadrique.

Le mot corollaire indique ici, non une conséquence
directe du théoréme, mais un fait intimement lié au
théoreme; les douze points de contact doivent vérifier
trois conditions. Si I'on suppose qu'ils sont a une qua-
drique, I'équation de cette quadrique éltant S = o,
Iéquation de la surface est

St yst(by +cs+dt)+...+ ...+ ...+ k.zyst = o,

avec 22 parametres; or, a priors, la surface doit véri-
fier douze conditions et dépendre par suite de 22 para-
metres. Ce raisonnement est d’ailleurs insuffisant.

On a un fait corrélatif : les planstangents a la sur-
face aux douze points ou elle touche les arétes sont
tangents a une quadrique.

5. Cas parricurier. — Si deux quadriques touchent
I'une et 'autre les six arétes d’un tétraédre, les douze
points de contact sont & une méme quadrique, les
douze plans tangents en ces points sont tangents a une
méme quadrique (Steiner, Annales de (Gergonne,
t. XIN).

Cet énoncé est, si I'on veul, une réciproque de celui
que I'on obtient en supposant que, dans le corollaire 1,
la surface du quatrieme ordre est une quadrique
double.
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CORRESPONDANCE.

M. F. Farjon. — Sur le quadrilatére inscriptible. — Sous
le n° 1389, j'ai proposé jadis (1888, p. 502) la démonstration
d’une formule trigonométrique relative au quadrilatére ins-
criptible, et j’en demandais en méme temps une interpré-
tation géométrique.

M. Leinekugel a donné a cette question une réponse élé-
gante (1892, p. 38); mais il n’a pas retrouvé le théoréme qui
m'avait servi de point de départ. En voici I'énoncé, d’ailleurs
bien connu :

Dans tout quadrilatére inscriptible aw cercle, la per-
pendiculaire abaissée du point d’intersection des diago-
nales sur la droite qui joint les milieux de ces deux
lignes, et les perpendiculaires abaissées des points de ren-
contre des cotés opposés sur la droite qui joint respective-
ment les milicux de ceuzx-ci, se coupent en un méme point,
symétrique du centre du cercle circonscrit par rapport au
centre de gravité du quadrilatére; et réciproquement.

Cf. (1892, p. 41-47) Varticle « Sur le quadrilatére ».

Un Abonné. — 4 propos de la transformation par
hyperbolisme. — La transformation par hyperbolisme est
bien antérieurc a la transformation par l'abscisse de Segner,
signalée par M. M. d'Ocagne (Nouv. Ann., 1915, p. 520). Elle
est due & Newton, qui s'en est servi dans son Enumeratio
linearum tertii ordinis (1706). (D’aprés Gomgs TEIXEIRA,
Traité des courbes spéciales remarquables, t. 1, p. g9
et 151; FEux Lucas, Etudes analytiques sur la théorie
générale des courbes planes, p. 221.)

M. R. Goormaghtigh. — Au sujet de la question 1630. —
MM. Brocard et Bouvaist ont donné de cette question des
solutions (1915, p. 139, 472) basées sur le fait que, pour le
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triangle spécial considéré, la potentielle triangulaire est une
conique. Il peut étre intéressant de signaler que Cesaro a
démontré le théoréme qui fait I'objet de cette question
(Natiirliche Geometrie, p. 133) et que sa démonstration ne
fait pas intervenir la nature spéciale de la potentielle.

La potentielle triangulaire étant une courbe anharmonique,
d’aprés la dénomination de Halphen, on voit aisément que,
pour le triangle moyen out a?= bc, la tangente au centre de
gravité est paralléle au coté a. On sait, en outre, d’aprés
Pétude des courbes triangulaires symétriques de La Gour-
nerie, dont les courbes anharmoniques constituent un cas
limite, que le rayon de courbure en un point quelconque
d’'une courbe anharmonique est

(41 [£2 [y s
Y1Yae)s

K1, 2, (3 désignant les coordonnées barycentriques du point
considéré, ¥, ¥s, ¥3 les distances des sommets a la tangente
en ce point a la courbe et S I'aire du triangle. Il suffit de faire
dans cette formule

ise

Yr=y3=28:3a et yi=4S:3a .

pour obtenir le théoréme de la question 1630.

M. F. Balitrand. — Sur les questions 2239 et 2268. — En
ce qui concerne la premiére (1915, p. 477), jai démontré,
aprés Laguerre (N.A.,1914,p.8) que le triangle PQR est non
sculement inscrit a une conique fixe, mais aussi conjugué par
rapport a une autre conique fixe. De méme pour 2268 (1915,
p. 479), j'ai démontré (1bid., p. 12) que le triangle PQR est
a la fois circonscrit a une conique fixe et conjugué par rapport
a une autre conique fixe.

M. G. Fontené. — Sur la question 2182. — Cette question,
qui fait double emploi avec 1968 (résolue), doit étre annulée.
FVoir 1910, p. 288.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2217.

1914, p. 96.)

Soit PP' un diamétre variable d’une ellipse de foyers F
et F', PF et PF' rencontrent l’ellipse en Met M'; MF' et M'F
se rencontrent en Q); PQ rencontre FF' en K et MM’ en L.
Montrer que : )

1° La tangente en P’ et MM’ se rencontrent en R sur FF';

2 La droite MM' enveloppe une ellipse et L est le point
ott MM' touche son enveloppe;

3° Le liew de Q est une ellipse de foyers F et ',

4 Chacune des droites PQ et P'Q est normale a une
ellipse fize. (E.-N. Barisien.)

SoLuTioN
Par M. R. BouvaisT.

Nous rappellerons tout d’abord la proposition suivante :
Si, par un foyer F d'une conique, on méne une sécante
coupant la courbe en A et B, ona

LI S,
FA ~ FB '/

p désignant le paramétre de la conique.
1" Le triangle PFF’ coupé par la transversale RMM’' donne

RE' MF MNP

®F NP WE "
on a aussi
IR 1 1 1
MFETFPTp MF TFPT P
d’ou
M'P
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RF' _ FP RF'  F'P
RF=Fp ™

d’on
RF ~ FP’
le point R est le point d'intersection de la bissectrice exté-

rieure de I'angle 1@’ avec FF'; c’est donc le point d'inter-
section de FF’ avec la tangente en P'.

2° Par un point R de FF’ passent deux droites MM’'; l'en-
veloppe de ces droites est une conique, admettant les axes de
I'ellipse donnée pour axes de symétrie, et bitangente 4 cette
ellipse aux extrémités du grand axe; cette conique est une

ellipse coaxiale a I'ellipse donnée d’axes a et b, et la longueur

3
de ses axes est a et =
c

L'enveloppe de MM’ étant bitangente 4 I'ellipse donnée E
aux extrémités du grand axe, MM’ touche son enveloppe en
son point d’intersection avec la polaire de R par rapport 4 E,
c’est-a-dire au conjugué harmonique de R par rapport a MM/,
ou encore le faisceau P(RM’' QM) étant harmonique, au point L.

3° Le triangle M'PF coupé par la transversale MQM’ donne

,__ PF' MF
FQ = QM > MP > W’
d’odr, puisque

0 [ MF p
ME TFP -5 %M NPT FP
et
L S o P PI’ l
WFTPFSp M WERC
_ SEP—p\ - F'P—p
FQ_.QM( i >_(I‘M—-I‘Q)< s >
d’oli, puisque
PF + PF' = aa,
d’ob
FQ(a?+ ¢?) = FM'(a?*+ c?— aPT)
=(2a — M'F')(a?+ c?— aPF);
or
.- b2PF" b2 PF’
WE =P~ @ra—are
d’ou

FQ(at+ c?) = 2a(a?+ c2— aPF) — b2PF’;
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on a, de méme,
F'Q(at+ c?) = 2a(a?+ c*— aPF') — b?PF,
d’ou
2a(2c¢— b2?)
a?+c?

FQ+FQ=

4° Les points RF'KF forment une division harmounique; le
point K est donc le symétrique par rapport au centre O de
Pellipse donnée E, du pied de la normale en P a E. Soit Py
le point qui correspond & P sur le cercle principal de E, la
droite KP, rencontre le petit axe en K' et Ton a, ¢ étant
langle P, OF,
c?  a?

— ———ssinw,
a a—+ c? v

i o2 ., c? .

OK = ;cos',p, OK' = PR asing =
la projection du segment KK' sur un plan faisant avec le plan
du cercle principal un angle 8, tel que

a®+-c?
cosh = —_—
a’
a donc une longueur constante; cette projection enveloppe
une hypocycloide a quatre rebroussements, et la droite PKQ
une développée d’ellipse,

Il existe une correspondance univoque entre les points P’
et Q. carsi I'on se donne P'un, Pautre est déterminé et unique-
ment, P’ décrivant Uellipse E, Q décrit une ellipse E;; il en
résulte que 'enveloppe de P'Q est une courbe de quatriéme
classe; cette courbe admettant visiblement les axes de E; et
de Ly commne axes de symétrie et tangentes doubles, est une
développée de conique.

AVTRE SOLUTION
Par M. T. Ono.
Soient
P(a cosa, bsina),
M(acos8, bsinf), M'(acosB’, bsinf’)

et e l'excentricité de Pellipse donnée
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On a

a g’ t+e a
cot=—, tang=- = — ;
2 2 1—e

g 1 —e

tang - = —
g"z 1+ e

et 'on trouve successivement les coordonnées et les équations
suivantes : -

a(1 + e?)

(MM') bx cost+
' 1 — e?

ysina +ab=o;

a1 -+ 3e?) b(1 — e?)
T T3 e %% VT T moe

(Q) z=

sina;

(PQ) barsina — a(1 + e%)y cosx + abe?sinacosa = 0;

(P'Q) b(1 + e2)xsina —a(1 —e?)y cosa
—+ 2abe?sinacosa =o0;

. b(l—-e‘l)s.

L =-—aco = na.
(L) s, y=—

Donc :
1’ La tangente en
P'(—acosa, — bsinx)

et MM’ e rencontrent en

R <— @ , 0).
cosa

2° La droite MM’ enveloppe I'ellipse

2

2?2 32

—_ 4 ———
a? b ,_e2>2
1+ e?

/

=1,

et le point L est sur cette courbe. On voit que P'L est per-
pendiculaire a I'axe des .
3° Le lieu de Q est 'ellipse

2 2
x y -

T+ 3et\: 1—e \? ’
w(525) T e (=2
3+ e 3+ e

et ses fovers sont F et F'.
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4" Lenveloppe de PQ est la courbe

he

o

’

(r '_l_ Y =1
\ ae? ( be? ’

=
1+ e

et cette courbe est la développée de Uellipse

z° 2

S+ =1,
5 3

ay b3

ou
b _ b +e?),
NG T Tae

donc la droite PQ est normale a cette ellipse.
I’enveloppe de P'Q est la courbe

e
wpe

= + 4 =1
( vae? ) 2be? ’
L1+ e? P —e?

et cette courbe est la développée de I'ellipse

72y
adtTh
on
_ 262(1 + e2?) b __217_(_|——e’) i
CTa— =]’ T i —ep

donc la droite P'Q est normale a cette ellipse.
N.B. — Les deux ellipses du n° 4° ont leurs foyers sur I'axe
des . En changeant b en bZ, on aura les propriétés analogues

pour une hyperbole.

Autres solutions par M!'"* ANNE DE PREHYR et UN ABONNE.

2218.

(1914, p. 96, 192.)

Quand deuzx normales MP, MQ a une ellipse abaissées
d’un point M sont rectangulaires : 1° la droite RS, qui
joint les pieds R et S des deux autres normales issues de M,
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est telle que les axes interceptent sur cette droite une
longueur constante égale au rayon du cercle orthoptique
a lellipse; 2° la droite PQ enveloppe une ellipse et la
touche en son point de rencontre avec la corde R'S' symé-
trique de RS par rapport au centre O de Uellipse.
E.-N. Banisien. -

SoLvTION
Par M!s ANNE DE PREHYR.

La droite PQ est la polaire d'unbp()int C du cercle orthop-
tique; son enveloppe est donc déja lellipse polaire réciproque
de ce cercle pour 'ellipse donnée.

En posant OC =d = y/a>+ b® et en prenant les coordon-
nées de G sous la forme (dcosa, dsina), I'équation de PQ
est
(PQ) wdaiosa+ydbiina

-— 1 =0.

Le théoréme de Joachimsthal sur les normales a Iellipse
montre que RS et OC ont des directions symétriques par
rapport aux axes de lellipse donnée. On peut donc écrire
I'équation de RS sous la forme

(RS) xsina + ycosa—+ A =0
et en exprimant gue I'équation

2 ¥?
W Z+H

xdcosx  ydsina
= -+

— E )(msina—!—)'cnsa+)\)=o

est celle de ’hyperbole d’Apollonius de M, on a immédia-
tement A = d sinacosx.
L'équation de RS devient

(RS) xsina -+ y cosa + dsinx cosa = o,

La droite RS est donc la droite symétrique par rapport a
I'origine de celle qui joint les projections D, E de C sur les
axes coordonnés; le segment intercepté sur RS par les axes
coordonnés est donc égal @ OC ou a d, comme il fallait le
démontrer.
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D’autre part, la droite PQ touche son enveloppe sur la
droite m dont I'équation est

xsina  ycosa
az b

(m)

Or on retrouve cette équation en éliminant le terme indé-
pendant entre I'équation de PQ et celle

xsinx + y cosa — d sina cosa =0

de la droite DE. Le point ou PQ touche son enveloppe est
donc sur DE.

N. B. — 1° L’équation de I'enveloppe de PQ est

z2d? 2 g2
—) ‘y..__ =1
a+ bt

ou
x? 2
L
a* b2

I
at+ b

2° En poursuivant l'identification de I'équation (1) avec celle
de I'hyperbole d’Apollonius de M (zy, y;), en supposant d
quelconque et en faisant d cosa = @5, d sina = y,, on retrouve
les formules de Deboves pour les coordonnées d’un pole
tangentiel C et d'un pole normal M.

Autres solutions par MM. R. Bouvaist, J. Levairg, T. Ono et
U~ ABONNIE.

2220.

(1914, p. 144.)

On considére les trajectoires orthogonales T d'un
systeme de cercles C homothétiques entre eux par rapport
au péle O. Le centre de courbure de la courbe T répon-
dant au point M ou elle coupe orthogonalement le cercle C
est le pole de la droite OM par rapport a ce cercle.

M. p’OcacNE.

SoLuTiON
Par M. T. Ovo.

Soient O lorigine des coordonnées et C le centre du
cercle (C) qui est sur I'axe des z. En posant OC = a, le
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rayon de (C) =Xa, on a
(1) (¢ —a)+yr=Na
En éliminant a entre (1) et (x — a) y"— ¥ = o, on obtient
Véquation dilférentielle de T ) A
(2) y%l—#—y’ﬁ—ﬁ(xy(-—y)*': o.
On trouve, d’aprés (2),

y yy' (1 +v"?)

T Nz(zmy —y) =iy

Soient maintenant K (24, 1) le centre de courbure de T’
répondant au point M(z, y) et R son rayon, et 'on a

3
R — (_'_l—&—_v’i)-? _ Aa(Wax — y?)
Ty T ye—a
(K) xl:x_l\‘lam—zﬂ’ ‘}"1=}’+ A'—’az‘—z‘l‘
> —a 1%

On voit donc que KC ¢t OM sont rectangulaires, et par
sunite que K est le pole de OM par rapport & (C).

Autres solutions par M ANNE DE PrEnYR, M. J. LEMAIRE et UN
ANONYME.

2223.

(1914, p. 336.)

Soient M et M' les extrémités de deux diamétres conju-
gués, F et F' les foyers d’une ellipse. Trouver le lieu du
point d’intersection .de MF et M'F’ ou de MF' et M'F.

T. Oxo.

SOLUTION GEOMETRIQUE
Par M. R. Bouvaisr.

Considérons le cercle dont I'ellipse donnée est la projection;;
soient Oz et Oy les diamétres de ce cercle correspondant au
grand axe et au petit axe de lellipse. Soient M; et M) les
extrémités de deux diamétres rectangulaires du cercle; si O

désigne le centre de celui-ci, les demi-droites OM, et OM] font
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avec Oz les angles ¢ et = + ¢; soit a le rayon du cercle;

T

CRE|

posons enfin
[ R N TN ,
OF=FO=c, MFO=60 M,FO=8.

Les triangles M; OF, M| OF' donnent les relations

sinf sin(f + ) sinf’ cos(0'—¢)
a c ) a ¢ ’

d'oir, en éliminant ¢, I'équation

in2 0 sin? ’_E\ ‘z."‘ z//__"_:
" sin? 0 sin (0 4) —+ sin20’sin (i 4) - ﬁ
) cos?2() 4+ 0") 2c?

Soit P le point d'intersection de M, F et M| F{; prenons sur Oy

le point A tel que le vecteur 0A = c, construisons le point P’
inverse du point P par rapport au triangle FAF'; dans le
quadrilatére FAF'P’, on a

AP’ Fp’ AP’ F'P’

Sinb ~ SnFAP  sin®  cosFAP’
d'onr

—_— —2 —_—
AP = FP" sin®6 + F'P’ sin?6’;

sin ( 6 — ; sin (0——;
P — o g N A/ (2 S 4
FP' = — 2¢ c_—os(o——;—)') ’ F'P = zc————cos(0+el),

d’ou, en tenant compte de 'équation (1),
AP = a \/;

Le lieu du point P est donc la_quartique circulaire trino-
dale inverse par rapport au triangle FAF', du cercle de
centre A et de rayon ay/2; le lieu cherché est donc la pro-
jection de cette courbe sur le plan de I'ellipse.

On voit de méme que le lieu du point d’intersection des
droites MF', M'F est la projection sur le plan de I'ellipse, de
la quartique circulaire trinodale, inverse par rapport au
triangle A'FF' du cercle de centre A’ et de rayon aya2, A
étant le symétrique de A par rapport a Ox.
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2225.

11914, p. 336.)

Soient I et C wme conique et le cercle, inscrits dans le
triangle ABC. Trouver le lieu du point de contact de la
conique variable I' avec la q_ugtriéme tangente commune
au cercle C et a la coniqueT. Etudier le cas particulier ot
la conique 1" est une parabole. N. ABraMESCU.

SoLUTION
PPar M. R. BouvaisrT.

Prenons le triangle ABC comme triangle de référence,

soient
; C fs a7
S U T N

—+ .
142 e w u (9 w

La tangente commune a I et a C est la droite

r y - z .
CB—By Ay —Cx Ba—AR’

elle touche I' au point

r=A(By—CB)?,
(1) y=B(Cx—Avy)?,
3 =C(AP— Ba)?;

dans le cas général ou la conique I' est quelconque, le pro-
bléme est indéterminé, ce qui du reste était évident a priori;
si I' est une parabole, on a

AL B G

a b ¢ 7
et les équations (1) montrent alors que le lieu du point de
contact est une cubique admettant comme directions asymp-
totiques les ¢otés du triangle ABC et tangente & ces cdtés
aux points de contact de la conique C. Son équation en coor-

données trilinéaires normales sera donc de la forme

(ax + by +c3z)
(224 By 2zt —afay — 2ayzs— 2By yz)
+ hays=o;
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on déterminera facilement le paramétre X, en écrivant qu'un

point du lieu correspondant & des valeurs de A, B, C salis-
faisant a la relation .

A B G
4+ ==o0,
a b c
par exemple (A=a, B=25&, C=—2c) est situé sur la
cubique.
QUESTIONS.

2280. Si 'on divise la suite naturelle des nombres impairs
en groupes successifs de termes dont les nombres sont indi-
qués par les carrés des termes de la suite de Fibonacci, la
demi-somme des termes extrémes du nitme groupe est égale
au terme de rang 2n de la suite de Fibonacci.

R. GOORMAGHTIGH.

2281. Soient A et B les points de contact des tangentes
issues d'un point P a une conique X, les tangentes menées
par A et B a une conique X' homofocale a £, touchent un
cercle dont le rayon reste constant si P se déplace sur une
conique homothétique et concentrique a =. En particulier,
si Aet B sont les extrémités de deux diamétres conjugués
de X, le carré du rayon de ce cercle est égal a la différence
des carrés des demi-axes de X et X', R. Bouvaisr.

2282. Soit I la section d’une quadrique = par le plan
polaire d’un point P par rapport a cette quadrique, la déve-
loppable circonscrite 3 I' et a4 une quadrique =’ homofocale
a T est circonscrite a une sphére dont le rayon reste constant
si P décrit une quadrique homothétique et concentrique a X.
En particulier, si T passe par les extrémités de trois diamétres
conjugués de Z, le carré du rayon de cette sphére est égal
au double de la différence des carrés des demi-axes de =
et & R. Bouvaisr.
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2283. X et I’ étant deux ellipsoides homofocaux, un plan
tangent a = coupe X’ suivant une conique dont 'aire est inver-
sement proportionnelle au cube de la projection sur une per-
peadiculaire au plan sécant du demi-diamétre de 2’ conjugué
de ce plan sécant. ' R. Bouvaist.

2284. ¥ et I’ étant quadriques homofocales, les plans tan-
gents a = paralléles aux plans tangents a un céne homofocal
au cone asymptotique de X' coupent I’ suivant des coniques
d’aire constante. R. Bouvarsr.

2283. Soient A, B',. C' les pieds des trois céviennes AM,
BM, CM du triangle ABC, et N le point d’intersection de AM
avec 'axe d’homologie des triangles ABC, A’B'C'. Démontrer
que

A'N _A'M
AN 7 MA _
T. Ono.
2286. Factoriser le déterminant
sabec —c3 — b3 a
—c¢? 2abc — a3 b
— b —ad a2abc c
a O c 0
T. Oxo.
ERRATA.

Tome XV, 1913

Page jo7, équ;tion (19), sous le radical au lieu de b— z, lire
z(b—x). .

Méme page, 11° ligne, équation, au dénominateur, au lieu de x,
lire b. .

Page 331, 10° ligne, au liew de on joint B2”, lire on joint Ba",
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[A3ax]

DEMONSTRATION ALGEBRIQUE DU THEOREME
DE D'ALEMBERT ;

Par M. Léon POMEY (1),

Ingénieur des Manufactures de IEtat.

Toute équation algébrique entiére de degré n a
n racines.
“ 3. .
Considérons le polynome

f(Z)=Az+ Bzr1+.. .+ K,

ou s est une variable complexe z + iy, A, B, ..., K
des nombres complexes quelconques (dont le premier
et le dernier, A et K, sont supposés différents de zéro).
Supposons qu'on mette f(3) sous la forme ordinaire
des nombres complexes, en désignant par P(z, y)
et Q(x, ) les deux polynomes entiers par rapport
aux variables réelles z et y, qui représentent la partie
réelle et la partie imaginaire de f(z); on aura

f(3)=P(z, y)+iQ(=, y)
et le carré de son module sera

[ f(2)|?=F(z, y) = P, y) + Q¥=, y).
LEMMES PRELIMINAIRES.

Lemme I. — Le polynome f(z) est une fonction
synectique, en sorte que les conditions classiques

(*) Actuellement mobilisé comme lieutenant d’artillerie. Sur le
front, en France, depuis le début des hostilités.
(Note de la Reédaction.)
Ann. de Vathémat., §* série, t. XVI. (Mars 1g16.) 7
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suivantes sont toujours satisfaites :

0P _9Q 0P 0Q

- 5

) or dy 55; ox

et que sa dérivée est

oo .0Q 0Q  .oP
f(“)‘d:v_’— B—_ausmg——-zb—;

= aussi nA g1+ (n—1)Bzr24 . ..
Nous admettons ce résultat sans démonstration.

Cororrarre 1. — Il résulte de la que :

Le polynome f'(z), ainsi que toutes les autres
dérivées successives sont aussi des fonctions synec-
tiques, en sorte que les conditions suivantes sont
également satisfaites :

2P a2Q 2P 02Q
9zt~ oz dy oxdy 9zt
et
02Q 0P 02Q 2P
- , =

oy oz 0yt 0~ dydx’

En sorte qu’on a

yoon P 02Q Q. oP
SHa) =g iy = aussl oo — iy
— ausei 2Q ;P
= auss 0‘}/2 -+ dy”

et ainsi de suile pour les autres dérivées successives.

Cororratre 1I. — Il résulte de la immédiatement

que :

Si un nombre a=a+ il annule toutes les
h—1 premiéres dérivées [de fagon qu'on ail
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f(a) =f'(a)=...=[f*"*(a)=o0], rourss les dé-
rivées partielles de P(z, y) et Q(z, y) sans excep-
tion jusquw'a Uordre h — 1 inclus s'annuleront pour
le systéme de valeurs x =a, y =f.

Lemme 1. — Si |z| tend vers Uinfini, il en est de
méme de | f(3)|-

On démontre en effet facilement que, L désignant
un nombre positif quelconque, on peut déterminer un

nombre positif R tel que | f(z)] soit > L. dés que |5
est ZR.

Cororrare Ill. — Donunons & z une valeur quel-
conque z,, et soit Lla valeur correspondante de | f(5)|.
On peul trouver un nombre positif R tel que,
pour [3|SR, on ait |f(5)] > L. La circonférence de
rayon R, councentrique a Porigine, et la région inlé-
rieure du plan constituent un domaine borné et
complet ou[f(z)|, qui varie d’'une maniére continue
avec z, admet un minimum m au plus égal a L, qu'il
atteint effectivement pour une valeur déterminée
a=o0a-+13 de 3z, dont laffixe est intérieure au
cercle C.

Je renvoie, pour les détails de la démonstration du

lemme 1I et du corollaire III, au Cours d’Analyse de
M. Jordan.

Je peux donc écrire
F(a, p) = m?2.

Lemume HI (relatif aux minima d’une fonction de
deux variables). — Considérons une fonction réelle
quelconque F(x, y) de deux vaviables réelles, déve-
loppable par la série de Taylor au voisinage d'un
point (2, £) tel que F(a, B) soit un minivon de F(z, ),
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d’oui
oF oF
F(r, y)=F(a, )+ (z — 1)+ (= 5);5

I oF oF ]2
+T’E[(z'—“)$ +(y—~B)3§] +...

(en représentant par un crochet armé d’un indice la
puissance symbolique correspondante de la fonction
incluse dans le crochet).

Je dis que :

L'ensemble des termes du plus bas degré en x — a
et y — B, dans ce développement, a la suite de
F(a, B), doit nécessairement former un ensemble

)y 0 y
homogéne (un polynome homogéne) de degré peair
par rapport a U’ensemble des deux variables x — a,
y— B

En eflet, supposons que |x — «| et |y — B soient

infiniment petits 'un et Pautre, mais de telle sorte

que ;'—; tende vers une limite finie [ choisie arbi-
Lrairement posilive ou négative,
Soit alors ) le degré le plus faible pour 'ensemble

des deux variables £ —a et y — f3; d’ou

F(z, y)—F(a,B)=(r—BPPr({)
+ (¥ — P Pry (1) +.. .,

Py(8), Py (1) représentant des polynomes en [ de
degrés ), A+ 1, ... au maximum respectivement.

Or je pourrai choisir le module de y — 8 suffisam-
ment petit pour que tous les termes a la suite du pre-
mier soient infiniment petits par rapport a lui, de
fagon que ce soit lui qui impose son signe au deuxiéme
membre. En effet :

1° Si F(z, y) est un polynome entier par rapport
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a z et y, le développement de Taylor se réduit & un
polynome entier, et la possibilité de rendre tous les
termes i la suite du premier négligeables par rapport
a lui ressort immédiatement de la démonstration,
donnée par M. Jordan, du lemme [I.

2° Si F(x, y) n’est pas un polynome entier, cela
résulte immédiatement des propriétés élémentaires des
sérics entiéres (de leur continuité et de leur conver-
gence uniforme). Ce cas-la ne nous intéresse d’ailleurs
pas directement pour la démonstration actuelle.

Or cela étant posé, il est bien évident que, si ) est
IMPALR, Je peux choisir le signe de y — 3 de facon
que le signe de (y — BYPy(1), et par conséquent du
second membre, soit (—).

En sorte qu'au voisinage du point (a, ) il y
aurait des valeurs de F(z, y) inférieures & son mini-
mum F(a, 3). Ce qui est contradictoire. Donc il est
nécessaire que h soit pair. En particulier il est néces-
saire qu’on ail

oF _ oF
ox %7 JE.
Remarque. — Ce lemme s’appligue, comme cas

particulier, au polynome F(z, y) défini précédem-
ment comme carré du module de f(z), et au point
(2, B) qui le rend minimum.

THEOREME DE D’ALEMBERT.

Nous allons montrer, en supposant le théoréme de
d’Alembert vrai jusqu'au degré n— 1, que le mini-
mum m atteint (corollaire III) par |f(z)| est néces-
sairement nul.

Le théoréme sera ainsi démontré pour le degré n, et
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comme il est vrai pour le degré 1, il le sera d’une
maniére générale.

Or si m n’est pas nul, appelons u la valeur que
prend f(z) quand z prend la valeur a=a—+if.
I’équation f(3)—pm =10 a donc une racine a. Par
suite en divisant celle équation par s —a, on retombe
sur une équation de degré n—1 qui en a n—1.
Donc f(2) —p=o0anracines: a, a,, @y, ..., @y _y.
Je dis que plusieurs de ces racines sont nécessairement
égales el que celles qui sont distinctes ont un ordre
de multiplicité rarr.

En effet, on a, par la formule de Taylor,

(s —

J(3) = flag) + s — aj f(ap+ E2E friap ..

(.]=07 IY.)Y"‘)'

(»)

Or puisque F(a;, 3;) est minimum, on doit avoir
(lemme I11) :

oF
=0 =2 Pl b)) S 2 Qe ) 5

;)_g_ —o0= zP(al,ﬁ,) (3 +2Q(s, Bj)m‘

Puisque, par hypothése, P (aj, ;) et Q («;, 8,) ne

sont pas nuls tous deux, il faut qu’on ait

0P 9Q  9Q P _

ou, en vertu des formules (1) (lemme 1) :
oP \? (dQ 2
() + (&) =~
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1l en résulte (méme lemme) que I'on a
Fla+ i) =o.

Donc la formule de Taylor (2) montre que a;
est racine d’ordre aun moins égal a 2. Soit A son
ordre de multiplicité. Il est forcément pair, car
fi(a)), 1" (@), ..., f}'(a;) étant nuls, il en est de
méme (corollaire I1) de toutes les dérivées partielles
de P(x, y) et Q(z, ) jusqu’a I'ordre A exclusivement.

Or, puisque F(a;, B;) est un minimum, il faut
(lemme 111 et remarque a la fin du lemme) que A soit
pair.

Donc I'équation f(s)—p=o0 n’a que des racines
d’onnrE PAIR, ce qui est manifestement impossible si
le degré n de f(3) est ivparr. Donc dans ce cas le
théoréme est ainsi démontré.

Sile degré n est pair, la théorie de la division des
polynomes permet de mettre en évidence ces racines;
d’ou

f(3)—pn=A(z—a)(z—0b)., .
Le second membre est donc le carré d’un polynome
entier p(z); d’ou
J(3)=p2(3) +p,

p(3) étant de degré

n
S On a donc

f) =[ps)+ivullpz)—ivi]

Al . . . , .
Chacun des deux facteurs, mis ainsi en évidence, est
. n .
un polynome enli 8 —
polyn er de degré 5’ qui a par hypo-

\ n . . . .
thése 5 racines, lesquelles devraient aussi étre racines

de f(z). \
On aboutit donc encore & une contradiction. Donc
il est impossible de supposer m £ 0.  «c. q. F. .
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SUR UNE QUESTION DE MANNHEIM ET SES APPLICATIONS
A LA GEOMETRIE DU TRIANGLE ;

Par MM. R. GOORMAGHTIGH gr V. THEBAULT.

1. Mannheim a proposé la question suivante :

On donne un angle xSy et un cercle inscrit C.
Une tangente d ce cercle détermine un triangle ASB.
Le cercle ASB reste tangent & un cercle fixe G,
lorsque la tangente AB varie.

Desboves (Questions de Géométrie élémentaire,
2° édition, p. 244) indique 'inversion comme mode de

Fig. 1.

démonstration. On y arrive aussi en utilisant la réci-
proque du théoréme sur ’hexagone de Pascal (fig. 1).
A priori, le cercle G, s’il existe, est tangent a Sz
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et & Sy; considérons donc le cercle C, qui est tangent
2 Sz, A Sy et aucercle ASB; soient D, E, H les points
de contact. Par homothétie, si I'on trace HDG, la tan-
gente en G est parallele & SA et BG est bissectrice de
I'angle SBA; de méme, AL est bissectrice de I'angle
SAB; ces droites se coupent donc au centre 1 du
cercle G, point donné. L'hexagone de Pascal ASBGHILA
donne alors D, K, I en ligne droite, de sorte que DE
est la perpendiculaire en 1a SI. Le cercle C, est donc
fixe.

Cette démonstration a 'avantage de ne pas supposer
connue d’avance la position du point C,. Si I'on sup-
pose connue la position du cercle G, la vérification
peut du reste se faire d’une maniére élémentaire.

La droite DE étant perpendiculaire a Sl en I, la
droite DC, étant perpendiculaire & Sz, il suffit de

pl'ouver que
R—€,D = 0C,,

R étant le rayon du cercle O, ou
Y »

R2~2R><C|D+(~J,—DQ=(~)—(E;2,
ou
R'—0C. =3k xC,D—G D,
ou finalement
€S x FB = FK x C,D,
soit

O

1S

|

3z

@)
=)

ce qui est évident.
Nous trouvons aussi dans le Journal de Vuibert,
1900, page 4, un sujet analogue :

" On donne un cercle O et deux cordes MA, MB;
dans U'angle AMB on inscrit un cercle tangent en G
et D auzx cétés MA, MB et touchant également le
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cercle O. Enveloppe de la droite CD lorsque, les
points A, B restant fizes, le point M décrit le
cercle O.

Ainsi la proposition de Mannheim et celle du
Journal de Vuibert nous conduisent au résultat
sulvant :

Soient un triangle ABC et 1 le centre du cercle
inscrit. La perpendiculaire en 1 a 1A rencontre les
deux cités de l'angle A en des points T, et la per-
pendiculaire a AB en T, rencontre Al en A'. Le
cercle de centre A’ et de rayon A''l', est tangent au
cercle O circonscrit @ ABC.

Clest ainsi rédigée, que M. H. Brocard a bien voulu
nous signaler la question comme étant susceptible de
donner des résultats intéressant la géoméirie du
triangle.

2. Revenons i la question méme de Mannheim. En
considérant deux positions infiniment voisines de AB,
onvoitque le pointde contact Hdu cercle ) avec son
enveloppe est sur le cercle tangent a SA en A et
passant par le contact M de AB avec le cercle
inscritl et surle cercle tangent a SB en Bet passant
en M,

Cette propriété est fondamentale pour ce qui va
sulvre.

3. Considérons maintenant un triangle ABC. Soient
I, O les centres des cercles inscril et circonscrit de
rayons r et R; T,, Ts, T, les intersections des perpen-
diculaires en I 4 IA, IB, IC respectivement avec les
cOtés du iriangle ABC; A/) B, (' les centres des cer-
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cles qui touchent le cercle O et les cotés du triangle
respectivement en T,, Ty, T.; A”, B’, C” les contacts
de ces cercles avec le cercle O; D, E, F ceux du cercle
inscrit 1 avec BC, CA, AB; Dy, E,, F,, D4, E;, Fs, D,

Fig. o.

E., F. les points analogues pour les cercles exinscrits
I, 1y, L.
Le cercle w circonscrit au triangle CDA” touchant AC

en G
’ angle DA”C = angle B.

Donc A’D rencontre le cercle O au point A, symé-
trique de A par rapport 4 Oa, et

Les points de contact A’, B', C' du cercle O et des
cercles A/, B!, C' sont situés sur les droites A, D,
B\E, C\F, A, B,, C, étant les symétriques des som-
mets A, B, C par rapport aux médiatrices du
triangle ABC,.
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Les triangles A,CD et A, A”C étant semblables, il
en est de méme de A, A"C et ABD,. Par conséquent

angle A”AC = angle BAD,,

et AA" est symétrique de AD, par rapport a la bis-
sectrice Al.

De méme BB" et BE,, CC" et CF. sont respecti-
vement symétriques par rapport aux bissectrices Bl
et CI.

Il s’ensuit que les trois droites AA", BB', CC’ sont
concourantes en un point N' qui est l'inverse trian-
gulaire du point N de Nagel du triangle ABC. Ce
point N' est situé sur la ligne des centres des cercles
inscrit et circonscrit.

On en déduit aussitdt celte propriélé :

Les triangles ABC et A"B"C" sont homologiques.
Le centre N' d’homologie est Uinverse du point de
Nagel relatif au triangle ABC et la polaire A de
ce point par rapport au cercle O, perpendiculaire
sur 10, est U'axe d’homologie de ces deux triangles.

4. On peut encore donner au moyen de I'inversion
une démonstration simple de ce théoréme. Soient E,,
F, les points de contact du cercle 1, exinscrit dans
I'angle A avec les cotés AG et AB, r, le rayon de ce
cercle. Par le pied de la bissectrice de l'angle A
menons la seconde tangente au cercle I,; elle coupe
les c6tés AC et AB en P et QQ et touche le cercle 1, en
un point D). Transformons la figure par inversion, le
pole étant le sommet A, la puissance CA >< AB = bc.
Le cercle ABC est le transformé de PQ; le cercle T, de
centre A, de rayon A'T, a pour transformé le cercle 1,
car on a

AE, < AT, = ——— = —— = bc.
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Par conséquent, le cercle T, touche le cercle ABC
en un point A', situé sur la droite AD), symétrique
de.la droite AD, par rapport a la bissectrice de
Uangle A.

3. B'C/, par exemple, rencontre BC en S, centre de
similitude externe des cercles B’ et C/. Mais ces cercles
touchent aussi le cercle O en B" et C"; donc B" (" passe
aussi en S et les trois droites BC, B'C', B'C" sont
concourantes. Alors :

Les triangles ABC et A'B'C/) A'B'C et A"B'CY
Sforment deux groupes de triangles homologiques.
Les centres d’homologie sont les centres 1 et O des
cercles inscrit et circonscrit a ABC. L'axe d’homo-
logie A commun a ces deux groupes de triangles est
le méme que précédemment, c’est-a-dire une droite
perpendiculaire & la ligne des centres 10 des cercles
inscrit et circonscrit.

6. On peut aisément démontrer analytiquement ces
propriétés en prenant le triangle ABC pour triangle de
référence. Désignons par &, n, { les coordonnces nor-
males de A’el par r le rayon du cercle inscrit. On a

d’une part
r

T‘:CZ 1
cos? —
2

L.a coordonnée £ résulte ensuite de la relation

cos? —
2

On déduit de la que les cordonnées normales rela-
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tives de ce point sont
. A
a—zpsm*;, a, a,

ou encore
P

A
1—-——tang;, I, I.

2R

Par analogie, celles de B' et C/ s’écrivent

B
I, l—Llang—z—,

2R
P

C
1, I, l———tang-;-

2R

L’équation qui donne les coordonnées relatives du
point d’intersection S de BC et B'(Y s’écrit

2R 2 = o,

ou

tang — tang —
g5 g

L’équation de 'axe d’homologie A des triangles ABC
et A'B'C! est donc

z v 3 _
(1) -+ -+ G = o.

tang% tangg tang —

Laxe d’homologie A est la polaire trilinéaire du

. A B C
point (Lang 5’ tang 3’ tang;)-

On peut encore écrire I'équation (1) sous la forme

(2) I(p—a)xr =o.
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On voit que I'axe A passe par le point d’inlersection
des droites 2z = o0 et Zax = o. Ces équalions repré-
sentent respectivement la droite qui joint les pieds des
bissectrices extérieures et la droite de I'infini, axe A
est donc parallele a la premiére de ces droites. Au
moyen de 'équation (2), on voit aisément que son
pole, par rapport au cercle ABC, est le point

( a b c )
’ ) b
p—a p—b p—c

c’est-a-dire l’inverse du point de Nagel.

7. Le triangle formé par les inverses triangulaires A,
B,, C, des points A’, B/, C' est aussi homologique au
triangle ABC. L’équation qui donne les coordonnées
du point d’'intersection de la droite B, C, avec BC est

o Vg 3
T ! 1
— P aneB
I QRtangz —=o,
1 1 !
P ane &
1 2Rlang2

ou
2R B 2R G
<——cot~——1>y+ (—cot—-—l Z = 0.
P 2 P 2

L’axe d’homologie des triangles ABC, A, B, C, adonc

pour équation

?—R.‘-‘.w;ccoté — Xz =o.
P P

Il vésulte de la que cet axe passe par I'intersection
de la droite (1) avec celle qui joint les pieds des bissec-
trices extérieures. On a donc ce théoréme :

L’aze d’homologie du triangle ABC et de celui
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Sormé par les inverses des points A', B/, C' est aussi
perpendiculaire & la ligne des centres des cercles
inscrit et circonscrit au triangle ABC.

8. La démonstration, au moyen de l'inversion, uli-
lisée au paragraphe 4, montre qu’il existe également
trois cercles A, B, G, dont les centres sont situés sur
les bissectrices AI, Bl, Cl et qui touchent extérieu-
rement le cercle circonscrit O a ABC. Soient A'}, B
et G} les points de contact.

Le cercle BD, A’ est tangent & AB en B. Les pro-
priétés de A’ sont analogues a celles du point A’
précédent, et AA| est symétrique de AD par rap-
port a la bissectrice Al. De méme BB, CC| sont
respectivement symétriques de BE et CF par rapport
aux bissectrices Bl et CI.

Les trois droites AA', BB}, CC} concourent donc
au point Y inverse triangulaire du point ) de Ger-
gonne du triangle ABC. Ce point est situé sur la
ligne des centres 10 des cercles inscrit et cir-
conscrit.

D’ou cette propricté :

Les triangles ABC, A’ B, C}, A|B,C} sont homo-
logiques entre eux, les centres d’homologie étant
respectivement 1, JV inverse triangulaire du point
de Gergonne de ABC, et O. L'axe d’homologie est la
polaire de V. par exemple par rapport au cercle O,
c'est-a-dure la droite qui joint les pieds des bissec-
trices extérieures. Cette droite est aussi perpendicu-
laire a la ligne des centres 10 des cercles inscrit et
circonscrit a ABC.

9. Comme au paragraphe 6, on voit facilement que
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les coordonnées normales relatives des points A', B}

et C; sont
_.a_z(p—a)sin2%, a, a,
b, —b—z(p—b)sinzg, b,
c, c, —c—-'z(p—c‘)sin’%-

L’équation qui donne les coordonnées du point
d’intersection ' des droites BC et B, Cj, est

3) [bc—b(P—C)si"’g]}'—i- [[’C—C(P— b)sin’g] =o.
Or

() bp—e)sinty = L(p—a)(p—b)(p—e)

Il

c(p—b)sin?-g-
L’équation (3) s’écrit donc
y+3=o0.

L’'axe d’homologie des triangles ABC, A’ B, C, est
donc la droite Sz = o, qui joint les pieds des bissec-
trices extérieures.

On retrouve donc les résultats du précédent para-
graphe.

10. Cherchons maintenant, comme au paragraphe 7,
Iaxe d’homologie du triangle ABC et du triangle A3 By Cy
formé par les inverses triangulaires des points A,
B,, C,. Les coordonnées du point d’intersection
de B;C, avec le coté BC sont données par I'équa-

Ann, de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Mars 1916.) 8
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[

0 Y
1

|+%(p—b)sinZE

9, = 0.

i
I 1 f—

~

2(p—c)simS
1+C(p c)sm‘)

On voit aisément, en la développant et en tenant
couwpte de la relation (4), qu'on peut encore I'écrire

Yy +3=

La droite qui joint les pieds des bissectrices exteé-
rieures est aussi U’'axe d’homologie du triangle fon-
damental et du triangle formé par les inverses des
points A, B, C;.

11. 1l existe d’ailleurs entre les points A, B}, C; et
leurs inverses Ay, B,, C; une relation géométrique
simple, qui permet de déduire le théoréme qui précéde
de considérations élémentaires. Désignons par Ty le
point ol la perpendiculaire élevée en I;, sur la bissec-
trice de 'angle B, coupe le coté AB. On a

AT, = Y ¢
c0os? —
2

L )—-ccos?—B
e 7 2

L[,,_ p<p—b>] _pp—c)

ry a arp

et, par suite,

cotT,AB)

i

Si I'on appelle T, le point ou la perpendiculaire
élevée en 1. sur la bissectrice de 'angle C rencontre le
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coté AC, on a de méme

cotT AC, = pp—0b) _pp—c).

ar. ary

Les droites AB; et AC| sont donc isogonales par
rapport a I'angle A.

Les droites BUj et CB,, CA' et AC}, AB, et BA se
coupent sur les bissectrices des angles A, B, C en des
points qui sont les inverses de A', B, C,.

12. D’autres propositions peuvent aussi étre obte-
nues en utilisant les propriétés des cenires de simili-
tude de trois cercles donnés.

Ainsi considérons les cercles O, 1 et A'. Leurs cen-
tres de similitude externes sont en ligne droite; ces
cenlres étant visiblement un point N| de Ol, A" et A.

Les contacts du cercle O et des cercles A', B, C/
sont situés sur les droites qui joignent respecti-
vement les sommets au centre de similitude externe
des cercles circonscrit et inscrit au triangle ABC.

Comme ces droites AA", BB, CC" se coupent déja
en N’ inverse triangulaire du point N de Nagel de ABC,
nous obtenons cette proposition remarquable :

Dans un triangle ABC, l'inverse triangulaire du
point de Nagel est le centre de similitude externe S
des cercles inscrit et circonscrit.

La considération des cercles A}, B}, C; et I, I, L.
donne a son tour ce théoréme :

Dans un triangle ABC, linverse triangulaire J'
du point de Gergonne est le centre de similitude
interne S' des cercles inscrit et circonscrit.
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On montre facilement, en considérant le cercle
circonscrit O, le cercle d’Euler w et le cercle inscrit 1
a un triangle ABC dont I'orthocentre est H et le centre
de gravité G, que les droites HS et GS' passent aun
point o de Feuerbach du triangle ABC. Cette propriété

peut donc ¢tre mise sous la forme suivante :

Dans un triangle ABC, les droites qui joignent
respectivement les inverses N' et 1 des points de
Nagel et de Gergonne a l’orthocentre et au centre
de gravité passent au point 9 de Feuerbach du
triangle.

13. Sil'on transforme parinversion le cercle inscrit,
le centre d’inversion étant le sommet A, la puissance bce,
on obtient le cercle A’|. Le cercle transformé du cercle
des neuf points passe par les symétriques de A par
rapport a P et Q (§ 4) et par le point diamétralement
opposé a A sur le cercle APQ. Par censéquent, le
cercle homothétique du cercle A’} parrapporta A, pour
le rapport d’homothétie 1: 2, est tangent au cercle qui
passe par P, Q etle centre O’ du cercle APQ); le point de
contact appartient a la droite qui joint le sommet A au
point © de Feuerbach du triangle ABC. Si I'on observe
que les cercles PO'Q et BOC sont symétriques par
rapport a Al, on déduit aisément de ce qui précéde le
théoréme suivant :

Les cercles homothétiques des cercles A',B,, C, par
rapport a A, B, G, pour le rapport d’homothétie
112, sont respectivement tangents aux cercles BOC,
COA, AOB. Le triungle des points de contact est ho-
mologique au triangle ABC, le centre d’homologie
étant Uinverse du point de Feuerbach de ABC.
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14. Galculons le rapport IA’: 1A, on a

TA"=IA tang? ;:-,

IA;=[I,,+L,A’,=IA< P g h @ )
P—a 2 p—a

Par conséquent, le rapport considéré a pour expression

p—a _ _(p—a)(p—b)(p—c) _ r

P—f—acot’% T p(p—-b)(p—c)+ap(p—a)” 2Tbc—rat’

Cette valeur étant symétrique par rapport a a, 0, ¢,
il en résulte qu’on trouverait pour lesrapports 1B’ : 1B,
1C' ;. IC| des valeurs identiques.

Les triangles A'B'C' et A B’ C| sont homothétiques
par rapport au centre du cercle inscrit.

15. Soit L le milieu de I’arc BC du cercle circonscrit.
Cherchons la puissance de ce point par rapporl au
cercle C'. Sil'on désigne par R le point ot la perpendi-
culaire élevée en 1 sur IC rencontre le coté BC, et si
, s B
Pon observe que I'angle C'IL vaut (90°+ ;>, on a
pour P’expression de celte puissance

—2 ——2_—2 —2 , . B =2
LG —C'R IC' + IL +2]C.ILsm;——C'R
=1L +2IC".ILsin % T

r

-_ —2
TR 4RsinésinEsin9—-r>=lL.
2 2 2

cos? —
2

On trouverait pour la puissance de L par rapport au
cercle B’ une valeur identique, de la ce théoréme :

Les groupes des cercles A' et B, BetC,CetA
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sont respectivement orthogonaux auz cercles BIG,

CIA, AIB.

16. Le point L appartient 4 'axe radical des cercles
B' et C’; ses coordonnées s’écrivent

a
b+c

1, I.

D’autre part, on trouve aisément que les coordonnées
du point de contact du cercle B’ avec BC sont

. 2cr
o, asinC— ——, ar;

b

celles du point de contact du cercle C' avec BC sont de

méme

. 2br
asinB— —.
c

o, 2r,
On en déduit, pour les coordonnées du milieu de la

distance de ces deux points,

I

b

0,

(p+b—c), %([)———b—i—c).

[’axe radical des cercles B’ et C' adonc pour équation
(p—a)y(P2—c)yxr—ab(p—b+c)y+ac(p+b—c)z=o.

Les équations des axes radicaux des cercles C' et A’,
A’ et B’ s’écrivent de méme
ab(p—a+cyr+(p—>5b)(c?—at)y —be(p+a—c)z=o,
ac(p—a-+byx—be(p+a—byy —(p—c)(a*— b?)z=o,

Par conséquent, le centre radical S des cercles A’,
B’, C" a pour coordonnées

2a(p—b)(p — ¢)+ abe,
2b(p—c)(p—a)+abe, 2¢(p—a)(p—b)+ abe,
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ou
2—cosA, 2—cosB, 2—cosC.

Ce point S appartient donc & la droite Ol.

Le centre radical des cercles A', B', C' appartient
a la ligne des centres des cercles inscrit et circonscrit
au triangle ABC.

17. Ou démontre comme au paragraphe 13 que la
puissance du point L/, diamétralement opposé a I
sur le cercle ABC, par rapport aux cercles B, et C),

2

est I, L/

" N 4 U A 4 r ’
Les groupes de cercles B, et C, C, et A'|, A’ et B,
sont respectivementorthogonaux aux cercles [, BCI,,

1.CAI,, 1, ABI,.

Comme les triangles A’B'C’ et A’ B, C; sont homo-
thétiques, 'axe radical des cercles B’ et U’ est paralléle
a celui des cercles B}, et C; de plus ces axes radicaux
sont symétriques par rapport a8 O, puisque le premier
passe par L, le second par L.

Les axes radicauzx des cercles A',B',C' pris deux a
deux et ceux des cercles A, B, C pris deux a deux
sont symétriques les uns des autres par rapport au
centre du cercle circonscrit a ABC.

On en déduil que le centre radical des cercles A,
B, C} est le symétrique de S par rapport a O.

Le centre radical des cercles A', B,, Cj appartient
a la ligne des centres des cercles inscrit et circonscrit,
et est le symétrique du centre radical des cercles A',
B, ¢’ par rapport au centre du cercle circonscrit.

Enfin les axes radicaux des cercles B’ et G/, C' et A/,
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A’ et B’ passent respeclivement par les sommets du
triangle formé par les tangentes au cercle circonserit

4aABCen A", B, C'.

Le triangle A'B'C' est orthologique au triangle
tangentiel au triangle A"B'C’; le triangle A B, C;
est orthologique au triangle tangentiel du triangle
A’ B, C;.

18. Nous terminerons celte étude par quelques pro-
priétés plus spéciales de la figure, qui pourra peut-étre
encore donner d’autres curiosités.

1° Les rayons des cercles A’, B’, C/ sont respecti-
vement

r r r
Qa = A’ Pr= ’ Pe =

/ B C
cos? — cos? — cos? —
2 2

Les cercles w,, ws, we (fig. 1) ont a leur tour pour
rayons respeclifs

Y il g P20 —P—c,
veT S sinA’ fe= S smB’ Pe= s C

En remarquant que

ar ar

ATe= sinA’

on a par exemple

r p—a r? AT,

cos? A 2sinA ~ sin?A

PuX Pa =

Donc les deux cercles A’ et w, sont tangents exté-
rieurement; il en est de méme des cercles B’ et wy, C
et w,, ainsi que des cercles A, B}, C et w,,
D’ol cette propriété :

!

U
wy, w,.
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Les cercles A', B, U sont respectivement tangents
auz groupes de deux cercles w,, w;, w.; les cercles
Al, B, C; sont respectivement tangents aux groupes

de deux cercles v}, vy, w,.

2° Les cercles A’ et (' par exemple touchent le cété
CAen T, et T, tels que

AT, 2rsinA _a
CT,  =2rsinC ¢

Les contacts de ces cercles avec les cotés AB et BC
sont donc tels que la droite T, T, est paralléle au
cOté CA du triangle. De plus cette droite est langente
au cercle inscrit [ 3 ABC, car par exemple

Ble _alp=b) _p=b _h—>r,

BC ap J2 h

D’ou cette curieuse propriété :

Les siz points T,, Ty, T, de contact des cercles A/,
B', €, respectivement avec les cétés BC, CA, AB du
triangle ABC, sont les sommets d’un hexragone
circonscrit au cercle 1 et dont les cétés sont paral-
leles et égaux deux a deux.

[L’11a]

SUR LA DETERMINATION DES AXES DE LINDICATRICE ET
DES RAYONS DE COURBURE EX UN POINT D'UNE SURFACE
DU SECOND ORDRE;

Par M. R. BOUVAIST.

Je me propose de donner une solution du probleme
suivant :

Etant donnés une surface de second ordre I
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admettant pour directions principales Oz, Oy, Os;
un plan = tangent a cette surface au point M, déter-
miner les axes de Uindicatrice et les rayons de cour-
bure en M.

Soit MN la normale &4 £ en M; le conedu second
ordre ayant pour sommet M, et pour directrice la
cubique aux pieds des normales menées & ¥ par un
pointquelconque P de MN, a pour polaire réciproque,
par rapport a X, une parabole (S) inscrite dans le
triangle ABC, A, B, C étant les traces sur = des
axes Oz, Oy, Oz de E. Le cOne considéré élant capable
@d’une infinité de triedres trirectangles est coupé par le
plan =, suivant deux génératrices rectangulaires MR
et MS, fa cubique aux pieds des normales étant d’autre
part fe liea des points o tels que la droite Pa est per-
pendiculaire au plan polaire de o par rapport a Xj les
deux droites MR et MS sonl conjuguées par rapport
a X, ¢’est-d-dire sont les bissectrices des génératrices
d’intersection de © et de I, ou enfin les axes de 'indi-
catrice en M. Ces axes sont donc les tangentes menées
par M a la parabole (S) inscrite dans le triangle ABC
et ayaut pour directrice MO,, O, étant la projection
du centre O de I sur =, projection qui est I'orthocentre
de ABC.

La parabole (S) est tangente a la droite A conjuguée
de MN par rapport a . Déterminons cette droite, ce
sera par exemple l'intersection de = avec le plan polaire
de la trace N, de la normale MN sur le plan prin-
cipal OAB par rapport & Z.

Si M, estla projection de M sur OAB, M, et AB sont
péle et polaire par rapport a la conique (E) section
de X par OAB; la droite My N, est, de plus, perpendicu-
laire 8 AB. L’intersection I de A et de AB sera donc le
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pole de My N, par rapport a (E), ou encore le point de
contact de AB avec la parabole de Chasles (p) de M,
par rapport & (E). Cette parabole (p) ayant pour direc-
trice OM, el étant tangente 3 OA et OB, sil, estle
point d’intersection de AB avec la perpendiculaire Ol,
a OM,, les points I et 1, seront symétriques parrapport
aa milieu @ de AB.

Projetons orthogonalement la figure sur le plan =; on
voit que le point I, sera le correspondant du point Y
d’intersection de CM avec AB dans une involution dont
le point central sera le pied H, de la hauteur COH du
triangle ABC et dont deux couples de points corres-
pondants sont les points A el B; ce sera donc I'inter-
section de AB avec la perpendiculaire abaissée de C
sur O, Y-

Si maintenant nous prenons pour axes les droites MR
et MS et la normale MN, I'équation tangentielle de X
sera

au? 4 a' v+ 2cus + 2¢'vs + 2¢" ws + st = 0;

la droite A conjuguée de MN par rapport 4 ¥ aura pour

’ . cr c
équation — + —(%-’ —1=o0, les rayons de courbure

N a

@ ¥ en M ont, d’autre part, pour valeurs Ry=— 5,
a .o, .

R,=— =; si 'on remarque maintenant que c, ¢, ¢’
C

sont les coordonnées du centre O de Z par rapport aux
axes MRSN, on est amend¢ & la solution suivante du
probléme considéré :

Soient = le plan tangent en un point M d’une
quadrique T de centre O; MN la normale a cette
surface; A, B, C les traces sur = des azxes de I : les
tangentes menées par M & la parabole inscrite dans
le triangle ABC et admettant pour directricg la



(124)
droite MO,, O, étant la projection de O sur =, sont
les azes de U'indicatrice en M.

Les droites AM, BM, CM coupent BC, CA, AB
en o. B3, v; les perpendiculaires abaissées de A, B, C
sur Oya, 0,8, O,y coupent BC, CA, AB en trois
points 1, 1y, 1, qui sont sur une droite A,; la
droite A, isotomique de A, par rapport a ABC,
coupe les axes de l'indicatrice enR et S. Si O, et O,
sont les projections de O sur les plans RMN, RSN,
les perpendiculaires abaissées de R et S sur les
droites MO,, MO, coupent MN en deux points C)|
et G, qui sont les symétriques des centres de cour-
bure en M par rapport au plan =.

Remarque. — Signalons la curieuse propriété sui-
vanle dont la démonstration se trouve dans la solution
précédente, mais qu'il est facile de démontrer directe-
ment en se basant sar les propriétés les plus simples de
la correspondance homographique :

Sotent H Uorthocentre d’un triangle ABC, M un
point du plan de ce triangle; AM, BM, CM coupent
BC, CA, AB en o, 8, v; les perpendiculaires abais-
sées de A, B, C sur Hay HB, Hy rencontrent BC,
CA, ABen 1, 1,,1;. Ces trois points sont sur une
droite A perpendiculaire @ MH. Si M décrit une
droite Hx, ’isotomigue de A par rapport a ABC
enveloppe la parabole inscrite dans ABC qui admet
pour directrice Hz.

Si 'on remarque que la droite A n’est autre que la
polaire du point M par rapport au cercle conjugué au
triangle ABC, on voit facilement que la propriété pré-
cédente s’étend sans difficulté au téiraedre orthocen-
trique.
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Remarque. — 1° 8i N, est la trace sur le plan prin-
cipal OAB de X de la normale MN, on voit facilement
que la parabole (S) du plan = envisagée plus haul est
la section par le plan m du cylindre parabolique de
génératrices perpendiculaires 4 OAB ayant pour direc-
trice.la parabole de Chasles de N, par rapport a la sec-
tion principale de ¥ située dans le plan OAB.

D’oti la propriété suivante :

Si N, est la trace sur un plan principal de la
quadrique I de la normale en un point M de cette
surface, st M, est la projection de M sur le plan
principal considéré (P) de M, les tangentes menées
par M, a la parabole de Chasles de N, par rapport
a la section principale de 2 située dans (P) sont les
projections sur (P) des axes de U’indicatrice en M.

2° R et S désignent, comme plus haut, les points
d’intersection de la droite A conjuguée de la nor-
male MN par rapport a I; on voit que le péle du
plan SMN par rapport a X est le point R; comme RM
est perpendiculaire 8 SMN, R appartient a la cubique
aux pieds des normales de M par rapport a ¥; la polaire
réciproque par rapport 4 £ du cone de sommet R ayant
pour base cette cubique sera la parabole (p) du
plan SMN, tangente 8 MN et 2 MS en S et inscrite au
triangle ayant pour sommet les traces sur SMN des
directions principales de ¥. Or la construction du
centre de courbure de ¥ correspondant a I'axe MS de
U'indicatrice montre que ce point est le contact avec MN
de la parabole de directrice MQ,, O, étant la projection
du centre O de T sur SMN, tangente a MS en S; nous
pouvons donc énoncer la propriété suivante, dont on
trouvera une autre démonstration dans les Fuvres de
Laguerre :
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Soient OA et OB deux des axes d’une qua-
drique £, M un point de cette quadrique, la para-
bole tangente @ OA et OB, et aux projections
sur OAB de la normale en M a =, et d’un des azxes
de Uindicatrice en M, touche la projection de la
normale en un point gui est la projection du centre
de courbure principal de T en M- qui correspond &
Uazxe de Uindicatrice considéré.

3° De ce qui précéde on peut aussi conclure que :

Si l'on considére un plan SMN passant par la
normale & une quadrigue  en M et par Uun des
axes MS de Uindicatrice en M, la parabole située
dans ce plan inscrite au triangle ayant pour som-
mets les traces des axes de X sur ce plan et admet-
tant pour directrice la droite MO,, O, élant la
projection du centre O de X sur SMN, touche la
normale MN au centre de courbure principal cor-
respondant & ’axe MS de l'indicatrice, et I’axe MN
au pdle par rapport & S du plan RMN, passant par
la normale MN et le second axe RM de [’indica-
trice.

Ce (ui nous conduit immeédiatement au théoréme
suivant, du & Salmon (Géométrie analytique a trois
dimensions, p. 197) :

Les centres de courbure principaux d’une qua-
drique T en un point M sont les péles du plan
tangent a I en M, par rapport auzx quadriques
homofocales & T passant par M.
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[M'5k]
SUR UNE PROPRIETE GENERALE
DES CUBIQUES CIRCULAIRES UNICURSALES ;

Par M. F. GOMES TEIXEIRA.

On connait bien cette propriété de la strophoide :

Une droite quelconque passant par le centre du
cercle dont elle est la cissoidale coupe la courbe en
deux points placés sur une circonférence qui passe
par le neeud et a son centre au point d’intersection
de la méme droite avec la paralléle a U'asymptote
menée par le noeud (V).

Je ne sais pas si Pon a déja remarqué que celte pro-
position est un corollaire d’une autre, applicable a
toutes les cubiques circulaires unicursales, comme
on va le voir.

L’équation des cubiques circulaires unicursales,
quand on prend pour origine le point double et pour
axe des ordonnées une paralléle a Pasymplote, est

(1) x(x3+y2)=Ax2+Bzy+Cy2,

et 'équation de la cissoidale du cercle et de la droite
représentés par les équations
(2) ri4-yrt—a(ax +By)=o0, x=c,

est
c
’
cos §

p=2(xcosh + Bsinb) —

(') Voir, par exemple, monTraité des courbes speciales, L. 1, p. 38.
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ou
(3) $<T2+y2)=2(a$+py)x—c(z’_‘.yz)’

et cette équation est identique a I'équation (1) quand
on détermine a, 8, c au moyen des équations

A=2a-—c, B:‘zﬁ, C=—c.

Remarquons maintenant que le cercle défini par
I'équation
(4) 2+ y?—2hy = o,
lequel passe par le point double de la cubique (3) et a
son centre sur la paralléle & Pasymptote menée par ce

point, coupe cette cubique en deux points placés sur
la droite correspondant a I’équation

(5) 2(h—B)z+2ay =2X(22—2c),

et que cette droite passe par un point dont les coor-
données (a, b) sonl données par les équations

b:ﬂ‘ﬁ:_ﬁ.

a

a =24 —¢C,

La position de ce point ne dépend pas de 2 et, comme
ses coordonnées vérifient 'équation (3) et ’'équation

b

a_.

s

R [~

1l coincide avec le point d’intersection de la cubique
définie par 'équation.(3) avec la droite qui passe par
le point double et par le centre (2, B) du cercle défini
par la premiére des équations (2), dont la cubique est
la cissoidale.

En faisant £ = o dans I’équation (5), on voit encore
que la droite qu’elle représente coupe 'axe des ordon-
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nées en un point dont ordonnée y, vérifie I'équation

)

Y1 _2a—c¢
A

2L

et que par conséquent le rapport de y, au rayon A du
cercle (4) est conslant, quelle que soit la position du
centre sur 'axe des ordonnées.

De tout ce qui précéde résulte le théoréme suivant :

Une droite quelconque D, passant par le point
d’intersection de la cubique (3) avec la droite qui
passe par son point double et par le centre du cercle
dont elle est la cissoidale, coupe cette cubique en
deux points placés sur une circonférence (4) qui
passe par le point double et a son centre sur le
paralléle a Uasymptote de la cubique, menée par
ce point double. Le rapport de y, au rayon du

, . 28—C
cercle est constant et égala

» quelle quesoit la

direction de la droite D.

Si la cubique donnée est la strophoide, la droite
‘représentée par la seconde des équations (2) passe
par le centre du cercle correspondant a la premiére, et
I'on a par conséquent ¢ = «, et ensuite

a=a, b=3, yi=Xk

La proposition énoncée au commencement de cet
article résulte, comme corollaire, du théoréme qu’on
vienl d’énoncer et de ces égalilés.

Ann. de Mathémat., §* série, t. XVI. (Mars 1916.) 9
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NECROLOGIE.

Nous insérons avec empressement les deux notices
qui suivent et que nous adresse notre dévoué collabo-
rateur, le commandant Barisien.

Bien qu’ils n’aient pas participé, croyons-nous, a la
rédaction des Nouvelles Annales, Malo et Welsch
étaient des mathématiciens doués d’une grande sagacité
et qui ont apporté une contribution notable au mouve-
ment mathématique contemporain.

La Rédaction s’associe donc de tout ceeur aux l'egre'ls
exprimés par 'auteur de ces deux notices. Elle envoie
ses condoléances respectueuses et sincéres a M™® Malo

et a ses quatre filles, d’'une part; et de l'autre &
M™ Welsch et a sa fille.

Le commandant Ernest Malo.

Nous apprenons avec regret le décés d’Ernest Malo,
chef de bataillon du génie en retraite, survenu a Caen,
le 18 novembre 1915, & I’4ge de 59 ans. Le défunt,
entré & I'Ecole Polytechnique en 1875, était chef du
génie 4 Caen lorsque I'élat de sa santé l'obligea en
1911 4 prendre sa retraile. En 1914, 4 la déclaration de
guerre, il voulut reprendre du service. Il fut d’abord
envoyé a Rouen et de la a Caen, ou il reprit ses
anciennes fonctions de chef du génie. Mais la maladie
I'obligea de nouveau a résigner ses fonctions en juin
1913,
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Le commandant Malo-était officier de la Légion
d’honneur. Passionné pour I'étude des Mathématiques,
il étaitun des plus distingués et assidus collaborateurs
de I'Intermédiaire des Mathématiciens. Le jour

méme de sa mort, il préparait un article pour cette
Revue.

Le colonel Julien Welsch.

Nous apprenons avec peine le déces de M. Julien
Welsch, survenu le 12 janvier 1916 au chatcau de
Montussant, prés Aigueperse (Puy-de-Dome). Le
défunt étail lieutenant-colonel d’artillerie en retraite,
de la promotion 1868 de I’Ecole Polytechnique, officier
de la Légion d’honneur. Malgré ses 66 ans, il reprit
du service dés le début de la guerre, et le 2 aodt 1914
il rejoignait a Epinal le 8¢ régiment d’artillerie a pied.
Au bout de quelques mois de séjour au front, sa santé
s'altéra; il fut obligé de quitter le service, et c’est cette
maladie qui I'a emporté.

Les lecteurs de ' Intermédiaire des Mathématiciens
n’oublieront pas le savant et assidu collaborateur
qu’était le colonel Welsch.

E.-N. Banisien.

* GORRESPONDANCE.

M. F. Gomes Teixeira. — Sur un article récent
des « Nouvelles Annales ». — Permettez-mo1 quelques
observations sur I'article publié (1915, p. 511).

Les relations entre la développante du cercle, la
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spirale d’Archiméde, la spirale hyperboligue et la
spirale tractrice, données dans cet article, ne sont
pas nouvelles. Elles se trouvent dans mon 7raité des
courbes spéciales, avec I'indication des auteurs qui les
ont données (t. 11, p. 195-198).

La premiére proposition est un cas particulier d’un
théoréme donné par Chasles dans la Correspondance
mathématique de Quetelet (t. 1, 1832, p. 41),
savolr :

Si par le point M d’une développante d’un cercle
on tire la tangente et par le centre du cercle une
droite OA, A désignant le point oi elle coupe la
tangente, le lieu décrit par A, quand M et OA
varient de maniére que U’angle OAM reste constant,
est une spirale d’ Archiméde.

Le théoréme énoncé dans l'article mentionné ci-
dessus correspond au cas ot 'angle OAM est droit.

Le théoréme suivant lequel la podaire d’une déve-
loppante de cercle, par rapport au centre du cercle
directeur, est une spirale d’ Archiméde, a été donné
par Mannheim daus les Nowvelles Annales (1880,
p- 186).

La propriété de la caustique de la développante du
cercle, qui en résulte, a été énoncée par Chasles dans
la Correspondance mathématique mentionnée plus
haut.

Le théoreme qui dit que la podaire réciproque
d’une dévelo;opante de cercle, par rapport au cercle
directeur, est une spirale hyperbolique, a é1é énoncé
par M. Neuberg dans la Nouvelle Correspondance
(t. VI, 1880, p. 408).

Enfin, le théoréme qui dit que la courbe inverse de
la développante d’un cercle, par rapport au cercle
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directeur, est une spirale tractrice, a été donné par
Cotes dans I' Harmonia mensurarum (1722, p. 84).

M. G. Humbert. — Sur une Note de M. Fontené.
— Voict quelques remarques que me suggére la Note
de M. Fontené (V. 4., 1913, p. 513).

Etant donnés dans l’espace six points A;, on consi-
dére les couples de points M, M/, tels que les quadriques
passant par I'un d’eux et par les A; passent aussi par
Pautre : ¢l s’agit de trouver le lieu des points M con-
Sfondus avec leur conjugué, M'.

Or: 1° en répétant un raisonnement de M. Fontené,
on voil que la cubique gauche I';, qui passe par M et
par les cinq poinls A autres que le point A;, admet
pour corde la droite A;M'. 1l en résulte que, si M’ est
confondu avec M. la droite A;M est corde de T;; par
suite, les six droites MA; (f =1, ..., 6) sont sur un
méme cone du second ordre.

2 Inversement, st M est le sommet d’'un céne du
second ordre passant par les six points Aj, il est évident
que M’ coincide avec M.

Donc, la surface cherchée est le licu des som-
mets des cones quadriques qui passent par les siz
points Aj.

(est une surface bien connue, dite de Weddle
(voir WepoLe, Camb. and Dubl. math. Journ.,
18350; pour la transformation indiquée par M. Fontené,
voir ok Paoris, Memorie Lincei, 4¢ série, t. 1, p. 576;
Rendiconti Lincer, 4¢ série, t. VI, p. 3); elle est étu-
diée assez complétement, avec références bibliogra-
phiques nombreuses, dans 'Ouvrage de M. Hudson :
Kummer's quartic Surface. Presses de I'Université de
Cambridge, 1905.
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UNE QUESTION DE LICENCE ;
Par UN ABONNE.

Les axes étant rectangulaires, on donne la para-
bole représentée par l'équation

y:—oapxr =o.

En an point (z, ¥) de la parabole on méne la tan-
gente, et une droite D symétrique de la tangente,
par rapport « la paralléle & Uaxe OX qui passe
par M.

1° Déterminer les coordonnées du point M oit la
droite D rencontre la parabole.

2° Déterminer les coordonnées du point G, mi-
lieu de MM, et trouver le lieu du point C, quaml le
point M décrit la parabole.

3° Trouver ’enveloppe d’'une droite CN, passant
par G et paralléle a la tangente en M a& la para-
bole.

4° N é€tant le point de contact de la droite CN
avec son enveloppe, démontrer que la droite NM
passe par le sommet O de la parabole.

(Montpellier, juin 1913.)
(/Nouvelles Annales, 1915, p. 39.)

La droite D est la corde commune a la parabole et a
son cercle osculateur en M.

Soit T le point de rencontre des tangentes en M
et M i la parabole,
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Désignons par M, le symétrique du point M par
rapport a4 l'axe de la parabole. La tangente a cette
courbe en M, est parallele a la corde commune MM'.
De plus, d’aprés un théoréme bien connu, la droite TG
passe en M, et a son milieu en ce point.

Si donc on appelle u, ' et y les projections sur OX
des points M, M’ et C et si N, est le point de rencontre,
situé sur 'axe, des tangentes a la parabole en M et My,
on voit que

(1) Cy = M, M= 3Mp;

ce qui donne les ordonnées des points C et M’ en fonc-
tion de celle de M.

On a ensuite, puisque dans la parabole la sous-
tangente est double de l'abscisse du point de con-
tact, O = ON,. Appelons P le point ou la droite D

rencontre 'axe OX, nous aurons
pP = uNy=20y;

d’ou I'on déduit sans peine, pour les abscisses des
points C et M/,

(2) Oy=50p, Oy =gO0pm

Des formules (1) et (2) il résulte quele lieu du point C
est une parabole de méme sommet et de méme axe que
la parabole donnée et de paramétre cinq fois plus
petit.

Désignons par G, et C; les points ou la droite CN
rencontre V'axe et la tangente au sommet de la para-
bole. Elevons en C, une perpendiculaire a CN et soit ¢
le point ou elle rencontre OX; je dis que ce point est
fixe. )

En effet, menons en M la normale a la parabole. Elle
est perpendiculaire 2 CN et rencontre OX en Q. Les
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deux triangles MN,Q, C, C,o sont semblables et

I'on a

o

.0
.0

O¢
#Q

=
[SRRN]

1

IO
210
N

S
S

Mais pQQ n’est autre que la sous-normale, c’est-
a-dire le paramétre p. Donc le point v est fixe et I'en-
veloppe de CN est une parabole ayant ce point pour
foyer et Oy pour tangente au sommet ; autrement dit,
une parabole homothétique a la proposée; le centre
d’homothétie étant le sommet O et le rapport d’homo-
thétie — 7.

Les droites CN et MN, étant deux tangentes paral-
leles de ces paraboles homothétiques, leurs points de
contact sont en ligne droite avec le centre O ; par suite,
le point N se trouve sur la droite OM.

On peut ajouter que le lieu du pointT et I'enveloppe
de la droite MM’ sont également deux paraboles. D’ail-
leurs ces deux courbes sont polaires réciproques par
rapport a la parabole donnée.

En ce qui concerne le point T, il est symétrique du
point M par rapport an point N,. Ses coordonnées
sont — 30y, — Mu. ll décrit donc une parabole homo-
thétique inverse de la proposée par rapport au som-

el 2 A I
met O avec un rapport d’homothétie égal & — - La

tangente en T a cette courbe est la droite PT, en vertu
de la propriété fondamentale de la sous-tangente a la
parabole.

Soit R le point ou D rencontre la tangente au som-
met. La perpendiculaire 2 D en ce point coupe OX
en f. Les deux triangles RfP, C,C,o sont semblables
et donnent
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Comme Ov = Zp, on a
i 2 7?

3
Of = 5P

Le point f est fixe et 'enveloppe de D est une para-
bole ayant ce point pour foyer et O pour sommet.
Comme elle est homothétique de la parabole donnée
par rapport a O et que D est paralléle & la tan-

gente My N,, le point ot D touche son enveloppe est
sur la droite OM,.

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Besangon.

EPREUVE THEORIQUE. — Premiére question. — Attraction
newtonienne des ellipsoides homogénes.
Cas de l’ellipsoide de révolution aplati.

Deuxiéme question. — On considére un ellipsoide de ré-
volution FAIBLEMENT APLATI. Montrer que cet ellipsoide sup-
posé homogeéne attire les points situés a sa surface avec une
Sforce dont l'intensité varie A TRES PEU PRES comme le sinus
carré de la latitude (angle de la normale avec le plan de
Uéquateur).

En déduire le paralléle sur lequel l’attraction est sen-
siblement la méme que si toute la masse de l’ellipsoide
était concentrée sur son centre et faire voir que la sphére
concentrique a l’ellipsoide et dont la surface contient ce
paralléle a un volume sensiblement égal au volume de
Uellipsoide.

Troisiéme question. — Un systéme S de n points maté-
riels forme un systéme semblable a un systéme solide S,
de n points matériels qui est connu; le systéme S est soumis
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aux forces mutuelles qui sollicitent ses différents points
envisagés deux a deux; former les équations du mouve-
ment du systéme S autour de son centre de gravité O; on
adoptera comme awxes de coordonnées les droites menées
par O qui sont dans S les homologues respectives des axes
principaux d’inertie du solide Sy par rapport a son centre
de gravité G,.

EPREUVE PRATIQUE. — Premiére question. — Trois surfaces
sphériques concentriques Sy, S,, S; de rayons décrois-
sants Ry, Ry, Ry portent des charges électriques uniformé-
ment réparties sur chacune d’elles et dont les valeurs
respectives sont Qy, Qa, Q3. La fonction potentielle V due
a ce systéme de charges prend les valeurs respectives

Vi=V, sur S,
Vo=V, sur Sa,
Vi=o sur S;.

Calculer les charges Qy, Qi, Q3 et les densités superf:-
cielles correspondantes. Répartition des valeurs de'V dans
l’espace.

Deuxiéme question. -— Un pendule oscillant et éprouvant
une résistance proportionnelle a sa vitesse angulaire bat
0
/‘\

/||\

s
|
|

e,

la seconde par chacune de ses oscillations simples; on a
observé que U’amplitude de ses petites vibrations est réduite
de moitié en 1 heure.
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Le pendule pése 7*¢; son centre de gravité est & une dis-
tance de l'axe de suspension égale ¢ 1™.

1° On demande en kilogrammétres la valeur du moment
résistant rapporté a la vitesse angulaire 1;

2° On demande la valeur du moment résistant lorsque
le pendule traverse sa position d’équilibre, la valeur de
la semi-amplitude de son oscillation en cours étant alors
de 1°. (Juillet 1913.)

EPREUVE THEORIQUE. — Mouvement d’un point matériel
pesant suspendu a extrémité d’un fil de masse négli-
geable enroulé sur une poulie verticale fixe.

Cas des petites oscillations,

EPreuve prATIQUE. — Une force appliquée a un point
matériel libre, de masse m, mobile dans un plan, a pour
composantes paralléles auxr axes de coordonnées

i Jdo 3 9
X=‘”“"*[5+; d_x]
Y=——mm2[idﬁ+%];
2 dy  dy
ou
= x*+2hzy + 3y?,
b=3x+2h'zy + 2

(z, y, coordonnées cartésiennes du mobile).
On demande :
1° La condition d’inégalité qui lie les coefficients h et k',
pour que le mouvement étudié résulte de la composition
de mouvements vibratoires simples;
2° Les périodes de ces derniers mouvements.
(Novembre 1913.)

EPREUVE THEORIQUE. — Premiére question. — 1° Mouve-
ment d’un point pesant sur une surface de révolution
dont Uaze est vertical, le point matériel de masse m étant
(en plus de son poids et d’une réaction normale a la sur-
face) soumis a une résistance K2mV, proportionnelle a sa
vitesse V et en sens inverse de la direction de sa vitesse.

2° Cas oa la surface serait un tore a are vertical.
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Deuxiéme question. — 1° Une pression normale unifor-
mément répartie sur une surface fermée RIGIDE laisse la
surface en équilibre; établir ce théoréme d’Archiméde.

2° En considérant deux surfaces FERMEES PARALLELES el
distantes de h, on appliquera la proposition précédente &

chacune d’elles; si alors on suppose que ces surfaces pos-
sédent les lois réguliéres de la courbure, on demande
d'exprimer que 1'équilibre de deux systémes de pressions
uniformément réparties sur le bloc rigide des deux sur-
Saces est, comme il est écident, indépendant de A. Soient R
et R' les deux rayons de courbure principaux de la sur-
face en un point; en déduire qu'une pression normale
répartie sur une surface fermée et supposée : soit propor-

. 1 0 . . 1 .
tionnelle a — + —, soit proportionnelle a ——- laisse
RTR’ prop RR'
encore cette surface en équilibre.
EpREUVE PRATIQUE. — Un fil dont les brins rectilignes

sont horizontauzx ou verticaux est tiré en haut par un
effort P de 10%¢ et en bas par une force inconnue; le fil

s'appuie sur deux rouleaux dont le coefficient de frotte-
ment pour le fil est 0,15.
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Calculer :
a. Le poids Q qui fait démarrer Uappareil vers le bas;
b. Le poids Q, qui peut étre soulevé par la charge
ascendante P
QU—Q

c. Le rapport ll’ (Juin 1914.)

Bordeaux.

EPREUVE THEORIQUE. — Aux deuz extrémités d une tige
homogeéne AB de masse m sont atltachés deur disques
homogénes identiques de masse m' pouvant librement
tourner autour de AB qui est leur are commun. Au mi-
lieu de AB est attaché un point matériel de masse M.

Le systéme, qui n’est soumis & aucune force extérieure,

/®“/®//

est lancé sur un plan horizontal sur lequel le disque B
peut librement glisser et rouler tandis que le disque A ne
peut que rouler et pivoter.

Trouver le mouvement du point matériel M lorsqu’on
suppose que les masses m et m' de la tige et des disques
tendent simultanément vers zéro, de facon que leur rap-
port tende vers une limite.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére le solide homogeéne

et de densité 1 qui, rapporté & trois axes rectangu-
laires Oxyz, est limité par les quatre surfaces

xrt= 3, y=-+I, y=—1, 3 =-1.

Ce solide étant au repos, on applique, en un point M de
la portion parabolique de sa surface limite et normale-
ment a cette surface, une percussion dont la composante
suivant Oz a une valeur donnée k.

Calculer la force vive donnée.au solide par cette réper-
cussion. Déterminer la position My du point M pour laquelle
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cette force vive est aussi grande que possible et la posi-
tion My pour laquelle elle est aussi petite que possible.
(Juin 1912.)

EpREUVE THEORIQUE. — Un solide S est constitué par une
tige homogéne AB pliée en son milieu, de facon a consti-

A 8

tuer un angle constant a. Les deux extrémités A, B reposent
sans frottement sur un plan horizontal fize.

1° Supposant x = go°, étudier et discuter le mouvement
du solide S soumis uniquement & la pesanteur;

2° a étant quelconque, mais supposant que la ligne AB
soit assujettie a rester paralléle a une droite qui tourne
dans le plan horizontal avec une vitesse angulaire con-
stante donnée w, étudier et discuter le mouvement du
solide S soumis uniquement & la pesanteur.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére un solide de révolu-

tion homogéne et pesant dont la méridienne est constituée
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par deux arcs des paraboles
G2 = 4 — 3, xrP= 3 41

et dont la densité est l’unité.

Ce solide est fixé par un point P de son axe de révolu-
tion O3z. Quel que soit le point P choisi, on part toujours
de la méme position initiale dans laquelle Uaze Oz, dans
le sens indiqué sur la figure, fait un angle de 60° avec la
verticale descendante, et de la méme rotation initiale,
portée sur Oz, et dont la valeur numérigue est

Viz(1+v3)g,

& €tant Uintensité de la pesanteur.
L'angle 6 de Oz avec la verticale subit des oscillations
périodiques dont I’amplitude varie avec le point choist.
Déterminer numériquement & i prés le z d’'un point F
sur Oz de telle sorte que l'amplitude des oscillations de 6
soil la méme, que le point fixe P soit en O ou en F.
(Novembre 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — Deux plans rectangulaires tour-
nent avec une vitesse constante et donnée w autour de leur
intersection qui est fize et verticale.

Mouvement d’une tige homogéne et pesante dont les
extrémités sont assujetties a glisser respectivement sur ces
deux plans sans frottement et sans pouvoir les quitter.

Discussion générale.

Effectuer la discussion compléte et détaillée en s'atta-
chant surtout a l’étude du mouvement relatif de la barre
pour un observateur subissant la rotation w et en suppo-
sant qu'a l’instant initial la rotation absolue de la tige
autour de son centre de gravité est nulle. Déduire de cette
discussion les différentes formes que présente la trajec-
toire relative de la projection horizontale du centre de
gravite.

EPREUVE PRATIQUE. — Dans un plan vertical, un triangle
rectangle matériel peut librement glisser par son hypo-
ténuse sur une horizontale fire et se trouve primitivement
en repos. Un point matériel M mobile dans le méme plan
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vertical arrive a rencontrer le c6té BA avec une vitesse
horizontale V et en un point extrémement voisin de B.

c
A

Etudier complétement les différentes périodes du mou-
vement ultérieur du systéme constitué par le point et le
triangle.

Les masses du point M et du triangle sont toutes deux

égales a l'unité. La vitesse V est égale a Z. L’angle B

V3
du triangle rectangle est Z;- et la longueur BC a pour

valeur
98
—_—T
1583

& étant l'intensité de la pesanteur. Tous les chocs qui
peuvent se produire sont des chocs inélastiques.
Trouver la valeur numérique de la vitesse relative du
point par rapport auw triangle dans la période finale.
(Juin 1913.)

EPREUVE THEORIQUE. — O,y1 et 0,3, sont deux droites fizes
rectangulaires : l’une O,y est horizontale et l’autre O3,
n'est pas verticale. P et Q sont deux plans fixes passant
par O, y.

S est un solide homogéne pesant et de révolution dont
U'azxe, matériellement prolongé des deux cétés, est limité
aux deur points A et B.

Ce solide S est soumis a l’ensemble des liaisons suivantes :

1° L'extrémité A se meut sans frottement dans le plan P
et ne peut le quitter;

2° L’extrémité B se meut, dans les mémes conditions,
dans le plan Q;
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3° L’aze de révolution de S est assujetti a faire un
angle constant donné a avec la direction fixe 0,3,.

i g

Discuter le mouvement du solide. Etudier la trajectoire
du centre de gravité et le mouvement autour du centre de
gravité.

EpREUVE PRATIQUE. — Un solide est constitué par trais
tiges concourantes rectangulaires homogénes OA, OB, QC
de densité linéaire égale a l'unité et dont les longueyrs
sont OA =1™, OB = 2™, OC = 3™,

La vitesse initiale du solide se compose d’une trangla-
tion, égale a l’unité et paralléle a OA, et d’une rotation
issue de O et représentée par la diagonale du parallélé-
pipéde construit sur OA, OB, OC.

Calculer numériquement la force vive initiale du solide.

(Novembre 1913.)

Caen.

EpPREUVE THEORIQUE. — I. Une manivelle OA homogéne et
rectiligne, fixée par son extrémité O, est assujettie a tourner
dans un plan vertical sous !'action de son poids R et
d’une force horizontale T, appliquée o son extrémité A :

1° On suppose d’'abord que le mouvement de la mani-
velle est uniforme. Calculer ’ezpression de la force T en
Sfonction de ’angle § que fait OA avec I’horizontaie. €al-
culer les projections de la réaction du point O sur §’hori-

Ann. de Mathémat., * série, t. XVI. (Mars 1916.) 10
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zontale et la verticale, et la valeur de la réaction elle-
méme. Quand 8 varie de o & 27, déterminer les positions
de la manivelle pour lesquelles la réaction est soit maxi-
mum, soit minimum,

2° On ne suppose plus le mouvement uniforme, mais on
suppose T = Qsin® (Q désignant une force constante
donnée). Former l'équation qui détermine le mouvement
de la manivelle et intégrer autant que possible.

Il. Etudier la chute libre dans le vide d’un cylindre
plein homogéne qui, au début du mouvement, tourne
autour de la verticale du centre de gravité. On suppose
qu’a ce moment-la 'axe du cylindre fait un angle de §5°
avec la verticale, et l'on suppose le diamétre du cylindre
égal a sa hauteur.

EPREUVE PRATIQUE. — Une poutre encastrée AB porte en B
un poids de 100%¢ et de A en C(AC = CB =1") une charge
uniforme de 200 :

2001 lc 8 I3

]m

ARTLEEUARTITIL

100K
d

1° Construire le diagramme des moments fléchissants.

2° La section uniforme de la poutre est un carré abcd
de 8™ de cété. Déterminer les efforts moléculaires nor-
maux dans la section C. (Juin 1914.)

ErREUVE THEORIQUE. — Une plaque carrée, homogéne et
pesante, a l'un de ses cOtés assujetti & rester constamment
dans un plan horizontal fixe. On suppose cetlte liaison
réalisée sans frottement :

1° Former et intégrer autant que possible les équations
du mouvement de la plaque en la supposant simplement
soumise a U'action de la pesanteur.
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2 Etudier le mouvement avec les conditions initiales
suivantes :

Au début du mouvement, la plaque est verticale. Son
centre de gravité est animé d’une vitesse normale au plan
de la plaque et égale & V. Enfin, 'un des cétés verticaux
de la plaque est animé de vitesses nulles. On supposera
que ce coté est celui qui, parcouru de bas en haut, est dex-
trorsum par rapport auvecteur V. La plaque est au-dessus
du plan horizontal de liaison.

3* Calculer les réactions, et notamment les réactions
initiales.

EeREUVE PRATIQUE. — On considére le profil dont le cro-
quis est ci-dessous :

B e

L2 ]

10
L)
i

[P

‘e m———

Construire, par la construction usuelle de la statique
graphique, le centre de gravité du profil.

Calculer le moment d’inertie par rapport a la paral-
léle aux ailes menée par le centre de gravité, en rame-
nant ce calcul a celui d’'uneintégrale curviligne. L’équa-
tion du contour d’intégration sera obtenue par des
mesures directes sur la figure. (Novembre i914.)
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QUESTIONS PROPOSKES.

2287. Soient (a’, B, ¥') les coordonnées normales d’un
point P sur le cercle circonscrit au triangle ABG. L'équation
de la droite de Wallace correspondant a P est représentée
par

U ’
T'a «f Fy

c(d +y cosB)  a(B+7cosC) biy+pfcosA) °

T. Oxo.

2288. En un point M d’'une ellipse, la normale rencontre
P'un des axes en N et le centre de courbure est C : le lieu du
conjugué harmonique de M par rapport & N et C est une
ellipse. Les deux ellipses ainsi obtenues sont semblables.

G. FoNTENE.

2289. On construit une ellipse par points au moyen des
cercles décrits sur les axes comme diamétres. La droite
menée par le centre pour obtenir quatre points M, M’, ...
est une asymptote de I’hyperbole homofocale a I'ellipse et
passant en M.

Extension a I'espace. G. FoNTENE.

ERRATUM.

Page 43, 4° ligne en remontant, au lieu de 1545, lire 1505.
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ACADEMIE DES SCIENCES, -

'

SEANCE DU 13 MARS 1916.

(Extrait des Comptes rendus.)

L’Académie procéde par la voie du scrutin, a 'élec-
tion d’un correspondant pour la section de Géométrie,
en remplacement de M. Félix Klein.

Au premier tour de scrutin, le nombre des votants
étant 39,

M. de la Vallée-Poussin obtient 3~ suffrages,
M. Bianchi » 1 suffrage,
M. Fredhohm » 1 suffrage.

M. pe i VarLée-Poussin, ayant réuni la majorité
absolue des suffrages, est élu correspondant de I'Aca-
démie. ’ )

M. dela Vallée-Poussin, ex-professeur a 'Université
de Louvain, est 'auteur de travaux profonds et trés
connus, en particulier sur la théorie analytique des
nombres. Il remplace M. Félix Klein, radié depuis
assez longtemps.

M. Klein, professeur a I'Université de Gettingue,
est 'un des g3 signataires du trop fameux Aufruf an
die Kulturwelt (appel au monde civilisé), connu aussi
sous le nom de « manifeste des intellectuels allemands »,
ou la vérité est scandaleusement travestie.

Si grand que soit le prestigé scientifique de M. Klein|
P'lnstitut de France ne pouvait conserver au nombré de

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Avril 1916.) 1
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ses correspondants un homme qui a mis ou laissé metire
son nom au bas d’un écrit abominable. D’autre part,
en appelant 2 elle M. de la. Vallée-Poussin I’Académie,
outre qu’elle consacre la valeur de ce savant, rend un
hommage de haute signification a la Belgique, victime
d’un des plus honteux attentats qu’ait jamais enre-
gistrés Ihistoire. '

[119¢]

SUR QUELQUES EOUAT'ONS CUBIQUES TRINOMES
INDETERMINEES ;

Par M. T. HAYASHI, Sendai (Japon).
(Traduit de Uanglais.)

1. Equation
(1) i5+z(y?+s3j=o.
En supposant 5 différent de zéro, div‘isons celte équa-
tion par 3%, et écrivons z 4 la place de f_:', el y acelle
de-‘-z-:- Il faut alors montrer que la cubique
(2) 'a'3¥y1—u—|=()

ne peut passer par aucun point de lcordonunées ration-
nelles, autre que (— 1, o).
Si elle passe par un tel point, soit

(3) ¥ =m(a 1)

I'équation de la droite qui le joint au point (—1, 0);
m est alors- un-nombre rationnel. Eliminant y entre
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(2) et (3), nous avons ,
(4) 2! —z 1+ 3 (Z+1)="0"

ou o
34 (m2—1)x + (mr4-1) = o,

m et x étant des nombres rahonnels Donc le dlscl‘l—
minant
(m?—1)2—4(m?+1) ou (Mmd—3)—12
doit étre un carré parfait. Alors (m3— 3)2—- X’«}- ve.
Soient

et X = y

<IF

S e |

i et v étant des entiers premiers entre eux, de méme
que § et 7. Alors

(w2 3v2 )t = (B2 3(2m)2] o,

Donc tout facteur de v* doit étre facteur de 'q’ et récx-
proquement; de sorte que n?=yv*. De la :

(E,ﬁ... 3‘,3)2 = El+ 37"2’

relation ol n’ remplace 27. Mais I'expression quadra-
tique £2+ 372 ne peut avoir un diviseur quadratique
de la forme 2 — 3v? que si ce dernier est égal a 1.
Pour que u?— 3v? puisse devenir égal a %1, il faul
que £2+4 372 devienne égal i v et, de I3, £ et n doi-
vent étre respectivement égaux & 1 et o, ce qui est
absurde.

On peut voir par une méthode semblable a celle qui
précéde que la solution de I'équation Diophantine
. ) t=ar4 3yt
est donnée par . )

3= Aa*+3b%), =x=DXA(a?—3b%), ysl—mali.
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Quand m =o, z dans (4) ne peut pas. étre un
nombre rationnel; et quand m = o, z dans (3) ou (4)
devient —1; et de 13, dans (1), z =—1z ety =o.

Donc le produit z(y?*+ 3*) ne peut étre un cube,
sinon pour 3= o0, ou bien pour y = o, ce qui donne
r=—3z. ‘

Si dans (1) nous remplacons = pat' — x et z par 1, il
vient

r?—1=y?,

équation impossible en nombres rationnels; ce ré-
sultat se rapproche beaucoup de I'équation. étudice
par Gerono, et n’est autre que celui qu’'a donné

Lebesgue (').
2. E’quaﬁ'on N
(1) X34 z(yr—3P)=o.

Nous pouvons résoudre cette équation par une méthode
" semblable. Apres la réduction a

(2) Py —1=o,
prenons la ligne (;roite.

(3). ' y=m(x—1),

et nous obtenons 'équation |

(4) ' ;v’+:c+l+m’(x'—x):0

ou
x4 (m2+1)x — (M2 —1) =0,

() Encycl. d. Math. Wiss., Bd. 1, p. 532. GERoNo, Nouy. Ann.
de Math., 2* série, t. IX, p. 469 et 2* série, t. X, p. 204. LEBESGUE,
Ibid., 1™ série, t. IX, p. 178. Sur ce sujet voir aussi DE JONQUIERES,
1bid., »* série, t. XVII, p. 374.
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‘a résoudre en nombres rationnels. De 13
(m’+l)’+4(m2v-l—w1) ou (},,,:+ 3)—
doit étre un carré parfau soit X2, Alors

(m +3)’—-X’+u
Soient
Boooox o
N

= e

ou w et v sont des entiers premlers entre eux, de méme
que £ et 7. Il viendra

(p2+ 3v)imt = [E2+3(an)|v'.
Comme plus haut nous devons avoir
(5) 7= v,

d’on . .
(2= 392)2= £ 3(27)%

La _'soh_itioh de celte équation est
(6) E=: =3, =

De (o) et (6) on tne 2 21— yh. Mais v ;é 0. Donc
u===v,oum= 1. Par conséquent, les abscisses des
points d’intersection de la droite (3) et de la cubique (2)
sont données par la relation (4) réduite, z2+2x=o0.
Done z = o, ou bien z = — 2. Et, d’aprés (3), quand
x=o0, y=x1; quand £ =—2, y ==3. Quand
m =0,y =o d’apreés (3) et # =1 d’aprés (2). Quand
m =, 5 =1 d'aprés (3) ety = o d'aprés (2).

‘De la, en dehors du point (1, 0), il y a sur la cubique
quatre points rationnels (0, —1) (—2, —3) et (0, 4+ 1)
(— 2, 3). IIs tombent sur deux droites y === (z —1).
‘Donc I'équation Diophantine 22 4 z(y? — 32) =0 est
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impossible, excepté pour

)] r =z, Yy =o0;
(1) x =o, =—2z;
(1) xr =o, y=3;
(1V) r=—23, =—133;
(V) r=—123, y =133;

ou leurs multiples. Donc le produit 5(y2 — z?) ne peut
pas étre un cube, & moins que

r=o0 on  y=o ou AR S
- = —~2 F3  z
Si dans (1) nous remplagons x par — z et z par 1,

nous avons I’équation
2341 _-;-_.y’,

qui a été traitée déja par Gerono. Ce dernier a prouvé
qu’elle est possible lorsque, et seulement lorsque z =2,
y=1=3 si 'un ou lautre des nombres z, y est
supposé éire un nombre premier. Mais nous avons
maintenant prouvé ('impossibilité de Uéquation
méme si cette restriction est écartée.

‘Si nous divisons 'équation (1) par y3, supposé diffé-
xent de zéro, et si la cubique plane résultante

23+ 3(1—3%) =0

est coupée par la droite = mz, nous arrivons alors
aussi & 'équation de Gerono

(—mpP+1=X2,
Si dans (1) nous remplagons y par 1, nous avons
Iéquation

3= 3(zt—1).

Donc le produit de trois entiers consécutifs ne peut
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étre un cube, 3 moins que l'un d’eux soit nul. J'ai
déja démontré (') que quatre fois un nombre polynome,
c’est-a-dire les deux tiers du produit de trois entiers
consécutifs ne peuvent former un cube, comme
extension d’un théoréme de Legendre (2) consistant en
ce qu'un nombre triangulaire différent de 1, c’est-a-dire
la moitié du produit de deux entiers consécutifs ne
peut étre un cube.

L’impossibilité que le produit de trois entiers consé-
culifs soit un cube peut étre aussi démontrée de la fagon
suilvante.

Soit z3=5(32—1). Alors, puisque z et (z2—1)
sont premiers entrc eux, si nous décomposons n en
deux facleurs premiers entre eux § et 7, et si nous
posons 3 = £3, nous devons alors avoir £ — 1=m3, ce
qui est impossible, en vertu du théoréme de Fermat, si
ni £ ni 7 n’est nul.

Par le méme raisonnement, nous pouvons démontrer
que le produit de trois entiers consécutifs ne peut
étre la niéme puissance d’un entier, n n’étant pas
inférieur a 2.

3. Produits de deux nombres consécutifs. Nombres
triangulaires. — Il est évident que le produit de deux
entiers conséculifs ne peut étre un carré, i moins
que l'un de ces entiers ne soit nul. Car, si cela était,
I'équation x(x +1)=y? devrait étre résolue en
nombres entiers. Puisque x et z + 1 sont premiers
entre eux, ils devraient tous deux étre des carrés,
comme on le voit en décomposant y en deux facteurs 3
et 7, premiers entre eux.

(') Nouv. Ann. de Math., i série, t. X, p. 83.
(%) Theéorie des nombres, t. 11, p. 11.
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.'Ainsi, posant z = 12, nous devons avoir E—1 =13,
relation qui est seulement vérifiée par { ==+1, n=o.
Le probléme qui consiste a .trouver un nombre
triangulaire qui soit un carré, c'est-a-dire a trouver
les solutions en nombres enliers de I'équation

Lx(x )= ay’

se ramene a l'intersection de la courbe x(x +1)= 2y’
et de la droite y = m(x + 1), et se réduit a la solution
de 'équation E?— 1= 272, en nombre entiers, qui est
possible et bien connue. ,

: On peuat aussi démontrer aisément que e produtt
de deux entiers consécutifs ne peut pas étre un cube.
Car, s'il en était ainsi, I’équation z (2 + 1) = y3 serait
résolue en nombres entiers. Puisque z et x +1 sont
premiers entre eux, ils ne peuvent pas I'un et 'autre
étre des cubes. Donc, décomposant y en deux facteurs
premiers entre eux § et 1, et posant z =£§, on doit
avoir &+ 1=mn3, relation impossible, en vertu du
théoréme de Fermat, si ni &, ni n n’est nul. T

Par le méme raisonnement, nous pouvons démontrer
(ue le produit de deux entiers consécutifs quelconques
ne peut étre la n'*™ puissance d’un entier, n n’étant
pas moindre que 2. o

‘Plus généralement, (l n’y a pas deux entiers x et y
satisfaisant a Uéquation y**'=azx™(xz"—1), ou
l,mynz. ' '

4. Equation z*y + 3(y*— 3*) = o. — Nous avons
démontré que le produit de deux entiers consécutifs
quelconques ne peut étre ni-un carré, ni un cube, a
moins que l'un de ces entiers soit nul, et que le produit
de trois entiers consécutifs quelconques ne peut étre
un cube, 3 moins que I'un de ces entiers soit nul. Nous
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nous trouvons ainsi 3 méme de déterminer si le produii
de trois entiers consécutifs quelconques peut"étre un
carré. C'est une suite directe de la dermere partie du
precedent amcle. Mais, dans ce but nous tranerons
l’equauon en nombres entiers ’ Lo

(1) o x’y+z(y2+z’)=o
Elle peut‘aussi s’écrire sous la forme

(2) L x=y+y2—|=o,

en ecrlvant respecuvemenl x el y au lleu de — et y

dans I’ hypothese 3% 0.

Dans la relation (2), £ et y étant ‘des nombres
rationnels, nous avons a chercher le point d’intersec-
tion de la cubique (2) avec la droite

(3) i y—1=me,

point tel que ses deux coordonnées soient des nombres
rationnels. De la nous tirons, par substitution,

i s x(mx 1)+ m(mxr+2)=o0
ou

(4) max?—+ (m2+1)xr +2m =o.

Pour que cette équation quadratique en z soit réso-
luble en nombres entiers, le discriminant m*—6m3—+1,
ou (m?—3)2—38, doit étre le carré d’un nombre
rationnel, soit X2, Posant alors comme ci-dessus

nous avons’ :
(2—3v2)in?=[£2+ 2(2m)2 ]V

De la *q’—- %, et conséquemment

A (@3t B (et
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Mais la forme £*+ 2%/? ne peut avoir un diviseur qua-
dratique de la forme p*— 3+v2, 2 moins que cette der-
niére expression ne soit égale a —=1. Pour que
u?— 3v2 devienne égal a == 1, il faut que 2+ 2(27)?
devienne égal a 1, et, de la, § et 7, doivent étre respec-
tivement égaux a 1 et o, ce qui cst absurde.

De I, & moins qu’on ait m = o0 ou m =, résulte
que le déterminant de I'équation (4) ne peut étre le
carré d’un nombre rationnel.

Lorsque m =o, y=1, daprés (3) ¢t x=o,
d’apreés (2) et (4). De la, dans P’équation (1) 2z =o,
Yy =25. Lorsque m =, z =o, d’aprés (3) et (4), et
y ===, d"aprés (2); de la, dans I'équation (1), z= o,
» == 3. Donc I’équation (1) estimpossible en nombres
enliers, 8 moins (ue 5 =0, ou bien x =0, y == 3.

Si nous divisons I'équation (1) par 2, supposé diffé-
rent de zéro, el si la cubique plane résultante

r2+z(1—32)=o0

est coupéce par la droite x = ms3, nous arrivons a
I’équation suivante & résoudre en nombres rationnels,
ce qui est impossible :

m* 4+ 4 = X2

Si dans (1) nous remplagons » par 1, nous avons
Iéquation 2*=z(5*—1). De la le produit de trois
entiers consécutifs ne peut étre un carré, a3 moins
quc I'un de ces entiers ne soit nul.

5. Produits de quatre entiers consécutifs. — Nous
avons établi que le produit de deux ou trois entiers
consécutifs quelconques ne peut étre ni un carré, ni

kY

un cube, & moins que 'un de ces entiers ne soit nul.

Le produit de quatre entiers consécutifs quelcon-
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ques ne peut non plus étre, ni un carré, ni un
cube.

Pour le démontrer, nous emploierons, d’aprés Lucas,
'identité

a(a+r)(a—+2r)(a+3r)+rt=(a*+ 3ar + r2).
Soit r =1; alors
(1) a(a—+1)(a+2)(a+3)+1=(a*+ 3a+1)2.

Supposons que a(a + 1) (a +2) (@ + 3) soit un carré,
non nul.

La différence des carrés de deux nombres consécutifs,
sauf (=1, o) et (0, &= 1) ne peut étre en valeur absolue
inférieure & 3. Pour (0, == 1) la différence est —1, ce
qui ne s’applique pas a notre cas. Pour (=1, 0) nous
devons avoir

ou

Donc le produit en question ne peut étre un carré a
moins que I'un des quatre entiers ne soit nul (*).

Si, dans (1), a(a +1)(a + 2) (a + 3) est un cube,
nous avons l’équation de Gerono citée plus haut
¥+ 1=y%, qui est vérifiée seulement par I'une ou
Pautre des solutions

r=o0, ye==I1 ou w=32, y=:=£3.
Donc nous devons avoir

at+3a+1=1 ou a=o0,—-1, —2,—3,

(1) E. Lucas, Théorie des nombres, p. 53.
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ou bien : .
a’+3a+1==%3,

ce qui est impossible pour totite valeur entiére de a.
Donc le produit a(a +1) (a+ 2)(a+ 3) ne peut

étre un cube que si I'un des qualre entiers est nul.
Gerono démontre en outre que ’équation

x4 _—_yn

est possible en entiers positifs lorsque, et seulement
lorsque, on a

AN Do AL

m=3, x =2, n=-2_ y=3,

st x ou y est supposé étre un nombre premier. Nous
‘pouvons démontrer par le méme raisonnement que
lorsque a est choisi de telle sorte que a®+3a + 1 soit
un nombre premier, le produit a(a—+1) (a—+2)(a+3)
ne peut étre une puissance quelconque d’un entier,
alors que nous avons montré plus haut que ce produit
ne peut étre ni un carré ni un cube pour aucune valeur
de a. _ - ) , :

Jai établi que le produit de deux, trois ou quatre
enliers conséculifs quelconques ne peut étre ni un
carvé, ni un cube, 3 moins que I'un de ces entiers ne
soit nul. Ainsi se présente naturellement la question
que voici : Le produit d’un nombre quelconque
d’entiers consécutifs peut-il étre un carré ou un
cube? E't si cela peut étre, pour quels entiers?

Jal aussi trouvé que le produit de deux entiers
consécutifs ne peut pas étre un carré, que celui de trois
ne peut pas étre un cube, et que celui de quatre ne
peut étre un carré, et par conséqueht n'est pas la
quatriéme puissance d’un entier. Et’ cette nouvelle
question se présente aussi naturellement : Le produit
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de n entiers consécutifs quelconques ‘peut-il étre
la ni¢me puissance d'un entier ? : i

Ces questlons semblent étre treés mleressantes quand
on les rapproche du théoréme de Liouville en vertu
duquel le produit d’entiers conséculifs

m(m-—+=1)(m—+2)...(m4n=—1)’

ne peut étre une puissance exacte si dans la suite des
facteurs se rencontre un nombre premier (V). : -

6. Equation z*y + 3(y*+ 32) =o0. — Aun° 4 ci-
dessus, j'ai étudié I'équation 22y + z(y2— 52) = o, el
je suis maintenant amené a traiter de la suivante
) xry +3(yr+3) =0,
ce qui ne peut se faire par les mémes moyens.

L’équation (1) peut s’écrire
(2). 2y + Y35+ 53=0, e
et nous y pouvons supposer que z, y, 5 ne sont pas
tous nuls et n’ont pas de facteur commun.

Soient u, ¢, w les plus grands communs diviseurs de

(y, 5), (3, x), (x ¥)y respechvement Nous pOuvona

poser . L
x=vwx,.-y=wuy,' s=uvs.:

Subsmuant ces valeurs de z, y, z dans l equauon (2)
nous avons’

(3) vwd 't y' 4+ wrul y't s 4+ ute2z'3 = o.

(1) LIOUVILLE, Su' le produit m(m-+1) (m+2)...(m+n=1)
(Journal de Math., t: II, 1857, p. 277). Consulter aussi une Note
de MoREeAu ( Nouvelles Auuales, 2¢ sérié, t. II, 1872, p. 172) d’dprés
laquelle le théoréme est du 2 Mathieu (quesuon 441 des Nouvelles

Annales). 4
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On voit que le premier terme vw?z'? y' doit éire divi-
sible par #2. Mais « n’a pas de facteur commun avec ¢,
w et ', de sorte que y’ est divisible par 2. En outre,
le dernier terme u?¢?z'3 est divisible par »’. Mais y’' n’a
pas de facteur commun avec ¢ et 7', de sorte que u? est
divisible par y/. De la
(4) Y =Fu

Substituant cette valeur de y’ dans I'équation (3),
nous avens

(5) oI e Pyt 5+ 9253 = 0.

Le dernier terme ¢?2z'* doit étre divisible par w?; mais
w n’a pas de diviseur commun avec ¢, ni avee 7, de
sorte que

(6) w =1,

Substituant cette valeur de w dans I'équation (5), nous
avons

(7) F o't utz'+v3'3=o.

Le terme du milieu #*2z’ doit éire divisible par v; mais
v n'a pas de diviseur commun avee u, de sorte que 3’ doit
étre divisible par ¢. En outre le premier terme == oz’
doit étre divisible par 3'. Mais 5’et 2/ sont premiers entre
eux, de sorte que ¢ doit étre divisible par z'. De la =
(8) ’ =k, .
v
Substituant cette valeur de 3’ dans I'équation (7), nous

avons _
+ 2t (ur+v*)=o0;

(9) &=t o



(163 )

ct les signes, dans les relations (4), (6), (8), doivent
étre combinés comme 1l suit :

=) (=) () (== )

Ainsi la question est ramenée a la résolution de I'équa-
tion (7), qui n’a d’autre solution que u=o0, v =o et
x'=o0, ce qui s'accorde avec les conclusions de
B. Frenicle de Bessy (*).

Donc P'équation (1) n’a de solution que si 'une au
moins des quantités z, y, z est nulle.

Sinous divisons I'équation (1) par 3, supposée non
nulle, etsi la cubique plane résultante 22+ 3(1+32) =0
est coupée par la droite z = mz, nous arrivons alors
la résolution en nombres rationnels de 1'équation
m*— 4 = X3, qui est impossible.

7. Equations 2= yz(y +3), 2y +y3 5+ 3*2=o0.
— Je m’occuperai maintenant de 1'équation
(1) 3= yz(y + 3).
On peut la traiter d'une facon spéciale comme il suit.
Supposant z différent de zéro, divisons par 23, et rem-

plaqons§ par x et% par y. Alors
(2) =y (y +1)

z et y étant ici des nombres rationnels, tandis que z,
Y et z dans (1) sont des entiers.

De méme que ci-dessus, considérant (2) comme
équation d'une cubique, le point (0o, —1) tombe sur

(') Encycl. des Sc. math. pures et C.lppl., t. I, vol. ML, p. 306.
Pour plus de détails, voir B. FRrenicLr vk Bessy, Traité des
triangles rectangles en nombres, p. 1676.
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cette courbe. Nous prendrons alors la ligne droite -
(3) }’+’l=‘mvx,'”l:-. T

et nous chercherons les points ‘d'intersection de la
droite et de la cubique dont les coordonnées sont des
nombres rauonnels. Elxmmam_y entre (2) et (3), il
nent ‘

rr*=mizx — m.

Pour que cette équation quadratique en x soil vérifiée
par des valeurs rationnelles de m et de x, il faut que
son déterminant.. . . .. | b

v o

w mh— 4 m

soit le carré.d'un nombre rationnel. Cependant, cela ne
peut étre, comme nous allons le voir. .

Le professeur Hurwitz (') a montré que les deux
équations e
.’I?"‘)’" "*"‘}’"l "+ zm,wn — 0 ’

et : h

2 3,

gri—mn+nd y?n‘ + + 3™ +n? — o

sont l'une et Pautre a la fois, ou 1‘eso]uble~,, ou non
vésolubles en entiers différents de zévo. .,

Sinous partxcularnsons enposant m=2, n= ) nous
voyons que la premiére équation S

(5) Yy 4+ yrz - 3r=o0
est insoluble, car la derniére

x3+_y3+zi=o?:_: il oo

Iést elle-méme en vertu du lheoreme de Fermat.
Essayons maintenant de résoudre I'équation (a) par la
méthode que nous venons d’employer souvent ici-méme.

(') Math. Ann.. Bd LXV, 1908, p. .’.28..
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Supposant z différent de zéro, divisons par z* et rem-

x
plaqons < par x, et% par y; nous avons alors
(6) ry +yr+ax=o,

x et y élant maintenant des nombres rationnels, tandis

que z, y, z dans (5) sont tous des entiers.
Considérant (6) comme I'équation d’une cubique, le

point (0, o) tombe sur cette courbe. Prenons la droite

(7) Yy =mx

et essayons de trouver les points d’intersection a coor-
données rationnelles de cette droite et de la cubique.
Eliminant y entre (6) et (7), nous avons

mx? -+ mx + 1 = o,

équation quadratique en z dont le discriminant
m*— 4m doit étre le carré d’un nombre rationnel.
Mais cela ne peut étre; car aulrement I'équation (5)
deviendrait résoluble, ce qui est absurde. Ce discrimi-
nant n’est autre que le discriminant (4). Donc I'équa-
tion (2) estinsoluble en nombres rationnels, et par suite
I'équation (1) est insoluble en nombres entiers, si I'une
au moins des inconnues n’est pas nulle.

Ed. Lucas (') a démontré qu’une condition néces-
saire et suffisante pour que 'équation

(8) . @+ yl—Azd=o0

soit résoluble en nombres entiers est que A appartienne
a la forme ab(a+ b) préalablement débarrassée.de

(') Nouv. Ann. de Math.. 2* série, t. XVII, 1878, p. 425.
Ann. de Mathémat., ,* série, t. XVI. (Avril 1916.) 12
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ses facteurs cubiques, c’est-a-dire qu’on ait:

(9) Acd=ab(a+b),

a, b, ¢ étant des entiers.

Posons A =1, alors (8) n’est pas résoluble, de sorte
que la relation ¢*= ab(a + b), qui n’est autre que (1),
est impossible en nombres entiers.

Ainst I'équation (1) est impossible. Remplagons 3z
par y + 1; elle devient alors

6y<y+r)6(2y+l) — o3

y(y+n(2y+1)=a3 ou

En employant le raisonnement par lequel nous avons
démontré ci-dessus que le produit de deux ou de trois
enliers conséculifs quelconques ne peut pas étre ‘la
n®*me puissance d’un entier (n22), nous pouvons dé-
montrer 'impossibilité de I'équation

y(y+ny+1)=a°

en nombres entiers, et aussi 'impossibilité de 1'équa-
tion

y(ry+o(y+I1)=a (n22),
en nombres entiers, puisque deux quelconques des
trois nombres ¥, y 41, 2 41 sont premiers entre
eux.

De la, le sextuple de la somme des carrés des
m premiers nombres entiers ne peut étre la niéme puis-
sance d’un entier.

D’aprés le théoréme de Lucas cité plus haut, la

.relation
(10) 3¢3 = ab(a -+ b)
ne peut étre vérifiée, puisque Uéquation” -

P4yt —3=0
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est impossible. Si dans (10) nous posons  =a.+1,
nous avons

3e3=a(a—+r1)(za—+1). .
De la, le triple de la somme des carrés des m pre-
miers nombres entiers ne peut étre la ni"¢ puissance
d’un entier (n22).
On sait que la somme des cubes des m premiers

: . - , | m(m—4-1)]2 .
nombres entiers est égale au carré [—(—;—2] - Mais’

m(m—+1)

elle n’est pas un cube, puisque n’en est pas

un, d’aprés la démonstration de Legendre.

8. Equation %= z(z?*=%y?). — Nous pouvons
traiter quelques autres équations cubiques trinomes
indéterminées et homogénes par les méthodes appli-
quées ici. Les équalions étudiées ci-dessus sont toutes
umpossibles en général. Les suivantes sont au contiaixje
posstbles :

(v) xd= z (22 y?).

En effet, comme dans ce qui précéde, prenant la droite
y=m(x—1) et la cubique %=z y2, nous
avons

rr== m?(x —1);

de sorte que £ — 1 ou 1 — z doit étre un earré.
Si 2 — 1 est un carré a? (a rationnel), on a
1+ a? a(1+ at)

= =
, =
a y a

r =1+ a?, m ==

B

dans I'équation (1), avec le signe +,

Dela, remplacant a par 7, nous trouvons pour z, y, 3,

z=PB(Pr+122), y=a(Bft4+a?), =03
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Un résultat semblable se présente dans le cas ou
1 — x est un carré. v
Si dans I'équation (1) on prend le signe —, les va-
leurs de z, y, 5 sont respectivement

x=ﬁ(§2._¢2), )’=’1(B’—1’), Z=B'.

[K'1]
SOLUTION DU PROBLEME DE PAPPUS GENERALISE ;

Par M. Joseen JOFFROY,

Professeur honoraire.

Ce probléme peut s’énoncer ainsi : dans un angle
quelconque XOY ou w inscrire une droite SS' de lon-
gueur / donnée et passant par P, point de la bissectrice
de w. Jusqu'a ce jour le cas particulier de w droit
a été seul résolu par l'emploi d’une équation du

deuxiéme degré. P (voir la figure) est déterminé par le
losange A’OAP de coté a. Posons OS =z, OS'=y.
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Les triangles semblables OS’S, APS donnent

Yy _ _z -
(1) w = 7—a ou zy =a(x+y).

Dans le triangle OSS’, on a

Z:4 y2—oxy cosw = [2
ou i

(2) (x+y)t—2zy(1+ cosw) = 2,
Eliminant zy entre (1) et (2), j'obtiens
(E) (z+ y)t—2a(1+cosw)(z+ y)— 2=,

équation du deuxiéme degré en z 4+ y dont la racine
positive, qui convient 2 mon probléme, est

z+4+ y=a(1+cosw)+ya2(1 + cosw)2+ 2= A,

J'a1 donc
z+y+A
et
ry = Aa.

On sait construire z + y et y/zy, puis z et ¥. On
calcule z et y qui sont les racines de '

(E") 52— Az+Aa=o.

z = OS étanl connu, la sécante SS' est déterminée. La
sécante symétrique de celle-ci par rapport a la bissec-
trice est la seconde solution. La valeur absolue de la
racine négative de l'équation (E) déterminerait les
deux autres droites, solutions, I'une dans 'angle YOX/,
I'autre dans XOY' : on le vérifiera en supposant,
comme je I’ai fait, le probléme résolu.

Si j’avais éliminé z ou y au lieu de zy ou z + y,
Jaurais obtenu une équation compléte du quatriéme
degré et j’en aurais conclu que le probléeme général de
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Pappus ne peut pas étre résolu graphiquement : c’est
ce qui a été cru jusqu’a ce jour. Quant aux quatre
racines de cetle équation du quatriéme degré en x ou
en y, leurs valeurs sont celles qui salisfont a I'équa-
tion (E). En résolvant I'équation du quatriéme degré
on obtiendrait des expressions égales a celles que jai
trouvées ci-dessus, mais bien plus compliquées (ce
serail un exercice de concours).

Voici une solution de mon probléme plus élégante
que ma précédente.

Soit OJ =R perpendiculaire a la sécante SS’ qu’il
s'agit de placer. J'ai encore

ry =a(z+ y), (#+ yP—o2zy(1+ cosw) = {2,

Jai aussi
zy sinw = R,

double du triangle OSS'.
Eliminant zy et z + y entre ces lrois équations,
J obtiens

) IR?— 2atsinw(1 + cosw) R — a?lsin2w = o,

R = as;;lw [a(1+ cosw)==y/at(1+ cosw)r+ I].

La valeur positive de R convient pour la construction
de SPY'. Sa valeur négative convient pour la construc-
tion de la sécante S,S' P, solution dans YOX' (on le
vérifiera). 3'ai donc, si Jappelle R la perpendiculaire
0lJ, a cetle sécante

Ry=2 snlmu [—a(+ cosw) +Var(1 + cosw)z+ &),
avec
R= 2304 (1+ cosw) +ya* {1+ cosw)® + £2 .

{
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J’abaisse PB perpendiculaire 3 OX : j’ai

asﬁ_nB:PB:b, a(1+ cosw) = OB = ¢,

et je puis écrire
R=2[c+vax Bl Ri=[—cayarrl

On voit que R, R, n’exigent que la construction d’un
seul triangle rectangle et de deux quatri¢mes propor-
tionnelles.

Construction la plus rapide de R, R,. OK =1 est
perpendiculaire 3 OX, BK vaut /c2+ 2, OD vaut
¢4+, ODy vaat —c—+ \/c’-{— (2, OE égale
PB=5. EF est parallele 4 KD, EF, est parall¢lea KD, .
La quatriéme proportionnelle OF vaut R, la quatriéme
proportionnelle OF, vaut R,. De O je décris un cercle
de rayon R, un cerclc de rayon R,. De P je leur méne
les tangentes PJ, PJ, et leurs symétriques par rapport
a la bissectrice de XOY. Les quatre tangentes sont-les
quatre solutious du probléme de Pappus que j’ai géné-
ralisé et résolu grice a un changement de variable,
grice A une idée bien simple, celle de remplacer 22 + y?
par (x + y)t— 22y!

[P'4]
AU SUJET I'UNE NOTE DE M. FONTENE;

Par M. R. BRICARD.

Dans une Note récente (V. A., 1915, p. 515),
M. Fontené a proposé I'étude d’une surface définie de
la maniére suivante : Etant donnés six points dans.
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I’espace, a toul point M correspond un point M’ tel
que toutes les quadriques du réseau ponctuel déterminé
par les six premiers points et par le point M passent
aussi, en vertu du théoréme de Lamé, par le point M'.
M. Fontené observe que les droites MM’ forment une
congruence, a savoir la congruence des cordes de la
cubique gauche (I') qui passe par les six points, et que
sur toute droite de cette congruence les couples (M,M’)
sont en involution. La surface dont il s’agit est le lieu
des points doubles de ces involutions.

Soient (D) l'une des droites de la congruence dont
il s’agit et P un point double de Vinvolution corres-
pondante. Le point P est tel que toutes les quadriques
qui contiennent ce point et les six points donnés sont
tangentes en P &4 (D), ou ont un point double en P. On
peut dire aussi que toutes les quadriques tangentes
en P 4 (D), ou ayant un point double en P, et passant
par cinq des points donnés, passent par le sixiéme.
Ainsi le cone du second degré qui a son sommet en P
et qui passe par les cinq premiers points passe par le
sixi¢éme point. Autrement dit, le point P est sommet
d'un cone de second ordre passant par les six points.

Réciproquement, tout point qui est sommet d’'un
c6ne du second degré passant par les six points est un
point P, car il passe par ce point une corde de la
cubique gauche (') et ce point est un point deuble de
I'involution qui a eu lieu sur cette droite.

La surface signalée par M. Fontené n’est donc
autre que la surface, lieu des sommets des cénes du
second ordre passant par sixz points donnés. Cette
surface est bien connue sous le nom de surface de
Weddle. Elle est du quatrieme ordre. Elle contient la
cubique gauche (I') qui passe par les six points, puis-
qu’un cone ayant son sommet sur la cubique et ayant



(193)

la cabique pour directrice est un céne dusecond degré.
Une droite de la congruence est une corde de cette
cubique et rencontre encore la surface en deux points
P et Q, sommets de deux cones du second degré pas-
sant par les six points, et points doubles de I'involution
sur la droite; comme les points d'appui de la droite sur
la cubique forment un couple de I'involution, les deux
points P et Q forment avec ces deux points d’appui une
division harmonique.

La surface de Weddle contient évidemment les
quinze droites joignant deux & deux les six points
donnés; évidemment aussi, sur chacune de ces droites
qui sont des cordes de la cubique gauche (T'), I'invo-
lution (M, M') est illusoire, puisque les quadriques du
réseau qui passent par un point de la droite contiennent
la droite tout entiére.

11 est clair aussi que la surface contient les dix droites
dont chacune est I'intersection du plan contenant trois
des six points avec le plan contenant les trois autres.
Ainsi, quand on se donne le point M sur une des
droites en question, les quadriques du réseau ponc-
tuel déterminé par les siz points donnés et par ce
point sont tangentes en M a une méme droite (D),
corde de la cubique gauche (T') passant en M; le
pointM est un point P sur cette droite (D); le point Q,
second point double de I'involution sur la droite, est
le conjugué du point M par rapport aux points d’appui
de la droite sur la cubique.

L’étude de la surface de Weddle a occupé divers
géométres, parmi lesquels on peut citer Cayley,
R. Sturm, Schottky, G. Humbert.
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GORRESPONDANCE.

M. A. Pellet. — 4u sujet de la question 2118. —
Dans sa solution de cette question, une légére inad-
vertance a fait discuter a M. Vaulot (1915, p. 574) une

A e B

courbe tout autre que celle que j'indiquais. Pour fixer
les idées, supposons e et m positifs dans 1'équation

xr — esin(m +x)=o0,

. .. . T \ .
et inférieurs, e & Srmam On voit que 'angle en M

est égal & 2, et AM = si:z = p. La relation
tangA—B == a—b langA+B:
2 a-+b 2
si
a b
sinA ~ sinB’

donne ensuite

. m p+e m
tang(a + — ) = “——tang—-
2 p—e 2

Lorsque z varie de o a e, le second membre va en
diminuant, tandis que le premier va en croissant; donc
en attribuant & x une valeur entre o et e dans le second

membre (z,), la valeur correspondante de tang (x —+ %)
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donne pour z une quantité z,, et la racine de 'équation
est comprise entre z, et z,; on a donc ainsi un moyen
pour I'approcher indéfiniment. En particulier, en fai-
sant xo=e,

et la racine est comprise entre z, et e.

M. &’Ocagne. — Ausujet des enveloppes de cercles
et des caustiques. — Le théoréeme général sur les
centres de courbure des enveloppes de cercles, qui
figure dans une Note récente de M. Goormaghtigh
(Nouvelles Annales, 1916, p. 5), est, on le reconnait
sans peine, identique a celui qui constitue la seconde
partie de la question 2169, dont une démonstration
géométrique extrémement simple vient de paraitre
dans ce Recueil (1915, p. 435; note aun bas de la page)
et qui provient d'une Note que j'ai publiée naguére
dans les Annrales des Ponts et Chaussées (2° semesire
1888, p. 76).

On peut remarquer aussi que la construction par
points des caustiques par réfraction, obtenue par
M. Goormaghtigh (loc. cit., p. 30), est celle méme qui
se rencontre dans les Principes et Développements
de Géométrie cinématique de Mannheim (p. 66).
Cette construction est, au reste, moins simple que
celle de Cornu, dont une démonstration géométrique
a paru derniérement dans ce Recueil (1913, p. 508).



(176)

NECROLOGIE.

F. FARJON.

Nous venons d’apprendre avec un profond regret le
déces d’un fidele collaborateur des Nouvelles Annales
depuis de longues années.

Ferdinand Farjon est mort accidentellement 2
Boulogne-sur-Mer, le 25 mars dernier. Ancien éléve de
Ecole Polytechnique (promotion de 1860),il occupait
une importante situation industrielle, avait été député
du Pas-de-Calais, et était président de la Chambre de
Commerce de Boulogne.

Tl avait un godt prononcé pour les Sciences mathé-
matiques; il y montrait des qualités trés personnelles
et une sagacité remarquable.

Récemment encore (numéro de février 1916), nous
avions inséré quelques lignes intéressantes de lui,
dans notre « Correspondance ».

En exprimant a sa famille nos condoléances les plus
sincéres, nous sommes assurés d’'étre les fidéles inter-
prétes de nos lecteurs. Mais aux regrets que cause la
disparition d’une belle intelligence vient s’ajouter,
pour nous, la tristesse de perdre un ami personnel,
dont les hautes qualités morales forgaient I'admiration
de ceux qui 'ont connu. C.-A. L.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

606 et 607.

(1862, p. 29 et 30.)
606. En ordonnant le discriminant A de U'équation
axt+ 4bxd+ 6cx®+ 4dxr + e = o,
sutvant les puissances de e, posant

A=Ae3+3Be? +3Ce +D;

démontrer qu'on a

A2D? — 6ABCD - jAC3 + 4B*D — 3B2(2
=—729 (a®d + 263— 3abc)?
< (atd?— 6abed + fac’+ 162d — 3b2c? ).

MicHAEL ROBERTS.

607. Soit s, la somme des puissances r des racines de
U'équation .
axs+ 5bxt+-10cxd+10dxr+ Sex + f=o.
Posons
Sp S§1 S22 83

Sy S22 S3 8
at x

=Pf2+2Qf+ R,

Sy S3 S, Ss

S3 S, S5 S¢
alors P, Q, R ne renferment pas f. Si

So S1 S
§y S S3 | =0,

S3 S35
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démontrer quon a la relation suivante

Q2—PR=o.
MicHAEL ROBERTS.

SovuTioN
Pac M. H. BRoCARD.

Ces deux questions sont tirées d’un arlicle Sur quelques
théorémes d’algébre par Michael Roberts, publié dans les
Annales de Tortolini, t. IV, 1861, p. 51.

Cet article contient la démonstration désirée ou les indi-
cations nécessaires a la solution.

Le lecteur voudra bien s’y référer.

§54.

(1868, p. 138.)

Trouver la suite des fonctions de Sturm pour U'égquation
. a .
qui donne tang = quand on connait tang «.
> n
G. Darpoux.

SoruTioN
Par M. H. BROCARD.

L’étude proposée a été traitée ici.

1° 1880, p. 76-81: Sur une application de la méthode de
Sturm; par C. BIEHLER;

2° 1880, p. 149-152 : Sur une classe d’équations algé-
briques dont toutes les racines sont réelles; par C.
BIEHLER ;

3°1880, p. 224-236; Sur quelques propriétés des équations
«algébriques qui ont toutes leurs racines réelles; par E.
LAGUERRE ;

§° 1887, p. 3-9; Sur Uéquation de degré m qui donne

a ) .
tang — lorsqite 'on connait tang a; par C. BignLkg.
m

La question 831 n’ayant pas été rappelée de fagon particu-
liére dans les quatre articles susmentionnés, a di étre consi-
dérée jusqu’a présent comme non résolue; mais il est certain
que ceux-ci renferment tous les éléments voulus pour la
solution désirée.
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1359.

(1881, p. 144.)

ABC étant un triangle donné, on le coupe par une
sécante qui détermine sur ses cétés ou leurs prolongements
siz segments tels que le produit de trois d’entre eux non
consécutifs soit constant: Trouver l’enveloppe de la trans-
versale. BARBARIN.

SOLUTION
Par L’AUTEUR.

ABC étant pris pour triangle de référence, la transversale
Ur oy +wi=o
a pour équation tangentielle
(1) 2U02(V+ W) —KUVW =o,

en posant pour abréger

) w , : .
U:?z’ V=Z’ \V=-&-, X=ax, Y=0by, L=cs,

et appelant K une constante. L’équation (1) peut se ramener
a la forme plus commode

(

qui accuse une courbe de troisiéme classe tangente aux trois
cotés du triangle et aux trois paralléles menées par les
sommets,

) (U4+V)(V+W)W4+U)—KUVW =o

152

1531.
(1885, p. 248; 1915, p. 472.)
Le parallélépipéde construit sur trois génératrices quel-

conques d'un hyperboloide @ une nappe a un volume cons-
tant. GENTY.

DevxiEng SoLvTioN
Par M. J. LEMAIRE.
Soit ABCDEFGH le paraliélépipéde construit sur les trois

génératrices de méme espéce AB, FG, DH d'un hyperboloide
a une nappe; il suffit évidemment de prouver que son volume
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ne change pas quand on remplace une seule des trois généra—
trices, DH par exemple, par une autre de méme espéce; celle-ci
doit couper AD et GH, qui sont des génératrices de l'autre

&

H

espéce, en des points D’ et H'. AB et FG restant fixes, il en
est de méme de GH et AD, les points D' et H' déterminent
sur AD et GH des divisions homographiques, et 'on a une
relation de la forme

2. AD'. GH' 4 p &D' + v, GH' + p —o.

Iin supposant que D’ vienne en A, puis H' en G, puis D’
et H en D et H, un obtient

AD'.GH' = AD.GH.

l.e parallélogramme EFGH conserve donc, quand on fait
varier la génératrice DH, un angle fixe en G compris entre
des cotés dont le produit est constant; par suite son aire est
constante; et comme la hauteur correspondante du parallélé-
pipéde est inyariable, son volume reste bien constant.

1551.
(1885, p. 488.)

Trouver une courbe plane telle que le produit des dis-
tances d'un point fizxe @ deux de ses tangentes paralléles
soit constant. Les coniques sont des cas particuliers.

BARBARIN.
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SoLuTion

Par L’AUTEUR.

La question n’est pas déterminée. Le point fixe étant pris
pour origine, la tangente mobile

z cosa + ysina = a f(a)
satisfait a la condition imposée
OP X OP'==*aqa?
si

(1) f(o) fla+m)==%1.

Il'y a évidemment une infinité de fonctions résolvant cette
équation. Avec le signe positif, la fonction f(a) est pério-
dique (période 2w). Des solutions particuliéres étant trou—
vées, toutes leurs puissances rationnelles ou non, et leurs
produits ou quotients sont aussi des solutions. Le probléme
comporte des courbes algébriques, par exemple le cercle

pour
Sla)=1,

les coniques pour

S(2)= /K cos?a + sin?a — /K —1 cosa,

mais aussi des courbes transcendantes, par exemple celle qui
correspond &

f(u) = esSin&

et qui a la forme de la méridienne de I’cuf.
Avec le signe négatif, la fonction f(a) esl encore pério-
dique. Exemple :

. a
S(a) =tang -

La famille des courbes proposées a une liaison remarquable
avec les courbes appelées anallagmatiques par Moutard ; ce
sont celles qui ont pour podaire par rapport a I'origine une
anallagmatique; on peut donc les désigner par le terme d’an-
tipodaires d’allagmatigues; la courbe du dernier exemple
est une antipodaire de strophoide.

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XVI. (Avril 1915.) 13
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1678.

(1894, p. 4.)

Liew des sommets et enveloppe des axes des paraboles
conjuguées par rapport a un triangle fize.

A. CAzZAMIAN.
DeuxieMe Sovction (1)
Par M. H. Brocarp.

Gette question parail malaisée a traiter par lanalyse, en
raison de la complication des calculs et de la difficulté de
dégager les résultats. Cependant elle devient plus abordable
aprés intervention de quelques propositions classiques, énon-
cées a diverses reprises dans ce Journal.

Certaines propriétés remarquables, particuliérement utiles
a I'étude des paraboles ici désignées, permettent surtout de
dessiner rapidement la configuration géométrique de ces
coniques et d'aboutir ainsi & une autre forme de I'énoncé se
prétant micux a I'analyse, et dispensant d’évaluer le paramétre
de la parabole pour Iui substituer la description d’un lieu
géométrique (A) déduit d’un triangle et du cercle circonscrit,
et qui a été maintes fois étudié ici et ailleurs : 'hypocycloide
triangulaire, enveloppe de la ligne pédale (ou droite de
Wallace ou de Simson).

Rappeloas donc les principales propriétés des paraboles
conjuguées a un triangle ABC :

a Leurs foyers sont sur le cercle d’Euler ou des neuf points
du triangle ABC.

J. Griffiths, question 742, 1865, p. 429, résolue 1866, p. 227
et retrouvée par L. Painvin, 1867, p. 443.

Voir Note Weill, 1888, p. 430.

b. Leurs directrices passent par un point fixe qui est le
centre O du cercle circonscrit au triangle ABC.

G. Salmon, 1860, p. 338.

J. Koehler, Exercices de Géométrie analytique, . 1, 1886,
P- 194. .

(') Voir 1916, p. 42.
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Poujade, J. de Math. spéc., question 228, résolue 1890,
p. 239.

c. Elles sont inscrites au triangle A'B'C’ des milieux des
cOtés du triangle ABC.

Ce triangle A'B'C’ est inscrit au cercle d’Euler, lieu du
foyer F.

J. Griffiths, 1866, p. 227.

La question est ainsi ramenée a :

Construire une parabole inscrite 4 un triangle A'B'C’, ayant
son foyer en F (sur le cercle A'B'C’) et dont la directrice passe
par un point fixe O (centre du cercle circonscrit au triangle
ABC déduit du triangle A’B’C’ par des lignes paraliéles);

Autrement dit :

Construire la parabole inscrite a un triangle et dont le
foyer est en un point donné du cercle circonscrit a ce
triangle.

Depuis que la question a été proposée, il est a croire que
nombre de collaborateurs ont di entreprendre une étude
géométrique et faire intervenir certaines propositions des
paragraphes (@) (&) (¢). Peut-étre méme sont-ils parvenusala
description du lieu (A), mais alors ils ont été rebutés par la
complication analytique.

Cependant, ils auraient pu reconnaitre une question anté-
rieure a la proposée, et dont il est fort possible qu’elle ait
inspiré I'énoncé 1678, mais il fallait s’en souvenir, Il s’agit de
la question 1303, de M. d'Ocagne (1884, p. 447).

La question 1678 n’ayant pas retenu mon attention, ce n’est
qu’a l'occasion de la revision des questions demeurdes non
résolues que je fus amené a m’y intéresser, et si je puis
aujourd’hui en appporter la solution, c’est que précisément je
me suis souvenu d’avoir étudié en son temps la question 1503
et d’en avoir provoqué la solution donnée ici 1902, p. 566-571,
et 4903, p. 48, par M. H. Lez.

Les questions 1505 et 1678 étant absolument équivalentes,
on voit que la solution de la premiére s’applique a la seconde,
et qu’ainsi, pour des paraboles conjuguées a un triangle ABC:

1° Le lieu des foyers F est le cercle circonscrit au triangle
A’B’C’ des milieux des coOtés;

2° Le lieu des sommets est une quartique extérieure, tan-
gente et circonscrite au triangle;
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3> L’enveloppe des axes est une hypocycloide triangulaire
tangente au cercle ABC;

4° L’enveloppe des tangentes aux sommels et une autre
hypocycloide triangulaire tangente au cercle ABC;

5° Les directrices passent par le point O, centre du cercle
ABC, et orthocentre du triangle A'B'C'.

Note. — Il y aurait encore une réponse bien plus courte,
ainsi qu'une référence bibliographique particuliérement inté-
ressante: je veux parler de l'article de E. Duporeq: Sur
Uhypocycloide a trois rebroussements, 1902, p. 168-151, ou
Pon trouve exposées les remarquables propriétés que voici :

Une méme hypocycloide triangulaire est ’enveloppe : 1° des
asymptotes des hyperboles équilatéres circonscrites, 2° des
tangentes aux sommets des paraboles inscrites, 30 des axes
des paraboles conjuguées (toutes trois 2 un méme triangle);
4° des axes des paraboles circonscrites a un méme triangle.

A remarquer aussi qu'un cercle est le lieu : 1° des centres
des hyperboles équilatéres circonscrites, 2° des foyers des
paraboles inscrites 8 un méme triangle ;

Et enfin : 1° que les hyperboles équilatéres passent par
Porthocentre du triangle inscrit, 2° que les directrices des
paraboles passent par le centre du cercle circonscrit au triangle
conjugué.

Toutes ces corrélations sont inléressantes a retenir, et
c’est pourquoi j'ai cru devoir les rappeler et donner ainsi a la
réponse 1678 plus de développement qu'elle n’exigeait.

1704 bis.

(1895, p. 39*; 1915, p. 288.)

Démontrer que, si un triangle se déplace en restant
inscrit et circonscrit a deux coniques, le centre du cercle
circonscrit & ce triangle décrit une conique. Examiner,en
particulier, les cas ol cette conique est un cercle, ou un
systéme de deux droites. M. WEILL.

SoLuTION
Par M R. BouvaAIsT.

Désignons par T les triangles envisagés, par S et S' les
coniques qui leur sont inscrite et circonscrite, Ces triangles T

'
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sont conjugués & une conique fixe =. On voit facilement en
effet que si '

S =

g

+ =+ = o, S'= =

< IR
Ty

KR|®
+
W=
I

°

§1R

P q r
=224 L y24 g2,
a B3

Les cercles C circonscrits aux triangles T sont donc ortho-
gonaux au cercle de Monge de X; il existe de plus une infinité
de triangles inscrits dans chacun de ces cercles et circonscrits
as.

Soit alors
x?
a?

y?

S= +F

1=o0
et soit
(=202 +(y —yo)t—p*=0
le cercle de Monge de £; nous aurons, si
(z—a)+(y—B)2—ri=o
désigne un cercle C, les deux relations

(& =)+ (B—yo)P— rt—p?=o,
[a2+ B2—a2— B2— r2]2
+ jarb? [ﬁ -+ Ez-w—-xv— 1‘2<-L + J-)] = o,

a: ' b2 at | b2

cette derniére étant la relation invariante 08— 4A8'=o
entre les coefficients de I'équation en A de S et C.

Eliminons 72 entre ces deux relations, neus aurens I'équa-
tion du lieu cherché :

(1) [2z02 +2y0y — 2] — y2+ o2+ a2+ b2]?
— 4[a2z?+ B2y + atbt] =o.

C’est une conique dont les directions asymptotiques sont
perpendiculaires aux tangentes menées du point (o, ¥o) @ la
conique S.

Ce sera donc un cercle si le point g y, centre de la conique =
est un des foyers de S, une hyperbole équilatére ou une para-
bole si ce point est sur le cercle de Monge 'de S ou sur S.

13.
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Pour que la conique lieu soit un systéme de deux droites,
il faut et il suffit que le discriminant de son équation soit nul,
ce qui donne la condition

§10205 -+ aty} — ar6] - [ -y} —at— b gt =o.

L’'équation de la conique lieu montre du reste que ce sys—
téme de deux droites sera toujours imaginaire,

1816.

(1899, p. 148 19135, p. H68.)

On considére les pieds des quatre normales menées d’un
point & une conique C, et les quatre triangles T formés
par les tangentes menées en ces points & C: 1" a chaque
triangle T on peut circonscrire une conique A ayant les
mémes axes de symétrie que C; 2° les normales a la
conique A auxr sommets du triangle T sont concourantes
en un point P; 30 de chaque point P on méne la quatriéme
normale a la conique A correspondante. Les quatre nor-
males ainsi obtenues sont paralléles, et leurs pieds sont en
ligne droite. (E. Durorcq.)

DiuXIEME SoLuTION

Par M. E. FaBry.

Soit lellipse représentée par les équations

2 t \ 2 \ 2
a':a' ) )’:b 2 ) (Z)ﬂ—(%):‘

\a

La normale a pour équation
2axt(a+t2) — by (1—t4) —2c2t(1 —¢2).

Par un point M(z,, p) on peut mener quatre normales
dont les pieds sont donnés par I'équation

(1) byott+ 2(azy+ c2)B3+ 2(axy-- c2)t — by,=o.

Les quatre valeurs de ¢ sont liées, quel que soit le point M,
par les deux relations

(2) Zt,t2=0, tylolzt, = —1,



(187)

et a quatre valeurs de ¢, liées par ces deux relations, corres-
pondent quatre normales concourantes.' En éliminant ¢, on a
la relation

(3) tlt,l3(tltg+t2t3+t3tl)=t|+t2+ l3.
Les tangentes aux points ¢, ct ¢; ont pour équations
br(1—t})+2ayti=ab(1+t}),

bxr(1—1t3)+2ayty=ab(1+2);

elles se coupent au point de coordonnées

(/) x:a.l_:t_i_t_z, :b_tﬂ.
4 l+1112 l+t1t2

En permutant ¢y, 5, ¢3, on a les trois sommets du triangle
formé par les trois tangentes. Une conique, ayant les axes de
coordonnées pour axes de symétrie, a pour équation

22 y?
X—f—'ﬁ =1.

Pour qu’elle soit circonscrite au triangle des trois tangentes
en ty, £y, t3, il faut que 'on ait

a? b2

T —tte)+ g+ )= (1+ 21 25)2,
a? b?

(3) ‘ X‘(I—lita)z"" ﬁ(lz—i—fs)’:(l—*"lgls)?,
2 b2

! %("—tatl)2+ §(53+h)2=(l+¢ah)’-

. . a? b? . T
Ces trois équations, o — et | sont inconnues, se rédui-

A

ront & deux si
(1—t122)? (ti+1t2)* (14 t1ty)?
(1—t83)? (ty+£3)F (14U t3)?
(1—831) (tz3+11)? (1 +t38)?
= 4(t1—ts) (ta—t3) (Lz—t1) [titats Sty ta— (L+ ta+ t3)] =0,

équation qui est vérifiée d’aprés I'équation (3).
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Si I'on retranche la seconde équation (5) de la premiére, ét
si 'on divise par t;— ¢;, on a
a? b2
(6) —A—(h tottaly3—2)ls+ §(¢|+ 2ty t3) = (L1 L+ talz+2) by,
Les deux derniéres équations (5) donnent de méme

a? b2
X (tzl;;—*—- L3t — 2)l3+ ﬁ-([g-—*- 2t3+'li) = (v‘l-zts—f- i3t + ‘2)t3.

En retranchant ces deux équations, et en divisant par ¢, — ¢3,
on a

a? b
(7) X(ll le tzt3+t3t|_’2)+ -E =ty = tlalz+ I3l + 2.

En multipliant les deux membres par ¢,, et en retranchant
I’équation (6), on a

a? b2
—llyly— — (t1 Lty + l3) = Ui Lyt
A 1263 B( 1 2 3) 16203
et, en tenant compte de I'équation (3),

a? 2

. b
(8) K— ﬁ(t’tg+t2t3+tgtl)=l.

Des équations (7) et (8) on déduit

at 1+ 2)\2 b? 2 \?
T=(Z) 5=(Z%)" z=uerosron

et I'équation de la conique

(9) g(x+2)t+4}-;=(l—z)=.

On peut représenter cette ellipse, en fonction de 0, par les
équations
11— 1—02 6
r=asvre V=0

Le sommet (4) du triangle T correspond a une valeur de 9
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qui doit vérifier les deux équations

[ — 21— 62 1— &1ty ([} 4+l

= I —2)— = —
1+ 2 1+ 02 l+l‘lg’ ( )l+02 I+t|’2’

la premiére donne

0t — Lt,—2  —hi(h+ )
I— L2 11—ty 3

et, en tenant compte de (3),

62— _—__tM = 2.
. ty+ (3+ 3
3
De la seconde équation on déduit
_ ity (+13) (tr+t) 1+ 23) -y
(x+t1t,)(l-—-2) i+ 1,4+ 3 3

[— [3(l|+ lg) —_
3
Les trois sommets du triangle correspondent aux trois valeurs
de § égales a — t;, — ¢y, — 3.

La relation (3) donne ainsi

0,0,05(0,0,-4-0,0;+030,) =0, 0, 0;

et montre que les trois normales a la conique (g) sont con-
courantes en un point P. Les relations (2) montrent que la
quatriéme normale, menée de P a la conique (g), correspond
a la valeur 0, = — ¢,.

Le coefficient angulaire de la normale en ce point, a la
conique (9), est

0.5 X _ 21, 2a
21— \/'E TO b0+
Mais les équations (2) donnent

I=—t(li+t+18), LE=—————— ’
1 1 I 1
(tz-—l)([—i—z): tb(t""‘ lo+ I3+ t‘)—-tb —+""+—+—>
ty ta 3 L
= tg({;—i— Lo+ C3+ L+ Lalsl,+Latity+ Lt ty+ t1tzt3)
4az,

by

t,
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en tenant compte de (1). Le coefficient angulaire est donc

égal a )l’; c’est le méme pour les quatre normales analogues.
4

Le pied de la normale en 6, 4 la conique (9) a pour coor-
données

1—21—1¢ L
z=a =b(Z—1 .
1+ 32 1+ 4 ( )x—HE
En posant
azxy—+ c?
S = Lo+ ty+ 8= —1 ——
1=+ la+ 1+t bye
Se= ity + tatz—+ t3t,+ Lty = 0,
- ct— ax,
S;= Lilaly—+ Lolyl, 4 L3l i+ Ll L= 2-b—y—,
0
Sb= t1t2t3t‘=~—'l,
on a
. 1 1 1
L4 (t +la+ty) — i —t | - +— + —
ty  ta Ut
r=a
o 1 I 1
T— (i le+t)+17 — U [ = + — + —
121 2 2
25 4 (Si+S3)—21F  by,(1 —t}) —2awmt,
24+ 1,(Sa—Sy) + 282 T by (1+t7) + 202ty

1'-—b(t ! ! LA W t+l+S
ST I+t YTL T LT ) T A 3

_ (=1 byy+2(c2—axy)t,
- l;(l-‘}‘[%)}’o

Remplagons partout la premieére puissance de ¢, par I'ex-
pression, déduite de (1),

by, 1—t}
2 are(1+t3)+ cx(t3 —1)

4

4
On aura

(=) [aze(1+13) +c2((F—1)] —azy(1—t})
(1+t3)[avo(1+ )+ c2(tF —1)] +c2(1 — tt)

c? <1—t2>2
= — — o )

axry l+t§
___2(1-—l%‘)[azo(hi—t%)—f—c’(t_‘;’—l)]—&—(c2 - axy) (1—t})

¢ sores (1+13)yo(r —1t})
c Ly

Yo+ 1)t

i



On en déduit

Les pieds des quatre normales analogues sont sur cetle
droite.

Les mémes calculs s’appliquent a Uhyperbole, en rempla-
cant b par bi et t par —ti, ce qui donne les équations de
I'hyperbole .
1+ (7 2l

r=a ) y==b

1— \—

Autre solution par M. J. LEMAIRE.

REIMPRESSION DES ANCIENNES QUESTIONS NON RESOLUES.

Nous commengons aujourd’hui la publication nouvelle des
énoncés des anciennes questions restées jusqu'ici sans solu-
tions.

Elle sera continuée dans les numéros qui suivront, autant
que le permettra la place disponible. Nous espérons que cela
provoquera l'envoi de réponses nouvelles, et de solutions
attendues depuis bien des années.

En principe, nous suivons 'ordre des numéros des ques-
tions. Cependant, pour celles qui émanent de trois auteurs
(Laguerre, Mannheim et Cesiro) aujourd’hui disparus, nous
réunirons les questions d’'un méme auteur, a cause de la con-
nexité qui existe entre plusieurs des énoncés.

62 (1843, 96). — Soient un nombre quelconque m de points
donnés et n un nombre entier moindre que (m —1); on
peut déterminer (n + 1) points tels que si, des points donnés
et des points trouvés, on méne des lignes droites & un autre
point quelconque, la somme des puissances 2n des lignes
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menées des m points donnés soit & la somme des puissances 2n
des lignes menées des autres points, comme m est a(n +1).
M. STEWART.

126 (1846, 448). — Est-il possible de démontrer que 2V% est
une quantité irrationnelle ?

266 (1852, 4o1). — Soient trois axes rectangulaires; on les
divise, a partir de l'origine, chacun en parties égales a 'unité;
par les points de division d'un axe on méne respectivement
des plans paralléles au plan des deux autres axes; ces trois
systémes de plans paralléles déterminent, par leurs intersec-
tions, tous les points dont les coordonnées sont des nombres
entiers. Soit un point d’intersection ayant pour coordonnées
les nombres entiers m, n, p; ce point est le sommet d’un
parallélépipéde. Prenons, dans l'intérieur de ce parallélépi-
péde, trois points ayant pour coordonnées entiéres respec-
tives my, ny, py; Ma, Nay.pa; My, n3, p3. Le plan qui passe par
ces trois points partage le parallélépipéde en deux portions;
combien chaque portion renferme-t-elle de nombres entiers ?

333 (1856, 243). — Ktant donnée une ligne d’intersection
de deux surfaces de degrés m et n, quels sont les degrés res-
pectifs des surfaces formées par les normales principales, les
tangentes de la courbe, et les axes des plans osculateurs?

ERRATUM.

Page 78, ligne 6 en remontant, au lieu de L*1§, lire M?4.
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[Alc]
SOMME DES GUBES )
DE » NOMBRES EN PROGRESSION ARITHMETIQUE;

Par M. G. FONTENE,

1. Jaurai & utiliser les fails suivants, dont on trou-
vera plus loin l’historique, et qui deviennent tris
simples s1 'on se borne a un exposé synthétique.

Tutorime . — Si une progression arithmétique
de raison or, formée de a termes, a pour premier
terme

(1) A=a’—(a—1)r,
son dernier terme est
a?+ (a—n)r,

et la somme de ses termes est a3, c’est-a-dire le cube
du nombre des termes.

Tutorime Il. — S¢, en supposant que r est un
entier positif, on prend dans la progression con-
sidérée ci-dessus a +r termes a la suite des a pre-
miers termes, ces nouveaux termes forment une
progression qui est dans les mémes conditions que
la premiére.

in effet, le premier terme de la nouvelle progres-
sion est @*~+(a—+1)r; au hleude a(a —r)+r,ona
Ann. de Vatheémat., 4° série, t. XVI. (Mai 1916.) th
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donc (a + r)a +r, qui s’en déduit en changeant a
en (@ + ). On aurait pu dire, bien entendu, que ce
premier terme de la nouvelle progression admet I'écri-
ture (@ +r)2 —(a+r—a)r.

Tutorkme ILl. — 87 une progression arithmétique
de raison 2r a pour premier terme

A=a—(a—1r,

a et r étant des entiers positifs, et st 'on ) forme
des groupes successifs contenant des termes en
nombre

a, a-+r, a-+2r, ..., a+(p—0r, ...,

la somme des termes de chaque groupe est le cube
du nombre des termes contenus dans le groupe,
soit

ad, (a+r), (a+a2r), ..., [a+(p—1rh,

Cela résulte de ce qui précéde.

2. Le cas particulier a =1, 7 = 2, est bien connu.
On partage la suite des nombres impairs en groupes
conlenant 1, 2, 3, ... lermes

13, 5[7, 9, 11},
el la somme des p termes du p'*™ groupe est égale a p3.
Dans sa Théorie des nombres (p. 226), Ed. Lucas
attribue cette propriété a Nicomaque de Gérase, qui
vivail a la fin du 1°" siécle de notre ére.
En 188¢, sur une indication d’'un de ses éléves,
G. Brunet, qui avait considéré la suite

115, 9, 13|17, 21, 25, 29, 33{,

correspondant & a=1, r=4, M. J. Joffroy donnait
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dans les Nouvelles Annales un résultat presque com-
plet sur lequel je reviendrai dans un instant.

En 1914, M. Haton de la Goupilliére, ayant eu con-
naissance, par une Note parue dans |'Intermédiaire
des Mathématiciens, de la remarque de G. Brunet,
publiait dans les Comptes rendus de I'’Académie la
solution de la question suivante qu'il s’était posée :

Si dans une progression arithmétique a termes
entiers, on forme des groupes successifs contenant
des termes en nombre

a, a-+r, at+za2r, ...,

quelle doit étre la raison R de la progression et
quel doit étre son premier terme A pour que, dans
chaque groupe, la somme des termes soit le cube
d’un entier?

Jai remplacé les notations p et ¢, a et rde M. Haton
par les notations plus expressives a et r, A et R.
L’auteur trouve

R=o2r, A=ar—ar—+r.

3. M. Joflroy s’était posé une question moins géné-
rale, en prenant a priori R=2r, et en faisant com-
mencer la progression par le terme a, c’est-a-dire en
prenant A = a. Comme la relation (1) peut s’écrire

A—a=(a—1)(a—r),

P’auteur trouvait les deux solutionsa=1,a=r.
La premiére est intéressante. On considére la pro-

gression .
1, 1+ar, I+4r, ...,

et 'on y forme des groupes ou le nombre des termes
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est successivement
1, 147, 1429 ...
les sommes des termes des groupes successifs sont
1, (14+r), (1+ar),
Pour @ = r, on considére (la progression
r. 3r, 5r, ...,

on y forme des groupes ou le nombre des termes est

successivement
r, 2r, 3r, ...,

et les sommes des termes des groupes successifs sont
rd, 23> r3, 33X 13,
On peut dire alors : si, dans la suite
1, 3, 5, ...,

on forme des groupes ou le nombre des termes est

successivement
r, 2r, 3r, ...,

les sommes des termes des groupes successifs sont

(13, 23, 33, ...)x r2.

4. Sans reprendre ici I'analyse de M. Haton, je mon-
trerai comment le calcul fort simple de M. Joffroy
conduit assez naturellement i prendre R=2r, et
aboulit a la formule (1) quand on ne suppose plus
A =a. Je rappelle d’abord les formules classiques

2

U'!'=a+ (n—1)r, S = T,
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d’ot 'on déduit
a' + ' l'—a'+r

S = X - ) S=[a'+(n—l)%]n.

2 r

Les nombres de termes des groupes successifs étant
a,b,c,...,l,l+7r, ..., le premier terme du groupe
qui contient /+ r termes est précédé de termes dont
le nombre est

a—+1 l—a—+r
x 5
2 r

le premier terme de la progression étant A, et la
raison étant 2r, ce terme a pour valeur

A+(a+l)({—a+r);

la somme des termes du groupe est donc, d’aprés la
derniére des formules rappelées ci-dessus,

[A+(U{+a)l—a+r)+{U+r—D)r](l+r);

sil’on néglige un facteur cubique qui peut étre commun
3 tous les termes de la progression, comme [+ r
sexprime linéairement en fonction de son rang
dans la progression a, b, ¢, ..., il apparait que la
somme en question doit étre le cube de /4 r, c’est-
a-dire le cube du nombre des termes contenus dans
le groupe.
On doit donc avoir

Ad-(—at)+2lr+ar+rt—r=(1+r)p,

ou
A=a’—(a—1)r;

c’est la formule (1).
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II.

3. Silon désigne par S, la somme des puissances
d’exposant h des n premiers nombres eotiers, on a

Sturm, Cours d’Analyse, t. 11, p. 38
Y p- 997

Sasir= 8} x 9 (Sy),
Sg}_»: 52 > LP(S[),

¢ et J étant des fonctions entiéres a coefficients numé-
riques rationnels.
Les formules

S;=82,  58,=8,x(6S,—1)

sontconnues depuis longtemps; la seconde a été donnée
par Djamchid ben Mas’oud qui vivait an xvi° siécle
(Nouvelles Annales, 2° série, t. 1V, p. 23g). Dostor
a donné les expressions des sommes S;, ..., S,, (NVou-
velles Annales, 2¢ série, t. XVII, p. 513), sans voir
toutefois que les polynomes en n qui multiplient S?
et S, sont des fonctions de S;.

Ladémonstration la plus simple de la formule S; = S?
consiste a écrire 'identité

ipr=pr<bp=p(p+1r—(p—12

d’ou

p3=[M]z"[w]z:?(f’)_?(l)_l);

2 9

on donne a p les valeurs 1, 2, 3, ..., n et I’on ajoute
b ? b b ']

. . .
les égalités obtenues. Si 'on observe que [_____p(p2+x)]

plp—+1)
2

est la somme des premiers nombres impairs,

c’est-a-dire la somme des nombres impairs, a partir
de 1, en nombre 1+ 2+ ...+ (p —1)+ p, tandis
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que [(_17—2_1)17]’ est la somme des nombres impairs, a

partir de 1, en nombre 1 42 ... 4 (p —1), on est
conduit & la propriété rappelée au début du n°® 2; elle
est obtenue de cette facon dans un article de M. Midy
(V. A.,1846, p. 640). Inversement, il résulte de cette
propriété que la somme des cubes des n premiers
nombres entiers est égale a la somme des nombres
impairs, 4 partir de 1, en nombre

[+ 2+...+n,
et cette somme a pour valeur
(t+24+...4+n)2
6. L'extension donnée a la propriété rappelée au

début du n° 2 m'a permis d’établir la proposition sui-
vante :
La somme des cubes de n termes consécutifs d’une

progression arithmétique est liée a la somme méme
de ces termes par la formule

(2) T3=23, X [az—i-(ll—l)al'—l—n(nz__'——l)l‘!]

S X [a(a—r)+ri],

a désignant le premier terme et r la raison; s'il s’agit
de nombres entiers, on voit que :

La somme des cubes de n nombres entiers en
progression arithmétique est divisible par la somme
de ces nombres.

L’établissement direct de cette formule, ou méme
une simple vérification, serait sans doute assez pénible;
et 'on ne se rendrait pas compte ainsi du fait arith-
mélique auquel elle donne lieu pour a et r entiers.
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La marche que nous suivrons, outre qu’elle est simple,
explique le fait en question.
Soient a et r entiers. Dans la progression
A, A+ar, A+4r ...,

ou
A=at—(a—1)r,

prenons des termes en nombre
B)YN=ea+(a+r)+(a+ar)+...+[a+(n—1)r];
leur somme est
(4) S=at+ (a+rp+(a+2rp+...+[a+(n—1)rl.

D’autre part cette somme a pour expression, d’aprés
une formule écrite plus haut,

S =[A+(N—1)r]N,

ce qui montre déja que la somme (4) est divisible
par la somme (3), pour a et r entiers, et en fait bien
comprendre la raison : cette somme (4) est la
somme des termes d’une progression arithmétique

ot le nombre des termes est la somme N.
Comme on a

N=[a+(n—l)£]n=na+$r,

il vient, en tenant compte de la valeur de A,
n(n—r)
S=lat—(a—1)r+ na -+ ————r—tjr x N;

en supprimant + 7 et — r dans le crochet, on a la
formule (2), pour a et r enliers.

Si l'on considére cette formule en elle-méme, comme
elle est vraie pour toute valeur entiére de a et de r,
elle est exacte quels que soient a et r.
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On aurait méme pu se contenter de démontrer la
formule (2) pour @ =1 et r entier; dans le résultat

. ’ r .
obtenu, on aurait remplacé r par -2 @ et r étant quel-

conques. Cest ce que j'avais fait, avant de connaitre
Pextension donnée par M. Haton au résultat obtenu
par M. Joffroy. Mais il y avait intérét & établir direc-
tement le résultat pour le cas od a et r sont des
entiers quelconques.

I1L.

7. Voici quelques remarques sur le théoréme III.
On peut d’abord, comme l'indique M. Haton, disposer
par lignes les groupes de termes de la progression :

a termes,
a termes, r ternies,
a termes, r termes, rr termes,

et ainsi de suite.

M. Alezais a fait ohserver (p. 64 du présent
Volume) que, si I'on supprime certains groupes au
début de la progression, on obtient une solution qui
ne doit pas étre regardée comme essentiellement diffé-
rente de celle d’ou on l’a déduite; inversement,
pour @ > r, on peut introduire au début de nouveaux
groupes conlenant des termes en nombre

a—r, a—ar, ...;

et cette remarque se comprend bien d’aprés ce qui a
été dit au n° 1. On peut dés lors se borner, r étant
donné, a prendre pour a les valeurs

a=1, 2, 3, ..., r;

c’est ce que nous ferons dans ce qui suit.
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Comme A s’exprime en fonction de @ par un tri-
nome du second degré

A=a’—ra—+r,
. R . ro,
si I'on donne 4 a deux valeurs équidistantes de 5 4
savoir

a=1 ou r—i, 2 ou r—2, 3 ou r—3,

on a A pour la méme valeur. Une valeur de a ayant
donné une progression, on obtient donc la méme pro-
gression avec un autre groupement des termes, sauf
pour @ =r, et aussi pour a =7’ si r =27’

Si l'on écrit

A—i=(a—nla—(r—1),

on voit d’abord qu’on obtient A = 1 en prenant @ = «
oua=r — 1; pour =3, on a les deux groupements

1]7, 13, 19, 25|, ...,
1, 743, 19, 25, 31, 37|,

Pour les yaleurs

a=2, 3, ..., r—3, r-—a

A est négatif ou nul, nul seulement pour

r=4, a=2.
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[D2by]
NOTE SUR LA SOMMATION D'UNE SERIE ;
Par M. I.-J. SCHWATT,

Professeur a I’Université de Pensylvanie,
Philad elphia, Pa. (U. S. A.).

(Traduit de U’anglais.)

Il s’agit de trouver la somme indiquée par la formule

(1) _2( +kh’

k=0

ou a et & sont des entiers positifs.

I. Soit
a = nh;
alors
-1 okt
(2) S= g 2
k=0

~ h
=1 k=1
Mais
—_— - = —
Z( 1) % log2;
k=1
donc
2y,

(3) S="""llog: —
=1
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Sia=h=1,

(4) S=—log%=log2‘
II. Soit
a=>b-+nh (b< hy;
alors
® n—1
—_ (— 1) __'I.-__l___ —_ k___l
(5) 8 =( ‘)'[E( D g — 2 b+/ch]
_k=o0 k=0
= (— 1)/ S —_ k____l___ —y\u+k !
= ‘)'[;( D — ‘>+a_kh]
=0 V=1

[7]
.__(—1)"2(—-1) o Y (—

k=0 k=1

Si a < &, la derniére sommation se réduit a zéro.
Soit maintenant

o

S S
(6) 2( I) /c/r =5
k=0

et

pro+kh
(7) 2(— ¥ 5 = St
alors

S;{=1im8S,.
r=1

De (7) s’ensuit la relation

(8) - _Z(._.,)krbwch -1 = _fb_—1_

1k’

et, par conséquent,

(9) Sy =
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Soit
h 3
o rb—1 _ A . _ 3—"/‘——'111
(10) T ey ou sp=-e
k=1
Nous avons alors
r— si i
11 Agp=sb? =50 .
( ) # k <l ~+ l'/l)r=sk A /lsif
Mais
sh=n;
donc
b
s
s
12 Ajp=— =
(12) / I
et
/l ,
]3) ,-//—-l _ 1 2 S/:.
( V=1 h r—sy
k=1
h
_[_ 82.
h Skp—1
k=1
De la
h
I e
14 S :——2 b.lO —_—
(14) 2 A sy log 5h
k=1
et
I
. - 1 _
(1) 51:‘7{2521(’%('—%’)7
k=1
. b b
1 T B
16 = cos(2k —1) — 4+ isin(2hk —1)—
(18) S h2[< ) esin(ak )h]

h

It
-

. log[l_cos(?'/"“— 1)% + Esin(2k ——1)%],

h
S ! b= ook —1
(r7) b=—l—l[zcos(z/c—l)w-log(‘zsm 7 7:)

k=1
T 2k —1 .n'z/c—-x b
_;<l— h S I3 i B
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Puisque
h
zcos(zk—l)% = o,
k=1
: b
Zsin(gk—l)Tﬂ =o0
k=1
et
: b= h
Z(Zl{—l)sln(2k—-l)7 =—F‘
k=1 T
on a donc
A
[;] b k
™ 2 O w . 2R —1
(18) Sl——W—ZZCOS(aA—l)Tlogsm i
zhsmT F—=1

. [h , . . h
formule ou | = | représente la partie entiére de —-
2 2
De la

T 2(—1)[ ][ J br
— Zcos()ﬁ—l)—

(19) s=(—-;)[ﬂ

. bx
QhSlnT k=1
k [Z
. 2k —1 APV v
x log sin T T4+ ¥ (—1) pr— A

1°Sia=1, h=2, b=1, [g]=o,




2°Sia=1, h=3,

2 2k —1 . 2k—1
(23) S = ——52cos 7 log sin T
xosm-— k=1
s 2 = 2 k1 . ™
== 2+E\/J—3<cos§logsml—o
. ‘ttl o 7"
—sin —log 0053)
1= 2% r - - -
= 5[;\/2+§/3 +(x——\/3)log2+Jﬁlog(l+\/3):|.
5° Sia=1, h=6,
: k
. 1 1
(24) S= T—§2c05 5 mlogsin
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6° Sia=1, h=28,

&4
2 n]ogsmzl‘_[n
16

= l+—l-\/'2———'~ cos-l-'rrlogtang—l—r.—;—siniﬂlogtang—iﬂ)
2 4 8 16 8 16

VAL
- %g(\/z-&—‘/;—&—\/z—‘/g)log[ (\/5-4—!)“/‘).(2-—;/5)—0]
+\/2—‘/£ log[z(\/;—l)(\/’z—‘l—ﬁ—f—l)—i—l]%.

Les résultats des exemples ci-dessus peuvent aussi

(25) 8=
: 16 sm%

étre obtenus par la méthode suivante. Prenons le cas
oua=1 et h =38, cest-a-dire

@

o 0k
(26) S= (=g
k=0
Soit
w "
- S — SRV LA
(27) S1 2( N 8h +1
k=0
Alors
S =1lim$§;.

r=1
Si uy représente le (k£ —+ 1)"™ terme de S, alors

uy 6/-

Wi, 8A+x

2(8/. FrH)up=— rE(S/\ + 1)U+t
v =0

Done,

ou

(28) 81‘(l+l‘)%s7;‘-—|—(l—“—l‘)51=l.

Résolvant cette équation différentielle en S,, nous
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obtenons
< 1 " dr
(29) Si=— -—
8r8 o p¥(y4r)
1 ' dx
- AT
et
1
(30) s :/ dz_
Jo 1+

Le résultat obtenu par ’évaluation de cette mtégrale
est le méme que celui qu’indique la formule (25).

[K'2d]
SUR LE CERCLE DE TAYLOR RELATIF AU TRIANGLE

Par M. V. THEBAULT,

Professeur a Ernée (Mayenne).

1. Dans le Bulletin de Mathématiques élémen-
taires, 1909, p. 248, nous avons donné sous le n° 2422
la question suivante sur laquelle nous voudrions

revenir ici :

Sur les cités d’un triangle comme diamétres on
décrit trots circonférences, puis on méne les lignes
des centres qui coupent les demi-circonférences
extérieures en six points. Démontrer que ces six
points sont sur un méme cercle.

Arrrication. — Si des pieds des hauteurs d’un
triangle on abaisse les perpendiculm’res sur les
cités, les sixz points obtenus sont sur un méme
cercle.

Ann. de Mathemat., }¢ série, t. XVI. (Mai 1916.) 13
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Soient ABC le triangle; A’, B/, C' les milieax des
cotés BC, CA, AB; 2 et o les points d'intersection de
B'C’ avec les demi-circonférences de centres B’ et (' ;
B et B, yety' les points analogues (fig. 1).

On a

A'C=BA=PBY,
AB'=CA=Cp.

On en déduit que A’ est égal & A'y. Donc le
triangle A’f'y estisoscéle etil estainsi homothétique de
chacun des triangles isoscéles C/8'A et B'Ay. Les
droites 3'A, Ay, 3'y sont paralléles, ce qui prouve que

la droite £’y passe par A. De méme y'a’passe par B et
/@ par C. Le triangle A’#'y est aussi homothétique du
triangle isoscele A’8y’, ce qui montre que 37’ est paral-
l¢le & B'y. De méme, v’ est parallele & y'a et af¥ est
paralléle a o' 3.

Le quadrilatére A3'aB étant inscriptible, il en est
de méme du quadrilatére yf'ay’, puisque vy’ et AB sont
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paralléles. De méme, les quadrilatéres xy'Ba’ et Ba'yf’
sont 1nscriptibles.
D’autre part, les droites 3y’ et §'A étant paralléles,
on a

f/ﬁ\ﬂ = B/B'\A = ﬁ’/KB;

mais, dans le quadrilatére inscriptible A 3'aB, I'angle
B'AB est supplémentaire de 'angle Ba @' ou y'af}'. Par
suite, les angles v/ 38’ et y'a3’ sont supplémentaires et
le quadrilatére 3oy’ est inscriptible. De méme, les
quadrilatéres ¥'B'y et o/ y3'a sont inscriptibles.

On obtient ainsi six quadrilatéres inscriptibles y3' ay’
et yo/'By', ay'Ra' et af¥/ya', By'«f et B2y, Ils ont, pris
deux a deux, trois sommets communs : y3'ay et 3y'af/,
ay'Ba’ et ya'By', Ba'yR’ et aff’ya’. Donc ces six quadri-
latéres sont inscriptibles dans le méme cercle, autre-
ment dit, les six points a, ¢/, 3, ¥, v, ¥ sont sur un
méme cercle.

Autrement, soit I le point de rencontre des bissec-
trices intérieures du triangle A'B'C/. Les deux triangles
IA’y" et IA’§ sont égaux; ils ont, en effet, le coté 1A’
commun, les cotés A’y et A’ égaux comme rayons
d’un méme cercle, enfin, les angles 1A'y’ et A’ égaux
comme formés de parties égales deux a deux. Donc

18 =1y.

D’autre part les deux triangles 1B'a et IB'y’ sont
égaux; ils ont en effet le c6té IB’ commun, les angles
IB'a et IB'y’ égaux par censtruction, enfin les cotés B o’
et B'y’ égaux, car

B'a =B'C+ Ca=CA'+CB=AY+BA'=BY.

Par suite

Iy = Ia.
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On a donc
lp = l‘(' =Tla.
Par analogie

I8=1y=la=If=1Iy=1Id.

Les siz pointsa, o', 3, &, v, v' sont sur un méme
cercle qui a pour centre le point de rencontre 1 des
bissectrices intérieures du triangle qui a pour som-
mets les milieux des cétés du triangle ABC.

Enfin soient d, e, f les points de contact des cotés du
triangle A’B'C’ avec le cercle inscrit 1 & ce triangle;
a, b, ¢, p, r les éléments habituels du triangle ABC.

On a par exemple

ad:uC’.—.C'd:i-&—p_—C:%.

Par suite le rayon du cercle I des points «, ', &,
Y ;
Y, Y a pour expression

3,

)
(1) p=i\/p‘2+r-2.

Application. — Soient un triangle ABC; A/, B/,
les pieds des hauteurs; a et o' les projections de A’ res-
pectivement sur AB et AC; et 3 celles de B’ respec-
tivement sur BC et sur BA; y et y' celles de (' respecti-
vement sur CA et sur CB (fig. 2).

Visiblement, en désignant par A’, B’, C" les milieux
respectifs de B'C/, C'A’ et A’B/, les points § et y sont
les intersections de A"C” et de B’A’ avec la demi-
circonférence A" extérieure 3 A'B'C! et de diamétre B'C/.
De méme a et o' sont situés sur B"C’, v, v/ sur A"B" et
8, B sur A”C’. D’aprés ce qui précéde, les six points
a0/, B, ',v,7 sontsitués surune circonférence Qdontle
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centre est 'intersection des bissectrices intérieures du

Fig. 2.

triangle A’B"C’. Le rayon de ce cercle découle de la
formule (1) :

o' =R /sin? Asin?B sin?C + cos?A cos?B cos2G  (1).

Ce cercle Q est connu sous le nom de cercle de
Taylor du triangle ABC.

2. Les cotés B'C/, CA’, A’B’ sont respectivement
antiparalleles aux cotés BC, CA, AB du triangle ABC
dans les angles A, B, C. De méme §'y, y'a, o/3 sont
antiparalléles respectivement aux cOtés du triangle
A'B'C! dans les angles A, B, C. Par conséquent y§3' est
parallele a BC, /o & CA, o'f a AB, et les triangles
ABC et MNP sont inversement homothétiques, M, N,
P étant les intersections de 'y et y'a, B’y et o'f3, o/3
et v'a. Cherchons leur centre d’homothétie (fig. 2).

(') Nous ne savons si cette valeur simple de p' a été donnée déja;
elle découle des valeurs du périmétre p’ et du rayon du cercle
inscrit 7 relatifs au triangle orthique A'B'C’ de ABC (V.T.).
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Soient M/, N’, P'les pieds des hauteurs du triangle MNP.
B et P, C’' et M’ sont des couples de points homo-
logues et comme le quadrilatére (MN, BC), (BA, NP)
est un parallélogramme, la diagonale BN contient
les milieux de B'C’' et M'P'. Donc BN est symédiane
commune aux triangles ABC et MNP.

Il en est de méme de CM et AP et l'on a ce théoréme
di & M. Neuberg (Mathesis, question n° 10) :

Les triangles ABC et MNP sont inversement homo-
thétiques, le centre d’homothétie étant le point K de
Lemoine commun a ces deux triangles.

Le triangle MNP nous parait curieux a d’autres
points de vue. Soit v’ le centre de son cercle circonscrit.
Les droites Mw’, Nw', Pw’ sont respectivement symé-
triques des hauteurs MM', NN, PP’ par rapport aux
bissectrices intérieures des angles M, N, P. Soient (),
B, A} les points ol ces rayons coupent respectivement
les cotés AB, CA, CB du triangle ABC.

On a, par exemple, visiblement

B'C, sinAcosA acosA B'C B

Ciz sinBcosB becosB CA Ca’

et C; n’est autre que le pied de la hauteur CC' du
triangle ABC.

Par suite, MY parallele & GO passe par l'ortho-
centre w du triangle A'B'C’.D’ou ce théoréme que nous
croyons remarguable parce qu’alors le triangle MNP
est tout a fait analogue a celui A’'B'C/ que nous avons
étudié (Nouvelles Annales, mai 1915 : Sur quatre
triangles homothétiques), et la figure posséde toutes
les propriétés que nous y avons données :

Dans un triangle ABC, des pieds A',B',C! des hau-
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teurs on abaisse les perpendiculaires quirencontrent
respectivement les cétés du triangle en a,d',B,£',v,Y'.
Les droites 3'y,y'a,a/3 déterminent un triangle MNP
inversement semblable au triangle ABC qui a méme
pointde LemoineK et dont le centre du cercle circons-
crit est Uorthocentre w du triangle orthique A'B'C
de ABC.

En particulier, si 7’ est le rayon du cercle inscrit an
triangle A’B'C/, le rapport d’homothétie des triangles
MNP et ABC est

r
I+ ®’

r
expression qui peut se mettre sous les formes

—2
. . . 5R2—OH a?+ b2+ c?
sin?A 4 sin?B <+ sin2C — 1 = = —_1.

4Rz 4R?

Dans notre Mémoire précédemment cité, nous avons
établi, page 209, ce théoréme :

Dans untriangle, le centre du cercle circonscrit O,
le point K de Lemoine, Uorthocentre w du triangle
orthique et le centre de gravité du périmétre de ce
dernier triangle, sont quatre points en ligne
droite.

Nous pouvons maintenant préciser la position du
point de Lemoine sur la droite Ow :

Dans un triangle ABC le point de Lemoine K
partage le segment de droite Ow qui joint le centre
du cercle circonscrit a lorthocentre du triangle
orthique A'B'C! dans le rapport -

a4 b4 c?
iR?
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Nous reviendrons sur ce rapport par la suite.

Entre autres propriétés de la figure on peut ajouter
que les milieuz des cétés dutriangle orthique A'B'C’
sont également ceux des droites R,S,, R:S;, R.S,,
'Ry, Sa, Ri, Sp, Re, Sc étant respectivement les points
ot C'B',B'A’, A’C/ rencontrent PM et NP, MN et NP,
MN et PM.

Enfin, lorthocentre H' du triangle MNP, le
point K de Lemoine de ABC et l'orthocentre H
de ABC sont trois points en ligne droite, et

KH a?+ b2+ c?
R e "
3. M. Naraniengar a proposé dans Matlhesis, avril
1913, sous le n° 1916, la question suivante dont il
n’étail pas parvenu de solution en 1914 :

Trouver le lieu du point de Lemoine d'un triangle
variable inscrit a un cercle fixe et ayant son centre
de gravité en un point donné.

Soient ABC le triangle, O le centre du cercle cir-
conscrit de rayon R et G le point de concours des
médianes.

La droite OG étant fixe contient comme l'on sait
l'orthocentre H de ABC qui est aussi un point fixe tel
que GH = 2 0OG. De plus un tel triangle ABC, variable
dans un cercle fixe O et ayant pour orthocentre un
point donné H, a la somme des carrés de ses cotés
constante.

- Le centre O’ du cercle d’Euler de ABC est le centre
du cercle circonscrit au triangle orthique A'B'C’ dont
le centre du cercle inscrit est H. La relation d’Euler
donne

const. = 07‘12 =d= 5—7 —Rr,

4
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d’ou
r= M’—-—W_ = const.

4R ’

7' étant le rayon du cercle inscrit 4 A'B'C.
La question revient donc & trouver le lieu du pointK
de Ow, tel que
OK a?+ b+ c2

(2) Ko = 4R — 1 = const.,

lorsque le triangle A’B’C/ varie tout en étant inscrit au

. R . .
cercle fixe O' de rayon 5 et circonscrit au cercle fixe H
de rayon r'.
Le lieu de w est connu (*); 1l est homothétique a un

. . R,
arc de circonférence de centre H et de rayon (; —r ) ’

le centre d’homothétie étant O’ et le rapport 2.

Par suite, le lieu de K est aussi un arc de circonfé-
rence homothétique a celui que décrit w, le centre
étant O et le rapport (2) précédent.

4. Nous terminerons cette Note par une intéressante

propriété des triangles ABC et A’B"C’ (fig. 2).

Les deux triangles sont homologiques et le centre

d’homologie est le point K de Lemoine commun a
ABC et MNP.

Soient o le point d’intersection de BC et B/C’et
B4, v+ les points analogues.

Le quadrilatére BCo o, pare xemple, ayant deux cotés
opposés BC et o'« antiparalleles dans I'angle A, est

inscriptible, et
oga’ X aga = ayC X< oy B.

(') Journal de Vuibert, 33° année, p. 155.
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a, est donc un point de I'axe radical du cercle O cir-
conscrit a ABC et du cercle «, «, B, §/, v, 7/, cest-
a-dire du cercle @ de Taylor de ABC. Par conséquent :

Le triangle ABC et le triangle médian A"B"C' de
son triangle orthique A'B'C’ sont homologiques, le
centre étant le point de Lemoine du triangle ABC;
Uaze d’homologie est Uaxe radical des cercles cir-
conscrit et de Taylor relatifs a ABC. Cet axe
d’homologie est perpendiculaire a la droite qui joint
le centre du cercle circonscrit au point de Lemoine
du triangle ABC.

Au triangle MNP correspond un triangle orthique
M'N'P" ayant MN"P" pour triangle médian. La pro-
priété précédente est évidemment vraie pour les
triangles MNP et M"N’P" qui sont homologiques,
K étant le centre et I’axe d’homologie A étant 'axe
radical des cercles w circonscrit et Q' de Taylor rela-

tifs 8 MNP.

Cet axe d’homologie est également perpendicu-
laire a la droite qui joint le centre du cercle cir-
conscrit au point de Lemoine du triangle ABC.

[M:6a]
NOTE SUR LES QUARTIQUES GAUGHES UNICURSALES ;
Par M. M.-F. EGAN.

Je me propose dans cette Note d’établir; pour la
courbe rationnelle générale du quatriéme ordre, des
théorémes analogues a ceux que M. Ch. Michel a
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donnés, dans ce Recueil ('), pour une classe de ces
courbes.

Rappelons d’abord quelques propriétés de ces
courbes (). Les quatre coordonnées z; d’un point de
la courbe étant proportionnelles 4 quatre polynomes
quartiques en un paramétre ¢, la condition que les
points ¢; (=1, 2, 3, 4) soient dans un méme plan
s'exprime sous la forme

(1) f0°3+4f1°':+6fz°2+ 4f3°'|+fk=0y

les f: étant des constantes, et o; désignant la somme
des produits des ¢ pris ¢ a la fois. Autrement dit, les
points donnés par 'équation

ajt*+ fayt3+6at?+ fazt +a,= a(t) =o

sont dans un méme plan lorsque les formes a(¢)
et f(t) sont apolaires 'une a l'autre, c’est-a-dire
lorsqu’on a

(2) ayfi— dafs+ 6asfo— Gasfi+ aifo=o.

Soit 2A;z; = o I'équation de ce plan. On obtient la
forme a(t) en substituant aux z; les polynomes en ¢
qui leur sont proportionnels. Les a; sont donc des
fonctions linéaires de A,, et 'on peut considérer les a;
comme des coordonnées du plan (a). Le nombre
effectif de ces coordonnées se réduit & quatre en vertu
de I'identité (2).

Supposons par exemple que le plan (&) soit un plan
osculateur de la courbe. La forme a(¢) a trois racines

(') Nouvelles Annales, 1907, p. 289.

(*) Voir, par exemple, H.-W. RicuMoND, On rational Space
Quartic Curves (Transactions of the Cambridge Philosophical
Society, Vol. XIX). On y trouvera une bibliographie trés compléte.
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égales, on a donc

I(a)=aa,— 4aja,+ 3a%=o,

J(a)=ayara,— ayal —ala,+~2a1aa;— a} =o.
0%3 1 2

Il s’ensuit que les plans osculateurs touchent la
quadrique (I) et la surface (J) de troisiéme classe.

L’équation fondamentale f(¢) = o donne les quatre
points de surosculation. Les racines du covariant
sextique de f, soit y(¢), se répartissent en trois
couples. Si l'on désigne par corde principale une
corde par laquelle passent les plans osculateurs en ses
deux extrémités, les racines de y(¢) donnent les extré-
mités des trois cordes principales de la courbe. Ces
cordes se rencontrent en un point, qu'on appelle le
centre de la courbe; on donne aussi aux trois cordes
le nom d'axes.

Ces points étant posés, voici les théorémes dont il
est question :

1 Soient A un point de la courbe et G le centre.
Par la droite AC on peut mener quatre plans tan-
gents a la courbe, en dehors du plan qui passe
par C et par la tangente en A. Les points de con-
tact de ces quatre plans sont dans un méme plan «
passant par C.

2° Lorsque A se déplace sur la courbe, le plan =
enveloppe la quadrique (1) inscrite dans la déve-
loppable. -

Pour les démontrer, transformons le paramétre (t)
homographiquement, de fagon que f(z) prenne la
forme canonique

SJlt)y=1t-+6ct2+ 1.
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Les parameétres des extrémités des axes seront alors
(0, =), (F= 1), (Z=1i).

Prenons pour tétraédre de référence le triédre des axes
et un plan quelconque. On peut alors écrire les equa-
tions de la courbe sous la forme

x, Zq Z;3 &Z,

:’; » —_— - = = > — .
(3) 3—1¢ B+t t—1  o(t)

En effet, la courbe rencontre la face x, = o du
tétraédre de référence aux points t =o0, o, 1, — 1}

et ainsi de suite.
La condition (2), pour que les points donnés
par a(t) = o soient dans un méme plan, devient

Ao Ay == Gca‘2= o.
Pour que P’équation de ce plan soit
ME 4+ M Xy 323 = 0.
1l faut et il suffit, d’aprés les équations (3), qu’on ait
(4) ay+ a, = o, as= o,

Soit ¢, le paramétre du point A, et considérons le
plan (@), qui passe par A, qui touche la courbe au
point ¢ =0 et qui la rencontre encore au point ¢ = '
Le polynome «(t) devient

a(t)y=(t—t)(t—0)(t—0).
Pour que ce plan passe par le centre, il faut, d’apres
les équations (4), que
02¢06'+ 1 = o, 8 (20 &)+ 082+ 20¢=o0,
d’ou I’équation en § .

b(0) =04ty 26313 — 20 — = o,
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qui donne les points de contact des quatre plans
tangents menés par AGC a la courbe, en dehors de

celul qui passe par C et par la tangente en A.
On a
bo+ b, =o, by=o0;

donc ces quatre points sont dans un plan == passant
par le centre. On a aussi

[(b)=—t}+t)=o,

d’ou il suit que le plan = touche la quadrique (1).

Lorsque les tangentes de la courbe font partie d’un
complexe linéaire, il y a une infinité de centres, situés
sur une corde IJ. Par un point quelconque de 1J on
peut mener deux cordes principales, qui constituent
avec I1J un systéme de trois axes. C’est le cas que
M. Michel a traité.

Revenons au cas général. Les plans = enveloppent
un céne quadrique de sommet C. Parmi ces plans se
trouvent les plans osculateurs aux extrémités des
axes : en effet, ces plans passent par C et sont tangents
a la quadrigne (I). Si 'on projette la courbe du
point C sur un plan quelconque, on obtient une quar-
tique plane rationnelle a trois points doubles d’in-
flexion. On retrouve ainsi les théorémes de Laguerre
signalés par M. Michel ().

(1) Nouvelles Annales, 1907, p. 296.
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[M‘e] [O'2¢]

CONSTRUCTION DU CENTRE DE COURBURE
DE LA SPIRALE HYPERBOLIQUE ;

Par M. F. BALITRAND.

On trouve dans Serret (Calcul différentiel et inté-
gral, 2° édition, p. 360) la remarque suivante a propos
du centre de courbure de la spirale hyperbolique :
« La construction du rayon de courbure n’a elle-méme
aucune difficulté; mais elle n’offre pas assez d’intérét
pour que nous nous arrétions a la développer. » On
peut cependant donner de ce rayon plusieurs con-
structions géométriques, intéressantes a cause de leur
simplicité.

Soient O le péle de la spirale; M un de ses points;
N et T les points de rencontre de la perpendiculaire
élevée en O, au rayon vecteur OM, avec la normale et
la tangente en M & la courbe. L’équation de la spirale
étant, en coordonnées polaires,

pw = a,
I'expression générale du rayon de courbure,

3

__(pr+op2)?

T et 2p2—pp
p 14 pe

donne dans le cas présent

3
R — p(a2—+p2)*  MN3 MN3
= =

a =0M: T ONxOT
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Cette formule conduit aux constructions géomé-
triques suivantes du centre de courbure Cen M :

1° En T on éléve une perpendiculaire a la tan-
gente et en M une perpendiculaire au rayon vec-

3

teur OM; ces deux droites se coupent en P; la
droite PO passe par le centre de courbure C.

En effet, les triangles semblables OTP, ONC donnent,
puisque TP = MN,

NG _ ON
MN — OT’
- d’ou
MC TN MN

MN~ OT ~ OT < ON’
Donc MC est bien égal au rayon de courbure R.

2° Par le point N on méne une paralléle a la
tangente MT qui coupe le rayon vecteur OM en Q;
la perpendiculaire élevée en ce point au rayon vec-
teur passe par le centre de courbure C.

En effet, les triangles semblables MON, MQC
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donnent
MC _ MQ _ MQ x MO
MN ~ MO OT <ON

Mais le triangle rectangle MNQ donne

MN = MQ x MO;
donc

MC _ MN |

MN = OT < ON’

ce qui prouve bien que C est le centre de courbure.

3° En M on méne la symétrique du rayon vecteur
par rapport a la normale; la paralléle & la tan-
gente menée par N la coupe en R; la perpendiculaire
élevée en R a MR passe au centre de courbure C.

Le triangle MQR étant isoscéle, cette construction
ne differe pas au fond de la précédente.

[0'2¢c]
EGALITE ENTRE DEUX ARCS D'UNE ELLIPSE
ET D'UN LIMAGON DE PASCAL;

Par M. E.-N. BARISIEN.

I.

Considérons tout d’abord ’ellipse d'équation
b2z + ay? — a?b? = o.

Soit M un point sur ellipse dont I'angle d’anomalie
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Mai 1916.) 16
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excentrique est ©. Les coordonnées de ce point sont

r = acosgy, y = bsing;
d’ou

On a donc pour I'élément d’arc d’ellipse

ds dz\? dy\* ==
Fri <%> +(E) = ya?sin?o + b2cos?gp.

Or, le demi-diamétre conjugué a OM, OM, a pour
valeur

OM; = /a?sin%¢ + b2 cos*q.
Donc

d—?' = OM1

Si A est le sommet (a, o) 'arc AM de I'ellipse est
donné par la formule

?
(1) Sam = [ Vasin?o + b2 cos?g do.

o
11.

Considérons maintenant le limacon de Pascal dont
I'équation polaire est

r= Acosb+ B.
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L’élément d’arc de cette courbe est

—
Z; _ ‘/,.24_(%) = /(A cos0 + B)i+ A7sin?0

= /A*+ B*+4 2AB cosb

= \/(A’ + B2) (cos’2 + sin’—q) + 2AB (cos22 — sin’g)
. 2 2 2 2

=\/( A+ B)’cos’Z + (A — B)’sin*g

Fig. 2.

Si O est le point double du limagon (ou péle), si G
et D sont les sommets tels que

OC=A—B, OD=A+B,

les arcs PD et QC correspondant a I'angle § ont pour
valeurs

[
(2) :PD=2[ ‘/(A+B)zcoszg+(A—B)’sin22d<g>,
’ 0 0 /6"
(3) ch:2[ \/(A—B)’cos’; +(A+B)’sin2;dk;)-

Pour comparer les formules (2) et (3) a la for-
mule (1), posons

H

-— W,

Il

2¢ =180°— 2w,
b=

NI
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On a alors
(nl::—"zE
(4) ’pl»:2f V(A 4+ B)%sin2w +(A — B)?cos?w duw,
(ﬂ:g——g
(]

V=3 g
5) Sop = A= B)sin?y & (A — B)Pcost§ dy.
(5) g0 sz VAT BYsint Foosr

Construisons l'ellipse de demi-axes (A + B) et (A —B)
et son cercle principal.

Fig. 3.

Soient les demi-axes
Oa=A+B, OB=A_B,
Soient L' et K’ des points du cercle principal tels que

-~ () S
L'Oa:;, K'OB =

N |

Si L et K sont les points de l'ellipse correspondant
a L’ et K/, on a les deux égalités d’arcs

(6) arcPD(limagon) = 2 arc 3K (ellipse),
(7) arc QC (limagon) = 2 arc La (ellipse).
I11.
Périmeétre du limagon. — On 'obtient soit par

I'arc PD, soit par ’arc QC.
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L’arc PD, formule (2), donne pour Parc total du
limagon

f=m
S=4£ﬂ \/(A—l—B)’cosig-+(A—B)’sin‘%d(%)»
(8) n

w=C
S=4f /(AT B)isinto & (A —B)ioose du.
Ww=0

L’arc QC, formule (3), donne de méme

O=m 5 5 /6
S =4‘/0‘:0 \/(A+B)*sm’-2- +(A—-B)’cos!;d(;>,
_T

y="
2;/(A -+ B)2sin?¢ + (A — B)2cost ¢ di.

b

Les formules (8) et (9) démontrent donc le joli
résultat suivant :

9)

S=4

Le périmétre d’un limagon de Pascal est équiva-
lent au périmétre de Uellipse qui a pour demi-axes
les distances du point double (ou péle) a chacun des
sommets du limagon.

Lorsque le limagon devient une cardioide, alors
B=A, lellipse devient la droite aplatie de lon-
gueur 4 A dont le périmétre est bien 8A. Clest la lon-
gueur connue de la cardioide dont le cercle de base de
la conchoide a pour diameétre A.

Réciproquement, si I'on pose

a=A+B, b:A—B,
on en déduit

On peut donc dire que :



( 230)

Le périmétre d’une ellipse donnée est équivalent

a celui du limagon de Pascal dont le cercle généra-

teur, base de la conchoide, a pour diamétre le ; de
4

I

la somme des ares, et pour constante modulaire le 7

de la différence de ces azes.

[O'2e]

DETERMINATION DU RAYON DE COURBURE EN UN POINT
DE CERTAINES COURBES PLANES;

Par M. R. BOUVAIST.

Tatoreme.— Sil’on considére un faisceau linéaire
tangentiel de courbes planeés f + k¢ = o, les courbes
de base f= o, 9 = o étant de classe m :

1° Le point de contact O de la courbe du faisceau
qui touche une droite donnée A est l'intersection de A
avec la droite joignant les péles de A par rapport
auz courbes f=o, » =o.

2° Le rayon de courbure O de la courbe consi-
dérée est donné par la formule

I I
N I L h )
1) 1 N ’

J1 Y2

c=—(m

B

Y1 et y, désignant les distances des poles P, et P, de
la droite A par rapporta f=o et 9 =o0 a cette
droite; uy, w, W), p, les tangentes des angles
que font avec A les tangentes menées de O aux
coniques polaires de A par rapport & f=o0, 9 =o.
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1° Les poles de A par rapport aux courbes du fais-
ceau considéré sont sur une droite A,, le point de con-
tact de A avec la courbe du faisceau qui lui est tangente
étant son pdle par rapport a cette courbe, la proposi-
tion est démontrée.

2° Prenons pour origine le point O, pour axes des z
et des y la droite A et la perpendiculaire a cette droite
en O, on voit facilement que le rayon de courbure en O
d’une courbe 4(u, v, w) = o tangente 2 A en ce point

n
” (4
est donné par la formule o = — 41’“-.
! by
Ceci posé, nous pouvons écrire I’équation de la

courbe f(u, ¢, w) = o sous la forme

(u,¢,w)
=[Aum+ Bum-to
+ Cum—202 4., 4+ Tu2om—t4 Lupm—1 4 Kom]
+w [Ayum—1+4+Byum—2¢+...+Lyuom—2 K om-1]
4+ w2[Ayum-14+Byum—39+4.. .+ Lyupm—34+ K, pm—1]
+ W3 fryg+... 4+ wm1 fi 4+ wm=o,

Sm_3y fm—sy e, f1 désignant des polynomes homogeénes
en u, v de degré égal a I'indice dont ils sont affectés.
Nous supposerons1’équation de la courbe ¢(u, v, w) = o
écrite sous la méme forme, les coefficients des diffé-
rents termes étant A’, B', ..., A B/, ....
Les péles de A par rapport a f el ¢ seront

u( lla)0+"(ft:)0+ w(f:v)()’: o,
u( 9o+ 0(9,)0 + w (9o =0,

ou (f)os (f.)o, - .. désignent les dérivées correspon-
dantes dans Pexpression desquelles en afait u =w=o,
c’est-a-dire

Lu+mKyo+Kyw=o,

’

L'u+~mK'v+ K|, w = o;
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les coniques polaires
u’(f,';z)o—i- C”(f‘lfz)o—l- W’(f,':,a)o
+ 2uv(fuy)o+ 2uw (fuwh+ 209 (fow)o=o0,
“’(?7:’)0-*“ 02(?1’)04‘ Wz(?fv’)o
~+ 2u0 (Pyv o+ 28w (P o 29w Py )o = ©
seront de méme
2l u2+4+m(m —1)K o2+ 2K, w2
+2(m —1)L uv + oL uw +2(m —1)Ky vw = o,

2l u2 4+ m(m —1nK'o2+ 2K} w2
+o(m —1)Luo +~a2L'uw + 2(m — 1)K jvw = o.

Nous avons d’autre part, pour expression du rayon de
courbure en O,

_o(fiet ) o(TR0),
=T T e KRk,

or la courbe considérée étant tangente en O a Ouz,

nouas aurons
I I

. - K K
K+ 2K =o, d’ou p_—zK‘ K
K K

Si'on remarque maintenant que les ordonnées des
poles de Oz par rapport a f = o, ¢=o0 sont

. _ mK _ mK|
J1= Kl, Ya2= K

et que les produits des coefficients angulaires des tan-
gentes menées de I'origine aux coniques polaires de ce
point sont

C ’

p,p,:m(m—l);—‘; y’,;;',:m(m—l)?—l,,
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pous aurons
1 1
) Papta Py .
I 1

Y1 Y.

p=—(m—1

Construction de la formule donnée. — Désignons
par P, et P, les poles de A par rapport & f=o0, ¢ =o0;
par p, et p, les projections de ces points sur A;
par a,, By, a2, B, les intersections des droites P,p,,
P,p,, avec les tangentes issues de O aux coniques
polaires de A.

Nous aurons visiblement

' 67?? ! 0p.
fip: prar<piBi’ Pyps  Pa%ax< pafs

ou en désignant par y, et y, les orthocentres des
triangles O« 8,, Oa,3,,

1 Op vt _Ope.
B Pami) Biity  PaYa
Menons par O les paralléles a P,y,, P;y. et désignons

par P, et P}, leurs intersections respectives avec P, p,,
P,p., nous aurons

i _Opy__Pipy T Op. _ Pops

= = ’ 7 > ’
i P71 Papy iy pay2 Paps

d’ou

Py p1X Papy— Py pa X Py py
Pzpz—Pipl ’

p=—(m—1)

sous cette forme on voit immédiatement que la droite

x Y 1
p|=p1 Pllpj 1 =0
ngg P’! P2 1
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coupe Oy en un point C tel que

OC = (m —r)p.
D’ou la construction suivante :

Soient O le point de contact de la courbe consi-
dérée avec la droite A, P, le pdle de A par rapporta
Uune des courbes de base du faisceau donné, p, la
projection de P, sur A, les tangentes menées de O a
la conique polaire de O, par rapport & la courbe de
base considerée, coupent P,p, en a, et 3,; soit vy,
Uorthocentre du triangle Ow, B3y, la paralléle a Py,
menée par O coupe P,p, en P\, la paralléle a A
menée par P, coupe la perpendiculaire & A en O au
point K, prenons sur KP, dans le sens KP| un seg-
ment KR, = m. et construisons de méme avec la
seconde courbe de base le point R,, la droite R\ R,
coupe OK en un point C tel que OC=(m —1)g,
¢ €tant le rayon de courbure cherché.

Remarque. — La construction précédente s’appli-
p
quera immédiatement dans les trés nombreux cas ol
I’équation tangentielle d’'une courbe s’écrira
8

P|P2.-.Pn+)\Q1Q1-..Qn= o,

PPy...P,, QiQ....Q, étant des points ou des
coniques, différents ou confondus.

En particulier, elle permet de résoudre immédiate-
ment les problémes suivants :

Construire le rayon de courbure en un point
d’une conique dont on connait cinq tangentes.

Une conique touchant les cétés d’un triangle
en a, B, v, construire le rayon de courbure en l’un
de ces points.
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CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Clermont.

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Un disque circulaire, homo-
géne, de masse m et de rayon R, repose sur un plan

incliné rugueuz, qui fait l'angle i avec le plan hori-
zontal. Le coefficient de frottement de glissement du
disque sur le plan est appelé f et l’on néglige le frot-
tement du roulement.

Le disque étant placé dans un plan vertical, tangen-
tiellement a une ligne de plus grande pente, on le lance
avec une vitesse de translation quelconque paralléle a
cette ligne et une vitesse de rotation quelconque autour
de son axe. Déterminer son mouvement. Discuter les dif-
férentes phases qui peuvent se présenter, suivant les con-
ditions initiales et suivant la valeur de l’angle i. Déter-
miner la réaction en M, dans chaque phase.

2° On raccorde le plan incliné avec un plan hori-
zontal H, de méme nature, au moyen d’une surface
cylindrique, également de méme nature et dont la section
droite est un certain arc de courbe AB. On suppose qu’au
moment ou le disque arrive en A, il se trouve dans une
période de non-glissement. En admettant que cette absence
de glissement persiste, montrer que le disque arrive en B
avec une vitesse indépendante de la forme de l’arc AB,
pour une différence donnée entre les niveaux des points
A et B.
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Déterminer le mouvement du disque sur l'arc AB, en
supposant ce dernier circulaire et de rayon p > R. Mon-
trer que ce mouvement est perpendiculaire et calculer la
longueur du pendule synchrone.

3° Le disque roulant maintenant sur le plan hori-
zontal, avec une vitesse de translation v, on imagine qu'il
vient heurter un autre disque identique, au repos sur H
et dans le plan du premier disque. On néglige le frot-
tement des deux disques l'un sur ’autre et on les suppose
entiérement dénués d'élasticité. Enfin, on admet qu’ils
restent tous deux en contact avec le plan H. On demande
de calculer leurs vitesses aprés le choc. Démontrer qu'’ils
restent ensuite en contact et déterminer leur mouvement
ultérieur. Calculer les diverses réactions, dans les diffé-
rentes phases de ce mouvement.

(On admettra que, dés que le glissement d’un des
disques sur le plan H a cessé, il ne réapparait plus.)

EPREUVE PRATIQUE. — On donne trois points fixes A, B, C,
Jormant un triangle équilatéral, de cété égal a deur
et trois mobiles M, N, P, de masse commune égale a 1.

Ces derniers s'attirent deuxr a deux, suivant des forces

4

W B 0 A M,

égales a leurs distances mutuelles. De plus, A, B, C
attirent respectivement M, N, P, suivant des forces égales
a AM, BN, CP.

1° Déterminer la position d’équilibre du systéme.

2" Déterminer le mouvement du systéme, quand on
U'abandonne, sans vitesse initiale, dans la position MoNoP,
telle que

OMo: 0No= 2, OPo——-— a.

Quel est, en particulier, le mouvement du centre de gra-
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vité? On construira les trajectoires de M et de N et l’on
décrira le mouvement de P, en supposant que P, est en O.
On déterminera, en particulier, les époques et positions
de rencontre de M et de N. Enfin, on étudiera les varia-
tions de l'énergie cinétique du systéme. (Juin 1914.)

Dijon.

EPREUVE ECRITE. — 1° Pendule conigue.
2° Kquations de Lagrange.

EPREUVE PRATIQUE. — Deux points fixes sont situés dans
le méme plan horizontal & une distance de 4™. Deux fils
élastiques identiques ont comme longueur 1™, et chacun
d’eux est en équilibre lorsqu’il est vertical, une extrémité
étant fixe et I’autre supportant un poids de 100%, la lon-
gueur étant alors de 2™. Chaque fil a une extrémité
attachée & l’un des points fires, et l’autre a un point
matériel du poids de 1008, qui glisse avec frottement sur
le plan horizontal. A l’instant initial, cette petite masse
est en repos a 1™ de l’'un des points fixzes, entre les deux
points fizes. On demande de déterminer le coefficient de
Srottement de facon que le point matériel arrive sans
vitesse a égale distance des points fixes. On sait que la
tension d’un fil élastique est proportionnelle a l’allon-
gement du fil. (Novembre 1913.)

Grenoble.

EPREUVE THEORIQUE. — Un fil rigide homogéne forme le
périmétre d’un triangle équilatéral ABC de cité a de
masse m. Le c6té BC peut glisser sur une horizontale
Size Oz, le plan 0y du triangle reste vertical. Au
point A est attaché le fil d’un pendule simple AP dont la

a .
longueur est > la masse du point P est m, celle du fil est

négligeable. Le pendule oscille dans le plan du triangle.

Les liatsons sont sans frottement.

1° Etudier le mouvement du systéme en supposant qu'a
Uinstant initial les vitesses solent nulles et que P coincide
avec le milieu de AB.

2° Calculer la tension du fil & un instant ou il est ver-
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tical; dans les mémes conditions, déterminer les réactions
exercées par Oz, en supposant quelles se réduisent a
deux forces 8, y appliquées en B et C.

3° On immobilise brusquement le triangle ¢ un instant
ou P est sur la verticale du point A. Déterminer le mou-
vement ultérieur, la liaison nouvelle étant supposée per-
sistante. Evaluer la force vive perdue.

Nota. — Prendre pour paramétres ’abscisse x de A et

Uangle 6 de AP et de la verticale descendante.

EPREUVE PRATIQUE. — Un carré de c6té | engendre un
double céne en tournant autour d'une de ses diago-
nales OO’. Un solide homogéne pesant S est limité par ce
double céne.

1° Déterminer les moments principauxr d’inertie de S
relatifs a son centre de gravité G et ceuxr relatifs au
sommet O.

2° On suppose que S est mobile autour du point O qui
est fixe et qu'a U'instant initial ’axe OO0’ est horizontal,
la vitesse de O' étant nulle. On sait que dans le mou-
vement ultérieur la distance maximum de O' au plan

horizontal passant par O est lycosa. Quelle est la
vitesse tnitiale de rotation de S autour de 00'?
(Juillet 1913.)

Probléme. — Une circonférence homogéne se meut dans
un plan vertical fixe et repose sur une horizontale
Size Ox de ce plan, sur laquelle elle peut glisser et rouler.
Un point matériel pesant P peut se déplacer sur la
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circonférence; ce point et la circonférence ont méme
masse M.
1° Etudier le mouvement du systéme.

Y

2° Calculer les réactions qui s’exercent en P et au
point A de contact de la circonférence et de la droite Ox.

EPREUVE PRATIQUE. — Une plaque plane homogéne de
masse M, d’épaisseur négligeable, est limitée par un
hexagone régulier de cété a.

1° Former Uéquation de l'ellipsoide d’inertie relatif
au centre de gravité.

2° La plaque se mouvant autour de son centre de gra-
vité supposé fixe est animée d’'un mouvement @ la Poinsot,
Déterminer, pour chacun des deux cénes roulettes fixe et
mobile, le demi-angle au sommet, sachant qu'a l'instant
initial la rotation instantanée fait un angle de 30° avec
le plan de la plaque. (Novembre 1913.)

Lyon.

CoMPOSITION ECRITE. — On donne une circonférence de
cercle fixe dans un plan vertical. Soient C son centre,
K Uextrémité supérieure de son diamétre vertical. Une

N

0
L M

NV

tige rectiligne matérielle homogéne pesante infiniment
mince, de longueur 21 et de centre O, est placée tangen-
tiellement en un point My de la demi-circonférence supé-
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rieure, et animée d’une vitesse initiale quelconque, de
maniére cependant que la tige ne sorte pas du plan de
la circonjf’rence. On suppose de plus que la circonférence
et la tige sont assez rugueuses pour que cetle tige ne
puisse que rouler sans glisser sur la circonférence et que,
quand la tige devient horizontale, elle soit en contact
avec la circonférence par son milieu O, qui vient alors
toujours ainsi en K. On demande d’étudier le mouve-
ment. Indiquer les différentes méthodes qui peuvent étre
employées en en justifiant l’usage : mais n’employer
effectivement que l’une d’elles pour établir la ou les
équations différentielles du mouvement. Celles-ci établies,
poursuivre l’étude du mouvement en se bornant au cas
des petits mouvements, et par conséquent en considérant
comme devant rester constamment petit du premier ordre

PN
Uargle 8 = KCM. (Novembre 1913.)
CoMPOSITION ECRITE. — Un point matériel pesant est

assujetti a rester sur la surface d’une sphére; il est attiré
par un point de la verticale passant par le centre de la
sphére proportionnellement a la distance. Sa vitesse ini-
tiale est horizontale. Entre quelles limites varie pendant
le mouvement la hauteur du mobile ? Déterminer le coef-
Jficient d’attraction de facon que la vitesse reste con-
stante, et étudier alors complétement le mouvement.
(Juin 1914.)

GORRESPONDANCE.

G. Fontené. — Sur la question 2288. — Cette question,
posée par moi, est manifestement erronée : le lieu du point P
a deux points de rebroussement aux centres de courbure
situés sur l'axe que l'on considére. Je m’excuse aupreés des
lecteurs du Journal pour la perte de temps que j’ai pu leur

causer,
——e St
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[M'5] [M'6h]

SUR UN RAPPROCHEMENT REMARQUABLE ENTRE I'HYPO-
CYCLOIDE A TROIS REBROUSSEMENTS, LE ROLIUM
DE DESCARTES ET LA CARDIOIDE :

Par M. R. GOORMAGHTIGH.

1. Considérons un systétme d’axes de coordon-
nées Oy et une courbe (I') syméirique par rapport a
I'axe Oz; son équation est de la forme f(z, y2) =o.
Considérons, d’autre part, la courbe (I') d’équa-
tion f(x, —y?)=o0. La transformation qui sert a
passer de la courbe (T') & la courbe (I”) n’est autre
que la transformation affine, caractérisée par les équa-
tions

(1 r=x, y=1iy;

elle fail correspondre a des points imaginaires de (I')
des points réels de (I'), et réciproquement. Les
courbes (T') et (I') étant affines, 1l existe enlre leurs
propriétés des relations bien connues. Or, on peut
établir, au moyen de cette transformation et d’autres
transformations géométriques simples, un rapport
entre 'hypocycloide a trois rebroussements, certaines
trisectrices remarquables, le folium de Descartes et la
cardioide. On pourra ainsi déduire, des propriétés
connues de ’hypocycloide a trois rebroussements, plu-
sieurs théorémes importants concernant le folium de
Descartes et la cardioide.
Ann. de Mathémat., 4 série, t. XVI. (Juin 1916.) 17
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2. Soit (H;) une hypocycloide a trois rebrousse-
ments dont le cercle tritangent (C,) a pour centre O
et pour rayon r, et dont un des points de rebrousse-
ment est le point (— 37, 0). La polaire réciproque
de (H,;) par rapport au cercle tritangent

T2 Y= 12

estla trisectricede G.de Longchamps (L) ayant pour
équation
r(x?— 3y?) —r(x?+ y?) =o.
Si 'on prend la courbe affine de (L), d’apres les
équations (1), on obtient
z(x?+3y2)—r(x*—y?)=o.
Cette équation représente un folium de Descartes (F)
ayant pour asymptote la droite
3z +r=o;
I'origine O est le point double etle sommet de la boucle
est le point (r, o).
Considérons maintenant la courbe affine de (F),
I'axe d’affinité étant 'axe Oz, le rapport d’affinité

étant \/-3-) 2 1: on obtientainsi la ¢risectrice de Maclau-
rin (M) d'équation

z(22+ y?) + g(yi-Bxl)zo.

Considérons enfin le cercle (y) de rayon %I' ayant
pour centre le point O’ (; r, 0). La polaire réciproque

de la trisectrice de Maclaurin par rapport a ce cercle
est, d’aprés un théoréme de G. de Longchamps (),

(') Rapprochement entre la trisectrice de Maclaurin et la car.
dioide ( Prager Ber., 1897).
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une cardioide (C). Cette cardioide a pour point de.

. 5
rebroussement le point (57', o) et pour sommet le
point (r, o).

Sur LE roLium pE Descartes (V).

3. Comme applications des remarques qui préce-
dent, nous déduirons quelques propriétés remarquables
du folinm de Descartes de celles de I'hypocycloide a
trois rebroussements.

Cherchons d’abord quelles sont les coniques obte-
nues en transformant le cercle tritangent (C,) et celui
des rebroussements (C,) de (H;), comme on a trans-
formé U'hypocycloide pour en déduire le folium de
Descartes. Si I’on transforme (G, ) et (Cy) par polaires
réciproques par rapport au cercle (G;), on obtient le

Fig. 1.

cercle (C;) lui-méme et un cercle concentrique de

('):On connait peu de propriétés de cette courbe ( Voir Loria-
ScuuTTE, Spezielle ebene Kurven, t. I, p. 58).
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1 . . .
rayon s 7. On voit, par suite, qu’il correspond au

folium (F), comme transformées de (C,) et (C,), deux
hyperboles équilatéres (H,) et (H,). L’hyperbole (H,)
a pour centre le point double O et pour asymptotes les
tangentes nodales du folium; 'un des sommets de l'axe
réel de cette hyperbole est le sommet de la boucle.
L’hyperbole (H;) est homothétique de (H,) par rap-
port a O, le rapport d’homothétie étant 1:3 (fig. 1).

4. La tangente en un point d’une hypocycloide a
trois rebroussements coupe la courbe en deux points,
qui sont les points associés du point considéré; les
tangentes en ces points sont rectangulaires, leur inter-
section appartient au cercle tritangent et le point de ce
cercle diamétralement opposé a cette interseclion
apparuient a la premiére tangente considérée.

Si 'on transforme ce théoréme par polaires réci-
proques, on obtient la propriété suivante de la trisec-
trice (L) : si1, d’un point de la trisectrice, on méne les
tangentes a la courbe, autres que celle au point consi-
déré, la corde de contact est vue du point O sous un
angle droit et enveloppe le cercle (C,); cette corde
passe par le symétrique par rapport & O du point con-
sidéré de la trisectrice.

Passons ensuite au folium de Descarles; remarquons
qu’a deux rayons perpendiculaires du cercle (C,) cor-
respondent, pour une conique affine, deux demi-
diamétres conjugués et que, pour une hyperbole équi-
latére, deux directions conjuguées sont symétriques
par rapport aux asymptotes. Nous aurons donc le théo-
réme suivant :

Si deux points M et M, d’un folium de Descartes
sont tels que les droites qui les joignent au point
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double sont symétriques par rapport aux tangentes
nodales, les tangentes en ces points se coupent en
un point P de la courbe et la corde MM, enveloppe
une hyperbole équilatére dont les asymptotes sont
les tangentes nodales; cette corde contient le symé-
trigue P' de P par rapport a O.

On verra plus loin que P’ est le milieu de MM,.

5. On sait que la développée de 'hypocycloide (Hs)
est une autre hypocycloide & trois rebroussements
homothétique de (H;) par rapport a O, le rapport
d’homothétie étant 3:1. On déduit de la que le lieu
des points d'intersection de la tangente en un point de
la trisectrice (L) avec la perpendiculaire élevée en O
sur la droite qui joint ce dernier point au point consi-
déré de (L) est la courbe homothétique de (L) par
rapport & O, le rapport d’homothétie étant 1:3. On a,
par suite, cette propriété du folium de Descartes :

Le lieu de [lintersection de la tangente en un
point M du folium avec la symétrique de OM par
rapport auzx tangentes nodales est un folium homo-
thétique du folium considéré par rapport a O, le
rapport d’homothétie étant 1 . 3.

Appelons T le point ou la droite OM; rencontre la
tangente au folium au point M, T, le point ou la

droite OM rencontre la tangente au folium au point M.
On a
3OT= OM[, 3OT|=OM, PO-—':OP'

et, par suite,
MP'= P'M;, MP =3TP, M;P=3TP.

On déduit de 13 ces théorémes :
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Si deux points M et M, d’un folium de Descartes
sont tels que OM et OM, sont symétriques par rap-
port aux tangentes nodales, le milieu de MM, décrit
le folium symétrique du folium donné par rapport
au point double.

Si la tangente en un point d’un folium de Des-
cartes recoupe la courbe au point P, le lieu du
point T situé au tiers du segment PM a partir de P
est un autre folium de Descartes.

6. La normale en un point quelconque de I'hypocy-
cloide recoupe la courbe en trois points, dont deux
sont imaginaires; les tangentes en ces trois points con-
courent sur le cercle des rebroussements (C,). En
transformant cette propriété on voit que si, du point T,
on méne au folium les tangentes autres que la tan-
gente MP, les points de contact de ces tangentes appar-
tiennent 4 une tangente & 'hyperbole (H,).

Le lieu des points d’ou I’on peut mener au folium
de Descartes trois tangentes dont les points de con-
tact sont collinéaires est le folium de Descartes
homothétique du folium considéré par rapport au
point double, le rapport d’homothétie étant 1: 3.

La droite qui joint les points de contact enveloppe

Uhyperbole équilatére (H,).

7. A trois normales concourantes de ’hypocycloide
correspondent, pour le folium, trois points T colli-
néaires; il suffit pour cela que les points M, correspon-
dants soient collinéaires. Or, on sait que la normale en
un point de I'hypocycloide & trois rebroussements et
celles aux points associés concourent en un point du

cercle des rebroussements. On déduit de 1a une pro-
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priété qui compléte le théoréme du paragraphe 4. Si
I'on désigne par R-le point ou la tangente en P au
folium recoupe la courbe, le point situé au tiers de PR
a partir de R appartient a la droite TT,. Il résulte de la
que, si 'on appelle P, le point ou le symétrique de OP
par rapport aux tangentes nodales recoupe le folium,
ce point P, appartient a la droite MM,.

Si d’un point P du folium on méne deux tan-
gentes PM, PM, a la courbe, la corde de contact
contient le point ot le symétrique de OP par rap-
port aux tangentes nodales recoupe la courbe.

8. Coniquestritangentes au folium de Descartes.
— On sait que les normales a ’hypocycloide (H;) aux
points de contact de la courbe avec une conique tri-
tangente sont concourantes. On déduit de 14, en tenant
compte des remarques qui précédent, la proposition
suivante :

Si M, M', M’ sont les points de contact du folium
de Descartes avec une conique tritangente, les
points My, M, M| ou les symétriques de OM, OM’,
OM’ par rapport auz tangentes nodales recoupent
la courbe sont collinéaires.

Si les normales en trois points d'une hypocycloide a
trois rebroussements sont concourantes, leurs points
associés appartiennent a une conique. Ona donc, pour
le folium de Descartes, la propriété suivante :

Les tangentes menées de M, M', M" au folium sont
tangentes a une conigue.

Nous avons montré (') que, lorsque le centre d’une

(! ). Nouvelles Annales, octobre 1913,
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conique tritangente a une hypocycloide a trois rebrous-
sements (Hj;) décrit une droite d, cette conique passe
par un point fixe qui appartient ala tangente a.(H;)
perpendiculaire a d. Par suite, si une telle conique
passe par un point fixe, le lieu de son centre se com-
pose de trois droites. Sil’on transforme cette propriété
par polaires réciproques, on voit que, si une conique
tritangente & la trisectrice (L) reste tangente & une
droite fixe, I'enveloppe de la polaire de O par rapport
i cette conique se compose de trois points.

Passant ensuite de la courbe (L) & la courbe (I"), on
a ce théoréme :

Si une conique tritangente & un folium de Des-
cartes reste tangente a une droite fize, l'enveloppe
de la polaire du point double par rapport a cette
conique se compose de Lrois points fizes.

StrR LA CARDIOIDE.

9. En uulisant les propriétés du folium de Des-
cartes que nous venons de déduire de celles de 'hypo-
cycloide a trois rebroussements, on peut obtenir, au
moyen des transformations indiquées au paragraphe 2.
des théorémes intéressants concernant la cardioide.

Appliquons d’abord aux hyperboles (H,) et (H,) les
transformations par lesquelles nous avons déduit la
cardioide (C) du folium (F). L’hyperbole affine de (H,)
correspondant a la trisectrice de Maclaurin (M) a pour
équation

3x2— yr=3r2.

On déduit ensuite de la, par un calcul simple, qu’a la
cardioide (C) correspond, comme transformée de (H,),
une aatre hyperbole (H,). L'un des sommets de 'axe
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réel de celle-ci est le sommet de la cardioide (C),
Pautre est le point situé au dixiéme de la distance du
point de rebroussement au sommet de (C). L’hyper-
bole (H\) passe par les points de contact A, et A, de
la cardioide avec sa langente double; les tangentes

a (H,) en ces points se coupent au foyer singualier O’
de la cardioide ( fig. 2).

Cousidérons de méme I'hyperbole (H,); & la trisec-
trice de Maclaurin correspond, comme transformée
de (H,), I'hyperbole

(2) 9x2— 3y2=r2

Soit (I'y) le cercle de base de la cardioide considérée
comme conchoide et (T'}) le symétrique de ce cercle
par rapport au rebroussement de (C). On montre aisé-
ment que, si 'on applique a 'hyperbole (2) la trans-
formation par polaires réciproques qui fait correspondre
la cardioide (C) a la trisectrice (M), on obtient le
cercle (I'}).

10. Nous avons considéré (§ 4) les couples de
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points M, M, du folium de Descartes, tels que les
‘droites OM, OM, sont symétriques par rapport aux
tangentes nodales. A ces deux points M et M, corres-
pondent sur la trisectrice (M) deux points p. et u' tels
que Op et Oy’ sont conjugués par rappnrt lhyper-
bole (2). Or, le cercle (T')), polaire réciproque de
cetle hyperbole par rapport au cercle (y), passe par
les points A, et A,, et la tangente double A A, dela
cardioide est la polaire de O par rapport au cercle (y).
On déduit de la qu’aux points M et M, du folium de
Descartes correspondent deux tangentes de la cardioide
divisant harmoniquement le segment A, A,.
Des propriétés du folium de Descartes trouvées au
paragraphe 4, découle donc, pour la cardioide, le théo-
réme suivant :

Une tangente a la cardioide coupe la courbe en
deux points; les tangentes en ces pointsdicisent har-
moniquement le segment compris entre les points
de contact de la cardioide avec sa tangente double.

Le lieu de Uintersection de ces tangentes est une
hyperbole.

I1. Duthéoréme du paragraphe 6, on déduit ensuite
cette propriélé :

Le lieu des pointsd’ox Uon peut mener & une car-
dioide trois tangentes dont les points de contact sont
collinéaires est le cercle symétrique par rapport au
rebroussement du cercle fondamental de la car-
dioide considérée comme conchoide (V).

(') M. G. Loria a donné comme lieu de cc point le cercle fonda-
mental (Spesielle ebene Kurven, t. I, p. 155). Ce résultat est
inexact; on le montre facilement d’ailleurs en vénﬁant les calculs
résumés dans cet Ouvrage.
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On peut d’ailleurs aisément construire des droites
telles que les tangentes en trois de leurs points d’in-
tersection avec la cardioide soient concourantes. Soit,
en effet, Q le point de contact de la cardioide avec la
polaire du point @ par rapport au cercle (y). Cetle
polaire coupe la tangente double A; A, en un point K,
dont le conjugué harmonique K’ par rapport aux
points A, A, est le péle de la droite Oy’ par rapport
au cercle (y). Par conséquent, la droite QK' est la
polaire du point d’intersection = de Oy’ avec la tan-
gente en w a la trisectrice (M ). Puisque le point t cor-
respond a T dans la transformation affine par laquelle
on déduit (M) de (F), on peut mener de ce point a la
trisectrice (M) trois tangentes dont les points de
contact sont collinéaires. On a donc le théoréme sui-
vant :

Soit K’ le conjugué harmonique, par rapport aux
points de contact de la cardioide avec sa tangente
double, du point d’intersection K de cette tangente
double avec la tangente en un point quelconque Q
de la cardioide. La droite QK' recoupe la courbe en
trois points; les tangentes en ces points sont con-
courantes.

12. Au moyen des considérations qui précedent
on déduit encore du paragraphe 8 les théorémes sui-
vants :

Les tangentes menées d’un point ¢ la cardioide
coupent la tangente double en «, B3, y; soient o/, §', '
les conjugués harmoniques de «, B,y par rapport
auz points Ay et Ay, et o', 3,y les pointsde contact
des tangentes menées de o, 8,y a la courbe. Les

points o, B, ¥" sont les points de contact d’une co-
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nique tritangente a la cardioide, et les droites as’,
3R, vy sont concourantes.

En particulier :

Si de deux points K et K/ de la tangente double,
conjugués harmoniques par rapport aux points de
contact de celle-ci avec la cardioide, on méne deux
tangentes qui touchent la courbe en Q et Q', les
droites KQ' et K'Q se coupent sur le cercle, symé-
trigue par rapport au rebroussement, du cercle fon-

damental de la cardioide considérée comme con-
choide.

Si I'on observe enfin que la polaire de O par rapport

au cercle () est la tangente double de la cardioide, on
a ce théoréme :

Le lieu des pdles de la tangente double de la
cardioide par rapport aux coniques tritangentes

la courbe passant par un point fixe se compose de
trois droites.

[0'8a]

MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE LIEE A DEUX COURBES
ROULANT SUR DES ROULEAUX;

Par M. R. BRICARD.

1.1l yaquelquesannées, M. lelieutenant A. Bienaymé
a publié 1ci méme (') une intéressante étude du mou-

(') Essai sur le déplacement d’un madrier sur deux rouleaux
non paralléles (Nouvelles Annales, 4* série, t. 111, 1903, p. 485).
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vement d’une droite roulant sur deux rouleaux non pa-
ralléles (mouvement qu’on réalise aisément au moyen
d’une régle dont on appuie une aréte sur deux crayons,
roulant eux-mémes sutr une table). Un des résuliats les
plus saillants obtenus par cet auteur est que 'aire du
triangle formé par la droite et par les axes des rou-
leaux (enprojection sur le plan de roulement) a une
valeur constante.

On peut, plus généralement, se proposer d’éLudier le
mouvement d’une figure plane (F) dans son plan, le
mouvement étant défini par cette condition que deux
courbes de la figure roulent chacune sur un rouleau.
Les deux rouleaux sont des cylindres de révolution
égaux qui roulent tous les deux sur un plan paralléle
au plan de (F'). On pourrail supposer plus généralement
que ces rouleaux ont des rayons différents, mais alors
ils devraient rouler sur des plans distincts, de manicre
que le plan de (F) pit glisser sur lui-méme. La géndé-
ralisation n’est d’ailleurs que fictive, comme on le
reconnait aisément, et ne conduit a aucun résultat
différant de ceux que nous allons obtenir.

2. Nl fautd’abord définir avec précision le roulement
d'une courbe sur une surface, dans les conditions les
plus générales. Soient (S) et C une surface et une
courbe, mobiles toutes les deux en général, el cela de
maniére i rester constamment tangentes. On dit que
C route sur (S) si, @ un moment quelconque, levec-
teur vitesse de leur point de contact est le méme,
que l'on consideére ce point comme lié¢ & la courbeou
a la surface. )

Cela posé, soient C et C' les courbes de (F) qui
roulent respectivement sur les rouleaux R et R’ ( fig. 1).
Soient X et X' les axes de ceux-ci. Les points de con-
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tact M et M/, de C et de C’ avec les rouleaux corres-

pondants sontrespectivement, en projection sur le plan
de la figure, sur X et sur X'.

Fig. 1.

Déplagons la figure (F). La vitesse du point M, con-
déré comme appartenant a R, est évidemment perpen-
diculaire 2 X. Il en est donc de méme, en vertu du
principe énoncé plus haut, de la vitesse du point M
considéré comme appartenant a C, c’est-a-dire a (F).
De méme la vitesse du point M’ de (F) est perpendi-
culaire a X'. Il résulte immédiatement de la que le
centre instantané de rotation de la figure (F) est le
point 1, intersection de X et de X'.

Au cours du mouvement, I'axe X éprouve une trans-
lation, dont la vitesse est évidemment la moitié de celle
du point M. De méme pour I'axe X' et le point M'.

Ces simples considéralions suffisent pour traiter le
probléme proposé, comme on le verra plus loin. Mais
il n’est pas sans intérét de signaler ici une propriété
importanle du mouvement envisagé.

Cherchons la tangente au lieu du point[. A cet effet,
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désignons par do l'angle de la rotation autour du
point I qui constitue le déplacement infinitésimal
de (F), a partic de sa position actuelle. Le point M-
vient en M,, MM, étant perpendiculaire a X, le
point M’ vient en M|, M'M| étant perpendiculaire
aX',etlona
MM, =IMdy, M'M,=IM do.

Les axes X et X/ sont venus en X, et X/, ayant subi
des translations dont les valeurs sont respective-
ment - MM, et - M'M’,, d’aprés la remarque faite plus

2 2 1

hauat. Soient I, le point de rencontre de X, et de X/,
P et P’ ses projections respectives sur X et sur X'.

Ona

(1 LP= —;lM de, I,P'= ilM’dq;,
d’ou

S P

sin PII, LP _m __sinIM'M

TN T LT IM T T

sin P'II; sin [IMM’

Mais comme

cela exige

On en conclut immédiatement que 1I,, c’est-a-dire
la tangente au lieu du point 1, se confond avec la
tangente au cercle IMM'. Telle est la construction
simple demandée.

On peut également chercher les tangentes aux lieux
des points de contact M et M’ des courbes C et C' avec
les rouleaux correspondants (il s’agit, bien entendu,
des courbes engendrées par les points qui sont succes-
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stvement points de contact). On reconnait que la tan-
gente au lieu du point M, par exemple, est la symé-
trique par rapport & X de la tangente en M a C. Je ne
m’attarderai pas a établir ce résultat, établi, ainsi du
reste que celui qui précéde, par M. Bienaymé, dans le
cas particulier o les courbes C et ( se réduisent a une
méme droite.

3. Abordons maintenant le probléme posé au n° 1.
Soient (fig. 2) Oz, Oy deux axes rectangulaires

Fig. 2.

Ly

entrainés avec les courbes Cet €/, Ogzy et Oy deux
axes fixes, OoM, et O, M| deux demi-droites paralléles
aux axes IM et IM' des rouleaux sur lesquelles roulent

- A
les courbes C et C. Appelons ¢ I'angle (Ooxo, ().7:), a

/\ A\
et o' les angles constants <on0, OOM0> et (ono, OOM'“)‘
Soient 2, y les coordonnées du centre instantané de
rotation I par rapport aux axes mobiles, o et p’ les lon-
gueurs IM et IM’, susceptibles de signes, puisqu’elies
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sont portées par des droites orientées. p et p sont des
fonctions, de formes connues, des quantités z, y et o.
Nous allons exprimer analytiquement les propriétés
traduites au n°2 par les égalités (1). Comme la question
étudiée est géométrique, on peut supposer que le mou-

. .y . . d
vement a lieu de maniére que la vitesse angulaire —0-;—{;

soit constamment égale a I'unité. Dans ces conditions,
les égalités (1) expriment que les composantes de la
vitesse du point I (*), suivant les directions IN et IN’

qui font 'angle —125 respectivement avec IM et IM/, ont

1 1 .
pour valears ;¢ et - ¢’ (en grandeur et en signe). Ces

propriétés ont é1é établies en ce qui concerne la vitesse
absolue du point I. Mais en vertu d’une propriété fon-
damentale du centre instantané de rotation, elles sont
également vraies en ce qui concerne sa vitesse rela-
tive.

Or, la vitesse relative du point I a pour composantes,
suivant Oz et Oy,

de _dz  dy _dy

dt ~ de’ dt  dy
Sa composante suivant IN est donc

dr T dy
%cos<a—9+ ;) -+ a;cos(a—q;)

dz . dy
= ?l—;sm(.p-—az)+ R;cos(go—-z)

(') Il s’agit, bien entendu, de la vitesse du point, mobile par
rapport & la figure mobile comme par rapport a la figure fixe, qui
devient successivement centre instantané de rotation pour les diverses.
positions de la premiére figure.

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Juin 1916.) 18
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et-sa composante suivamt IN'/est.de méme

de .-, w Ay ,
@ e ) Gy eon(e =)
On a donc
dr . dy 1
d—?sm(?—-a)—;-;l;cos(:?—a)_;h

(2)

'
.

g‘g sin(g —a') + -j—;’ cos(o —a') = é|

On a la un systeme de deux équations différentielles
linéaires en z et ), dont l'intégration fait connaitre x
¢t y en fonction de o.

On cennait ainsi le lieu du point T par rapport au
systtme mobile, c’est-a-dire la courbe roulante du
mouvement considéré.

La solution du probleme s’achéve aisément. Soient,
en effet, £, o les coordonnées du peint O par rapport
aux axes fixes; les coordonndées relatives z, y du centre
instantané de rotation | satisfont aux relations con-
nues

E _
’ @——xJn?—ycosq_o,
(3)

dn + T cos sing = o
do ¢ —Jysmg =o,

et ses coordonnées absolues z,, y, sont données par
les formules

) )
4 dE.
}/0"71""%,

z et y étant connus en fonction de ©, des formules(3)
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donnent £ et v par les quadratures

3 =f(xsincp+ycosq>)dzp,
(%) ’
n = [(—xcoscp + ¥ sing) de,

et les formules (4 ) permetlent ensuite de construire la
courbe base, lieu du point I dans le plan fixe.

L’intégration du systéme {2) présentera le plus sou-
vent de grandes difficultés, comme le montre 1'étude
du cas, cepeadant l'un des plus simples, a priori,
traité par M. Bienaymé.

4. Voici un exemple assez intéressant. Swupposons
que les courbes C et U se réduisert a deux droites
Sfaisant entre elles un angle égal a celui des rou-
leaux correspondants. Oa peut supposer que C se
confond avec Oz, la droite C passant par le point O et
faisant un angle o avec Oz. La droite O, M sera sup-
posée coincider avec Oyx,, OgM, faisant. angle o
avec Ogyz,. Ecrivons les équations (2). En vertu de
I'hypothése, il faut faire dans la seconde o' =o.

Calculons p. 1l faut écrire que le point M est sur la
droite G, ce qui donne

cosaly —+ psin(a— )] =sina[z + ocos(a—9)],
ou

o[sina0os(x—op)—cosasin{z —9p )| =psinp=y cosa —rsinz,

el
__ ycosa—zsina
P= sing
La premiére des équations (2) est donc

djoos(q—a):: 1 ycosa—zsina

.. dz._.
(6) z;m(‘?—t)*d_?' 2 sing
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La seconde s’en déduit immédiatement en rempla-
cant a par zéro, ce qui donne

dz . dy _1 y
(7) z;-mtp—;— %cosc;._; s—m_é

Retranchons de I'équation (6) I'équation (7) multi-
pliée par cosa. Il vient, en supprimant le facteur sing,

.

x

dz dy . 1
(8) ————coscp—é-——sm:p._.—;sm?

de do
Il faut intégrer le systéme des équations différen-
tielles (7) et (8). Avant de le faire, remarquons tout
de suite que ce systéme est indépendant de a.. On aurait
donc obtenu le méme systéme en remplacant les
droites C et O,M, par deux droites C' et O,M,
inclinées d’'un méme angle quelconque o/, respective-
ment sar Oz et sur Oyx,. 1l revient au méme de dire
que, dans le mouvement considéré, toute droite de la
figure mobile, passant par le point O, roule sur un
rouleau faisant avec O,x, le méme angle que cette
droite fait avec Oz. On peut énoncer commeil suit ce
résultat, susceptible d’une vérification expérimentale
assez simple :

Un faisceau de droites, de grandeur constante,
peut recevoir un mouvement tel que chacune de ses
droites roule sur un rouleau roulant lui-méme sur
un plan, et les axes des rouleaux restant paralléles
auzx droites d’un faisceau fixe égal au faisceau
considéré. Ces axes forment d’ailleurs eux-mémes
un faisceau & un moment quelconque (puisqu’ils
dotvent tous passer par le centre instantané de rota-
tion correspondant).

Revenons al'intégration du systéme des équations (7)
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el (8). Pour la faire rapidement, multiplions la seconde

par i =\/—1 et ajoutons & la premiére. 1l vient

<ﬂ+lﬂ)51n®+(d‘y Z:) cos?—-y_—.i

ds T dyp dyp 2sing
ou encore
dy _,dz y—ix
(2;——;——>(cosgo+zsmq>) 2eing
ou enfin
2 (y—iv)
do y— _ 1 __cosp— Ising
y—ix  asing(coso-+ising)  2sing

et en intégrant

. . [ 1)
L(_y—w)=LK+LO+;Lsm<?-—;<p,

LK + 70 étant une constante, en général imaginaire,
et mise sous une forme commode pour la suite des
calculs. On tire de la

i(&-—%)

y—-ix:K‘/sincpe ) 7y
et, en séparant le réel de I'imaginaire,

:z:-K/smq:sm (2 ),

¥ = Ky/singp cos (;: —0).

On reconnait aisément que ces équations repré-
sentent une lemniscate ayant son point double a I'ori-
gine, c’est-a-dire au sommet du faisceau mobile. Telle
est donc la courbe roulante du mouvement.

Pour achever, il faut appliquer les formules (5).
Observons d’abord que l'on peut supposer que les
axes Oz et Oy sont les tangentes au point double de
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la lemniscate, ¢e gui reviemt, en le voit aisément, &
faire § = 0. On a alors

zsing + y coso = K/sin.g»(simp sin % -+ cos¢ cos%)

— 0
= K/sine COS-;-a

?

. <]
= 4 sin g COS—
2 2

—zcosp +ysine = KVsincp(— cos o sin
= K‘/sin(? sin%,
d’ou

=K /;rcosgd R n=K sing sin < do.
fcosay P s ag

Ces intégrales sont elliptiques, comme on le voit
tout de suite par le changement de variable

2
2 =

e t.

La courbe base du mouvement, c’est-i-dire le lieu du
’
point (z,, ¥, ), est donnée par les formules (4), comme
on I'a vu.

5. L’exemple précédent met en évidence I'existence
d’un mouvement plan, au cours duquel une infinité de
droites de la figure mobile roulent chacune sur un rou-
leau. Je vais montrer qu'il n’y a Id qu’un cas particulier
d’unc proposition gémeérale, dont voici I'énoncé :

Etant donné un mouvement plan quelconque, il
existe dans la figure mobile wne infinité de courbes
dont chacune peut éére eonsidérée comme roulant
sur ur rowleau, qui rowle lui-méme sur ur plan.
Toutes ces courbes se déterminent & ailleurs sarws
quadreature.

Jétablirai cela par wa raisonnement géoméiripue.
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Considérons un. mouvement défini par le roulement
de la courbe: Ga sur la courbe G, et cherchons une
courbe G, liée:a &, qui, au. cours du. mouvement, roule
sur un rouleau dont I'axe est paralléle a la droite fixe D,
(fig. 3). Au moment.otrle centre instantané de rotation

Fig. 3.

est en I, le point de contact M de C et du rouleau doit
étre tel (n° 2) que IM soit parallele a D,, et il faut. en
outre que la projection du. déplacement infinitésimal
du point I sur la tangente & la trajectoire du point M
soit moitié du déplacement de ce dernier point.

Soient dsle déplacement du paint [ sur G, d¢ I'angle
de la rotation autour de I qui constitue le déplacement
élémentaire de la figure mobile, R et R, les rayons de
courbure des courbes G et G, au peint 1. L’angle dp
est, camme il est bien connu, et d’ailleurs évident, la
différence des angles de contingence des courbes- Gy

et G..On ald.onc
1 1
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D’autre part, le déplacement du point M cst égal
alMdp et la projection du déplacement du point I sur
la tangente a la trajectoire du point M est

ds cos [(I/T,I\M)-i- E] =—ds sin(l/'r,m),

IT étant la tangente commune aux courbes G et G,.
On a donc

IM do = — 2 ds sin (TT, 1N),

ou
1 l. . /\
1M(R—0 ”E) = — a2 sin(TT,1M)
ct enfin
_RRy . (5 RR, PN
IM_2R0_Rsm(lT,IM)_2RO_RcosNIM,

IN étant la normale en 1.
On en déduit immédiatement que le point M doit se
trouver sur un cercle tangent en I 4 G, et G et ayant

RR,

R,—R
appelle cercle de roulement, et dont I'importance
résulte du fait que, pour la fonction considérée de G,
la distribution des centres de courbure des trajectoires
des points de la figure mobile est la méme que si le
cercle de roulement roulait sur1T.

En vue d’abréger, j’ai passé rapidement sur les ques-
tions de signe, dans le raisonnement qui précéde. 11
serait facile de le compléter sous ce rapport.

La démonstration du théoréme énoncé est mainte-
nant immédiate. En chaque point de la courbe G, par
exemple au point I'; construisons le cercle T' qui
deviendra cercle de roulement, quand le point I’
deviendra centre instantané de rotation. Déterminons
ensuite le point M’ tel qu'a ce méme moment I'M’

pour rayon

- Ce cercle n’est autre que celui qu’on



( 265 )

devienne paralléle & D,. A cet effet, marquons sur G,
le point I, avec lequel viendra se confondre I' (arc
Iy =2arc II'). Soient I'T’ et 1) T, les tangentes en I’ et
en I). La direction de I'M’ est évidemment donnée par

la relation
- SN

T
IT', M’ = I; T, D,.

Le lieu du point M, ainsi déterminé, est une courbe C
Jouissant de la propriété énoncée.

A chaque direction donnée D, correspond une telle
courbe C et une seule.

Un cas particulier remarquable est celui ot le mou-
vement donnéest un mouvementcycloidal: lacourbe G
se confondant avec le cercle de roulement pour toutes
les positions de la figure, toutes les courbes C se con-
fondent aussi avec G. Autrement dit :

Quand un cercle roule sur une droite, ce cercle
roule aussi sur une infinité de rouleaux dont les

azes, a un moment quelconque, passent par le
centre instantané de rotation.

La réciproque est peut-étre plus frappante, et le
lecteur, aprés ce qui précéde, n’aura nulle peine a
Pétablir. Elle s’énonce ainsi :

Assujettissons un cercle horizontal a rouler sur
deux rouleaux horizontaux, dont les axes, a un
certain moment, se coupent en un point du cercle :
1° qu cours du mouvement, cette propriété ne cessera
pas d’avoir lieu; 2° on peut,sans géner le mouvement
du cercle, le faire rouler sur un nombre quelconque
de rouleaux dont les azes concourent avec ceux des
deux premiers; 3° le mouvement du cercle est le
méme que il roulait sur une droite, lieu du point
de concours des axes des rouleauz.
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Je signalerai enfin la recherche des courbes C.dans
un mouvement épicycloidal. On vérifiera que ce soat
des épicycloides.

6. Les roulements de courbes sur des surfaces peuvent
donner lieu a bien d’autres problémes intéressants. Je
me contenterai de signaler en terminant une propriété
dent Ja démonstratien: est immédiate et qui peut étre
susceptible d’applicatisas : Imaginoas un: nembre gquel-
conque de pouleaux cylindeiques égaux, dont les axes
Jizes (les rouleaux reposant sur des.coussinets ) forment
ua faisceau plan. Une courbe plane quelcongue peut
étve déplacée de maniére i reuler sans. glissement sur
tous ces rouleaux, et som mounement n'est antre gu’'une
retation autour du eentre du faiseean.

On peut construive par exemple une plaque tour-
nante, dont le bord repose sur des rouleaux a.axes eon-
courants. La plaque n’a pas besoin d’étre ronde pour
fonctionner d’'une maniére satisfaisante.

[F15]
PROPRIETE DE CERTAINES FORMES QUADRATIQUES ;

Pan M. Mwrimwo WEILL.

Tréonime. — Le produit de deux formes

a¥+ b¥+ c¢¥*— ab— ac — be

peunt, & une infonité de maniéres,étre représenté par
une forme de méme espeee.
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On a

at+ b+ c2—ac— bc—ab = %[(za—b-—c)2+ 3(b— ¢)%]-

Posons
2a —b—c=A, 2a—b—c'=A,
b—c=B, b"—c'=h.
On a, identiquement,

(AT+ 3B2) (A4 3B2) = (AA'+ 3BB")T+ 3(AB"— BA')?

Posons
20— —y=AA"+ 3BB,
G —y=AB —AB;
d’on

28 =24 — AA'—3BB'+ AB— BA’

)
= 22 — faa' — 4Bb — fec' + fjab + ;b + fed,

2y =22— AA'— 3BB’— AB’'+ BA’
=20 —4faa’ — 40b' — fec’ + fac’ + 4 ba’ + 4cb'.

D’autre part, on a
part,
(a4 b2+ c?—ab — ac — be) (@2 b2+ ¢2—a'b'—a'c'—b'c’)

= 5 (A4 3BY) (A7+3B")

= ;l—ﬁ [(AA'+ 3BB’)2+ 3(AB'— BA")?]

é[a“- Byt —af —ay —fBy].

Posons % =K,
‘ aad' + &b 4+ cc' =),
ab' + bc' + ca' = 1,
ac' + ba'+cb'=v,
L=K— A+ 1%
M= K—7\+v,
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il vient

(a?+ b2 +4ct—ab — ac — be) (@' + b2+ c*—a'b'—a'c'—b'c’)
= K2+ L2+ M*— KL — KM — LM,

ou K est arbitraire; le théoréme est donc établi.

En particulier, si I'on fait K = o, la forme se réduit
a L2+ M2—LM.

On peut généraliser beaucoup les résullats précé-
dents.

Considérons, par exemple, 'expression

(a+b+c+dr+(a+b—c—d)?

=2a%+ 2b2+ 2¢c2+ 2d%2+ fab + 4cd.
Le produit de deux formes analogues s’¢crira
(Ut 02) (U2 0'2) = (uu'+ v0' )2+ (uv'— vu')2.

Posons
a4+ B4y + 8= uu'+ v,

a+B—y—38d=uw' —vou';

on tirera de la y et ¢ en fonction des deux arbi-
traires o, 3 et des quantités connues a, b, ..., a', ¥,
¢’y d'. Dés lors, le produit des deux formes

202 +2b% +...+ jed,

2a2+2b"2+... 4+ 4c'd'

pourra se mettre, d’une double infinité de maniéres,
sous la forme
20242832+ . .+ 4v8.
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[0'2b, 6]

SUR LA DETERMINATION DE LA TANGENTE EN UN POINT
DE CERTAINES COURBES PLANES ;

Par M..R. BOUVAIST.

Il s’est glissé dans la premiére partie d’une étude
sur ce sujet (Nouvelles Annales, 1914, p. 337-354),
étude dont les circonstances m’avaient empéché de
revoir les épreuves, quelques erreurs que je me pro-
pose de corriger.

Tutorime. — Solent f + k¢ un faisceau linéaire de
courbes planes algébriques, les courbes de base fet o
étant de degrés m et n, etT la courbe du faisceau
passant par un point O du plan; la tangente a T
en O passe par Uintersection des droites homothe-

. - s R
tiques par rapport a O, dans les rapports — et —, des

droites polaires de O par rapport a fet 3.
Soient en effet

f=f”l+flll.—l+--~+A$,+ ZBGJJ’
+Cy?*+2Drx+2Ey +F=o,

O =Qp+ Ppq+...+ A+ 2B'zy
+Cyrt+a2D'z+2Ey +F =o.

La tangente 4 T en O est

F(Dzx+Ey)—F(D'z+E'y)=o0;
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les droftes polaires de O par rapport a f et ¢ étant

2Dx+2Ey +-mF=o,
2D’z + 2B’y +nF'=o,

la prepostaon est démontrée.
On en dédunt Immédiatement les propositions sui-
vantes :

1° La tangente en un point quelconque d’une
courbe du troisiéme ordre passe par Uintersection
de la droite joignant les points d’intersection a

distance finie de la courbe et des asymptotes avec
I

I’ homothétigue dans le rapport 3 de la droite po-
laire du point considéré par rapport aux asymp-
totes.

2° La tangente en un point d’une courbe du
quatriéeme ordre passe par Uintersection de la po-
laire du point considéré par rapport & la conique
passant par les point d’intersection a distance finie
de la courbe avec ses asymptotes, avec U"homothé-

tique dans le rapport i par rapport au point consi-

déré, de la polaire de ce point par rapport aux
asymptoles.

Exemples :

a. Soit T une cubique admettant une asymptote
de rebroussement A et une asymptote simple rencon-
trant la courbe en A ; soient M un point de la courbe,
O le point d’intersection de D et A;la paralléle a D

menée par M coupe A en M, ; prenons MM/, = 3 Nil\ll,

la paralléle @ OM| menée par le milieu yp de MM,
rencontre la paralléle a A menée par A en T, TM est
la tangentea T en M.
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3. Soit T une cubique circulaire de foyer singu-
lier F, admettant la droite D pour asymptote, sost M
un point de la courbe, soit enfin A la perpendiculaire
menée a MF en F, ta paraliéle & A menée par M
coupe D en M, la paralléle aD) menée par M coupe A
en My, p étant le milien de MM, la droite p M, ren-
contre la tangente aT en F en T, MT est la tangente
al en M. ’

v- S0itT une quartique bicircuwlaire a asymptotes
d’inflexion; soient M un point de cette courbe, F
et I ses foyers singuliers; la tangente en M a T est
paraliéle a la polaire deM par rapport auzx perpen-
diculaires en F et ¥’ ¢ MF et MF'.

CORRESPONDANCE.
M. G. Fontené. — Sur deux propositions de La-
guerre. — 1. Le cercle pédal d’un point fixe par

rapport aux triangles inscrits a une conigue et
circonscrits @ une autre a pour enveloppe une anal-
lagmatique du quatrieme ordre.

Laguerre a énoncé ce théoréme (V. A., 1879,
p- 205) sans en donner la démonstration.

. On considére une ellipse; solent u et les dis-
tances des foyers de U'ellipse au -centre du cercle,
de sorte queles puissances de ces foyers par rapport
au cercle sont P = u* — R2, P'= ¢? — R2. Les condi-
tions de fermeture pour un triangée ouwn sguodri-
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latére circonscrit a Uellipse et inscrit au cercle sont

respectivement
PP' = 4b2R?,
b2R? a? 1

= =

T e il
Cas ou lellipse est remplacée par un cercle.

Les démonstrations de Laguerre (V. 4., 1879, p. 246
et 252) sont trés indirectes; il donne la seconde rela-
tion entre u et ¢ sous une forme moins simple, sans
introduire P et P'.

M. G. Fontené. — Au sujet de la question T11. —
De cette question posée par Faure (1864, p. 443), les
deux premiéres parties ont été résolues (1865, p. 78,
et 1868, p. 443). En ce qui concerne la troisiéme
partie, non résolue, Faure signale une correction
(1881, p. 143); on doit lire : puissance changée de
signe. Il ajoute que le théoréme figure dans son
Recueil de théorémes relatifs aux sections coniques.
La quatriéme partie est manifestement fausse; I'auteur
dit qu’une équation de la forme

xmf(a)+ zm=t f(a+ 1)+ 2"t f(a +2)+...=o0,

ou f désigne une fonction algébrique, a toujours des
racines imaginaires. Indépendamment du cas m =1,
il s’ensuivrait, pour m = 2, que I'équation

ar*+(a+1)r+(a+2)=o0

a toujours ses racines imaginaires, c’est-a-dire que
'on a toujours
(a+1)t—ja(a+2)<o,
ou
Jar+6a—1> 0;

or ce trinome a des racines et peut étre négatif.
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M. E.-N. Barisien. — Au sujet du probléme de
Pappus généralisé. — M. J. Joffroy a résolu trés
heureusement ce probléme dans le cas d’un point P
de la bissectrice d’un angle w (1916, p. 168-171).

Je me permets d’ajouter deux remarques qui pa-

raissent avoir leur intérét. Je conserve les notations de
M. Joffroy :

. . W . »
° Sil> 4asin = on aura quatre solulions réelles :

Si l=4asin (i;, alors SS’ est perpendiculaire & OP,

et le probléme comporte trois solutions réelles (I'une
étant double).

Si /< 4asin %, le probléme n’a plus que deux solu-
tions réelles.
2° On peut aussi traiter le probléeme en prenant

pour inconnues PS =X, PS'=Y (voir la figure, loc.
cit.).

On a tout d’abord
(A) X+Y=1I
Le triangle PAS donne
X2 = 2 +E2 —2a AS cosw.

Or, les triangles semblables PAS et PA'S' donnent

Ty e
Par conséquent
X?2=a?+ ana —a2a? ?YE cosw,
ou
(B) X2Y? = @?(X?+ Y?)— 2a?XY cosw.

Ann. de Mathémat., §* série, t. XVI. (Juin 1916.) 19



En remarquant que
X+ Y2=(X -+ Y)2— 2XY = 12 — 2 XY,
on a 'équation en XY

X2Y? = a?({2— 2XY)— 2a2XY cosw,
ou

(G) X2Y2 4 2a2(1+4 cosw) XY — a2l = o.

11 en résulte

(D) XY =—a2(14+cosw)tayar(1+ cosw)?+ 2

On est donc ramené i résoudre et a construire X
et Y connaissant X 4+ Y et XY par (A) et (D).

La liaison entre cette solution et celle de M. Jofiroy
se fait par les relations suivantes :

. Y
05=x=a—1—AS=a—;—£l)—’,\ OS’=}’=a+A’S’=a+ﬁ\r—;
o (X+Y) al _(X+Y) al,
rEa—y Ty’ JVECTX O OTX

al? al?

EXY TTrExys

2]2 2
w28 xy o e

[’expression (D) peut encore s’écrire

.y 20 )
XY = —a2a%cos — ta‘/Aaicosé)— + 2,
> ;
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

261.

(1852, p. 368.)

Trouver l'équation de la courbe, laguelle coupe sous un
angle constant toutes les lignes géodésiques sur une sur-
Sface développable, issues d’un point fixe sur la surface.

STREBOR.
SoLuTiON
Par M. R.-B.

Quand on développe la surface considérée, les géodésiques
deviennent des lignes droites. Les trajectoires abligues d’un
faisceau de droites sont, comme on sait, des spirales logarith-
miques. Donc les courbes demandées sont celles gui, aprés
développement de la développable, deviennent des spirales
logarithmigques.

Quant a leur équation, elle sera en général fort compliquée.

Autre réponse, analogue, de M. M. Brocanp.

512.

(1860, p. 44.)

Lorsqu’un corps peut tourmer autour de six axes indé-
pendants, on peut le faire tourner autour d’un axe quel-
conque. Mésius.

SeLuTION
Par M. R.-B.

L’énoncé est bien vague. On peut le préciser comme il suit :
supposons un corps indéformable, soumis a des liaisons telles
qu'a partir d’une de ses positioms on puisse, tout en respectant
ces liaisons, lui donner six retations infiniment petites dont
les axes n'aient pas entre eux de relations géométriques parti-
culiéres. Alors, en donnant aux rapports mutuels des angles
de ces rotations toutes les valeurs possibles, elles définiront,
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par leurs compositions, tous les mouvements infiniment petits
possibles a partir de la position considérée, et, en particulier,
toutes les rotations infiniment petites.
Il s’agit la d’un fait banal.

.

513.

(1860, p. 45.)

Lorsqu’on donne un nombre de droites plus grand que
siz, il'est toujours possible de trouver des forces qui, agis-
sant suivant ces droites, se fassent équilibre : lorsque le
nombre des droites est moindre, cette possibilité exige
encore certaines conditions. . Mogius.

SOLUTION
Par M. R.-B.

La proportion est aujourd’hui banale, et il est méme surpre-
nant qu’elle ne fat pas telle en 1860. Sept droites prises au
hasard sont les lignes d’action de forces en équilibre (déter-
minées a un facteur constant prés). Si le nombre des droites
se réduit a 6, 5 ou §, il faut, pour qu’elles supportent des
forces en équilibre, qu’elles appartiennent respectivement &
un complexe linéaire, a une congruence linéaire, 3 une demi-
quadrique. 5’il y a trois droites, elles doivent former un
faisceau. 8’il y en a deux, elles doivent étre confondues.

1981,

(1903, p. 432.)

Toutes les coniques réelles qui passent par le point
double d’un limacon de Pascal et lui sont tritangentes
sont des ellipses égales entre elles. R. BRICARD.

SoLuTiON

Par M. E. FaBry.
En posant

w
tang—; ={,
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le limagon de Pascal est représenté par les équations

a+b+(a—b)e .
(l—‘—t!)z (I—t )7

z =(a+ bcosw)cosw =

a+b+(a—0b)t2
(1 + 2)?

y=(a+bcosw) sinw = 2.

Une conique passant par l'origine (point double a tan-
gentes imaginaires) a pour équation

Az?*+2Bzy + Cyr+ 2Dz +2Ey =o;

elle coupe le limagon en six autres points donnés par 'équa-

tion

[a+b+(a—b)e2] [A(1—2)2+ §Be(1—1?) + 4Ce2]
+2(1+ 2)2[D(1—t2) +2E¢] = 0.

La conique sera tritangente au limagon si cette équation &
trois racines doubles; son premier membre sera alors de la
forme

(234 B2yt +3)2,

ce qui donne les sept relations

A(a—b)—2D = a2,
2B(&6 — a)+ 2E =23,
A(3b—a)+4C(a—b)— 2D = B2+ aay,
— 4Bb+4E =28 + (Y,
—A(3b-+a)+4C(a+b)+2D =2+ 283,
2B(a + b))+ 2E =13,
A(a+b)+2D = ¢z

Les deux premiéres, les deux derniéres, et la somme de la
troisiéme et de la cinquiéme, résolues par rapport a A, B, C,
D, E, donnent

2A @ = a?+ 32,
4Da=(a—0b)82— (a+ b)a2,
4Ba =y —af,
4Ea=(a-+b)ap + (a—b)ys,
8Ca=(z+ 1Y)+ (p+8).
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11 reste deux relations gqui, par I'¢limination de A, B, C,
D, E, donnent
a(a—y)(8—B)=25b(2f—73),
a[(8—8)—(a—7)?]
=b[202+ 282 — 2B2— 292+ (2 — )2+ (B — 8)2].
Posons
y=a--u, B=2¢—v,

ce qui donne
any = 2b(av +3du),

a(v?— u?) + b(v2+ ut) = 4b(8v —au).
On peut ainsi exprimer a, 3, v, ¢ en fonction de u et ¢

bba=(a—bd)u, 4by =(a+3b)u,
b8 =(a+b)v, 468 =(a—3b)v,

et les coefficients de ’équation de la conique deviennent

64Aabt=2(a —b)2u+ 2(a+ b)2?,

64B ab?= 8abuy,

6iCab2=2(a—+ b)2ut+ 2(a—b)2v?,
§iDab?2= (a*—b2)[(a+ b)v2— (a— b)u?],
64E ab2= 2(a*— b2)auv.

I’équation qui détermine les longuneurs des demi-axes (R)
de la conique est
AE2+4+ CD2— 2BDE
(B2—AC)®
__ (AE*+ CD3—2BDE)? o
' (B:— AC)3 -

R*— R2(A + C)

Orona

a? - b?
16 ab?
a?— b2

2
B2—AC=— (W) (ur+ 0?)?,

A+C= (w2 02),

a?— b2\ * (ut+ o2
16 2a3 b6

2 2 2 p2\2
R — R 2D +(" ”)=o.

AE? -+ CD?— 2BDE = (

4
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Les carrés des demi-axes ont les valeurs positives con-

stantes
a-+b\? a— b\?
2 ’ 2 ;
ces coniques sont des ellipses de grandeur constante, dont le
centre peut étre réel ou imaginaire.

1992 bis.

(1904, p. 144.)

On donne dans l'espace une courbe C. Définir la sur-
Sace 'la plus générale dont C est la ligne de striction en
méme temps qu'une ligne asymptotique.

R. Bricarp.
SoLuTION
Par L'AGTEUR.

Soient M un point quelconque de G ( fig. 1) MT, la tan-

Fig. 1.

gente en ce point, MG la génératrice, passant en M, d'une
surface satisfaisante S. Par un point O fixe menons O8 pa-
ralléle a MT et Ovy paralléle 2 MG. Quand M varie sur C,
O8 engendre le cone directeur 8 de la courbe C, et Oy en-
gendre le cone directeur I' de la surface S.

Cela posé, interprétoms sur les cones © et T' les conditions
de Pénoncé :

1° C étant la ligne de striction de S, M doit étre le point
central sur la génératrice G; autrement dit, le plan tangent
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a S en M, c’est-d-dire le plan MGT, est perpendiculaire au
plan tangent dont le point de contact est rejeté a linfini
sur MG. Or ce dernier plan tangent est, comme on sait,
paralléle au plan tangent a T suivant Oy, et le plan MGT est
paralléle au plan Oy6. On voit donc que le plan Oy6 doit
étre le plan normal a T suivant Ov.

2” G étant une ligne asymptotique de S, le plan osculateur

4 C en M doit étre tangent a S; autrement dit, le plan oscu-
lateur doit étre MGT. Or le plan osculateur dont il s’agit est
paralléle au plan tangent au cdne 8 suivant 00. On voit donc
que le plan Oy0 doit étre le plan tangent au cone 6 sui-
vant O0.

La solution de la question posée résulte immédiatement de
ces considérations : la courbe C étant donnée, le cone 8 I'est
également. Le cone I' doit étre tel que tous ses plans nor-
maux soient tangents a 8. Sa détermination revient au pro-
bléme des développantes sur la sphére. Elle dépend, comme
on sait, d’une quadrature, et introduit un paramétre arbi-
traire.

Le cone T' étant construit, la surface S doit étre considérée
comme connue.

2044.

(1805, p. 192.)

Les azes des quadriques de révolution par rapport aux-
quelles deux droites données sont conjuguées engendrent
un complexe linéaire.

R. BRricArbp.
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SoLuTioN
Par L'AUTEUR,

Remarquons tout d’abord que la conjuguée, par rapport &
une quadrique de révolution, d’'une droite qui en rencontre
I'axe a angle droit, est une droite qui jouit de ces mémes
propriétés, et qui, de plus, est rectangulaire a la premiére.

Cela est évident, si 'on considére la seconde droite comme
intersection des plans tangents a la quadrique aux points ou
la premiére droite la rencontre.

Soient alors D et D' les deux droites données, X I’axe d’'une
quadrique de révolution (Q) satisfaisante. Je dis que I'hy-
perboloide (H) défini par D, D' et X est équilatére.

Il existe en effet, comme on sait, deux génératrices de (H),
de systéme opposé a celui de D, D', X, et rencontrant X &
angle droit. Soient G et G' ces deux génératrices. Cherchons
la conjuguée de G par rapport a (Q). Ce sera, d’aprés la
remarque initiale, une droite rencontrant X a angle droit.
En outre, G rencontrant D et D', sa conjuguée doit rencon-
trer D et D'.

En définitive, cette conjuguée n’est autre que G'. Il résulte
encore de la remarque initiale que G’ est rectangulaire a G.

Ainsi, les deux génératrices de (H) qui rencontrent X a
angle droit sont rectangulaires entre elles. Cela entraine bien
la propriété de (H), énoncée plus haut.

On est donc ramené a établir que les droites X, qui dé- |
terminent avec deux droites données D et D' un hyperbo-
loide équilatére, engendrent un complexe linéaire.

Voici la démonstration de cette propriété :

Considérons les hyperboloides équilatéres (H) contenant D
et D' et passant par un point donné A. Ces hyperboloides
sont assujettis & huit conditions, toutes linéaires par rapport
aux coefficients de leur équation ponctuelle. Ils forment donc
un faisceau. La base de ce faisceau comprend les droites D, D',
la droite menée par A et s’appuyant sur D et D', et doit, par
conséquent, étre complétée par une autre droite G.

On voit donc que toutes les droites X, déterminant avec D
et D' un hyperboloide équilatére et passant par un point
donné A, ont pour lieu un plan (A, G). Cela suffit a établir
la proposition.
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2078.

(1907, p. 333.)

On appelle u, le n'me coefficient du développement
1 . . gy
de ey s et v, le nitme coefficient du dévelop-

1

ement de démontrer qu’en prenant
’ 14+ 32 + 32— 23’ q p
X = upty, 7= Yn,
Y =uy+ Unt1y T =op—+ 0pyy,
on a

2(X3+4 Z3) = Y3+ Ts.
R. AMSLER.

Sot.uTION
Par M. L. Cuanzy.

Posons en général
Sf(z)=had+pxr+qx~+r,
I’équation f(2) = o ayant trois racines distinctes. Soient
1 1
— = =2u,,x", + —— :2 Y™,
S(z) 2 f 1
n z n

et nous aurons I'identité

r\2et Un On-+t
- 3 L s £ Y1) _
o (R e () e (5) =

Or, dans la question proposée, on peut écrire, suivant une
remarque de M. A. Gérardin,

r
fl@)=(z+1)p—2, L =—u.
h
On aura donc, en appliquant I'identité (1),
(Un—+ Uny P —2Ul sy + (Va4 Vpiq )P — 205 = 0,

ce qui est bien la relation proposée par M. R. Amsler.
Démonstration de l'identité (1). — Soient a, b, c les
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racines supposées distinctes de f(x) =o0. On a

1 — 1
TF@ T hRm—a)(z—b)(z—c)
1
= h(a—b)(b—c)(c—a)

(b—c c—a a—b)
= -+ +
r—a x—b xr—c

= hia—b)(b—c)(c—a)
[ c—b( xr x? >
> [+ =+ — +...
a a a?

a—c +x x?
—+ 1 b+-b—2‘-+-...)
x

—a xi
-+ T = e — .
c c?
Donc
1 ¢ — b a—c b—a
an+1 prn+1 en+t ) °

U= R @a—0)(b—c)(c—a)

On a de méme

1 T

-+ 'x3f<—'> Thh—az)(1—bz)(1—cx)

T ha—0b)(b—c)(c—a)
- [(b—c)a’ (c—a)b? (a-—b)c’]

1—ax 1—bx 1—cx

—1
T ha—=b)(b—c)(c—a)
<[ (b—c)a(1+azx +a2x*+...)
+(c—a)b2(1+ bz + brxt+-...)
+(a—b)ct(1+ cx + ctxr+...)]

Donc
_ —1
bn= h(a—b)(b—c)(c—a)
< (b —c)ar+t+ (c— a)br+i4 (a — b)cn+1].
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On tire de la
1
h(a—b)(b—c)(c—a)
a—c¢ b—a a—c b—a
<( )

bnr+t ch+t - bn+2 —a ch+2

Up — QUp+y =

1 ch+2 — hn+2

T h(b—c) ~(boy+r ’

—1
Vuat = @0 = gy (= b,
Donc
Ont1— AVp
Up— AlUpyy = — —(_b—c—);'T
De méme,

Ont1—boy

Up— bupiy=— (ca)yr+t

s

Vni1— CVn

Up— CUppy = —

Multipliant membre & membre,

uhes S ) = ( >

Uniy - (abc)111+5

et comme
r
abc = — 71_,
c’est bien I'identité annoncée (1).
Applications. — Outre la solution générale de

2(x3+ 33) = y3+ 13

indiquée par M. R. Amsler, on peut tirer de (1) des solutions
d’équations indéterminées analogues, du troisiéme degré,
symétriques par rapport a deux couples d’'inconnues, en par-
ticularisant le polynome f(z).

Soit, par exemple,

f(@)=(z+1)— L

Nous aurons

(k=124 {(up+ upsy 3 — kud ] + (Va1 + 0p)3— kvl = o,
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et, pour n =3k +1, cela donnera des solutions de
X3+ Y3 = k(Z3+ T3).
Soit, par exemple, n =1,

3 —3(k +2)

u,=(—[—-_——]3;s u:=—(l-—:63—: vy =3, v = 6.

On a, en supprimant les facteurs communs,
(14 2k2+ (k— 3= k[(k+2)3— (k—1)3].
Pour k = A3, on a un cube somme de trois cubes
(M 223 = (2N 4+ 1)3+ (A3 —1)3+ (A — % )3,

formule équivalente a une formule d'Euler (Cf. S. OF., 1906,

p-93).
En partant de
flz)=(z+1)—k

on a plus simplement
(B+m3)[(312)p3+(m?)3] = (33+ m3)pP— (2im?)3,
d’ol un cube somme de cinq cubes.

Remarques. — 1° La démonstration précédente suppose
que le polynome f(x) a ses’ trois racines distinctes. Un
calcul analogue démontre que les conclusions subsistent dans
le cas ou il a une racine multiple, ce que des considérations
de continuité permettaient de prévoir.

2° Si f=a?+ px+ g, on trouve par un raisonnement
semblable que

Un ¥ n+1
st s () - (22),
Un+y On

I 1
—_—— =S upa” et ———— = X, 2",
r*+pr+q qr?-+pr 41

en posant

ADDITIONS ET REMARQUES
Par M..A. GERARDIN.

Je vais indiquer plusieurs identités donnant de nouvelles
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solutions dés qu’on em posséde une
2(a3+63)=c3 4 a3
sans donner ici de détails sur les méthodes.
On aura donc pour
2(X3+Z3) = Y3+ T3,
X =2a(a®— ¢c3), Y = b(2a3+¢3),
L= c(c3—4jad), T =d(2a3+ ¢3).
On aura encore
X =2a( a3— d3), Y=0(2a3+ d3),
Z= c(2a3+ dd), T=d( d— ja3)
ainsi que
X =a(c3+25%), Y =2b(03— c3),
L= c(c¥—4b3), T= d(c3+ 4b3)
et enfin
X =a(d3+ 2b3), Y =2b6(b3— dd),
L= c(d3+ 2b3), T = d{d3—}{b3).

J’ajouterai aussi des solutions générales du probléme
(m3+3n3)34 (m3—3nd)3=2[(m3)3+ (3mn?)3].
De méme
(ud—+53) + (ud— £3)3 = 2 [(9ud )+ (Bus?)3],
et si 'on admet les solutions négatives
(Sr+ S8 —= 8P+ (1 —Sfs— )P =2[(f)—(8)]

Enfin, on peut trouver, par ma méthode universelle,
d’autres identités en utilisant des fonctions de deux variables
au second degré.

Note. — Quelques solutions numériques pour finir :

i 3 12 46 ... Upyi= 3Bup+3up—1+ Upy_og,
1 —3 6 —8 ... vppy==—=3v, =30 1+ 05 9;
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X = upyy = 3 12 46 ...,
Z=yv, =1 —3 6 ...,
Y=up+upiy= 4 15 58 ...
T=v,4+ vppy=—2 3 —8 ...,

comme on pourra le vérifier.

ANGIENNES QUESTIONS NON RESOLUES.

383 (1857, 182). — Soient donnés danms un méme plan :
1° une courbe algébrique par une €équation de degré n; 2° un
triangle dont les cotés sont représentés par les trois équations
linéaires

P =0, 9 =0, r=o;

d’un point quelconque M, pris sur la courbe, abaissons sur
les cotés du triangle p, g, r respectivement les perpendicu-
laires P, Q, IR; construisons une seconde courbe dont les
. . , P Q .,

points aient pour coordonnées R démontrer : 1° que la
seconde courbe est aussi de degré n; 2° que I'équation de
I'enveloppe de la droite qui joint deux points correspon-—
dants M, m des deux courbes est de degré 2n.

400 (4857, 391). — Soit u une fonction rationnelle et
entiére du degré n d'un nombre quelconque de variables z,
¥y %y +u., et soient du, d2u, ..., d"u les différentielles suc-
cessives qu'on obtient, mais en supposant que dz, dy, ds, ...
sont constantes (1). Formons I'équation

thdru 4 utn=1dr-tu + n(n —i1)er=tdr-tu
+n(n—1)(n—a)tr-3dn—3u +...
+n(n—1)(n—2)...2tdu
+n(n—i1)(n—2)...2.14 = 0.

(') Alors du renferme dz, dy, dz; d*u renferme dz?, dz dy,
dy? ... etdrti=o.
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Formons une fonction symétrique quelconque rationnelle et
entiére des différences des racines de cette équation; sa
valeur est une fonction entiére des coefficients d”u, dr-1u,
dr—2u, ..., du, u et, par conséquent, une fonction de z, y,
2, ..., dz, dy, dz; si Von différencie cette derniére fonction
en traitant dr, dy, dz, ... comme des constantes, on trouve
un résultat identiquement nul. MicHAeL RoOBERTs.

NoTe pu REDACTEUR.

Ezemple. — Soit

n=z=2, u=ax2+b}/!+czz,
du=2(azxdxr + by dy + czdz),
diu =2(adz?+ bdy?r+ c ds?);

I'équation en ¢ est #*d*u—+ 2t du—+ 2u =o. Choisissons
comme fonction symétrique la somme des carrés des diffé-
rences des racines; cette somme est

j(dut+2udiu)y= —16[ab(xr dy — y dx)?
+ ac(r dzs — 5dx)*+ be(y ds — zdy)?].

différentiant cette valeur en regardant dz, dy, dz comme
constantes, le résultat est identiquement nul.

ERRATA.

Page 151, derniére ligne, au liew de A — 2ab, lire \(—2ab).

Page 169, ligne 13, au lieu de z +y + A, lire x +y = A.

Page 170, ligne g en remontant, au liew de M, lire [.

Page 171, ligne 2, au lieu de asinB, lire asino.

Page 201, lignes 12-13 en remontant, au lieu de du présent
Volume, lire du Volume de 1915.
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[K'2e]
SUR UNE GCURIEUSE FIGURE RELATIVE AU TRIANGLE ;
Par M. V. THEBAULT,

Professeur a Ernée (Mayenne).

Dans ce qui va suivre nous considérerons un
triangle ABC dont les cotés sont

BC = a, CA =0, AB =c¢c;

les hauteurs AA', BB/, CC’; O, I, I, I, 1. les centres

des cercles circonscrit, 1nscrit et exinscrils de rayons

respectifs R, r, ray 14y 75 Dy E; Fyo Do, E., Fa,
Dy, Es, Fs, D, E., F. les contacts de ces cercles
avec BC, CA, AB respectivement; H Iorthocentre
(voir la figure).

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVL. (Juillet 1916.) 20
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1. Sur les prolongements des c6tés du triangle ABC,
marquons, extérieurement au triangle, les segments

AB| = BA, AC] = CA, CBg: BC,
CA;=AC, BC;=CB, BA,;=AB.

Nous obtenons ainsi un hexagone B, C,A.B,C;A;
qui nous parait inléressant.

Les triangles By A C,, A,CB,, A;BC, sout respecti-
vement symétrigues du triangle ABC par rapport aunx
bissectrices extérieures desangles de ce dernier triangle.
Les droites B,G,, A,B,, A;C;, antiparalléles des
cotés BCG, AB, CA par rapport aux angles A, C, B res-
pectivement sont done les secondes langentes com-
munes extéricures aux cercles exinscrits I et I, I et
Loy Lo et 1o Dot cette premiére propriété :

Les cotés d'un triangle ABC prolongés découpent
respectivement sur les tangentes communes exté-
rieures aux cercles exinscrits au triangle des seg-
ments égaux aux cités de ce triangle.

Considérons le triangle AB, G, par exemple. La bis-
sectrice intérieure IA de ABC contient aussi le
centre M du cercle inscrit 2 AB,C,. Comme AM = 1A
et que le point 1 est I'orthocentre du triangle I.1,1,
M est un point du cercle O, circonscrit a 1,I;1., cercle
homothétique du cercle O circonscrita ABC, le centre
d’homothétie étant 1 et le rapport

A _1,

IM ™ 2
Soit alors D, le contact du cercle inscrit M avec B, C,;
D,1, passe en O, et

0yD;=0,M+ MD;=2R~+r.
De méme
0,E=0,Fi=2R+r=0,Dy,



( 291)

et 'on a ce résultat remarquable :

Le triangle afy, formépar les droites B, Gy, A, By,
Cs Ay, C'est-a-dire par les tangentes communes exté-
rieures auzx cercles exinscrits lyet 1, l,et 1y, 1, et 1,
du triangle ABC, qui est directement homothétique
au triangle orthique A'B'C', est circonscrit & un
cercle de centre O, et de rayon

r—+rq—+ ry+re
2

2R+ r =

Les angles du triangle v, respectivement égaux a
ceux du triangle orthique A’B'(Y, sont

r—2d, m—2B, m—2C.

Par suite les cotés Py, vz, «f font respectivement
avec BC, CA, AB trois angles

(CG—=B), (C—A), (A—B),

Le triangle 3B, B,, par exemple, est isoscele et le
milieu de la base B,B; est le contact E; du cercle
exinscrit I avec CA, car

B| B?
2

B,E/)zc—i-—p-—c::p:

BE; est donc bissectrice intérieure du triangle ofty, de
méme que oD, et ‘1’Fc et le centre du cercle inscrit au
triangle afBy est O,.

Le triangle rectangle 3O, D, donne immédiatement

0,D, = Olbsin<§ _ B)

= O,PcosB
041+ 1,8) cosB
2R cosB+ry

I

Il

=2R(1—cosB)+ry,—r+2R+r=2R+r.
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Nous avons ainsi une vérification Irigonoméirique de
la propriété précédente.
Soient Py et Q, les contacts du coté By avec les
cercles I, et I.. Ces deux cercles étant aussi exinscrits
au triangle AB,C,,

PiCi=p—q, BiQi=p—a

(3]
P

l’|Q[= })1(:;|+C]B(+B|Ql=b+c.
De méme
P,Qy=a—+ 0, P3;Qs=a+c;
et :

Les segments compris entre les contacts des
tangentes communes cxléricures aux cercles 1,
et 1o, 1o et 1., 1, et 1y sont respectivement égaux
a la somme des deux cdtés correspondants du
triangle ABC.

On en déduit que Fon peut toujours construire un
triangle 0 avec les droites I, Q,, P2 Q,, 1’3 Q.
Par rapport aux éléments de ABC, ce triangle a pour
périméire
20a+b+c¢)=4p;
pour surface '

S =vVapabe =abcla—+b+c).
Le cercle inscrit a pour rayon
e*=12Rr = R:— Ol .

Ce rayon n'est aulre que la perpendiculaire Ow a Ol
en I et limitée au cercle circonscrit O au triangle ABC.
Le cercle inscrit a ce triangle § détermine sur les
cotés des segments égaux aux colés a, b, ¢ du
triangle ABC.

Le rapport d’homothétie du triangle 23y et du
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triangle orthique A'B'C’ de ABC est

2R+ r
2R cosA cosBcosG’

2R cos A cos Beos C étant en effet le rayon du cercle
inscrit & A’B'C’ en fonction des ¢léments de ABC.
En désignant par a,, by, ¢, les cités de 23y, on a

a =B C 2R +r _(‘),R—;—r)s_irn_.i
= 2RcosAcosBcosC  cosBcosC
de méme
__ (2R +r)sinB __('zR—q—r)sinC

by =

—— ¢ = -
cosA cosC cos A cosB

On tire de la le demi-périmétre p,, la surface S, et le
rayon R, du cercle circonscrit, de a3+ :

p1=(2R+r) tangAtangB tangC,

S;= (2R 4+ r)2tangA tang B tangC,

2R+ r

Ri= —MMmM .
= 4 cosA cosBcosC

Comme d’autre part @, peut s’écrire

a,=r,tangB + r.tangC + b +c,

ou .
a, = ri(tang B + tangC),

et que

A . B C
ry= dRcos;— sin —cos —»

C

A B .
re = 4R cos — cos — sin —,
2 2 2

il résulte que

S| =

r1=R(l+cosA+cosB+cosC)=R(l+

\

).



(294)
D’od une troisiéme facon d’obtenir ce rayon r, du
cercle inscrit au triangle af3y ().

2. Les symétriques des points B, et G;, A, et B,,
Cs et A, par rapport aux sommets A, B, G détermi-
nent aussi un triangle o' 3'y" dont les cotés sontrespec-
tivement antiparalltles de ceux du triangle ABC dans
les angles A, B, C. Ces cotés de 2/8'y" sont les tan-
genles communes intérieuves aux groupes de cercles 1
ctly, [etly, LetI.. Cestangentes sontles symétriques
des cotés BC, CA, AB par rapport aux bissectrices
intérieures des angles du triangle ABC.

Par conséquent :

Les tangentes communes intérieures aux cercles I
et lqy Vetly, Letl, forment un triangleo’ 3'y' inver-
sement homothétique auz triangles o3y et A'B'C! et
découpent sur les cdtés du triangle ABC des seg-
ments respectivement égaux aux cotés de ce

triangle ABC.

Le triangle o/3'y" a pour cercle inscrit le cercle I

(') Ces formules ont ét¢ signalées déja, dans Mathesis notam-
ment, 1911, p. 208-209, par MM. Neuberg et Déprez a propos d’une
communication de M. Hayashi, professeur au Collége des Sciences
pres de 'Université de Tokio : Swur un théoréme japonais. Nous
renvoyons & cel intéressant article les lecteurs que pourrait inté-
resser I'historique de la question que proposa dans Mathesis, en
1896, p. 192, M. Neuberg:

Soient 0,1, 1, I, I, les centres du cercle circonscrit et des
cercles inscrits et exinscrits a un triangle ABC, et soient R, r,
ra 1y, 1, les rayons de ces cercles. Les quatriémes tangentes
communes a deux des cercles 1,,1,,1_ forment un triangle A, B,C,.
Deémontrer que le cercle inscrit a A;B,C, a méme centre que le
cercle circonscrit au triangle 1, 1,1, et qu’il a pour rayon

r+r,4r4r,

I‘l:2R+l‘:
2
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inscrit au triangle ABC. Ses angles sont encore

T—2A, m—2B, =—2(,

et les cOtés font respectivement avec BC, CA, AB les
angles

Si P} et Q), P, et Q), P; et Q) désignent les contacts
des cotés du triangle o/ B’y avec Let Iy, Tetl,, Let],
respectivement,

PiQi=a—c, PyQi=a—b, PiQi=b—c
et:

Les segments compris entre les contacts des tan-
gentes communes intérieures aux cercles 1 et 1,
Letl; I et 1. sont respectivement égaur aux
différences des deux cdétés correspondants du
triangle ABC.

Lerapport d’homothétie des triangles o’ 3’y et A’B'C/
est
r
2R cosA cosBcosC

En désignant par |, &', ¢| les cotés du triangle '8y’

on a

. rsin A

, rsinB , rsinC
al= ————ry =
cosB cosC

- — = —m .
'™ cos A cosC '™ cosA cosB

1l en résulte immédiatement le périmétre p',, la sur-

face S, et le rayoun R, du cercle circonscrit a o' 3y’

P =r tangA tangBangC,

S{ = r2tangA tangB tangC,

R — .
'™ 4cosA cosBcosC

En se reportant aux formules du précédent para-
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graphe, on obtient par exemple

iR si‘nA

ay—a\) = 'y
! cosB cosC

d’ott

S(a;— ay)

R sin2 A + sin2B +sin2C
cosA cosB cosC

= 4R tangA tang B tangC,
S(a;+a})=4(R+r)tang A tangBtangC
=2tangAtangBtangC(acotA +bcotB+ccotC).
D =} o]

3. Les triangles a3y et o/ 3’y homothétiques a A'B'C
sont inversemenl homothétiques entre eux. lLe centre
d’homothétie L, est un point situé sur 10,, entre 1
et Oy, et tel que

L0y _aR-r

— >

1L, r

100 2(R+r) oR—r,—r
[ r T T —r

x, ¢tant la distance de L, a BC.
On déduit

_r(ry+ Iﬁ _r(ra+re) r(ry-+ry)

2R=r)’ A 2(R471)’

HE LR’
¥y et 3, étant les distances de Ly 1t CA et AB.

Les coordonnées normales de L, par rapport au
triangle ABC sont done

LTy, ThpTey, T+ T,
ou

A B C
cos?2—, co0s2—, cos?—,
2 2 2

ou encore
1+ cosA, 1+cosB, 1+ cosC.

Nous reviendrons sur ce point tout a I'heure.
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4. Les bissectrices Al, BI, CI rencontrent respecti-
vement le cercle O, circonserit & 1,11, en M, N, P.
Les tangentes en ces points au cercle O, déterminent
le triangle tangentiel T du triangle MNP. Ce triangle T
est inversement homothélique du triangle o'3'y/. Le
centre d’homothétie L, est un point de 10, tel que

L5 r

L,0, 2K’

Les distances 7, 3, 5, de ce point aux c6tés du
triangle ABC sont

' "(4’“_‘:_"11) . {(’IR—’IIA) ' "(4R_—',.L').

xr, = . T 2
2 2R+ r 2 2R +»r

IV ERS

2R+ r

L, a pour conjugué harmonique par rapport i I et O,
un point L,, centre de similitude externe des cercles |
et O, circonscrit a 1,131, que nous allons déterminer
par ses coordonnées normales par rapport 3 ABC.

Cherchons I'intersection L, des droites [, D et 1,E.

Les coordonnées normales des points D, E, F sont

B A

a

0, cos?2—, cos?—; cost—, o0, cos?—,
> : .

B A
cos? —, cos2—, o,
P 2

celles de 1,, 1;, I sont
(=1, 0,0, (1, —r1,0), (1,1, —1).

Les équations des droites [, D, I, E sont donc

€] “
2 P i
G , B
o cos?— cos?— | = o,
2 2
—1 ] 1
x B 1
cos? — o cos?— | = o.
1 —1 1
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ou

cz(cos29 — cos? E) — B cos’—B -+ YcoszE = o,
2 2 2 2

« cos’é + B(cos’i — cos? 9) — cos29 =o.
2 2 2 2

Les coordonnées normales de L., sont donc propor-
tionnelles aux déterminants tirés de la matrice

C B B C
cos? — — cos?2— — cos2— cos? —
2 2 2 2

A C C
cos? — c0s? — — c0s?— — cos?—
2 2 2 2

N . G
ou, aprés suppression d’un facteur cos? - aux quan-

lités
B C A
c0s2 — + c0s2— — cos?—,
2 2 2
C A B
c0s2 — + cos*— — cos2—,
2 2 2
A B G
cos?2 — —+ cos?2— — cos?—,
2 2 2
ou

. A B C
sin — c0s — €0s —»
2 2 2
. B C A
Sin — CO0S — COS —»
2 2 2
sin — COS — COS —»
2 2 2
ou enfin

¢

2

A B
tang—, tang 5’ tamg

Ce sont ces coordonnées auxquelles nous sommes
arrivé géométriquement dans notre Mémoire : Sur
quatre triangles homothétiques (Nouvelles Annales,
mai 1915, p. 193), en obtenant les distances x,, ¥, 52
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de L, aux cotés BC, CA, AB:

rre rry rre
’ = By = —————
Y 2R—r T OR—r

Nous devons ici ajouter une curieuse propriété de ce
point,

Il est Uincerse triangulaire, par rapport au
triangle ABC, du point de Lemoine K' du triangle
L1 1.

K’ a en effet pour coordonnées normales, par rapport
an triangle ABC,

A B C
cot—, cot—, cot— (1).
2 2 2

Ceule remarque donne quelques propriétés du point
de Lemoine d'un triangle.

L. est A 'intersection des trois droites 1, D, LE, I. F.
Il est de plus le point de concours des droites ALY,
BE/, CF', D/, E', IV éiant les pieds des hauteurs du
triangle DEF, car A, B, C et D, E, I sont des points
homologues dans les triangles semblables ABC
et D'E'F, ‘

Les symétriques AD”, BE’, CF” des droites AD’, BE,
CF’ par rapport aux bissectrices Al, BI, CI détermi-
nent pav leur intersection l'inverse triangulaire, par
rapport 4 ABC, de L,, c’est-a-dire le point K’ de
Lemoine du triangle 1, 1,1..

Donc d’une maniére générale :

Le point K de Lemoine s'obtient en joignant les
pieds des hauteurs d’un triangle aux symétriques

(1) J. NEuBERG, Sur U’hyperbole de Feuerbach (Mathesis,
avril 1893, p. 81-89).
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des pieds des hauteurs du triangle des contacts du

cercle inscrit au triangle orthique par rapport aux
milieux des cités de ce dernier triangle.

On peut toujours tracer trois cercles wg, w;, w,
langents respeclivement aux cOtés B'A’ et A'C/,
A'B et CB', C'B" et A’C du triangle orthique et inté-
rieurement au cercle circonserit O au triangle ABC.
Soient \", B’ C" les conlacts de ces cercles avec le
cercle O.

Les cercles H, inscrit au triangle \'B'C/, et v, par
exemple, ont pour centre de similitude externe le som-
met \'; les cercles O et w, ont pour centre de simili-
tude externe A”; L, est le centre de similitude externe
des cercles O et H. Ces trois points \', L, et A” sont
en ligne droite. Par conséquent :

Sidans un triangle ABC on trace les cercles v,
Wy, W, respectivement tangents, intéricurement, au
cercle circonscrit O et auzx cétés B'A' et A'C/; A'B
et GB, OB et AC du triangle orithique, les
droites ATA", B'B’, C'C" qui joignent les pieds des
hauteurs aux contacts avec le cercle circonscrit, con-
courent au point L, incerse triangulaire, par
rapport @ A'B'C, du point K de Lemoine du
triangle ABC.

Ou encore, les triangles A'B'C' et \"B'CY sont
homologiques et le centre d’homologie est le centre
de similitude externe des cercles O circonscrit a ABC
et Hinserit a N'B'C, c’est-a-dire Uinverse triangu-
laire du point K de Lemotne du triangle ABC par
rapport au triangle orthique A'B'C'.

Les cercles Oy et I, qui correspondent aux cercles
précédents O et H d’un triangle ABC, ont pour centre
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de similitude interne un point L; de 10, qui n’est autre
que le centre d’homothétie interne des iriangles 283y
et a’8'y’ du paragraphe 3.

L, a pour inverse triangulaire par rapport & ABC le
point A de coordonnées normales

1 I 1
) 1] =3
1+ cosA 1+ cosB 1+ cosC

Nous appellerons % le correspondant du point K’ de
Lemoine de 1,1;1:5 &l est situé sur Uhyperbole de
Feuerbach, inverse triangulaire de la droite 100,.

!
a’

pectivement tangents aux cotés BA et AC, AB et CB,
CB et AC, et extérieurement au cercle circonscrit O,

On peut construire aussi trois cercles o’ , v}, . res-
by e

de l.1;1. en A", B}, C,. On démontre comme précé-
demment que les droites AA", BB, CC| concourent
a Uinverse triangulaire L, de ). par rapport @ ABC
ou que les triangles homologiques \BC et A’ B, C,
ont pour centre d'homologie 1.,.

3. Considérons aussile triangle tangentiel T 2 ABC
par rapport au cercle circonscrit O. 1l est inversement
homothétique au triangle o'3'+'; le centre d’homo-

thétie Ly est encore un point de 10 tel que

autrement dit Ly est le centre de similitude interne des
cercles inscrit et circonscrit au triangle ABC.

Les droites qui joignent les sommets du triangle ABC
aux contacts homologues du cercle inscrit avec les
cotés du triangle 2’ 3'y’ se coupent en L;. Comme cha-
cune de ces droites est symétrique de AD, BE, CF, par
rapport aux bissectrices intérieures des angles du
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triangle ABC, on obtient ici une autre démonstration
de celte propriété que nous avons donn¥e dans cette

Revue (') :

Dans un triangle, Uinverse triangulaire du point
de Gergonne est le centre de similitude interne des
cercles inscrit et circonscrit.

Les trois triangles homothétiques 23y, /3’y et T ont
pour droites homologues

2R+r, r et 2R.

Dol cette propriété remarquable que 'on peut rap-
procher de celle contenue dans notre Mémoire : Sur
quatre triangles homothétiques (Nouvelles Annales,
mai 1913, p. 200) :

Toute droite du triangle o}y égale la somme des
droites homologues dans les triangles T et o/B'y'.

En particulicr, les cotés du triangle o3y égalent
respectivement la somme des cdtés homologues dans
les triangles T et o/ f'~'.

6. Les triangles 23y et A'B'C/ des pieds des hauteurs
de ABC ont pour centre d’homothétie un point L,
de O H tel que

L. H 2R cosA cosB cosC

L,O, 2R +r

Les coordonnées normales de ce point, par rapporta
'un ou a l'autre des triangles A'B'C/ et a3y, sont

G

A B
cot—, cot—, cot—-
2 2 2

(') R. GoorMaAGHTIGH et V. THEBAULT, Sur wune question de
Mannheim et ses applications a la geometrie du triangle (Nou-
velles Annales, t. XVI, 1916, p. 104).
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De méme o'B'y" et A’B'C/, inversement homothé-
tiques, ont leur centre d’homothétie L, sur IH de telle
fagon que

LI r
L H ™ 2R cosAcosBcosC

_ RsinAsinBsinC
~ pcosAcosBcosC

R
> tangAtangB tangC

__tangA +tangB + tangC
= “sinA + sinB+ sinG

7. Dans le cas particulier ot lc triangle ABC est rec-
tangle en A, le précédent paragraphe présente quelque
curiosité.

Le triangle orthique A'B'(Y étant dans ce cas aplati
suivant la hauteur AA’ relative a 'hypoténuse, deux
cotés de chacun des triangles a3y et o/f'y’ deviennent
parall¢les et perpendiculaires 4 ’hypoténuse.

On a, par suite,

Fa=Tr—+TIp+re
ou
ro+re= 2R,

et dans un triangle rectangle la somme des rayons
des cercles exinscrits dans les angles aigus égale
Uhypoténuse.

8. Formonsles triangles D, E, F, et D', E| F| des con-
tacts des cotés des triangles a3y et o/ B'y' avec leurs
cercles inscrits O, et I. Ces triangles sont, le premier
directement, le second inversement homothétiques au
triangle ABC.

On a en effet, par exemple,

P AN TN
‘(D1E1:90°—Y=C= AClB,.

Les droites AD, et AD| sont du reste symétriques
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de AD par rapport a I;l.. Les trois points Dy, A et D|
sont par suite en ligne droite. 1l en est de méme de E,
BetE,, F,,Cetl.

Ces trois droites D, AD}, E,BE|, IyCF,, symé-
triques respectivement de AD, BE, CF par rapport aux
hissectrices Al BI, Cl, sont concourantes au point 1.5
inverse triangulaire du point de Gergonne J
de ABC.

L; est par suite le centre de similitude commun aux
deux groupes de cercles O, circonscrit a D, E,F, et O,
Oetl. ,

De plus, en nous rappelant notre Mémoire précé-
demment cité : Sur une question de Mannheim et
ses applications a la géométrie du triangle, nous

o
obtenons ce résultat :

LesdroitesDyAD L, BE,, 1Y, CY, rencontrent res-
pectivement le cercle O circonscrit au triangle ABG
anx points de contact des cercles tangents extérieu-
rement & O et respectivement aux cotés B\ et \C,

AC et CB, CB ee BA.

9. Les triangles 23y et ABC sont homologiques; car
la droite Az, par exemple, qui joint les centres de simi-
litude externes \ et « des groupes de cercles et I,
I, et Oy inscrit au triangle 22+, contient aussi le centre
de similitude externe des cercles O, et I, c’est-a-dirve
un point R de 10, tel que

RI r

RO, ~ R 7

Les distances z;, 3, 5, de ce point aux cotés du
triangle ABC sont

(e -y r(r—+rp) _ rir+re)

TETLROT TR YT TR
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Les coordonnées normales de ce point par rapport
a ABC sont donc

r—r., r—ry r-re
ou

B—C . B —C _
’ sm;cos A—C , sin Ecos A—B
2

A
sin — cos

P)

Le centre d’homologie des triangles a3y et ABC est
donc ce point R; I'axe d’homologie est la droite A
qui joint les pieds des bissectrices extérieures du
triangle ABC.

Les triangles a3y et 1,131, sont aussi homologiques;
le centre est O, et I'axe la droite A précédente.

D’ou cette propriété :

Les triangles afy, ABC et 1,11, sont homologiques
entreeux; 'axe commun d’homologic est ladroite A
des piedsdes bissectricesextérieures du triangle ABC
et les centres respectifs sont le centre de similitude
externe des cercles 1 et Oy de rayon 2R +r, le
point O, et le centre 1.

[K'1c]
SUR LE BARYCENTRE DES TRIANGLES PSEUDOPODAIRES ;
Par M. AURIC.

Considérons, dans un triangle de référence A A, A;,
deux points M, N doat les coordonnées barycentriques
sont my, My, M35 Ny, Nay Ny

Par M menons une paralléle 2 Ay N qui coupe A A,
en M,; on méne deux autres droites analogues qui

Ann. de Mathémat., §° série, t. XVI. (Juillet 1916.) 21
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déterminent deux autres points My, M;; le triangle

M; M. M,

sera appelé pseudopodaire de M par rapport a Nj il
est clair que si N est l'orthocentre H de A,A,Aj3,
M,M.;M; est le triangle podaire de M; si M et N
viennent coincider en un point quelconque P, on
obtient le triangle cévien ou pédal de P.

Les coordonnées barycentriques de M;, M,, M; sont

ne Ny nym,
o, my—4 ————, my—+ ———»
ny—+ n3 no—+ nj
nyms n3my
m;+ ———— o, my;+ ————,
nz3—+ n; nig—+ ny
nymg Ry My
my+ —————, mg+ ————, 0.
ny—+ ny ny—+ ng

Dés lors le barycentre U de M, M, M; a pour coordon-
nées

my m;
uy=2my—+ ny —_—

— 4
ny—+4 ny ny+ ny

n my m; m;
={2— — )M+ ny -+ -+
ny—+ ng na+n; nzg-+n;, n+ n,

et deux autres expressions analogues.
Lorsque M et N viennent coincider en P la coor-
donnée u, peut s’écrire

. P P2 Ps3
= 3+ + + >
“ P'( Pr+Ps | ps+pi pi+pa
P1
e— + t—
(P ps Pa)[’z‘*‘l’a

ou, plus simplement,

P1 P1
U= ——— + ———)
P3s+ P P1+ P2
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car alors les coordonnées du triangle pédal sont

0, Y& ’ Ps )
P2+ ps3 P2+ p3
mf—l ’ o, —_p:i )
P3—+ P P+ p
P P2 0.

pi+p: pitpr
Pour que U soit situé sur la droite MN, on doit avoir

nymy

= un,—Aim
Nyg—+ N3 Bt !

ou
' A

=
ny ng —+ ng ny
et, par élimination de A et de
’ ey
E2n(n} —ni)mymy;=o.

Lorsque N est donné cette équation représente une
conique circonscrite au triangle de référence et passant
par N, parl'inverse de N(;:T’ i, i\ et par le complé-
mentaire de N(n,-+ ng, ng—+ny, n,+n,) : cetle
conique qui joue un role assez important dans la géo-
métrie du triangle est la transformée inverse de la droite
qui joint un point N a son inverse (N~').
On a donc le théoréme suivant :

SiN, son inverse (N=') et l’inverse de M(M~") sont
en ligne droite, le barycentre du triangle pseudo-
podaire de M par rapport N est sur la droite MN.

Lorsque M est donné, I'équation précédente repré-
sente une cubique circonscrite au triangle de référence
et passant par M, par Vinverse de M(M~'), par I'anti-
complémentaire de M

(m,+ ms— my, nNzg-+ mq— Ny, M;+ Mg — I7l3)
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et par le barycentre G de A;A,A,;. Cetle cubique est
une transformée homographique de la cubique lieu des
centres des coniques civconscrites 4 A; A, A; etdont les
normales en ces trois points sonl concourantes : le lien
du point de concours est également, comme on sail,
une transformée homographique de cette cubique.

Le barycentre U vient en N pour A = — 2, c’est-
a-dire

U 1 2

;IT‘ - ng+ n3 - ;1_;’
U vient en M pour & =1 et ) racine de I'équation

20, nyny —o
(M= ny)(ng—+ ng)(ng+ny)

X? 4 X 4-

il y a donc trois positions (réelles ou imaginaires) de M .
pour lesquelles N étant donné le barycentre de M, M, M,
est en M.

Lorsque M est le complémentaire de N

(my= ng+ ny, ...),

on a
Uy =2mq—+ 20y = 2(ng + Ny~ ny),

le barycentre de M;M,M; coincide avec celui de
AyAy A, et cela était aisé & prévoir puisque, dans ce
cas, M, est le milieu de A, A;, M, celui de A ;A,, etc.

en vertu de la relation

NG = 2GM.

On peut se demander dans quel cas un triangle pseu-
dopodaire est également pédal, c’est-a-dire homolo-
gique de A, A,A,; il suffit d’écrire I'égalité des deux
termes diagonaux du déterminant formé par les coor-
données de ce triangle.
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On obtient aprés réductions

I ni(ny+ ny)mamy(my— my)

= Zny(n} —ni)mamy(my—+ my).

Selon qu’on se donne M ou N on a une cubique cir-
conscrite au triangle de référence pour le lieu de
Pautre point; mais le probléme se simplifie beancoup
st I'on se place dans I’hypothése du théoréme de
Kariya (1), c’est-a-dire si I'on admet que les inverses
de M, de N et du centre d’homologie P, soit (M),
(N=), (P~'), sont en ligne droite.
On trouve aisément que

9 I 1
pmi = — + —,
N9 ns

d’oul

2>

J— 2 2 2
= m} + m} — m}.

Le point (m}, m3, m}) que nous représenterons
par (M2) est alors le complémentaire de (N=1).

Le centre d’homologie P de M, M;M; et A;A,A; a
pour coordonnées

T 1 I
’ b ’
myg—+ mz—my  Mz—+my— my Mmy~+ mg— My

de sorte que (P=*) est 'anticomplémentaire de M.
Le barycentre de M; M, M, se trouve a la fois sur la
droite qui joint P a l'inverse de M et sur celle qui

S . m} m? m} , .
joint M au point <-n—‘, —2, —“) que nous désignerons
1

Mz ngy ng
par (’-N—'> .

On peut donc énoncer le théoréme suivant qui est
une généralisation de celui de Kariya :

(') Voir Nouvelles Annales, numéro de mai 1915, p. 222.
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Soit MM, M; le triangle pseudopodaire de M par
rapport a N : admettons en outre que MM, M, est
le triangle pédal d’un point P et que M, N, P sont
sur une conique G circonscrite a A,A,A;. Si lon
prend sur les droites MM, MM., MM; des points Q,,
Q2, Qs tels que '

MM, MM, MM,

MQ, ~ MQ, MQ,’

les droites AyQ,, AyQ., A3Qs concourent en un
point Q dont le lieu est précisément la conique C
lorsque le rapport ci-dessus varie. Le barycentre
de M, M,M; se trouve a l’intersection des droites

P(M-1) et M <1\$>

En particulier, dans le cas du théoréme de Kariya

proprement dit, M est le centre du cercle inscrit I,

N l'orthocentre H, P le point de Gergonne, (M~*) le
point de rencontre des antibissectrices et

M? . . .
(—N-> =(sin2A(, sin2A,, sin2A;)

le entre du cercle circonscrit O.
On a donc la proposition suivante :

Le centre de gravité du triangle podaire de 1 se
trouve a l'intersection de la droite Ol avec celle qui
joint le point de Gergonne a 'inverse de 1.

Cette proposition s’applique également aux cercles
ex-inscrits & la condition de prendre les points corres-
pondants.
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[113]
SUR LE PRODUIT DES NOMBRES
DONT CHACUN EST UNE SOMME DE DEUX CARRES :

Par M. Matnigv WEILL.

Soit un nombre N égal & une somme de deux carrds,

on aura
N=ar+ b2=(a—+ bi)(a— bi),

¢ étant le symbole imaginaire y/—1.
Représentons @ + bi par A et I'imaginaire conju-
guée a — bi par A,. On aura ainsi

N=A.A;.
Un autre nombre qui sera aussi une somme de deax
carrés s’écrira

N'=ct+d?= (¢c+ di)(c—di)

= B.B,.
Le produit NN’ s’écrira
NN’= AA‘BB‘
= (AB)(A;B)
= (ABy) (A4B).

Or ABet A,B, sont deux imaginaires conjuguées, et
leur produit est une somme de deux carrés; de méme
pour AB, et A;B. On voit donc que le produit de deux
nombres, dont chacun est une somme de deux carrés
est, de deux maniéres, une somme de deux carrés,
résultat bien connu.
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'Soit, maintenant, un produit de trois nombres N,
N, N”, dont chacun est une somme de deux carrés; on
aura

N = AA,,
N’ = BB,
N' = CC,.

Considérons AB et AB, et adjoignons C et G, suc-

cessivement 5 nous aurons

ABC,
ABC,,
AB,C,
AB,C,.

11 est facile de voir que chacun de ces produits est dis-
tinct des autres, ainsi ABC différe des trois autres, 'un
par le changement de C en C,, l'autre par le change-
ment de B en B,; et le dernier par le changement de BC
en son conjugué B, C,; de méme ABC, différe des deux
qui le suivent; enfin AB, C differe de AB,C,.

Dés lors, le produit NN'N" sera, de quatre maniéres
différentes, unc somme de deux carrés, car on aura

NN'N"= (ABC) (A;B,Cy)
= (ABCy) (A;B,C)
= (AB;C) (A, BCy)
= (AB,Cy) (A1BC),

les facleurs entre parenthéses étant deux a deux con-
jugués.
En considérant, de méme, quatre nombres

N = AA,,
N' — BB,
N" = GGy,

N’”: DD‘,
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on considérera les huit facteurs obtenus en adjoi-
gnant D et D, a chacun des quatre précédents,

ABCD,

ABCD;,
ABC, D,
ABC,D,,
AB,CD.

I1 est facile de voir que ces huit facteurs sont tous dif-
férents, et, en adjoignant & chacun son conjugué, on
aura huit décompositions, distinctes de N, N, N, N”
en une somme de deux carrés. On a donc enfin le théo-
réme général suivant, que je me proposais d’établir :

Tatorime. — Le produit de p nombres, dont cha-
cun est une somme de deux carrés, est une somme
de deux carrés, de 2P~ maniéres, et les résultats
sont, tous, différents.

Considérons, par exemple, le produit de cinq
" nombres, qui s’expriment par

a?+b%, ai-+0b%, ..., al+ bl
Considérons le produit
P= (al—l- b.i)(a2+ bzl) N (a5+ b;,i).

11 est facile de le metire sous la forme A + Bi, ce qui
permet de mettre le produit des cing nombres sous la
forme A2+ B2. On a, en effel,

P =b,b,y.. bs[b +l] [ZJ —i—in
5
P =bb,... [u+—#28 -+ i3 Z‘ 7+ J.
2

Le calcul n’offre aucune dilficulté, mais il est de plus
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en plus compliqué, a mesure que le nombre des fac-
teurs, qui, ici, est de cing, devient plus grand. On voit
qu’au moyen des imaginaires, le calcul est praticable.
I.e calcul direct présente des difficultés insurmon-
tables, quand le nombre des facteurs est un peu grand.

CONCOURS D'ADMISSION A L'EGOLE POLYTECHNIQUE
EN 1916 (*)-
SUJETS DES COMPOSITIONS.

Mathématiques.

Premiére composition.
1. Intégrer Uéquation différentielle

(E) 2x(z—1)y'+~(2x—1)y+1=o0 (y’: %)

Une intégrale étant déterminée par la valeur
qu’elle prend pour une valeur particuliére de x,
dans quel intercalle de variation de z cette inté-
grale demeure-t-elle définie? Que devient U'inté-
grale aux limites de cet intervalle?

Il. Faire dans U’équation (E) le changement de
rariables

(14 u)? » 2uUv
= ——_—— = :

r =
ju 14+ u?’

déduire du résultat de ce calcul une représentation

(') I n'y a pas eu de concours en 1915. Celui-ci est ouvert pour
I'admission de 70 éléves.
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paramétrique des intégrales de l’équation (E).
Cette représentation est-elle valable pour toutes les
valeurs réelles de x? La comparer au résultat de
lintégration directe de I'équation (E).

1. On propose de satisfaire a U’équation (E) par
un développement de la forme

1
y=9(x)+ ——=4%(2),
Vi

z|
ot p(x) et Y(x) sont deux séries entiéres en x et
ou |z | désigne la valeur absolue de x. Trouver les
séries o(x) et Y(x). Dans quel intervalle le nouvean
mode de représentation des intégrales ainsi obtenu

est-il valable? Le comparer au résultat de I’inté-
gration directe.

IV. Forme de la courbe y =9¢(x). I'orme des
diverses courbes intégrales. (4 heures.)

Deuziéme composition.

Un plan vertical est rapporté & deur axes Ox
et Oy; Uaxe Oz est horizontal; Oy est vertical et
dirigé vers le haut. Dans ce plan se trouve la tru-
Jjectoire d’un point de masse unité, libre, pesant ¢t
subissant de la part de U'air une réscstance R tan-
gente a la trajectoire. Les unités choisies étant le
seconde de temps et le métre, la trajectoire a pour
équation

(1) y=ar —8xr—a? (e > 0).

Le projectile part de Uorigine O sur l'arc OFM
situé dans l'angle des coordonnées positives; il
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monte au point le plus haut F et retombe ensuite
sur Ox en son point de chute M.

I. Calculer, en fonction de a, le coefficient angu-
laire m de la trajectoire au point de chute M et la
fléeche f, ordonnée du point F.

. Exprimer, en fonction du temps t, Uabscisse x
du mobile et calculer le temps T qu’il met & par-
courir U’arc OFM. Déterminer, en fonction de z, la
composante X suivant Oz de la résistance R.

ILI. Evaluer le travail des Jorces agissant sur le
mobile pendant le trajet OFM. Trouver la gran-
deur Vy de la vitesse au point de chute.

IV. Calculer U’aire balayée par le vecteur vitesse
durant le méme trajet.

V. Divers mobiles identiques partent simultané-
ment de lorigine sur les cubiques qui correspondent
aux différentes valeurs de a. Trouver, & un instant
ultérieur quelconque, le liew de leurs positions, l'en-
veloppe de leurs vitesses et I’enveloppe des normales
a leurs trajectoires.

Nota. — Ce probléme se rattache au tir du canon de cam-

pagne de 75.
(4 heures.)

Calcul.

Léchelle des abscisses horizontales étant 1°™ pour
doo™; U'échelle des ordonnées verticales, 1°™ pour
o™, 50, si l'on prend pour unité le centimétre du
dessin, la trajectoire du projectile de 75™" est repré-
sentéc approximativement par la formule

(1) y = ar — 8a*— x3,
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Uorgine O étant au point de départ du projectile.
Audeuziéme point M d’intersection avec Oz, le coef-
Jicient angulaire m de la tangente & la courbe (1)
est

(2) m=8ya+16 —aa— 3.

La durée en secondes du trajet jusqu’auw point de
chute M est, dans le méme systéme d’unités, donnée
par la formule

(3) T:—-—I—:(e((‘)\/a—i-nﬁ—‘s);-"—(‘»ﬂ.

9vy

ou y est 'accélération de la pesanteur dont la gran-
deur est 981 C.G.S.

Lalettreadésignant 'anglede la trajectoirevraie
avec le plan horizontal au départ, on fait varier «
par degrés de o° a 10°. Calculer, pour chacun des
points de chute correspondants M, les éléments sui-
vanlts :

1° En métres, la portée réelle OM;
2° E'n secondes, la durée T du trajet;
3° En degrés, Uangle v que fait la trajectoire
réelle avec le plan horizontal en M.
(1 heure.)

Epure de Géométrie descriptive.

Un hyperboloide de révolution a pour axe la ver-
ticale (O, X'), pour génératrice la droite de front
(D, D). On considére le solide S limité par Uhyper-
boloide et les deux plans horizontaux P, et P,.

Un cylindre de révolution a pour axe la droite
(D, D) et pour génératrice celle des génératrices de
U hyperboloide qui est paralléle a (D, D).
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On représentera ce qui reste du solide S supposé

X'l /
P

457 &g mm-
D'

opaque, quand on en supprime la partie située a
Uintérieur du cylindre.

On se conformera, pour la mise en place, aux
données du croquis. Lepoint O serapris sur le grand
axe de la feuille, & 120™™ au-dessus du bord infé-
rieur de celle-ci. (4 heures.)

GORRESPONDANCE.

R. Bouvaist. — Ju sujet de deuzx articles. — 1. La
solution du probléme de Pappus généralisé, parue dans
le numéro d’avril 1916 (M. Joffroy), n’est pas nouvelle.
(Voir, par exemple, les Exercices de géométrie, par

F.G. M.)
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L’enveloppe d’un segment de longueur constante dont
les extrémités décrivent deux droites Oz et Oy est
évidemment une courbe de quatriéme classe admettant
pour axes les bissectrices de I'angle Oy 11 en résulte
immédiatement que, quel que soit 'angle z Oy, le pro-
bléme de Pappus dépend de la résolution de deux équa-
tions du second degré et est, par suite, susceptible
d’étre résolu avec la régle et le compas.

II. Dans le numéro de mai 1916, M. Barisien dé-
montre que le périmétre d’un limacon de Pascal est
équivalent au périmétre d’une ellipse qui a pour demi-
axes les distances du point double a chacun des som-
mets du himacon.

Cette proposition résulte immédiatement des deux
suivantes, qui sont presque classiques :

a. Lorsqu’une courbe fermée roule sans glisser
sur une droite fixe, I’arc de roulette décrit par un
point P quelconque, attaché a cette courbe mobile,
est égal a U’arc de podaire compris entre les projec-
tions de P sur les deux tangentes & la courbe mobile,
qui coincident avec la droite fize a Uorigine et a la
Jin du mouvement.

[Théoré¢me di a Steiner et dont on trouvera une
démonstration dans un article de M. Balitrand (V. 4.,
juin 1915, p. 254).]

B. Un cercle de rayon a roule sans glisser sur
une droite fixe, en entrainant un point M situé o
une distance l de son centre; I’arc de roulette décrit
par le point M pendant une révolution compléte du
cercle mobile est égal au périmétre d’une ellipse
dont les demi-axes sont a+ let a — L.

La proposition de M. Barisien n’est d’ailleurs qu’un
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cas particulier de la suivante, due & William Roberts :

Lorsqu une cartésienne se compose de deux boucles
Sermées dont l'une est complétement intérieure a
Uautre, les rayons vecteurs issus d’un foyer coupent
ces deux boucles en deur points correspondants M
et M'; la différence de deux arcs correspondants est
égale a un arc d’ellipse.

ANGIENNES QUESTIONS NON RESOLUES.

Questions de Laguerre (1!).

546 (1860, 404). — Etant donnée une conique A, trouver les
transformations qui la changent en une conique B, de telle
sorte que les normales a la conique A restent, par la transfor-
mation, normales a la conique B. Méme question pour les sur-
faces.

772 (4866, 384). — Le nombre des sommets (2) d’une courbe
algébrique est, en général, donné par la formule
3i4+5¢—3d—3p,

dans laquelle ¢, ¢, d représentent le nombre des points d'in-
flexion, la classe, le degré dela courbe donnée, et ple nombre
des branches paraboliques.

848 (4868, 137). — Soit une courbe gauche du quatriéme

(1) Le lecteur pourra se référer aux OFuvres de Laguerre, ou
il trouvera trés probablement des indications utiles pour la ‘solu-
tion de la plupart de ces questions.  (Note de la Redaction.)

(?) Les sommets sont les points od la courbure est maximum ou
minimum.
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ordre résultant de l'intersection de deux surfaces du second
degré. Il existe sur une telle courbe seize points ou la torsion
est nulle; si, par trois quelconques de ces points, on méne un
plan, de deux choses I'une : ou ce plan passera par I'un des
treize autres, ou il touchera la courbe en 'un des trois points
choisis.

891 (4868, 336). — On considére un hyperboloide a deux
nappes et un point de I'hyperbole focale de cette surface; on
construit les différents cones ayant pour sommet ce point et
pour bases les sections circulaires de I'hyperboloide; trouver
le lieu formé par les focales de ces cones.

892 (1868, 336). — Une sphére variable coupe le plan d’une
conique suivant un cercle fixe; la développable circonscrite a
cette sphére et a la conique a trois lignes doubles, outre la
conique fixe. Chacune de ces lignes doubles, qui est une
conique, décrit, lorsque la sphére varie, une surface du second
degré ayant pour focale la conique donnée (1).

893 (4868, 336). — Si I'on coupe un tore, ou plus générale-
ment une cyclide, par une série de sphéres ayant pour centre
un point fixe donné, toutes les courbes d’intersection ainsi
obtenues peuvent étre placées sur un méme céne du deuxi@éme
degré.

989 (1870, 192). — Une conique passant par quatre points m, n
et p, g, soit k le point de rencontre des droites mn et pq, et
désignons respectivement par @ et b les points ot une tangente
quelconque a la conique coupe les droites mn et pq.

Démontrer qu’on a la relation suivante :

o

Vambp anbg
+ ——= = Cyah.bh,
Vhmhp  Vhng

la lettre C désignant une constante.

(') Chasles a démontré que les trois coniques doubles dont il
s'agit sont sur trois surfaces homofocales (Remarque de Bourget,
rédacteur).

Ann. de Mathémat., §* série, t. XVI. (Juillet 1916.) 22
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1004 (1870, 432). — Par deux points fixes on méne un
cercle variable; soient @ et b deux des points ou ce cercle
coupe une conique fixe; le cercle variant, la droite ab enve-
loppe une courbe; construire géométriquement les points de
contact de ab avec son enveloppe.

1058 (1872, 95). — On donne une cyclide et une sphére;
leur courbe d’intersection est une courbe du quatriéme ordre,
par laquelle on peut faire passer quatre cones. Deux des som-
mets de ces cones se trouvent respectivement sur chacun des
axes de la surface (1); lorsque le centre de la sphére est fixe
et que son rayon varie, ces deux sommets décrivent les axes;
quel est le lieu décrit par les sommets des deux autres cones?

1092 (1872, 478). — On a deux cercles dans un méme ﬁlan;
le premier est parcouru d’un mouvement uniforme par un
point M, et le second est parcouru en sens inverse et d’un
mouvement uniforme par un point m; la droite élevée a
chaque instant par le milieu de la corde Mm perpendiculai-
rement 3 cette corde enveloppe une conique; construire cette
conique.

Trouver la propriété analogue dans I'espace.

1234 (1877, 240). — Intégrer I'équation différentielle
dz 2 (dy\?
)’d—;;, —3 (a%) = f(=),
Sf(@) désignant un polynome du troisiéme degré.

1390 (1882, 141). — Considérons I'équation f(x)=o0 qui a
toutes ses racines réelles; & désignant un nombre réel arbi-
traire, supposons que I'équation f(z) -+ k = o ait m racines
imaginaires. Démontrer que I'équation

S @) —f(2)f(z) = kf(z) =0

a m racines réelles, toutes les autres étant imaginaires.

(!) Voir ManNugIM, Applications, etc. (1869, 73). Les axes de la
cyclide sont les droites fixes par lesquelles passent respectivement
les plans des lignes de courbure de chaque systéme.
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1392 (4882, 142). — Si 'équation

a+br+cx+...+kxr=0

a toutes ses racines réelles, démontrer que, w étant une quan-
tité réelle quelconque plus petite que I'unité, 'équation

a+bwr+cwrtzrr+...+ kwPzr=0

a également ses racines réelles.

1393 (1882, 142). — Soit le polynome

Ay+ A X + Ay X2+ ., .+ ap2h;
supposons qu’en ajoutant 4 ce polynome un certain nombre
de termes de degré supérieur & n, on puisse obtenir un autre
polynome f(x), tel que I’équation f(z)= o ait toutes ses
racines réelles; démontrer que I'équation

ay + a,r + a,x? -+
1.2.3...n  1.2.3...(n—1)  1.2.3...(n—2)

Ay "2 ap "1
1.2

+a,rt=2e6

a toutes ses racines réelles.

1394 (1882, 142). — f(x) désignant un polynome quelconque
a coefficients réels, on peut toujours déterminer un nombre
positif w, tel que le développement de ewzf(x), suivant les
_puissances croissantes de x, présente précisément autant de
variations que I'équation f(2z) = o a de racines positives,

1433 (4883, 144). — Quatre semi-droites A, B, C et D sont
données; soit a le point oit A est touchée par le cycle inscrit
dans le triangle ABC, et d le point ou D est touchée par le
cycle inscrit dans le triangle DBC; démontrer que le point
milieu du segment a d est sur l'axe radical des cycles inscrits
dans les triangles ABD et ACD.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSKES.

1582.

(1888, p. 160.)

Les coniques semblablement situées qui ont méme cercle
directeur sont inscrites au méme carré. Démontrer ausst
que, st deux telles coniques se coupent en M, les tangentes
au point M font des angles égaur avec un cété du carré.

R.-W. GEgNESE.
SoLuTION
Par UN ABONNE.

L'énoncé 1882 n’est pas clair; peut-étre méme n’est-il-pas
exact. Que signifie « semblablement situées »? S’agit-il de
coniques semblables et semblablement situées, c’est-a-dire
homothétiques; ou bien de coniques simplement semblables.
Nous choisirons cette derniére interprétation qui est la plus
large.

Que faut-il entendre par cercle directeur? Tantot on désigne
ainsi le cercle lieu des sommets des angles droits circonscrits
a la conique (SALMON, Sect. conig., p. 455); tantot le cercle
qui a pour centre un foyer de la courbe et pour rayon le grand
axe.

Dans le premier cas les coniques sont concentriques et,
étant déja semblables, elles sont égales; puisque la somme des
carrés de leurs axes est constante. Leur enveloppe se compose
alors de deux cercles ayant méme centre que les coniques
données et pour rayons respectivement le grand et le petit axe
de ces coniques.

Dans le second cas les coniques ont un foyer commun et
sont encore égales. Leur équation générale est, en prenant
le foyer comme origine,

x4+ y? — e (x coso +ysing —p)t =o,

o ¢ et p sont des constantes. ¢ est donc la seule variable que
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renferme 'équation précédente et la recherche de I'enveloppe
ne présente pas de difficultés. Mais comme résultat on ne
trouve pas des droites.

Nous souhaitons qu'un autre abonné soit plus heureux que
nous et donne de la question 1382 une interprétation qui
permette de retrouver les résultats qui y sont énoncés.

1657.

(1893, p. 53°.)

On projette orthogonalement un ellipsoide sur tous ses
plans tangents.
Déterminer :

1° L’équation de la surface qui limite la région occupée
par toutes les ellipses de contour apparent ainsi obtenues ;

2° Le nombre des points de contact de cette surface et
de l'axe de ces ellipses. MANNHEIM.

SoLuTION
Par M. H. BRoOCARD.

Sans apporter la solution compléte, je pense pouvoirindiquer
le moyen d'y parvenir.

Soit ¢ un ellipsoide, orienté n’importe comment, ayant son
centre O sur le plan P du tableau qui est alors un plan sécant
de la surface cherchée X.

Le plan P coupe ¢ suivant une ellipse E ayant pour demi-
axes R, et R,.

Menons une tangente quelconque ¢ et les deux tangentes
perpendiculaires p’, p”, qui la rencontrent en V, W.

¢t est la trace d'un plan I tangent & ¢ perpendiculaire au
tableau ; p', p” forment les génératrices de contour apparent
du cylindre projetant ¢ sur [.

La sectionde = par le plan P est donc le lieu des points V, W
ou le cercle orthoptique de E. Ce cercle a pour rayon

VR] + R}.

Ainsi, la surface £ a une infinité de cercles ayant tous leur
centre en O, mais les cercles sont de rayon variable, de sorte
que I ne saurait étre une sphére.

D’ailleurs, £ contient aussi une infinité d’ellipses ¢ dont
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chacune provient de la projection orthogonale, sur I, de
Pellipse § contenue dans le plan J conjugué & la direction p’
ou p’ (sa trace est le diamétre de I’ellipse E joignant les points
de contact des tangentes p’, p”).

La surface = est tout entiére extérieure a I'ellipsoide ¢ et a
seulement deux points de contact V et W avec chaque ellipse
du plan 1.

Revenant aux axes principaux de ¢, avec a > b>c, on
voit que £ a pour sections principales des cercles de rayons

Var+ b, Jar+cr, Vbra ¢

dans les plans des xy, des .z et des y 3. X est donc une sorte
de dilatation de ¢. Elle est au moins du quatriéme degré, et
elle admet pour plans de symétrie ceux de &,

Pour en former I'équation, la méthode la plus simple et la
plus expéditive sera sans doute la suivante, fondée sur la
génération par les cercles OVW. On y parviendra en utilisant
les formules de Painvin proposées dans la question 824 (1867,
p. 432), résolue 1868, p. 91-g6 par Maffiotti et p. 280-282 par
Housel.

L'ellipsoide = ayant pour équation

Azt + A'yr+ A'z2—1=0,
avec
I , I b 1
-‘;—;’ A =’b—=, A ——-z;)

le plan P (tout a I'heure plan du tableau) sera représenté par
I’équation
(1) 2z +By+1=o,

et en posant

I I
2

. Ri
et
RiR3=N,
d’our
(2) R?+ R = MN,

M et N ayant les valeurs indiquées (loc. cit., question et
réponses 824), la surface E sera le lieu du cercle de section,
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par le plan (1), de la sphére ayant pour équation
(3) . 4+ yr*+ 32— R} —Ri=o,

etil restera a éliminer « et § entre les équations (1), (2), (3).

M et N se déduisent d’un certain déterminant qui se simplifie
beaucoup dans le cas particulier, puisqu'il devient le déter-
minant troué

o A" o o
o o A" o 1
0 0 0 —1I o
« B 1 o o
1680.
(189%, p. 5*.)

On considére un faisceau de coniques passant par quatre
points fixes :

1° Lieu des points de contact des tangentes menées a
chacune d’elles par un point pris sur l'un des cétés du
quadrilatére. :

2° Lieu des points de rencontre des tangentes menées ¢
chacune des coniques du faisceau par deux points pris sur
Pune d'entre elles. André CazaMiaN.

SoLuTION
Par UN ABONNE.

1° Le lieu des points de contact des tangentes menées d’un
point fixe 4 un faisceau de coniques est une cubique. Cette
cubique passe par les points de base du faisceau; pour ces
points la tangente a la cubique passe par le point fixe; elle
passe aussi par les trois points diagonaux du quadrangle des
quatre points, pour lesquels la tangente passe par le point de
concours des polaires du point fixe par rapport aux coniques
du faisceau. Enfin elle passe au point fixe. C’est le mode de
génération classique des cubiques, da 2 Maclaurin. Si le point
fixe est sur I'un des cotés du quadrangle, elle se décompose
en ce coté et une conique.

2° Faisons une transformation homographique telle que les
deux points d’ol partent les tangentes deviennent les points
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cycliques. Le probléme sera ramené a trouver le lieu des
foyers des coniques qui passent par quatre points d'un cercle.
Ce lieu se compose de deux cubiques (Nouv. Ann., 1889,
p- 98). Lorsque les deux points ne sont pas sur une conique
du faisceau, le lieu est une sextique.

(Voir K®HLER, Ex. de Géom. analyt. et de Géom. super., t. 1,
p- 329.)

17040:s.

(1915, p. 288.)

Démontrer que, st un triangle se déplace en restant
inscrit @ une conique et circonscrit & une autre conique, le
centre du cercle circonscrit décrit une conique. Examiner,
en particulier, le cas out cette conique est un cercle ou un
systéme de deux droites. M. WEILL.

SoLtTION
Par L’AUTEUR.

La solution de cette question se tire aisément d’un principe
que j'ai établi depuls fort longtemps, velatif aux polygones de
Poncelet, auxquels j'ai consacré de nombreuses Notes.

Si V'on exprime les coordonnées d’un point d’'une conique en
fonction rationnelle d’un paramétre ¢, ’équation, de degré m
par rapport a t, qui définit m sommets d’un polygone inscrit
dans la conique, renferme, lorsque le polygone se déplace en
restant circonscrit a une autre conique, un paramétre arbi-
traire \; or, j’ai établi que ce paramétre A entre linéairement
dans les coefficients de I'équation.

D’aprés cela, considérons une ellipse; les coordonnées d’un
de ses points sont données par les formules

x_al—t* =b at
=% TFe YT TIe

L’équation
erdet+(zdh+B)t+yr+3=o,

ol X est un paramétre variable, «, B, v, 8, des constantes,
définit un triangle inscrit dans Vellipse et circonscrit a une
autre conique; appelons ¢/, ¢, t” les racines de I’équation ;
les coordonnées du centre du cercle circonscrit au triangle



( 329)

sont données par les formules, faciles a établir,

ar—br (1=t ) (1=t ")Y(1— ")

=0 (+)a+0)a+202)
_b—ar (- ") —
.y b (l+t")(l+t")(l+t’”2)’

les valeurs de z et y renferment, au numérateur et au déno-
minateur, des polynomes du second degré en A : le théoréme
est donc démontré. — J'ai démontré, de méme, il y a fort
longtemps, que le point de concours des médianes d’un triangle
qui se déplace en restant inscrit dans une conique C et
circonscrit @ une conique C', décrit une conique homothétique
de C; théoréme qui n'est qu'un cas particulier d'un autre,
trés général, relatif a des courbes de degré m dout I'équation
renferme un paramétre du degré p, théoréme que j'ai établi
dans le Bulletin de la Société mathématique.

1756.

(1897, p. 100.)

Diviser un cercle, de rayon donné, en trois parties équi-
valentes et inégales formées par des arcs de cercle.
EMmINE.
SoLuTtioN
Par M. H. BROCARD.

Le probléme est manifestement indéterminé, car il y a une
infinité d’arcs de cercles de centres quelconques et de rayons
convenables, détachant d'un cercle donné le tiers de sa
surface. Il faudra ensuite diviser le restant en deux parties
équivalentes, ce qui se fera aussi par une autre infinité d’arcs
de cercles de centres quelconques et de rayons convenables.

Rien n’ayant été spécifié, I'énoncé est demeuré sans réponse-

Le choix des arcs a employer étant laissé au lecteur, je pro-
poserai les variétés suivantes :

1° Deux arcs ayant méme centre en un point A de la circon-
férence donnée ;

2° Deux cercles concentriques avec la circonférence donnée ;

3° Deux circonférences tangentes intérieurement en un
méme point de la circonférence donnée ;

4° Etc., etc.
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Mais s'il est facile d’improviser des variantes, autre chose
est de pouvoir affirmer qu'il soit possible de les résoudre ou
méme de les mettre en équation. Il me parait donc inutile de
poursuivre cette investigation, 3 moins de nouvelle indication
précisant la question 1756.

1796.

(1898, p. 196.)

Lorsqu’un polygone convexe se déplace en restant ins-
crit @ un cercle et circonscrit ¢ un autre cercle, la somme
des cosinus des angles reste constante. M. WEILL.

Notg
Par L’AUTEUR.

La solution de cette question se trouve dans mon Mémoire
sur les polygones inscrits 2 un cercle et circonscrits a un autre
cercle (Journal de Liouville, 1878, p. 263-304).

1834.

(1900, p. 95, ot 1915, p. 474.)

Etant données deux coniques S et S', trouver le lieu
d'un pointP tel qu'on puisse mener de ce point une tangente
a S et une tangente a S' perpendiculaires entre elles.

Montrer que ce lieu est une courbe Cs du huitiéme ordre
et du premier genre ayant les points cycliques pour points
quadruples et huit points doubles a distance finie. On
déterminera la position de ces derniers en montrant que
ce sont les points communs & distance finie a trois courbes
du quatriéme ordre, dont on formera les équations. On
établira que les foyers réels et imaginaires des deux
coniques S et S' et les points multiples de Cs sont sur une
méme courbe C; du troisiéme ordre qui dégénére en une
hyperbole équilatére et la droite de Uinfini lorsque les
deux coniques S et 8' sont concentrigues. On donnera une
définition géométrique de cette courbe Cy. Le lieu cherché
Cs est tangent en huit points & chacune des conigques
données ; les seize points de contact sont sur une méme
courbe du quatriéme ordre.

Exprimer les coordonnées d’'un point du lieu en fonction
d’'un paramétre.
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Examiner les cas particuliers oo l'une des coniques
données se réduit @ une parabole ou ¢ un couple de droites.
J. FRANEL.
DEuXiEME SoLuTION
. Par M. R. Bouvaisr.
Soient
aut +92buv +cot +duw +2e0w + fw? =8 =o,
a'ut+ 2b'uv +c'vig-duw +2¢'vw + f'wrt=8=o0

les deux coniques données; les équations aux coefficients
. N . ., -

angulaires des tangentes a ces coniques issues d’un point P
seront de la forme

Am? +~2Bm + C =o,

A'm2+ 2B m+C =o;
exprimer que le point P est un point du lieu cherché revient
a écrire que les deux équations

Am?2+2Bm 4+ C =,
Cm2—2Bm+A'=o0

ont une racine commune, ce qui donne
(1) (AA'— CC')2+ 4(BC'+ AB')(CB'+ A'B) = o,

or
A=fxr*—2dr+a, B=—(fzy —ex—dy+5b), C=fyt—aey-+c,
A':f’x’—-'zd'x-ka', B'=—-—(f'z_y—e’x—d'_y+b'), C'=f'y’——2e']+c'_

On vérifie aisément que les termes de plus haut degré
sont f2f'2(z' 4+ y')*; il est d'ailleurs évident que les seuls
points a I'infini du lieu sont les points cycliques.

Les trois courbes du quatriéme ordre

AA'—CC = o,
BC' + AB' = o,
BA'+CB' = o

ont huit points communs a distance finie et la forme de
I’équation (1) montre que ce sont des points doubles de la
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courbe Cg, qui, ayant deux points quadruples et huit points
doubles est de genre un.
Les foyers de S et S’ sont déterminés par les équations

A—C=o, A'—C'=o,
B = o, B’ = o;

ils sont sur la cubique circulaire
B'(A—C)—B(A'—C')=(BC' + AB’) —(BA'+ CB') = o,

cubique circulaire qui est visiblement le lieu des foyers des
coniques du faisceau’S + A S’ = 0. On sait que cette cubique
se décompose en une hyperbole équilatére et en la droite de
I'infini, lorsque S et S’ sont concentriques.

Soit Py le point d’incidence sur S d’une tangente commune
a S et a la développée de S; Py est un point du lieu Cg, et
comme le centre instantané de rotation de I'angle mobile P
coincide pour la position P, avec le contact de S’ avec la
normale 4 S en Py, S et C; sont tangentes en Py et aux sept
autres points analogues.

I’équation du lieu peut d’ailleurs s’écrire

(AA'— CC')2+ [B?A’C'+ BB/(AA'+ CC') + B2AC] = o;

sous cette forme on voit que les deux coniques S et S’ qui ont
pour équations

BRt— AC = o, B?2—A'C'=o0

sont tangentes a la courbe Cq et que les seize points de con-
tact sont sur la quartique

AN+ CC'+2BB' =0,

qui est le lieu des points tels que les deux tangentes a S
menées par I'un d’eux forment un faisceau harmonique avec
les perpendiculaires aux tangentes menées 4 S’ par ce méme
point.

Pour exprimer les coordonnées d’un point de Cy en fonction
d’un paramétre, il nous faudra, suivant la méthode générale,
déterminer I'équation des courbes C; du sixiéme ordre passant
par les points doubles de Cg, admettant les points cycliques
comme points triples et passant par cinq points donnés de Cq.
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I.’équation
Ce=/f1(AA'— CC") + f2(BC'+ AB') + f3(BA'+ CB') = o,

ou fi, fa1, fs représentent les premiers membres des équations
générales de trois coniques, renfermant dix-sept paramétres,
est I'équation générale des sextiques circulaires passant par
les points doubles de Cs.

En supposant que S et S’ soient respectivement tangentes
a Oy et Oz, ce qui nous donnera les conditions

a=c =o,

nous mettrons en évidence quatre points de Csg, les points
d’intersections des quatre droites

A=z(fr—2d)=0, C=y(fy—2e¢)=0;

en écrivant que Cg passe par ces quatre pointls, est tangente
a l'origine a Cg et admet les points cycliques comme points
triples, son équation deviendra de la forme

hioi(@, ¥) +h o (2, ¥) + A 93(2, ¥) = o,

et le probléme s’achévera suivant la méthode classique. Ce
calcul ne semblant présenter aucun intérét particulier, nous
ne le ferons pas.

Si l'une des coniques données devient une parabole, S par
exemple, nous aurons f = o et le degré de Cq s’abaissera de
deux unités,

Les termes de plus haut degré seront

4@ +y' )P (ex+dy),

la courbe sera dans ce cas une sextique bicirculaire admettant
la direction de I'axe de la parabole S comme direction asymp-
totique double, la courbe étant en ce point tangente a la droite
de linfini, et le nombre des points doubles & distance finie
s’abaisse a sept.

Enfin si S et S’ sont toutes deux des paraboles, le lieu est
une quartique circulaire admettant les axes decesdeux courbes
comme directions asymptoliques. Si 'une S par exemple se



T (334)

réduit a deux points, A et B, le liew est évidemment I'ensemble
des deux podaires de S’ par rapport & chacea de ces points.
Autres solutions. par M. M.-F. EcAN et M. P1cABDAT.

1842,

(1900, p. 190.)

Sur la diagonale extérieure d’un quadrilatére inscrit,
les intersections de cette diagonale avec les diagonales
intérieures, les intersections des cotés opposés, les points
ou passent les perpendiculaires menées aux diagonales
intérieures par Uorthocentre du triangle ayant pour
sommets les extrémités de la diagonale extérieure et le
croisement des diagonales intérieures, sont six poinis en

involution. C. Branc.
SoLuTiON
Par UN ABONNE.

Soient A, B, C, D les sommets du quadrilatére ; E et F les
points de concours des cotés opposés; M, N, P les sommets
du triangle diagonal du quadrilatére; H lorthocentre du
triangle MEF,

Les deux hauteurs HE et HF et les perpendiculaires abaissées
de H sur AC, BD forment un faisceau harmonique, car elles
sont perpendiculaires aux rayons du faisceau (M.ENFP) qui est
harmonique. Donc les deux perpendiculaires coupent EF en
deux points conjugués harmoniques par rapport aux points E
et F. Comme il en est de méme pour les points N et P, les
six points considérés sont bien en involution. Le théoréme est
vrai pour un quadrilatére quelconque.

1872 (1).

(1900, p. 432.)

Par Uinversion quadrique définie avec le péle O et le
cercle-point V (conique des points unis), un cercle ayant
de centre V et qui ne passe pas par O est transformé en
une quartique rationnelle circulaire & point tacnodal,
qui est ligne d’ombre d'un hélicoide gauche. Construire
les intersections de la courbe avec une droité ; les tangentes

(') Numérotée 1860 par erreur.
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au point double (qui est aussi un foyer quadruple de-la

courbe), la tangente en un point quelconque et les deux
tangentes doubles. V. RETALIL.

SoLuTiOoN
Par UN ABONNE.

Le cercle~point V se confond avec les deux droites isotropes
issues de ce point et par suite la courbe & étudier est définie
géométriquement de la facon suivante : « On donne un cercle
de centre V et de rayon A et un point O de son plan; par O
on méne une sécante qui rencontre le cercle en P;le point P,
situé sur cette sécante, et tel que I'angle PVP’ soit droit,
décrit la courbe en question. » Dans ce mode de génération
on reconnait la courbe appelée « capricorne ». (Voir GoMEs
Teixeira, Courbes spéciales remarquables, t. 11, p. 319-320,
386-388; PoNCELET, Applications d’Analyse et de Géométrie,
t. I, p. 450.)

Elle a un point tacnodal au centre du cercle V et un point
double en O. Elle affecte des formes différentes suivant que
le point O est a l'intérieur ou a l'extérieur du cercle V. Elle
dégénére en une strophoide quand il est sur le cercle et en un
cappa quand il est a 'infini. ( Voir PoxceLET, loc. cit.)

Prenons comme axe des x la droite VO et comme axe des y
la perpendiculaire Vy. Désignons par 4 la longueur VO et
soient z, y les coordonnées du point P ; X, Y celles de P'.

Les équations des droites OP et VP’ étant

(1) Xy+Y(h—2)— hy=o,
(2) Xz+Yy=o0,
on en déduit
_ hy? . —hzy
3) X—z"—i-_y’—-hx’ Tzt yr—ha’

et, puisque les relations (1) et (2) sont symétriques en z, y,
X, Y, on a aussi

hY? — kXY
SN A O (> YIE Gl O Oy 3

Par suite au cercle V

z?*+yr—at=o0
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corresp ond la courbe
(5) A2 Y3 (X24Y2) — a?2(X2+ Y2— hX)2=o0.

On trouve dans Poncelet une construction de la tangente
basée sur la méthode de Roberval. En voici une différente
obtenue au moyen du théoréme de Frégier, appliqué a 'angle
droit PVP’, en observant que O est le point de Frégier corres-
pondant.

La normale en V a I'axe Vz, la tangente en P au cercle V
et la tangente cherchée en P’ a (3) coupent les cOtés opposés
du triangle PVP’ en trois points situés sur une droite ; ce qui
suffit & déterminer la tangente en P'.

Les tangentes au point double O sont les droites qui joignent
ce point aux intersections du cercle V avec Oy.

Pour trouver les tangentes doubles de (5), appliquons les
formules de transformation (3) a la droite

(6) uX+¢vY—1=o0

et a la courbe (5). Nous obtenons ainsi la conique qui a pour
équation

(7) hy(uy —vz)—(x+y?— ha) =o,

et le cercle V. Si la droite (6) et la courbe (5) sont bitan-
gentes, il en est de méme du cercle V et de la conique (7) et
réciproquement. Or la conique (7) est déterminée. Elle passe
en effet par les points V et O; au point V elle a Vy pour
tangente; au point O elle a pour tangente la droite qui joint ce
point au point de rencontre de Vy avec (6). Enfin elle passe
par le point d’intersection du cercle décrit sur VO comme
diamétre avec la perpendiculaire abaissée de V sur (6).

Le probléme de la détermination des tangentes doubles de
1a courbe (5) &t de ses points d'intersection avec une droite
de son plan se présente donc comme trés analogue a celui
qui a été résolu dans la question 1871 et il parait inutile
d’insister davantage.



L'INSTITUT MITTAG-LEFFLER.

Par un testament du 16 mars 1916, M. et M™ Mittag-
Leftler ont légué tous leurs biens & une fondation
qui prendra le nom d'Institut mathématique des
époux Mittag-Lef/ler.

Cet Institut a pour objet essentiel la conservation et
le développement de la culture des Mathématiques
pures dans les quatre pays scandinaves : Su¢de, Dane-
mark, Finlande et Norvége.

Il s’acquittera de sa tache :

Par U'entretien et I'enrichissement de la bibliotheéque
mathématique qui appartient aux testateurs, et se
trouve, & Djursholm, dans une villa édifiée et amé-
nagée dans ce but;

Par des bourses accordées, a des étudiants en Mathé-
matiques des deux sexes, appartenant aux pays men-
tionnés ci-dessus, pour la poursuite de leurs études,
dans lear pays ou a I'étranger;

Par l'attribution de prix décernés & des lauréats de
toutes nationalités, pour récompenser de véritables
découvertes. On exprime Pespoir (u’un prix pourra
étre décerad une fois au moins tous les six ans.

Tous les six ans aussi, I'Institut célébrera sa séance

solennelle.
“Suivent quelques dispositions d’ordre administratif
sur lesquelles nous n'avons pas & insister ici. Par

Ann. de Mathémat., §* sévie, t. XVI. (Aodt 1916.) 23
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contre, il faut 'signaler le soin constant qu'ont eu les
testateurs d’affirmer leur sollicitude pour les Mathé-
Liques PURES.

« Notre testament, disent-ils enfin, doit son origine
» & la vivante conviction qu'un peuple qui n’accorde
» pas aux Mathématiques un rang élevé dans son
» estime ne sera jamais en état de remplir les plus
» hautes tiches civilisatrices. »

Notons aussi ’'hommage rendu par M. Mittag-Leftler
i PInstitut Pasteur, de Paris, qui, déclare-t-il, a été pour
lui un modéle.

Les mathématiciens accueilleront avec reconnais-
sance la manifestation par laquelle le célébre profes-
seur de Stockholm a marqué son 70° anniversaire, et &
laquelle s’est associde la compagne de sa vie.

Beaucoup regretteront doublement l'ajournement
forcé du Congreés international des mathématiciens,
qui devait précisément cette année tenir & Stockholm
sa 0° Session. "~ La RepacTION.

[I119¢][I23a]
SUR UN THEGREME DE M. AXCL THUE ;

Par M. Epmonp MAILLET.

Un important Mémoire de M. Axel Thue, paru dans le
Tome 135 (1909) du Journal fiir Mathematik (Crelle),
p. 284-305, me donne occasion & quelques réflexions;
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je ne m'occuperai que des théorémes [, II et 1V, laissant
de coté le théoreme I11.

I. L’auteur s’occupe principalement d’établir le
théoréme suivant (théoreme 1) :

Soit o une racine positive d’un polynome entier de
degré r a coefficients entiers; la relation

c
r” ?
2

(1) ol|gr—pl<
q

o ¢ et k sont deux quantités positives quel-
conques >> o, n'a qu'un nombre limité de solutions
en entiers positifs p et q.

Or il m’a semblé que, dés lc début [p. 286, équa-
tion (6) ], Pauteur faisait implicitement la restriction
que le polynome I*(z), de degré r, a coefficients entiers,
dont p est racine, ct qu'on peut évidemment supposer
irréductible pour la démonstration du théoréme I,
avait pour coefficient de son terme en z7 I'unité, c’est-
a-dire que p élait un nombre entier algébrique (*). 1l
s’ensuivrail donc & premiére vue une restriction impor-
tante des conclusions de M. A. Thue, c’est-a-dire des
théorémes I, 11 et IV dont je m’occupe 1ci.

Heureusement, du fait que les racines g, d’une équa-
tion algébrique

AT = AT 4. .+ A= 0 (w9 > 0),

a coefficients entiers, sont de la forme p, _—_f—, ol p,
0

(') De toutes facons, ce qui suil montre qu’il suflit d’établir les
théorémes I, Il de M. Thue en supposant p entier algébrique, et
que ces théorémes s’étendent ensuite facilement au cas ou p est un
nombre algébrique quelconque.
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racine de
OF 4 Ay o'l A g P2 4. . - 2,057 = 0,
est un entier algébrique, les théorémes I et II de

M. Thue s’étendent immédiatement a p,, si on ne les
suppose établis que pour ».

II. Envisageons en effet le théoreme 1, supposé
inexact en ce qui concerne g,; on pourrait écrire, pour
une infinité de valeurs entiéres de p et g,

lgor—p|< ——
1
et
‘qp_p10l<$°_= f‘ (cy analogue & ¢),
;+k q§+k
q-.

ce qui est en contradiction avec (1); (1) et le théorémel
subsistent donc pour g,.

Passons au théoreme 1l : soit le développement en
Jfraction continue ordinaire de TE

pr=a+1.a+...+1.a,+...,

ot les a; sont des entiers positifs, tous > o sauf
Uentier ay qui peut étre nul, et

P . .
Q—— =ay+I.a +...+~1.Qp_1g.
n

Supposant le théoréme II établi pour o, je vais le
démontrer pour gy, c’est-a-dire faire voir que I'iné-
galité
k+§—1
n

a,>Q

)

ol k est un nombre positifarbitraire donné quelconque
> o, n’est possible que pour des valeurs limitées de n.
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En effet, en admettant le contraire, on aurait pour une

infinité de valeurs de n, avec les notations de M. Thue
pour les fractions continues,

Quer= Quay—+ Quey,
) P, 1 P |
b . 0.0 .. 2
Qu Qu(\)rnH = a, (\)12:’
1 *1;"""‘)

~ R
apQa

] QuFl_ Pu] <

contrairement au théoréme 1 ().

III. Le théoréme 1V de M. Thue ¢tant une applica-
tion du théoréme I, dont nous venons de vérifier en-
ticrement 'exactitude, n’a pas besoin d'étre complété.
Je rappelle son ¢noncé :

Léquation U(p, q)=-c, ot ¢ est une constante
~donnée, et U un polynome entier homogeéne et irré-
ductible a coefficients enticrs, n’a qu’un nombre fini
de solutions en entiers positifs p et q, quand le degré
de U est > o.

Il est susceptible de sérieuses extensions basées sur
la méthode employée par M. Thue, méthode dont le
principe était déja connu de Lagrange et de J. Liouville
et qui a été plusieurs fois utilisé (*). Nous allons le
monlrer.

Soit I'équation de degré r, irréductible (c’est-a-dire
de premier membre indécomposable en un produit

(') Cette démonstration simple cst vraiscmblablement celle de
M. Thue qui indique, sans plus de détails, le théoréme II comme
conséquence immeédiate du théoréme I.

() Voir par excmple mon Mémoire du Journal de Mathéma-
tiques (Jordan), 5° série, t. VI, p. 265.
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de facteurs de méme forme)
(2) or(z, y)—[9s(@, ¥) +05m1(2, y) +.. .+ 2] =0,

ou r>s et ot v; est un polynome homogtne et de
degré i en z, y, o, ayant ses coefficients entiers. Soit
encore £ = p, ¥ = q une solution en nombres entiers;
on peut toujours supposer p, g positifs, a condition
de substituer au besoin a (2) I'équation qu’on en déduit
en y changeant soit z en — x, soil y en — y, soit a la
fois z ety en — x el — y. Admctlant que @, contienne
effectivement des termes en &’ et y”, on écrira, s1 p < ¢,

P

31y .y Pu étant distinets ct 3£ o,
(3) or(z, ) =A(@—B1))0.de—Bpy)n, ar+..+a,=r,

et sip>gq,
er(e 7) =B (- %)a " (y - —‘5)

N\ n

Ce dernier cas ou p > ¢ se traite d’ailleurs absolu-
ment comme le premier ol p < ¢ : il suffit d’inter-
vertir le role de x et y, de p et ¢. Soit donc p < g;
d’apres (2) et (3), on a

(4) ¢r(p, g)=A(p—Big)4...(p—Pag)

:g“'?s(!qzy l) +...+¢P0= )\qs,

ol | X | est une quantité limitée supérieurement en fonc-
tion des coefficients de o, @;_y, ..., ¢, ; par suite,

(5= -a)

s1 g est assez grand, un des facteurs du premier membre
autres que A a son module arbitrairement petit ; ce sera
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par exemple (') <£ — ﬁ,)a‘; on en conclut d’abord

q
que 2, estréel; ensuite, puisque

P_q_ P
L 3. — _[+__3
q Iutd Bl p q 1

difféere arbitrairement peu de 3, — 8;, qui est £ o,

—r

§
ay

(.ibls) <§—p]>a‘=)\,q$—l', !p—?|q|=)‘29 +"

ol Ay, A, sont analogues a4 A; si la racine B, ou le
facteur z — B,y appartient & un facteur irréductible
de degré & de o,(x,y), ona

(5) Sai<r,
et, d’apres le théoréme | de M. Thue,

(4,

il faudra donc, ¢ étant arbitraire,

lp—Biglzeq

7-—SS

(6)

N | oz

[
+k+1, SZr—a;——ajk —ay;
a, 2
on a une condition de méme nature pour chacune des
racines 3; réelles; dans le cas ol o, (x,y) est irréduc-
tible, ay =1, 6 =r, et

. r
(6 bis) SZ;——-/C—-I,
c’est-a-dire
(6 ter) s s2ry—1, si r=ary,
[ s2ry, si r=ar 1.

(1) Ce facteur sera 7 o, car la droite # = §,y ne coupe la
courbe (2) qu’en un nombre fini de points quand 3, est rationnel,
puisque (2) est irréductible.
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Nous en concluons le théoréme saivant :

Tutorimr A. — L'équation indéterminée (2),
ot 9, (x,y) contient un terme en x” et un eny’, ne
peut admetire une infinité de solutions en rombres
entiers x, v que si s satisfait aux conditions (6), et
méme, quand ¢, (x,y) est irréductible, a la condi-
tion (6 ter).

I1 est assez remarquable que ce théoréme ne suppose
aucunement entiers ni rationnels les coefficients de o,
Os_ty «-vy @0 (V). Quand on prend s=o et o,.(z,y)
irréductible, on retrouve le théoreme IV de M. Thue.

Le théoréme 1V de M. Thue peut, grice & des trans-
formations convenables, conduire a montrer I'impossi-
hilité d’une infinité de solutions pour des équations
auxquelles il ne sapplique pas divectement. 1 auteur
en a donné divers exemples simples (2) @ pour n > 2,
les équations

Tt (r + k)yr= yn, xt— hr= Ly,

(x4 I3+ x3=kyn, (2 + h)v—2zv= hyn,

avec n, h, L entiers donnés, n’ont chacune qu’un
nombre fini de solutions en entiers z, °; on vérifie en
effet que, dans le cas contraire, une certaine ¢quation
de la forme a X" 4+ bY? =c, ou|a|, [b], | c]| sont des
entiers limités, et a laquelle s’applique le théoréme 1V

(1) On voit facilement, il est vrai, qu'une équation indéterminée
irréductible en z et » nc peut avoir une infinité de solutions en
nombres cntiers sans avoir secs coefficients rationnels. Il est donc
loisible de’supposer a priori tous les coeflicients entiers dans la
formule (2). D'apres la mcéme méthode. le théoréme A comporte
certaines extensions au cas o 9 _a un facteur de la forme 2%y *.

(*) Mcmoires de la Societé des Sciences de Christiania, 1go8,
1™ nole, p. 33.
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de M. Thue, devrait avoir une infinité de solutions en
entiers X et Y.

Les méthodes de M. Thue ne donnent malheureuse-
ment pas en général de procédé trés pratique pour
"évaluation d’une limite supemeure des valeurs absolues
des solutions en entiers p, ¢.

Mentionnons en terminant que, au point de vue des
applications, le théoréme A précédent esta rapprocher
d’un théoréme de M. Runge (') qui, souvent, ne fait
pas double emploi avec lui. »

Remarque. — Sil'on pouvait établir pour les quan-
tités | p — 3; g | (Biréel), quand ¢ est assez grand, une
limite inférieure cg=* plus avantageuse que celle qui
résulte du théoreme 1 de M. Thue, la formule (4 bis)
donnerait lieu & un théoréme corrélatif analogue au
théoréme A, mais plus avantageux.

[L'6a]

SUR LA DETERMINATION DU CENTRE DE GOURBURE
EN UN POINT D'UNE GONIQUE ;

Par M. R. BOUVAIST.

On trouve dans les numéros de septembre, octobre
et novembre 1915 des Nouvelles Annales, sous la
rubrique « Questions proposées », un certain nombre

(V) Journal fiir Mathematik (Crelle), t. 100, p. 434. Pour des
cas étendus plus particuliers on pourra se reporter a mon Mémoire
du Journal de Matheématiques (Jordan), 5 série, L. VI, 1900, p. 261,
ou les résultats sont obtenus plus simplement que dans le travail
de M. Runge.
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de constructions géométriques du centre de courbure
en un poinl d’une conique, je voudrais indiquer dans
les quelques lignes qui vont suivre deux constructions
wres générales, dont il est facile de tirer comme cas
particuliers les constructions mentionnées plus haut.

Premiire consTruUcTION. — Soil une conique ¥ tan-
gente & une droite A en un point O; soient A et B deux
points fixes, M un point variable de Z, les droites MA
et MB coupent A en 2 et 3; quand M varie, les
points 2, 3 cngendrent une division homographique
dont les deux points doubles sont confondus au
point O. Soient ¢ et B’ deux points correspondants de
cette homographie; Mo/, M@ coupent respective-
ment OA et OB en A’ et B’ et la dvoite A’'B’ passera
par un point fixe, intersection de AB et de OM. 1l en
résulte que la conique ¥ engendrée par les rayons
homographiques A’o/, B'f’, qui seratangente a A en O,
n'aura u'un seul point commun avec X en dehors
de O, elle sera donc osculatrice &4 X en O.

D’oi la proposition suivante :

Etant données sur une droite A une homographie
ayant ses points doubles confondusen un point O et
deux droites Oz et Oy, si U'on prend sur ces deux
droites deux points A et B, toutes les coniques
engendrées par les faisceauxr homographiques obte-
nus en joignant A et B a deux points correspondants
de Uhomographic donnée sur la droite A seront
osculatrices vu O, quelle que soit la position des
points A et B sur Oz et Oy.

Soit S I'une de ces coniques, la parallele 2 A menée
par B coupe T en B,; la droite AB, coupe A en I, qui
est un point de '’homographie ayant son correspon-
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dant & l'infini. Si ¥ est un cercle, B, sera sur la symé-
trique Oy’ de Oy par rapport a la perpendiculaire A,
2A en O et I'on aura IH,_]'\:I_O% Le point A sera
donc a I'intersection de Oz avec le cercle inverse (1) de
Oy’ par rapport & 1, la puissance d'inversion étant 10,
Le pointde (I) diamétralement opposé a O sera 'inter-
section K de la perpendiculaire & A en | avec la per-
pendiculaire OK a Oy-en O, et le cercle T coupera A,
au point 1. d’intersection de cette droite avec la per-
pendiculaire abaissée de K sur Oz.

Or si nous considérons les points K, et K, d’inter-
section des perpendiculaires & A en deux poinis cor-
respondants de I'homographie avec les perpendicu-
laires OK, et OK, 4 Oy et Oz en O, la droite K, K.
passera par un point fixe sur A,, point fixe qui n’est
autre que le point L, puisque KL est une des positions
particuliéres de K, K,.

D’oui la proposition suivante :

Soient T une conique tangente a ladroite A en O
sotent A, M, B trois points de cette conique; MA
et MB coupent A en a et 3, les perpendiculaires OK,
et OK, a OB et ON coupent les perpendicu-
laires 2K, BKy, a A en K, et K,, la droite K, K,
coupe la normale en O a X au point L, OL est le
diamétre du cercle osculateur a ¥ en O.

Cette construction est due a P. Serret, qu I'a
démontric analytiquement dans sa Géométrie de
direction.

Exemeres. — 1° La tangente en un point O d’une
hyperbole de centre w coupe les asymptotes en a. et §3,
la perpendiculaire en o a a3 coupe la perpendicu-
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laire abaissée de O sur wB en K, la perpendiculaire
abaissée de K sur wa coupe la normale OL en 1,
OL est le diameétre du cercle osculateur cn O.
2° Questions proposées : 2257, 2271, 2277, 2279.

Deuxikme construcrion. — Nous pouvons énoncer la
proposition suivante, corrélative d’une proposition
démontrée plus haut :

Soient sur une drocte A trois points A, O, B, par A
et Bon mene deuzr droites quelconques MA et MDB,
on considere un faisceau homographique de som-
met O, admettant pour rayons doubles confondus
la droite N; deux rayons correspondants Ou et O3
rencontrent MA en o, MB en 3; la droite of ence-
loppe une conique 3, toutes les coniques X obtenues
en faisant varier le point M sont osculatrices en O.

La perpendiculaire en O a O rencontre la perpen-
diculaire en B a A en #,, la perpendiculaire en O & O3
rencontre la perpendiculaire en A 4 A en 3, la
droite 2, 3, passe par un point fixe K de la perpendicu-
laire a A en O.

Supposons que la conique so0it un cercle de centre
la symétrique de la tangente AM par rapport & Ow
rencontre AB en A’; BM en C. Les rayons OC, Ow se
correspondent dans I'homographie considérée; par
suite, si la perpendiculaire en O & OC rencontre la
perpendiculaire & A en A en 3, la droite B3, cou-
pera Ow au point K.

La polaire de C par rapport au cercle ¥ rencontre A
enl, la division (BIA’O) est harmonique et la perpen-
diculaire abaissée de ® sur CO passe par I. Nous
avons

A%, OA A% AB

Ow O’ KO — OB’




d’ou

KO _0A.0B.

w0 ~ OL.AB’
or, puisqu’on a

21 1

oI~ 0a " OB’
1l vient

KO = 'O—Lﬂ)

d’ou la proposition suivante

Soit une conique 2 inscrite dans un triangle MAB
et touchant AB en O, une tangente quelconque a =
rencontre MA en o, MB ¢en 8, les perpendiculaires
aABen AetB sont rencontrées respectivement en 3,
et oy par les perpendiculaires en O & OB et Ox, la
droite 0,83, coupe la normale en O en un point K,

OK est égal a la moitié du rayon de courbure de =
en O.

Exemeres. — 1° Soit une hyperbole de centre w,
la tangente en un point O dé la courbe coupe les
asymptotes en o et 3; soient K, le point d’intersec-
tion de la perpendiculaire en O a Ow acec la per-
pendiculaire en o a Oa, K, le point d’intersection
de la perpendiculaire abaissée de O sur wj avec la
perpendiculaire en 3 a Of. KK, coupe la normale
en Oen K, OK est égal a la moitié du rayon de
courbure en O.

2” Questions proposées : 2267, 2271.

TroisiiMe construcTioN. — Je vais indiquer pour
terminer une troisiéme construction qui, tout en étant
d’une application moins fréquente que les deux précé-
dentes, fournit une construction trés simple du point
de contact d’une quasi-normale avec son enveloppe.
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Tutorime. — Solent A un point d’une conigue,
A’ le second point d’intersection de cette courbe avec
la normale en A, p. le milieu de AA', F le point de
Irégier relatif aw point A, ¢ le centre de courbure
en A; cest le conjugué harmonique de p. par rap-
porta A et F.

Soient en effet AT la tangente en A, AB la seconde
corde commune & la conique et au cercle osculateur a
celle-ci en A, AD’ la perpendiculaire & AB en A.
BB’ coupe la normale AA' au point F. La polaire de F
par rapport & la conique, qui est la seconde corde
commune i celle conique et au cercle de rayon nul de
centre A, est paralléle 4 AB; les deux droites AA’ ct AB/
étant également inclinées sur les axes de la conique, la
corde A'B' est paralltle & AB. Si done M est le milieu
de AB, P Tintersection de AB' el de BA/| les trois
points M, F, P seront sur un méme diamétre de la
conique. Par suite My passera par le milicu de AP, ce
(ui montre que ¢ étant l'intersection de AA’ avec la
perpendiculaire & AB en M, le faisceau M(Aul'c) est
harmonique.

Remarques. — 1° Ce théoréme, joint au théoréme
de Pascal, fournit unc construction assez simple du
centre de courbure en un point d’une conique donnée
par cing de ses points.

2° Soient M un point variable d’une conique X,
a et 3 deux points fixes de son plan; prenons la conju-
guée harmonique de la tangente MT a 3 par rapport
a Ma, M3, cette droite est la quasi-normale en M. Elle
rencontre 23 en v, £ en M’; soit v/ le conjugué haemo-
nique de v par rapport a MM'. Soit F le péle de la
corde o' 3', o/ et B’ étant les intersections de X avec Mu,
M3. D’aprés la proposition précédente, My touchera
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son enveloppe au conjugué harmonique de y' par rap-
port aM et F.

3° Considérons une quadrique X, soit M un de ses
points; soient F le point de Fregier relatif au point M,
M’ le second point d’intersection de la normale en M
avec I, si l'on désigne par o, et p, les rayons de cour-
bure principaux en M, on voit facilement que 1'on a la
relation

[I119a]
SUR QUELQUES EQUATIONS QUADRATIQUES ;

Par M. Mataiey WEILL.

I. Cherchons une solution en nombres entiers de
I'équation
xre _I_y'Z = mz2

(z el y devant étre premiers entre eux).

Si m est un nombre premier de la forme 4p + 3,
ou un produit de facteurs premiers dont un, au moins,
est de cette forme, 'équation est impossible; car on
sait que tout nombre qui divise une somme de deux
carrés premiers entre eux est, lui-méme, une somme
de deux carrés, et un nombre premier de la forme 4 p-4-3
n’est pas une somme de deux carrés.

Soit done m un nombre premier de [a forme 4p 41,

on aura
m = a? + b2,
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et I'équation
z:+ yr=(at+ b?)3z?
admet la solution
X = a, y =0, z=1.
Pour avoir d’autres solutions, posons
r=a-+ )\,
y=5b+N\g,
z=1 + 20,
d’ot
~  2(a?+ 02) —2ak— 20N
0 = Y 3
W M —ar— b2

>

s=(a—r?24+(b—21)2=u+ 2
2= (Wt 02 )2 = (u? — 2)2+ (2up)? = K2+ L2,
2 yr=(a?+ b2z = (aK + DL+ (aL—bK)2;
=aK+ 0L = a(u?— o2)+ 2buy,
=al.—bL =a.2uv —b(ut— o2),

I ]

= U+ ¢,
Soit, par exemple,

x4y =532 a=1, b=,
= u?— v+ juv,
=2uy —2(u2— 0?),

Lu{ﬁsi

= u?+ 02,

IL. Sim est un produit de facteur premiers, tous de
la forme 4p + 1. on aura m sous la forme d’un produit
dc nombres dont chacun est une somme de deux carrés,
le produit est donc, de plusieurs mani¢res, une somme
de deux carrés, ce qui donne plusicurs groupes de solu-
tions.

Sait

m=13.17 = (324 22) ({24 12)
= (142 %)

= (102 +112),
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x4 yr= (1424 52) 32,
T2+ y?=(102+112) 32,
ce qui donne deux groupes de solutions.
TII. Soit I'équation

ax?®+ by?r=(a+ b)z?,

elle admel la solution

r =1,
Y =1
=1
d’ot, en posant ’
z =1+ A8,
y=1+W8,
z =1+ 0,
r=—a(h —12+br"— 20 N — b +200),
y=—bM—=1)2+ak —a2ail —a+2Na,

3= a(h—=10)'+b(N—1)
On peut, plus généralement, considérer I'équation
az?+ by?= (a + m2b)a?

qui admet la solution

r =1,
y=m,
z =1,

et {'on trouve ensuile, comme précédemment, les
valeurs générales de z, y,

3]

IV. Soi

ar?+ by? = 32
Si @+ b est un carré m?2, on a comme solution

=1, Yy =1, z=m,;
Ann. de Mathémat., §* séric, t. XVL. (Aodt 1916.) 2}
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on a ensuite la solution générale.
Soit
ax?+ aby?= z?

sl @ est un carré m?, on posera

z = mz’,
d’ou
. x4 b)/?: z'i"
d’out
=N\ —bN\?,
¥ =2,
5= m(N+ bN?),
Soit
ar?+ by?!= z2;
posons
z=a-+ b8,
y=x—a 3:
d’ou

(a+b)a?+ ab(a+ b)B2= 32

Si @ + b est un carré m?2, on est ramené au cas pré-
cédent.
Si ab est un carré m?, en posant m3 = ', ona

(a+b)az+ (a+ b)p2= 22
d’ou
z=(a+b)zs
et
at+ B2 =(a+b)z2.

On est ramené a la premiére équation de cette Note.
On peut y arriver directement en observant que si, dans
I'équation

azr?+ by? = 32,
ab est un carré, on trouve, aprés avoir enlevé les

facteurs premiers qui entrent a des puissances paires
dans « et b, une équation de la forme

Ko+ Ky = 22,
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d’ont
zrt4 y2= Kz',

Remarque. — 11 n’existe aucune méthode pour
trouver une solution de 'équation

art+ by?= z2,

En prenant, par exemple, £ =1, on esl ramené 2
I'équation
2R—byr=a,
équation qui présente les plus grandes difficultés et
qui n’a pu étre résolue que dans un petit nombre de
cas particuliers. Ceci montre combien I'équation géné-

rale
ax?+ by? = cz?,

méme pour des valeurs trés simples des nombres a, b, c,
est difficile a aborder.

GORRESPONDANCE.

M. G. Fontené. — Sur un article de M. Bouvaist.
— M. Bouvaist a obtenu trés élégamment (p. 184) le lieu
des centres des cercles circonscrits aux triangles T qui

sont circonscrils 4 une conique S, conjugués a une
conique ¥, inscrits par suite & une conique S'; ce lieu

dépend uniquement de la conique S et du cercle
orthoptique de la conique Z. Voici quelques remarques
concernant les cas ou le lieu est un systéme de deux
droites :

1° Quand le lieu se réduit & un point (deux droites
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imaginaires), I'une des coniques £ en nombre infini
qui correspondent a I'un ou 4 I'autre des deux cercles
orthoptiques obtenus donne un cercle comme co-
nique S'. Il existe une iufinité de triangles inscrits a ce
cercle et conjugués a la conique X.

2° Lorsque la conique S est une parabole, I'un des
triangles T a pour 'un de ses cotés la droite a Vinfini
du plan, et le licu comprend la droite 4 Vinfini. Le lieu
véritable est alors une droite réelle. Pour obtenir ce
cas dans le calcul de M. Bouvaist, on transporte P'ori-

: : . . b
gme au point de coordonnées — a, o, on fait — =/,
a
puis @ infini, et 'on trouve

ox*+oxy +oy?+ Ar + By + C=o.

La conique S’ passe alors au centre de la conique X,
et ses directions asymptotiques sont conjuguces par
rapport a X.

3° Lorsque la conique X cst une parabole, la ques-
tion est illusoire, le centre d’un cercle conjugué a une
parabole étant sur la directrice. En posant alors

rpry=2qyo=uwij+yi—p*=0,

on doit faire G infini, z,, ¥, et 2 infinis, la puissance
de Torigine par rapport au cercle orthoptique de X,
soit xy + )i — 22, élant un infiniment grand du méme
ordre que x4 et ¥, ; le lieu est la droite double

(Z+2 1) =0,
: P q

c’est-a-dire la directrice comptée deux fois.

J'al é1é amené A penser aux deux derniers cas en
partant de la conique S’ représentée paramétriquement
ct en regardant les valeurs du paramétre aux sommels
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d’un triangle T comme données par ’équation
)‘f(t) -+ O(l) =0,

ot fet © sont des polynomes du troisieme degré; on
écrit

A(t) +o(t)=M(')+o(t), ....
Le lieu, représenté paramétriquement, peul ainsi se
réduire & une droite, et l'on obtient les deux cas
signalés ici.

M. L. Godeaux. — Ilemarque sur un précédent
article. — Inséré dans le numéro de février 1916
(p- 49-61), 1l a pour ltre : « Etude élémentaire sur
I'homographie plane de période 3 et sur une surface
cubique. »

Au paragraphe 9 (p. 61), nous écrivons :

« ... une surface cubique, possédant Lrois points
doubles biplanaires ordinaires, ne peut pas nécessaire-
ment étre représentée par I’équation

X X X3= Xf,

c'est-a-dire que les trois couples de plans tangents a la
surface aux trois points biplanaires ne sont pas néces-
sairement les faces d’un tricdre; ....»

11 s’agit évidemment d'un triédre donné, car on sait
que les trois couples de plans tangents dont il vient
d’étre question sont toujours les faces d’un triédre.
Telle que nous P'avions écrite, notre phrase pouvait
préter a confusion.

M. Henri Lebesgue. — A propos d’un article de
M. Barisien (mai 1916). — Soient (f) une roulette
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fixe, (m) une roulette mobile, P un point entrainé
par (m). Quand le centre instantané I se déplace de ds,

(m) tourne de % —+- d—:, R et r étant les rayons de

courbure en I des deux roulettes; rayons qu’on affec-
tera du méme signe ou non, suivant que les courbures
sont d’orientations différentes ou de méme orientalion.
Donc le déplacement de P est
1 1

=] = - - ) ds.

ds =[P (R r) s
Si (m) et (f) sont des circonférences, en prenant
pour variable 'angle § des rayons de I et de P dans (m),

et en posant mP =1/ (on prendra I du signe de r),
on a

ds = /I r*—alrcosh <1+ %)de.

Clest la différentielle elliptique de seconde espéce
qui sert & évaluer un arc d’ellipse, d’oti la possibilité de
définir un arc d’ellipse ayant méme longueur qu'un arc
donné d’une courbe épicycloidale générale.

Je précise : faisons correspondre les points de deux
courbes épicycloidales quand ils sont donnés par une
méme valeur de 6. Cette correspondance conservera les
longueurs des arcs, si 'on a

ror r , r
U) 'l-’——'-‘l-,) r l—l—E =r 1+E,);
dans ces relations, les éléments accentués sont relatifs
a la seconde courbe épicycloidale. Or, si les éléments

non accentués sont donnés, on peul calculer les élé-
ments accentués en ajoutant méme la condition

R=—ar',

auquel cas la seconde courbe est une ellipse.
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Les conditions (1) ne sont pas les seules qui assurent
la conservation des longueurs. Cette conservation a
aussi licu avec

4 o
(2) ;:—,, l(x+%>=r’<l+-’R—,).

Mais les conditions (1) et (2) sont en réalité iden-
tiques; il suffit, pour passer d’une forme des conditions
a l'autre, de changer pour I'une des courbes de mode de
génération épicycloidale. On sait, en effet, que chaque
courbe épicycloidale admet une double génération et,
entre les éléments r, [, R, r,, {,, R, relatifs a ces deux
générations, on a

=
-

~N
I
2
=
-

On pourrait encore déduire les conditions (2) des
conditions (1) en ulilisant la remarque suivante : soit P’
le point conjugué de P, par rapport & (m); son dépla-
cement
1

de'= IP'(R

+ -l-> ds
r
est proportionnel & do, que (f) soit ou non une cir-

conférence, car le rapport 1 est constant.

ANCIENNES QUESTIONS NON RESOLUES.

Questions de Mannheim.

820 (1867, 335). — On coupe une surface du second degré (S)
par un plan. On prend, sur la courbe d’intersection G, quatre
points arbitraires (non en ligne droite) a, b, &, A, et I'on
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méne en ces points les normales A, B, G, H a la surface (S).
On construit le couple de droites D, A rencontrant a la fois
ces quatre normales et 'on détermine la droite I, issue d’un
point fixe i, qui s'appuie sur D et A. Démontrer que, lorsque
I'on fait varier la position des points @, b, g, h sur C, les
droites telles que [ engendrent un plan.

821 (1867, 336). — Les données restant les mémes (1), on
construit comme précédemment le couple de droites D, A. On
prend les traces de ces droites sur un plan fixe (P); on joint
ces traces par une droite M.

Démontrer que, lorsque 'on fait varier la position des
points @, b, g, I sur C, les droites telles que M passent par
un point fixe.

1078 (4872, 1g1). — On donne une courbe plane quelconque
et la tangente at au point @ de cette courbe. On méne Ia
corde bc parallélement a la tangente at. Lovsque bc se rap-
proche indéfiniment de at, en restant paralléle & cette droite,
on demande :

1° La limite des positions de la droite ae qui joint le point a
au milicu e de la corde bc. On obtient ainsi & la limite la
droite que M. Transon a appeléc are de déviation de la
courbe en a;

2° La limite des positions du point de rencontre des axes
de déviation de la courbe en b et c;

3° La limite des positions des droites qu’on obtient en
joignant le point a aux points d’intersection des cercles
osculateurs de la courbe donnée en b et c;

4° La limite des positions du point de rencontre de la corde
commune a ces deux circonférences ct de la tangente at.

1363 (1881, 192). — On donne une ellipse; on prend le
triangle ach foermé par les deux tangentes ca, cb a cette
courbe et la corde de contact ab, et l'on détermine un
point m d'ou Von voit sous des angles droits les cotés du
triangle abc. Quelle est la surface, lieu des points tels que m,
lorsqu’on prend tous les triangles analogues a ach ?

(') Que dans la question 820.
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17735 (1893, 387). — On donne un point O et une droite D
fixes. Une figure de grandeur invariable formée d’un point w
et d'une droite A se déplace de facon que w reste sur D et
que A, s’appuyant toujours sur cetlte droite, passe toujours
par O. On demande le lieu d’'un point arbitraire du plan de
la figure mobile. Examiner les différentes formes de ce lieu,
lorsqu’on fait varicr les données.

2013 (495, 192). — Un triédre trirectangle a son sommet
sur le coté E d’un angle donné. Du point ou Pautre coté D
de cet angle rencontre I'unc des faces de ce triédre, on éléve
un plan perpendiculaire a ce coté. Ce plan coupe E en un
point d’ot T'on abaisse la perpendiculaire A a la face consi-
dérée. On détermine de méme B, C pour les autres faces du
triedre. Démontrer que les deux droites qui rencontrent A,
B, C, D sont perpendiculaires a D et perpendiculaires I'une
a l'autre.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2121.

{1909, p. 142.)

On demande d’établir les propriétés suivantes de la
suite (U) de Fibonacci, définie par la relation de récur-
rence

Up+1 = Up—+ Up_y,
avec
Uy =o, w=r.

1° Si a désigne un nombre premier, la suite (U) con-
tient une infinité de termes multiples de a. Soit uy le plus
petit de ces termes. Le nombre A divise x—1 st

2= mult. 101

et % —+1 St
a = mult. 10 £ 3.
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2° St p désigne un nombre premier, on a

up=mult.2p +1 st p=mult.1ox1,
et :
up=mult.2p —1 st p=mult. 10£3.

Si uy, n'est pas premier, ses facteurs premiers sont de la
Jorme
akp .

En désignant par x, 3, v, ... ces facteurs, on a

Up=aly....

Alors u, est le plus petit nombre de la suite divisible
séparément par les nombres premiers %, 8, ¥, ....
G. HiLLERET.

SoLuTiON
Par M. A. GERARDIN.

Il serait facile de démontrer rapidement certaines parties
de cette question non résolue, mais j'estime préférable d’en
faire remonter tout ’honneur a Ldouard Lucas, en citant
simplement quelques extraits de ses « Recherches sur plu-
sicurs Ouvrages de Léonard de Pise et sur diverses questions
d’Arithmétique supérieure », éditées dans le Bullettino du
Prince Boncompagni (Rome, 1877, p. 129-193 et 23g-293) et
surtout des pages 131 & 170 pour la présente question.

« ... Nous signaleroas plus particuliérement dans ce tra-
vail, une question fort curieuse du LiBER ABBACI qui ren-
ferme le premier exemple de séries récurrentes .... On
retrouve cette série, quatre siécles plus tard, dans la derniére
des annotations d’Albert Girarp (mort en 1633), sur la tra-
duction frangaise qu’il fit lui-méme du cinquiéme et du
sixiéme livre de I'Arithmétique de DioPHANTE .... En 1753,
le D' Robert SmusoN ... a fait remarquer que la série en
question est donnée par le calcul des quotients et des frac-
tions convergentes des expressions irrationnelles

\/:):—l et Vi—

2
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qui représentent respectivement les valeurs de
LT A

2sin — et 2sin3—; ...
10 10

» Gabriel LAME ..., dans un travail présenté & I’Académie
des Sciences dans la séance du 28 octobre 1844, indique
I'application qu’on peut faire de cette série, a la détermi-
nation d'une limite supérieure du nombre des opérations a
faire dans la recherche du plus grand commun diviseur de
deux nombres entiers, lorsque 'on emploie Ia méthode ordi-
naire de la division ....

» Jacques BINET ..., dans un travail présenté a I’Académie
des Sciences dans la séance du 4 novembre 1844, remarque
que la série de Lamé 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... est identique &
celle qui lui avait donné le dénombrement des combinaisons
discontigués, et dont il avait parlé dans un autre travail pré-
senté a la méme Académie le 25 septembre 1843 ....

» La série dite de Lamé, mais considérée pour la premiére
fois par Léonard de Pise, ainsi que nous venons de le dire,
est une série récurrente donnée par la relation

(1) Un+e = Unty—+ Up,
et par les deux conditions initiales
U= o, wy=rt.

» L’expression d’un terme quelconque de cette série cst
donnée, en fonction de son rang, par la formule

qu'il est facile de vérifier @ posteriori .. ..

» ... Les termes de rang impair de la série de Lamé ne
peuvent contenir qu'une seule fois le factear 2, et sculemeat
les facteurs premiers impairs de la forme 4p -+ 1. Nous
verrons plus loin que us,+; ne contient le facteur 2 que
lorsque 27 +1 est un multiple de 3 ....

» La série de Lamé peut étre considérée comme le résultat
du calcul des réduites successives de la fraction continue




périodique

prolongée indéfiniment, qui représente le développement de
I'irrationnelle
1+v/5
— e

» Nous ferons encore observer que la série.en question se
trouve implicitement renfermée dans le tableau des coeffi-
cients des diverses puissances du binome, c’est-a-dive dans le
Triangle arithmétique de Pascal .. ..

» ... Umpn est toujours exactement divisible par u, et
par u,, ct par leur produit, si m et » sont premiers entre
eux. On déduit aussi de ce résultat qu'un terme quelconque
de la série ne pecut étre premier que lorsque p désigne lui-
méme un nombre premier . ...

» Si n désigne un nombre impair quelconque, les diviseurs
de L3z

sont des diviseurs de la forme quadratique 522 — 3 2.
tn

» On sait d’ailleurs que les diviseurs quadratiques de cette
forme sont de 'une des formes

E(ur—15¢2), = (Su?— 3v2),

et que les diviseurs linéaires impairs sont compris dans 'une
des formes suivantes :

6og +1, 49, 11,59, Goqg —+ 7, 43, 17,53, ....

» Si n désigne un nombre pair quelconque, les diviseurs

Usn

de sont des diviseurs de la forme quadratique 522 3 y2.

i .
» On sait encore que les diviseurs quadratiques de cette
forme sont de I'une des deux formes

Ur-1590%, 3ur+ H?
et que les diviseurs impairs correspondants sont

3og +1,19, 30q 417,23, ....
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» Supposons p premier impair et u, divisible par p}; on
voit alors que up, est divisible par p*!) ¢t non par une
autre puissance de p; de la le théoréme suivant qui exprime
LA LOI DE LA REPETITION de la présence d’'un nombre premier
dans la série de Fibonacci :

» THEOREME. — 87 n désigne le rang d’un terme de la
série contenant le facteur premier p a la puissance ), le
rang du premier terme de cette série divisible par la
puissance h +1 de p, et non par une puissance supérieure,
est égal a pn .. ..

» Nous verrons plus loin que n est toujours un diviseur
de P =l SRR

Ed. Lucas donne ensuite les diviseurs linéaires des formes
Un

« ... Nous allons faire voir maintenant que la série de
LLamé contient sans aucune exception tous les nombres pre-
miers, 4 des rangs nettement déterminés, et démontrer le
théoréme suivant qui exprime la Lol DE L'APPARITION d’un
nombre premier, dans cette série :

» THEOREME. — Si p désigne un nombre premier de la
Sforme voq =1, le terme de rang p — 1 dans la série de
Lamé est divistble par p, et si p désigne un nombre pre-
mier de la forme 10 &= 3, le terme de rang p + 1 dans la
série de Lamé est divisible parp ....

» 1° En effet, supposons d’abord que le nombre premier p

soit de la forme 10g == 3. On a
p—1

2l’u,,+1:= Cl’+|7l+ SC[)+1.3+"~+5 2 3

si on remarque que C,4y 5 est divisible par le nombre pre-
mier p, lorsque n est différent de 1 ou de p—1, et que Cpiy s
est égal a p +1, on obtient, suivant le module p, la con-

gruence
]'+1

. 2Pupy=1-+5* (mod p).
Mais, puisque 5 est non-résidu quadratique de tout nombre
impair de la forme 5n =9, le second membre de la con-
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gruence est un multiple de p, en vertu du théoréme de
Fermat qui donne Ia relation

jp-l—ji=o0  (med p)

qu’on peut écrire

p=t Y[zt
[5—7——-1][5 2 +|]Eo (modp).

» Il en résulte que 2P u ).y, €L par suite upyy, est divisible
par p; c'est la premiére partie du théoréme qu'il s'agissait de
démontrer.

» 2° Désignons maintenant par p un nombre premier de la
forme 10g == 1; on a alors

p—3
2P -2 Up—y = Cp—1,|+ 501;—1,3—1—. o 5T.

» Mais si nous remarquons que, pour le module premier p,
on a généralement

(lO) (;,,_1'2;1_,_'5—1 (modp),
il en résulte
rP—3
21’-7u,,_,-=-—-[l+5+52+...—+-5 2 ] (mod p),
et, par suite,
p—1
2P, y=1—05 2 (mod p).

» Mais, puisque 5 est résidu quadratique de tous les nombres
premiers qui sont résidus quadratiques de 5, le second membre
de la congruence est divisible par p, il en est donc de méme
dewy g oo

(Cf. 121 a 123, Disquis. Arith. de Gauss.)

« .. THEOREME GENERAL. — Lorsque, dans la série de
Lamé, le terme de rang p —+1 est divisible par p, sans
quaucun des termes dont le rang est un diviseur de p —+1
le soit, le nombre p est un nombre premier, et l'on a

-

p=10g £3;

de méme, lorsque le terme de rang p—1 est divisible
par p, sans qu’aucun des termes dont le rang est un diyi-
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seur de p — 1 le soit, le nombre p est un nombre premier,

et lon a
p=tog=x1....»
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Apbprtion, par M. H. Bro :arbp.

Depuis la publication susmentionnée de 1877, on a obtenu
la preuve authentique du décés d’Albert Girard, non en 1633,
mais dans les premiers jours de décembre 1632 (Voir Interm.
des Math., 1895, p. 193, rép. 373).

1I est juste aussi de rappeler que dans le présent journal
(1833, p. 195) Terquem a, le premier, signalé que le titre de
stamélots d’Albert Girard voulait dire natif de Saint-Mihiel
(chef-lieu de canton de la Meuse).
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QUESTIONS.

2290. Si d’un point P d’une strophoide dont les tangentes
au point dovble sont Oz et Oy, on méne a la courbe deux
tangentes PAG, PBD, A et B étant sur O, Cet D sur Oy,
ona

S U (L) onst
<0A"6}§ (66—0 = const.
R. Bouvaisr.

2291. Soient O le point double d’unc cubique nodale, O.x et
Oy lestangentes en ce point, M un point de la courbe, Ty la
tangente en ce point; Ty rencontre la courbe en My, soit Ty,
la tangente en ce point, la conjuguée harmonique de Ty, par
rapport 8 OM,, Ty rencontre O.x et Oy en A ct B, la conique
passant par OAB ettangente en M a la cubique a, avec celle-ci
en M, un contact du troisiéme ordre. R. BouvaisrT.

2292. Soit H; une hypocycloide a trois rebroussements
tangente a dewx droites rectangulaires OA et OB en A et B,
I'hyperbole équilatére qui touche AB et admet pour asymp-
totes OA ct OB a, en dehors des cotés du triangle OAB, trois
tangentes communes avec Hy; montrer que le centre de gra-
vité du triangle formé par ces trois tangentes est le point O.

R. Bouvaisr.

2293. L'équation

n=—-+
N ] 1

1+ Zq" b"b’{“'...b,,_tx'—i-c"c’{—’...c,,_,?ﬁ):o,
n=1

ol ¢ réel est inférieur a 0,456 et les quantités ¢ et b, qucls
que soient les indices, sont comprises entre —1 et -1, a
toutes ses racines réelles. A. PELLET.

— O ——
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[A1b] .
SUR DES IDENTITES REMARQUABLES ;
PAr M. Mathiev WEILL.
Soit -
ab=2»\, - a+b=ny,
d’ot
at= p.a —_ )\,
b2 =~y.b —A.

Considérons

P=(z+ay+bz)(z+by+asz)
=2t Ay -+ A3+ pzy + pxs + (pt—21)ys,
Q=(z+ay+bz)(z'+ay'+bz')
=zz' + atyy' + b2z’ + a(xy' + yx') + b(32' + x3')
+ NMyz'+ zy') S ' ‘
ou

Q=X+a¥Y +bZ,
en posant

X =o' — Ayy'— A3z’ + M y3' + 3y'),
Y = pyy'+ay +yz, '
L= 32 + 32"+ z3'.
Soit
R=(x+ay+bz)(z+by+az)
X (Z'+ay'+bz')(z'+by'+ as').

On aura, d’aprés ce qui précede,
R=(X+aY+bZ)(X+bY+al)
= X2+ AY2+ AZ2+ p XY + puXZ + (pu2—20)YZ.
R n’est autre que le produit des deux formes :

#t + Ayt + A3+ pay + paz + (B —21)y3,
F R + (pr—2N)y' 3.
Ann. de Mathémat., f* série, t. XVI, (Septembre 1916.) _ 25
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“Donc nous avons le théoréme suivant : -
Tutorkme. — Le produit des deux formes

1Ayt st 4 (pt—2)) s,
& Ay b (W 2Ry

est une forme de méme espéce, et cela de plusieurs
maniéres, car on peut permuter y avec 3z, ce qui
change X, Y, Z; ou y' avec 3'.

En donnant 4 X et a . des valeurs parliculiéres, on
obtient un grand nombre d’identités.
Faisons, par exemple, A=1, p=—1; il vient

(z’+y’+z’—ry7wz—_yz)(zj ’+_y”+z’1—x y'—a's'—y's")
= X2+ Y+ 72— XY —XZ —YZ,

avec’ L
X=az'—yy'— 33 +y3s'+ 3y, -
Y=—yy'+azy' +yz,

1 =— 23"+ z2' 4+ x3'.

En permutant z avec y ou avec 35, ou =’ avecy’, ...,
on obtient diverses valeurs pour le systeme X,Y,Z:
En particulier, si 'on fait

-—-"
r=2x,

y=y,
=35, -
il vient ,
(x2+y’+z‘ xy — x5 — yz)t
T= Xt Y 22 XY ~XZ —YZ,
avec

Xem (o
Y=amy — y2 -

LZ=208—23% .. -
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On aura aussi, évidemment,

X1=y’—(z;-z)1,
Y =2y — 2,
Zy=2yz— 3,
Xe=at—(z—y),
Y= 222 — 23,

Ly= 23y —'_y’,

ce qui donne trois formes distinctes.
Dans le cas particulier des deux formes

24y 22—y —x 5 — )3,
zl,_’_ylz_*_zli_xlyl_ xlz!—‘y!!z!’

on peut obtenir des résultats différents en partant de
l'identité
x!—r-y’—i-z‘—wy‘—xz —Jz
=(r+ay+22z)(x+ oty +az),
a et a2 désignant les racines cubiques imaginaires de
Punité. R o

Ona

(+ay+atz) (2 +ay' +a?3') =X+ aY + atZ,
avec »
X =zx'+ y3'+ zy,
Y =33+ ay + yo,
L=yy'+xs'+ 32
Le produit

P=(z+4+ay +a2z)(z+aty +a3)
X (& +ay' +artd (' +aty' +as)
s’écrira donc ’

(X 4 aYp atBY (X + atY +2Z) o
= X2 Y24 22— XY — XZ — YZ.-
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C’est une nouvelle forme du prodait
(22 + 42— 2y — 23— yI3) (2 y'i+3"—2'y' — '3 — y'3).

En particulier, si I'on prend
r=2, y=y, =373,
on aura
(224 y2 4 32— xj—-zz —yz)
=(2+2y3) + ()2 +223) + (3+ 2zy)?
— (- 2y2)(yr+ax3)—....

Reprenant la formule générale, faisons

il vient
(22 + Ay zy) (2 4+ Ayt 4 o'y’ ) = X2+ A Y2+ XY,

avec
X=zx'—Ayy,
Y=yy'+zy'+ ya,

et, en faisant A=1,
(e + i+ zy) (2't+ y't+ 2'y') = X2+ Y2+ XY,

avec
X==z$“—]73

Y=yy' oy +yz.
Permutant x avec y, on aura un nouveau systéme

Xy=ya'—zy,
Yi=xy'+yy +z2,

et ainsi de suite. On voit que l'identité générale que
nous avons élablie conduit & un trés grand nombre
d’identités nouvelles, qui peuvent avoir leur intérét en
Algébre et dans_la Théorie des nombres.
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Considérons I'expression

K = a3+ b3+ c3—3abe R

=(a+b+c)(a+ba-+car)(a-+ bat+ca),
et 'expression

L=a's+ b3+ c'3—3a'bd'c’
=(a'+b'+c')(a'+ da+c'at)(a'+ bat+c'a).

Le produit KL s’écrira

(A+B+C)(A+Ba+Ca?)(A+Ba?+Cg) - - .|
avec
A = aa'+ bb'+ cc,
B = ab' + bc' + ca/,
C=ac +ba'+cb'.

Pourle voir, il suffit de faire, séparément, les produits

de

a+b+c par . a'+b+d, .
de
a—+ ba—+ca? par a'4 b'at+ c'a,
et de
a+bat+ca par a'+ba+cat .

On voit donc que le produit des deux formes
a® + b3 + ¢3 — 3abe,

at+ b3+ c'3—3a'b'c,

est une forme de méme espéce. On arrive d’ailleurs a
ce résultat, immédiatement, en faisant le produit des
déterminants :

a b ¢
b ¢ al|=3abc—a®—b3—c3,
a b
a b ¢
¥ ¢ a |=3abc—a?—b3—ch.
c a ‘b o )
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Leur produit est le déterminant

A B C
= |B € Al=A?+Bs4+ C*—3ABC,
C A B

A, B, C; ayant les valeurs indiquées plus haut.
Décomposons la forme

ad -+ b3+ c3— 3abe,
et faisons le produit
(a+b+c)(a—+ba—+ca?),
puis
(a+b+c)(a+ bat+ca),

puis
(a + ba+car)(a—+ ba?+ ca).

Le premier produit est égal a
at— be + a(br— ac) + a¥(c?— ab) ;
le second est égal a
at— bc + a?(b2— ac) + 2(c*— ab) ;
le troisiéme est ég:;l a
at— be+ b*— ac + c*— ab.

On a donc Pidentité

(ad+ b3+ c3—3abc)?= A3+ B3+ C3—3ABC,

avec
A = ar— be,
B = bt — ac,
C = c2— ab.

La premiére méthode ne donne pas cette identité.
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Considérons, enfin, le déterminant - ° S
a b c-d} ’
b ¢ d-a '
A= d b =(b’—d’)l—(a!—-ci)!
¢ e + 4bd(a?+ c?)
d a b c| _jac(br+ a2).
Soit . e
a b ¢ ad|
R L
Ule &
d a
On aura A
Yo 34
P=A Aj=— 2 3 14 > y
3 4 1 2
4 1 2 3

en écrivant, pour abréger,

1 = aa'+ bb' + cc' + dd',
2 =abd + bc' +cd +da',
3 = ac' + bd' + ca’ + db’,
4 = ad' + ba'+ cb' + dc'.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :
Tatorime. — Le p}'oduit des deux formes

(b2 — di 4 a?— 1) (b — ot — at+ c?)

+4(ad — be)(ab — cd),
(b2—dr+ a't— ') (b1—d'*— a't+ %)
+4(a'd'— b’c’)_(a’b’-— ddy
est une forme de méme espéce, précédée dusigne (—).

Considérons, d’autre part, 'équation binome

—1=0, T e
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el soit « 'une des racines; le déterminant ..
a b ¢ d
b6 ¢c d a
c d a b
d

a b ¢

peut s’écrire, en remarquant que si Fon pose

A=a+ba—+ cat+ dad,

on a
A ) .
;=b+ca+da’+a13,
A
;—,-=c+d¢+a1’+b1‘,
A
;J-.—-..d+aa+ba’+ca3;
1 b ¢ d
L'¢ d a
a .
A=A 1
-3 d a b
a
;ls a b ¢

On en conclut, facilement, que A est divisible par le
produit -des quatre valeurs obtenues en remplacant
dans A, «, par les quatre racines de #* —1=o0, cest-
a-dire par 1, —1, ¢ et — {. Or, le produit des quatre
polynomes ainsi formés peut s’écrire

P=(a+b+c+d)y(a—b+c—d)[(a—c)+ (b—d)]

Ce produit est égal & — A,
On a donc le théoréme suivant :

Tutorkme. — Le produit des deux formes

P=(a+b+c+d)(@a—b+c—d)[(a —c)+(b—d)?],
Py= (@'+b'+c+ad') (@ — b+ c—d)[(@—c )+ (b'—d'))
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est une forme de méme espéce,

R=—[A+B+C+D][A—B+C—D]
> [(A—Cy- (B—D)]
avec
. A =aa + bbb + cc' + dd,
B = ab'+ bc' + cd' + da’,
C = ac' + bd' + ca'+ db’,
D = ad’' + ba'+ cb'+ dc'.

Le résultat est général. Considérons le déterminant

a a ... .. an

a [22 ceeQa a
A= 2 3 n 1

.e

Ap A1 .. . QAp—yq

et I’égquation binome
Zrh—1=o0,

dont les racines sont o, 24...2,; on a

A ==tT(a+ asa;+ asa} +...+ aaf-t).

Si nous remplagons les a,a,...a, par b b,...b,, nous
aurons un autre déterminant de méme espéce

A’=iﬂ(bg+bgal+-..+ bndl.‘—l)

et le produit AA, sera un déterminant de la méme
espéce .
D=AA= H(A1+ Asay+. ..+ Andf-‘)
avec
A,=a;b,+a,b,+...+ a,;b,,,
Ag= aib,—i-a,b;—i-..'.-i- a,.bl, -

d’ou une identité trés générale.
Dailleurs, le déterminant A n'est autre que le résul-
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tant, a un facteur prés, des pelynomes

- Qg AT . A agtTd
et
h—1. - -

Le produit AA, est, d’une part, le produit des résul-
tants des deux polynomes

A1+ AT ...+ ap2*—1,
by 4+ by 4. ..+ bpan—t
et
z-ll __'t’ )

et, d’autre part, le résultant du produit
A=(a1+a;z +...+apz" 1) (by+ by@ +...~+ bpz—1)

et de -
xh—1,
On peut, dans tout ce qui précéde, supposer nul un
coefficient, ou méme en supposer plusieurs nuls. Con-
sidérons, par exemple, le déterminant

a b ¢ o
A= b ¢ o a
c o a b
o a b ¢
et 'équation binome .
zt— 1= o0,
on'a - :
A=—[a+b+c)la—b+c][a+ib—c][a—ib—c]

=—[(a+c)t—b2][(a—c)t+ b2].

Soit o T
Ay=—[ar1+.c ) —bi] [(a1—~e1)?+ b ]

Le produit AA, sera égal a R, et I’'on aura

R=—[A+B+C+D][A—B+C—D]
X [(A—=C)*+ (B—D)], ‘
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avec - neo Lo S N
: A = aa -+ bby+ o0y,
B = ab, - bey,
, G = ac| + cay,
P =bai+ecby. .
[D2a] .

NOUVELLE l)_EMONSTIMTI()N D'UN TﬂhOBEME D'ABEL
~ "SUR LES SERIES;

PAR M. J.-B. POMEY. " "
—

Remarque préliminaire. — Soit, dans le plan, un
ensemble (A) de points A,, A, Ay ivcsAp, ... contenus
dans un cercle G de rayon R ; si je forme I’ensemble (B)
des points By, B, By, ..., B,, ... homolégues respective-
ment des points Ay, A, ..., Ay, .:. dans une transfor-
mation homothétique opérée a- partir d’un poim:P;
situé a 'intérieur du cercle G, comme centre d’homo=
thétie et avec un rapport de similitude A inférieur &
I'unité mais positif, la figure (B) est contenue dans un
cercle C' de rayon R'=2R et le cercle C' est contenu
a l'intérieur du cercle C; les deux figures coincide-
raient, naturellement, si A était égal a I'unité. Je dirai
pour abréger que j'opére sur (A) la transforma-
tion Sy (A) et que j'obtiens 'ensemble (B). Jécrirai
alors S}(A) = (B).

Enoncé. — Considérons une suite de vecteurs
UgyUyy Usy +-.y Upn, ... €0 nombre infini, mais supposons
que le plus grand des vecteurs

So== Wg, S1=Uo— Uy, Sy==UgH Ui+ Us..., Sp=2(Un).u.
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demeure fini. Supposons que les nombres a,, ay,
@3y ...y Ay, ... soient une infinité de nombres posi-
tifs, rangés par ordre décroissant de facon que chacun
d’eux soit tout au plus égal au précédent, mais tels
cependant que, si 'on se donne un nombre ¢ aussi
petit qu'on voudra, on puisse prendre n assez grand
pour que tous les nombres a partir de a, soient infé-
rieurs a ¢. Je dis que la série

QUo+ B U+ ...+ Aulin+ ...

est convergente.

Démonstration. — Soient By, By, By, ..., By, ...
les extrémités des vecteurs s, $y, S3, ..., Sa, - .. appli-
qués a 'origine, comme le seraient des forces. Je puis
tracer un cercle G de rayon R assez grand pour con-
tenir a4 son intérieur tous les points (B) de cet en-
semble, en méme temps que lorigine que j'appel-
lerai Q. Je fais la transformation S2 (B) et j’obtiens les
points B}, B}, B}, .... Le premier Bj est I'extrémité
du vecteur a,u, et le vecteur BY_,, B} est égal a a, u,.
Ceci posé, je fais les opérations successives :

S (BoBy...Bn...)
Se'(BYBY...BS...)=

a,

SY(BYB}...B,...)=(B1B}B}...B}...),

ay

" (BT'BATl..) =(BiBf,...)

Aymy
Les points BY, B}, B, ... sont compris & I'intérieur

d’un cercle C, de rayon R, = a,Rj les points B}, B;,
B}, ... sont compris & l'intérieur d’un cercle C, de
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rayon R, = -;;Roz a,R; les points B}, BZ, ... sont

compris a lintérieur d’'un cercle C, de rayon
as . .

R,= z R,=a;R; les points B, B, ,, ... sont com-

pris a l'intérieur d’un cercle C, de rayon R,= a,R.
Or, le cercle C enveloppe le cercle C, qui enveloppe le
cercle C; qui enveloppe le cercle C,, ..., qui enve-
loppe le cercle C, dont le rayon tend -vers zéro
quand n tend vers l'infini. Donc les centres d’ho-
mothétie successifs Q, By, B}, B}, ..., B}, ... qui
sont compris respectivement a4 lintérieur de ces
divers cercles successifs tendent vers un point
limite ¥ bien déterminé. Maintenant, examinons les
valeurs de Q B}, de Q B}, ... etde QBJ,. Toutd’abord
Q B? est un vecteur égal a a,u,, By B{ est un vecteur
égal & agu,, donc B) B} est un vecteur égal a
a,

— X @Gy =a, u
Ze ) 1

et Q B} est, par suite, égal a

QoUg+ ay Uy.
D’une fagon générale, je dis que le vecteur Q B} est
égal a

QolUp+ By Uy + ...+ Aplly,

car la méme formule subsiste quand on change n
en n+1. En effet, il suffit de considérer les vec-

[ 0 1 1 2 2 M kM
teurs BS B , B.B.,,, B:B2.,, ... pour voir qu’ils
sont égaux respectivement a

AolUpiyy @ylUpiyy AalUpiyy oo

puis, quand nous prenons B} pour centre d’homo-
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thétie, nous avons enfin

a  _a :
BZBill = T BEBY, = T Gnlinst = Gait Basty
an Apn

ce qui établit la loi et prouve en méme temps que la
limite de QB ou Za,u, est le vecteur bien déter-
miné Q3. ‘

[D1c][S2]

- GENERALASATION DU THEOREME DE ROLLE
ET APPLICATION A LA PHYSIQUE; -

Par M. J.-B. POMEY.

1° Considérons, dans le plan, un champ de force
limité par un contour simple; soit F la force; suppo-
sons que l'on ait rot.F=o, que F soit bien déter-
minée, finie et continue, et dirigée,en tous les points du
contour, suivant la normale vers I'intérieur du champ.
Je dis qu'il y a un point du champ (au moins) ot F
s’annule. 4 R

En effet, le travail accompli en allant a 'intérieur du
champ d’un point A 4 un point B ne dépend pas de la
forme du chemin parcouru et s’annule si A et B sont
tous deux sur le contour, qui est une ligne de niveau.
Si I'on choisit entre ces deux points du contour un.
chemin quelcshque dans le champ, le travail, partant
de la valeur zéro, est d’abord positif, puis revient a la
valeur zéro; il a donc did passer par un maximum. lly
a ainsi un maximum sur chaque segment d’ordonnée
intercepté par le contour-et il y a un maximum maxi-.
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morum sur le lieu desdits maxima. En ce point; te
travail est maximum ; on y a donc F=o0. Ce point est
un centre d’é qu1hbre

On peut généraliser en admettant que la force F°
puisse epxouver une discontinuité finie sans change-
ment de signe le long d’une portion de ligne de niveau.
Car, en traversant cette ligne, le travail varie d’une
facon continue, malgré la discontinuité et dans le
méme sens que si celle-ci n’existait pas. L’existence
d’un maximum maximorum en dehors de cette ligne
de discontinuité, qui pourrait donner lieu a difficulté,
continue done 3 &tre établie.

2° Supposons que la force, restant soumise aux
mémes conditions générales de continuité, satisfasse &
la condition div. F=o0 en tous les points du champ
et soit tangente au contour en tous ses points. On
obtiendra des conclusions analogues en envnsageanb le

flux de force a travers un chemin AB (au lieu du tra-
vail). Et la méme généralisation s’applique. Il y'a un’
point ot ' s’annule. On peut appliquer ces considéra-
tions au mouvement d’yn fluide; le systéme envisagé
est cyhndrlque et, si 'on fait abstraction de la troisieme
dimension, il s opere en vase clos. Ce qu'on démontre’
dans le premier cas, c’est que, dans le mouvementirrota-
tionnel d’un fluide comprimé de toutes parts, il y a au
moins un élément de convergence au repos a I'époque
considérée, et ce qu'on démontre dans le second clest
que, dans le mouvement d’un liquide incompressible
dans un vase a parois rigides, il'y au moins un élément
dé ‘tourbillon au repos a cet instant. Il est facde de

By

generahser dans I'espace a trois dimensions.

it
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[L'47d]
UNE EXTENSION D'UN THEOREME DE PONCELET ;

Par M. F. GONSETH,

Assistant 4 I'Ecole Polytechnique fédérale de Zurich.

-Ce théoréme; bien connu, s’énonce ainsi :

S’il existe un polygone inscrit dans une co-
nique C,, et circonscrit @ une autre conique Ty,
il existe une infinité de pareils polygones inscrits
dans Cy et circonscrits @ T.

1l est susceptible d’'une extension dans l'espace.

Supposons qu'une conique C,, d'un plan =, et une
cubique gauche C, soient rapportées projectivement;
soit M'le point de C, correspondant au point M de C,.

Transformons C; dans une corrélation focale arbi-
traire. A tout point M, de C;, va correspondre un
plan p, passant par M; 'enveloppe des plans . est une
seconde cubique gauche T';. Un plan p coupe C; en
deux points M, et M, différents de M. Soient M/,
M; et M, les correspondants sur C,. Joignons M’ a M|
et M;; les droites M'M, et M'M), lorsque M décrit la
cubique Cj, enveloppent une méme conique T,. En
effet : les seuls plans u passant par M sonl le plan focal
de M et ceuxde M, etde M,; ces plans ne contiennent
que les deux cordes MM, et MM, de C,, passant par M;
I'enveloppe des droites M'M) et M'M; est donc bien
une conique. .

Toute corrélation focale détermine, comme on sait,
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un complexe linéaire de droites, L. Les droites telles
que MM, et MM, appartiennent au complexe L déter-
miné par la corrélation introduite Plus haut. L est
d’aillears déterminé par cinq de ces droites, et la
conique T', par les cinq droites de = qui leur cor-
respondent.

Ainsi, a tout systéme focal correspond une conique I’y
et réciproquement.

Supposons maintenant qu’il existe un polygone de
n cOtés inscrit a C, et circonscrit a I',. On voit immé-
diatement qu’en pareil cas il existe un polygone gauche
fermé, de n c6lés, dont les sommets sont sur Cj, et
dont les plans (joignant deux c6tés consécutifs) sont
osculateurs a T';; et le théoréme de Poncelet se trans-
forme dans le suivant :

S’il existe un polygone gauche dont les sommets
sont sur une cubique gauche, Cs, et dont les plans
(joignant deux cétes consécutifs) sont osculateurs
a une seconde cubique gauche Uy, si de plus C; et Ty
sont réciproques dans un systéme focal arbitraire,
il existe une simple infinité de pareils polygones
inscrits dans Cy et circonscrits a T';.

CORRESPONDANCE.

Un abonné. — Au sujet du probleme de Pappus
généralisé. — Maintenant que M. Joffroy a démontré
(N. A., 1916, p. 168) que le probléme de Pappus
généralisé est résoluble au moyen d’équations du

Ann. de Mathémat., §* série, t. XVI. (Sepltembre 1916.) 26
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second degré, il est facile de fournir une explication
de ce fait. Pour sa solution, M. Joffroy emploie. les
deux équations :

22+ y*—2zxy cosw — [2=o0,
ry —a(x + y)=o.

La premiére représente une conique ayant pour
axes les bissectrices de I'angle Oy ; la seconde une
hyperbole ayant pour centre le point P, pour asymp-
totes les paralleles & Oz et Oy menées par P, pour
sommet le point O. Les deux coniques ont donc OP
pour axe de symétrie commun et l'on est par suite
assuré que la détermination de leurs points d’intersec-
-tion dépend d’équations du second degré.

Et en effet, si I'on substitue & z et y les valeurs

. W (D] . w w
X sin— + Y cos — X sin — — Y cos —
2 2 2 2

T = ———y =TT ha
sinw 4 sinw

¢e qui revient & prendre pour nouveaux axes de coor-
données les bissectrices de 'angle O y, les équations
précédentes deviennent

L LW © 12 sin?w
X2 sin? by (1 — cosw) + Y2 cos? — (1 + cosw) — — =%
P :
’ ) w o . W :
X?sin? — — Y2cos2— —2a sinwsin—X = o;
2 2 2
d’on, par élimination de Y2,

) w . w
X2—2a cos -2—(1-+—cosu)))&—-l2 cos? — = o,
2

équation d’ou I'on déduirait des résultats analogues a
ceux donnés par M. Joffroy dans son article.

Un abonné. — _u sujet de la surface de Weddle. .
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— Au sujet de la surface de Weddle, on peut rappeler
que Chasles a traité un probléme plus général que la
recherche de la surface lieu des sommets des cones du
second ordre qui passent par six points donnés.

11 a examiné le cas (Comptes rendus, t. LI, 1861,
p- 1137-1162) ol les cones divisent harmoniquement
six ou sept segments donnés. Dans le premier cas, le
lieu des sommets est une surface du quatriéme ordre;
dans le second, une courbe gauche du sixi¢éme ordre.

1l fait dériver ces propositions du théoréme général
suivant sur les figures homographiques :

St Uon a quatre figures homographiques dans
l’espace, le lieu d’un point par ot passent quatre
plans homologues des quatre figures est une surface
du quatriéme ordre.

F. Balitrand. — Une propriété des courbes de
Ribaucour. — Les courbes de Ribaueour sont carac-
térisées, au point de vue géométrique, par la propriété
suivante : Le rayon de courbure en un point quel-
conque est partagé dans un rapport constant par
Uaze des x.

Analytiquement, cette propriété se traduit par
I'équation différentielle

dp _n 2 _dy _ \
(1) t_i;_;(x-:,-p) ( = n_const.),
ou bien
pdp _no . ra_ _ Y.
gy U ey
d’ott

VT
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(%’),’l =1+ p%

et comme en vertu de (1) ona, p désignant le rayon de

courbure,
yyi+ p?
=2V TP

On déduit de 1a

P n
on obtient finalement
_ yn""l
(2) p= nce

Ainsi : Le rayon de courbure en un point quel-
conque d’une courbe de Ribaucour est propor-
tionnel a une puissance de Uordonnée de ce point.

Cette propriété peut remplacer, parfois avec avan-
tage, la définition habituelle des lignes de Ribaucour;
car elle les caractérise, de méme que la suivante qui
est une conséquence immeédiate de ce qui précede.

La normale (partie comprise entre le point d’inci-
dence et 'axe des z) en un point quelconque d’une
ligne de Ribaucour est proportionnelle a une puis-
sance de U'ordonnée de ce point.

Parmi les courbes célébres qui font partie de la
classe des lignes de Ribaucour, figurent notamment la
cycloide, la chainette et la parabole pour lesquelles on
a respectivement

I T ide);

n 2 p i (cycloide);
2

n= 1, p = }?’ (chainette);
3

n= ;i, ot= 4}’? (parabole).
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Mais, si s, est'arc de la développée, ona dp =ds, et
si ¥, est Pordonnée du centre de courbure, on trouve
facilement que

Y __n
. Y1 I—n
Par suite, :
_ (n+1)n* y% .
dsl— (l—-n)"+| _C—’; 248
d’ou
+1
(l-—n)""" cn

Les développées des lignes de Ribaucour sont donc
caractérisées par cette propriété que l’arc est propor-
tionnel a une puissance de l'ordonnée. (Voir
E. Cesiro, Nouv. Ann., 1914, p. 102.)

E.-N. Barisien. — Sur le probléeme de Pappus. —
La remarquable solution de ce probléme (1916, p. 168-
171) m’a suggéré I'idée d’étudier ce probléme lorsque
Uangle XOY est droit et que le point P est en dehors
de la bissectrice. En conservant les notations de M. J.
Joffroy (loc. cit.), et posant

PA =05, PA'=a, 0S =z, 08’ =y,
on a & résoudre les deux équations

(1) 4 yi= 13,
(2) ry =bzx+ay.

Algébriquement, 'élimination de y entre ces deux
équations donnera une équation du quatriéme degré
en z, qui ne se décomposera en deux équations du
second degré que si @ = b.

Géométriqguement, si T est le quatriéme sommet du
rectangle OSTS’, on déterminera les quatre points tels
que T, par l'intersection du cercle (1) avec I’hyperbole
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équilatére (2), facile & construire. Son centre esten P,
ses asymptotes sont les droites PA et PA’, et 'hyper-
bole passe par O. Avec ces données, on peut construire
cette hyperbole par points avec toute la précision pos-
sible. On projettera sur OX et OY les quatre points
d’intersection de (1) et (2) et l'on aura les quatre
droites SS' de longueur {. Comme vérification gra-
phique, ces quatre droites doivent passer par P.

Si les droites OX et OY font entre elles 'angle w,
on aura & résoudre les deux équations

(3) x4y —azy cosw = {2,
(%) ry =bx + ay,

ou & construire I'intersection de I'ellipse (3) avec 'hy-
perbole équilatére (4).

E.-N. Barisien. — Sur des décompositions de cer-
tains nombres en sommes de carrés. — On sait, par
les identités de Lagrange, décomposer tout nombre N
de la forme

N = (a?+ b?) (c?+ d?) (act+ b2d?)
en somme de deux carrés (de douze facons) et en
somme de quatre carrés (de six facons), ainsi qu’en
une somme de huit carrés.

1° Voici deux décompositions de N en somme de
trois carrés

(1) N={[ab(c*x a?)]2+ [cd(a? = b2)]2+ (ase? + brd?)2
2° On a de méme pour le nombre N’

N'= (a?+ b%) (c*+.d?) (a2 d? + bic?),
(2) N=[ab(ctxd?)]*+ [cd(a?Z b?)]2+ (a2d?+ bic2)2.

3° Il résulte de li en faisant le produit des formules (1)
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et (2) que si N"= NN', tout nombre N’ dela forme

N’ = (@t~ b2)1(ct+ dt)i(atc?+ bidt) (atd?+ biet)

est de quatre fagons dfﬁ'e’rentes une somme de neuf
carrés. , -

Dans deux de ces décompositions, deux des neuf
carrés sont des bicarrés. . :

Jesignale cette curieuse décomposition dunombre N’
qui est peut-étre inédite. En tout cas, sa démonstration
directe semble devoir étre assez ardue si I’on ne connait
pas les formules (1) et (2).

ANCIENNES QUESTIONS NON RESOLUES.

Questions de Cesaro.

1402 (1883, 240). — La somme des p'*™* puissances des divi-
seurs de n est égale, en moyenne,

1 1
nl'((—+— ;m -+ 3—’:_-1' +...).
1403 (1882, 240). — a, b, ¢, ... étant les diviseurs de n,
on a, en moyenne,
i

P . P L P o =ilaelei
a+p b4+p c+p 2 3 P

1433 (4883, 144) (1). — 1° Il n’y a que dix-huit espéces de

(') Cette question ne figurait pas dans les listes des questions
non résolues publiées récemment. Mais comme nous n’avons pu,
malgré nos recherches, retrouver aueune trace d’'une solution
publiée, il nous a semblé opportun’ d’en reproduire ici Iénoncé.-
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polyédres aux sommets desquels les faces de méme ordre
concourent en méme nombre.
2° Il n’y a que dix-huit espéces de polyédres, dont chaque
face contient les sommets de méme ordre en méme nombre.

3¢ Ces polyédres sont les seuls susceptibles de devenir
réguliers ou semi-réguliers.

1438 (4883, 239). — La différence entre le nombre des divi-
seurs impairs et le nombre des diviseurs pairs d’'un nombre
entier est égale, en moyenne, a la.

1439 (1883, 239). — Le nombre des diviseurs de n est égal,
en moyenne, a ln.

1440 (1883, 239). — La somme des inverses des p™* puis-
sances des diviseurs de n est égale, en moyenne, a

1

I+2—_p+l +§p—ﬁ

“+....

1441 (4883, 239). — Soient a, b, c, ... les diviseurs de n.
-La somme
a b c
— t =+ — +...
p P P

est égale, en moyenne, a

1442 (1883, 239). — f(n) étant la somme des restes du
nombre entier n, divisé par tous les nombres entiers qui le
précédent, on a

1443 (4888, 240). — La somme des p*™* puissances des
diviseurs de n est égale, en moyenne, a anP. La constante a

. I I . .
est comprise entre ; et ; ~+1. Déterminer sa valeur.
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1444 (1883, 240). — On a
SO —fB)+f(5)—...=f(2n—1)

1
= o ;f(a ~+ 2n) + const.,

S(2) = f(4) +f(6)—...£ f(an)

1
==+ ;f(s+2n+x)+ const.,

pourvu qu’on remplace les ppissances de ¢ par les nombres
d’Euler correspondants, définis par la relation symbolique

(e+1)P+(e—1)P=0 (p=1,23,...).

144% (1883, 240). — 1° La somme des produits m a m des
n premiers nombres naturels est divisible par tous les nombres
premiers compris entre m —+ 1 et n + 2, et supérieursa n — m;

2° La méme somme, diminuée de 1.2.3..., m, est divi-
sible par n — m, si ce nombre est premier.

1446 (1883, 240). — Les nombres de Bernoulli et d’Euler,
définis symboliquement par les relations
(B+1)p—BrP=o,
(e+1)P+(c—1)P =0,

satisfont aux relations symboliques
(2B +1)p=(2 —2P)B,,

(4B+1)p=(2—2P)Bp—pepy,
(4B+3)p=(2 —2°)B,+ pepy.

1447 (1883, 287). — Soient ay, a,, as, ..., a, des valeurs
positives de 2y, Z3, %3, ..., T, satisfaisant a l'équation de
coefficients positifs

Az + A2y + A3 +...+ Apz,=1.

La probabilité que ay, a;, a, ..., @, soient respectivement
supérieurs a ay, &y, ag, ..., &, est exprimée par la (n —1)¥me
puissance de

1—(Agja 4+ Agag+ Agag+...+ Apag).
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1486 (1884, 160). — La probabilité que la conique déter-
minée par cinqg points, pris au hasard dans un plan soit une
ellipse, est infiniment petite.

1511 (1884, 496). — On donne au hasard, dans un plan,
quatre points, et 'on en prend un comme eentre d’une conique
passant par les trois autres. Démontrer que cette conique est,
avec autant de probabilité, une ellipse ou une hyperbole.

1322 (1885, 56). — Le déterminant de (7 —1)? éléments,
dont I'élément général u;; est égal au nombre des diviseurs
communs de T +1, j +1, représente la totulité des entiers,
non supérieurs a n, depourvus de diviseurs carrés, autres
"que Lunité.

L

1523 (1885, 104). — Soit [f(.z')]" lexpressnon de Paire
comprise entre un arc de courbe, axe des abscnsses et les
ordonnées extrémes. A l'arc de courbe on inscrit une ligne
polygonale, dont tous les c4tés ont, sur I'axe des abscisses,
des projections égales a . L’expression de Vaire comprise
entre cette ligne, 'axe des abscisses et les ordonnées extrémes
est

L[ A+ Bey+ /(o — Bo)]

pourvu qu'on remplace les puissances de B par les nombres
de Bernoulli correspondants.

1629 (4892, 14*). — Soit B le centre de la sphére oscula-
trice, en A, a la ligne (A). Soit C le centre de la sphére oscu-
latrice, en B, a la ligne (B). Démontrer que AC engendre une
surface developpable, et chercherles lignes pour lesquelles AC
pivote autour d’un point fixe.

1631 (1892, 14*). — Chercher les courbes telles que les
plans polaires de leurs points, par rapport & une sphére
donnée, passent par les centres des sphéres osculatrices cor-
respondantes.

Nore DE 1A REpACTION. — Beaucoup des énoncés qui
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précédent semblent se rattacher aux travaux publiés par
Pauteur dansles Mémoires de la Société royale des Sciences
de Liége sous le titre « Sur diverses questions d’arithmé-
tique ». Son livre « Excursions arithmétiques a P'infini » traite
aussi de sujets analogues. Il est profondément a regretter que
P'auteur n’ait pas accompagné l'envoi de ses questions de
solutions, au moins indiquées. Il faut souhaiter que cette legon
du passé soit profitable a I’avenir, et qu'on ne laisse pas
transformer en rébus indéchiffrables des questions qui
auraient pu constituer d’utiles problémes instructifs.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1364.

(1881, p. 380 el 528.)

1° Les équations réciproques telles que, en posant x =2t,
leurs transformées soient également récipr oques, peuvent
se mettre sous la forme

Fl(z 1) (2 —1)*] =0,

F désignant une fonction entiére et homogeéne de (x -+1)*
et (x — 1)k

On suppose que l'éguation proposée n’admet pas pour
racine +1 ou — 1.

2° Les equattons réciproques telle: que, en posant

T+ - =1,
x
leurs transformées soient également réciproques, peuvent
se mettre sous la forme

(22+z + 1) (22— +1)%
X F(#*+ 2z +1)2, (22— 2z +1)t] =0,

F désignant une fonction entiére et homogéne des quan-
tités (22 +x +1)2, (22— x +1). PELLET.
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SoLuTiON
Par L’AUTEUR.

Cette question, insérée au Tome XX de la 2° série, p. 380,
a été rectifiée dans son énoncé, page 528, méme Tome.

F(x)=o0 étant une équation réciproque, n’ayant pas de
racine égale & +1 ou a —1, si 'on effectue la transfor-

. d+y . . . .
mation z = d—.y’ I'équation en y est paire, puisque le

L 1
changement de y en — y, transforme z en o Cette remarque
donne immédiatement la solution de la question.

. 1 , . i
Si en posant x + = =24 ’équation en ¢ est réciproque, la

; - 1 .
transformée par la substitution ¢= mal AP paire, Fy(y?) =o;

)

remplagant y par sa valeur

t—1  x41—ox _ (z—I)?
t+1 241422 (x+1)?

et multipliant par une puissance convenable de (z —+-1)?, on
voit que F () doit étre une fonction homogéne de (z —+1)*
et (r —1)t.

. 1 , . -
Si, en posant z—+ == I’équation en ¢ est réciproque,

alors
t—1 _ z+1—2x
t+1 zr1+z

et I'équation F () = o peut se mettre sous la forme

(24 + 1) (2 — 2 + 1)V
X Fi[(#2+z+1)2 (22— +1)t] =0,

F; désignant une fonction entiére et homogéne de

(P+2+1) et (F2—z+ 1)L
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181 ().

(1900, p. 432.)

Etant donnés, dans un plan, un cercle C? ayant le
centre O et un cercle-point non situé sur Ct, prenons sur
le rayon qui unit O avec le point variable P de C?, le con-
jugué harmonique de P par rapport au cercle-point; le
lieu de P’ est une courbe de Jérabek ; construire la tangente
au point P', les tangentes au point double, les tangentes
doubles, lintersection de la courbe avec une droite.

V. ReTALL

SoLuTION

Par UN ABONNE (2).

Soit A le cercle'-point; c’est-a-dire I'ensemble des deux
droites isotropes issues de A. Les droites AP et AP’ étant
conjuguées harmoniques par rapport aux droites isotropes
sont rectangulaires; donc le lieu de P’ est défini de la facon
suivante : soient P un pointd’une circonférence C? de centre O;
A un point fixe de son plan; AP’ une perpendiculaire a la
droite AP et P’ le point d’intersection de AP’ et OP; trouver
le lieu de P'. Ce lieu est une courbe de Jérabek (voir Gomgs
TEIXEIRA, Courbes spéciales remarquables, t. 1, p. 317).

Prenons deux axes rectangulaires ayant pour origine le
point O ; P'axe des x passant en A. Désignons OA par % et
soient z, y les coordonnées de P; X, Y celles de P'. Les équa-
tions des droites OP et AP’ sont :

(1) Xy—Yz=o,
(2) X(h—z)—Yy —h(h—=x)=o0.

(') Numérotée 1859 par erreur.

(?) Les solutions aux questions 1871, 1872 nous avaient été
adressées simultanément. Les nécessités de la mise en pages ont
coanduit & publier d’abord 1872 (p. 335-336). L’auteur reanvoie, vers
la fin, a la solution 1871, qu’il supposait devoir étre publiée précé-
demment. Il nous suffit d’attirer sur ce point I'attention du
lecteur. La REpaAcTION,



(398)
On en déduit

3 _ _hz(z—h) 'Y_ hy(z—h)
) T+ yi—hz T 2yt — hx

Les équations (1) et (2) étant symétriques en z, X, y, Y, on-
a de méme

_ RX(X—h) _ RY(X—h)
@ r=xrvimax’ VTRV AX

Telles sont les formules qui lient les coordonnées des points
correspondants P et P’. Si le point P décrit le cercle qui a

pour équation
2+ y!'—at=o,

le point P’ décrit la courbe

(5)  R(Xt+ Y1) (X — h)?— a?(X2+ Y2— hX)? = o.

Pour construire la tangente au point P’ a cette courbe, il
suffit d’appliquer le théoréme de Frégier a 'angle droit PAP’,
mobile autour de son sommet A ; en observant que le point
de Frégier est le centre O du cercle C2. On voit ainsi que la
normale en A A Paxe Oz, la tangente en P au cercle C2 et la
tangente en P4 (5) coupent les cotés opposés du triangle PAP’
en trois points en ligne droite; ce qui suffit a déterminer
cette derniére tangente.

Le point O est un point double de la courbe et les tangentes
en ce point ont pour équation

(a?— h?)X2— A2Y2=o.

Ce sont les droites qui joignent le centre O aux points
d’intersection du cercle C? et de la normale en A 4 Oz. Ces
droites sont donc réelles quand cette normale coupe le
cercle C2; c’est-a-dire quand le point A est intérieur au cercle.
Dans ce cas le point double O est réel; dans le cas contraire
il est isolé.

Pour trouver les tangentes doubles de (5), prenons une
droite quelconque

(6) uX+¢oY—1=o,
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et appliquons-lui les formules (3). Elle se transforme en une
conique qui a pour équation

(7) h(z —h)(ux +vy)—(22+ y*— hx) =o;

tandis que (5) elle-méme se transforme dans le cercle Ct. Si
la droite est bitangente a la courbe, la conique est bitangente
4 C2. Comme elle passe a I'origine ainsi qu'au point A ou elle
est normale a Oz, on est ramené au probléme suivant :
« Construire une conique qui ait un double contact avec un
cercle donné, qui passe par le centre O de ce cercle et par le
point A, situé sur Oz, et admettant Q2 comme normale en
ce point. » Yoici comment il peut étre résolu.

L’équation d’une conique ayant un double contact avec la
circonférence

24 y*—al=o,

et passant par le centre de cette courbe, est
2+ yr—a?+ (ax + By —a)r=o.

Faisons-y # = h et exprimons que I’équation en y a deux
racines nulles, nous obtenons

B(ah—a)=no, h*(i+a?) —2aah =o.

La condition a A —a = o conduit 3 2 = *=a et doit étre
rejetée. Il reste donc les conditions
a*+yari—ht

B.—_O, o = h

On voit ainsi que la corde de contact est paralléle a Oy et
passe par le point d’abscisse
ah

Xr = ———

atyai—h
ce qui suffit a la déterminer.

“La courbe (5) étant-du quatriéme degré, la construction
des points ou elle rencontre une droite arbitraire de son plan
est impossible avec la régle et le compas. On peut ramener
cette construction a celle des points communs a une conique
etau cercle G?; mais il faut bien remarquer que c’est remplacer
un probléme insoluble par un autre qui ne I’est pas moins.
Toutefois, comme c’est probablement la solution envisagée
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par l'auteur de la question, nous allons I'exposer rapidement.

La droite (6) se transforme par les formules (3) en la
conique (7). Celle-ci passe en A oit elle est normale 3 Oz; a
I'origine ou elle a pour tangente la droite

(vl— hd)x—hvy =o0;

c’est-a-dire la droite qui vadel’origine au point de rencontre
de la droite donnée avec la normale en A a Oz. Enfin la
conique passe par le point d’intersection du cercle décrit sur
OA comme diamétre avec la paralléle a la droite donnée,
menée par l'origine. Elle est donc déterminée et ses points
d’intersection avec G2 correspondent aux points de rencontre
de la droite avec (5); c’est-a-dire aux points cherchés.

QUESTIONS.

2294. Enveloppe du plan d’un triangle ABGC, variable, dont
les sommets décrivent les arétes d'un triédre, de facon que le
point de contact du plan avec son enveloppe soit toujours au
centre de gravité de masses m,, m,, my placées aux sommets
A, B, C. A. PELLET.

2295, La somme des carrés, la somme des cubes, la somme
des quatriémes puissances des n premiers nombres impairs sont
données par les formules suivantes :

S (2n —1)an(2n—+1)
2= »
1.2.3.

S3= Sy < (2n2—1),
58, =S, x(12n2—7):

pour n=>5k=1, S, est divisible par S,. G. FoNTENE.

ERRATUM.

1916, page 325, ligne 15, au lieu de ’axe, lire I'une.

g0 ——
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[I119a]

SUR CERTAINS SYSTEMES D'EQUA’I‘I{)NS INDETERMINEES
DU SECOND DEGRE

Par M. R. GOORMAGHTIGH.

M. Gérardin a proposé, dans !'Intermédiaire des
Mathématiciens, 'élude des systémes d’équations
indéterminées

(y —x)+2x = A2,
(y —z)—y =B
(x +y + 3)2k o = A2,
(r +y +3)= y = B2,
(#+y+3)* z=C
(z+y+3)2—(z+y)= A2
(x+y+ 32— (y+ 3)= B2
(x+y+3)—(x~+ 3)=C2;
(z+y+s+t)2—(x+y+3)=A2
(x+y+35+t)2—(x+y+t)=B2,
(x+y+z+t)2—(x+ s+ t)=Cy
(x+y+3+1)—(y+ s+ t)=D2 (1)

Nous nous proposons d’étudierici ces deux systémes
généraux, que nous désignerons par I, et 11, :

(1 + Xa+.. .+ Tpy+ o)+ 2, = Xy,
(Z1+ Xa+. ..+ Tp g+ Tp) 2+ 23 = X,,
(1 + X2+ . A+ Ty + T+ Ty = Xy,
(1 + X2+ ..+ Tpa+ X))+ 2, =X,

(1) Pour les énoncés de ces questions, voir I’/ntermeédiaire des
Mathématiciens, question 4351, 1915, p. 193 ; questions 4560 et 4561,
1915, p. 197; question 4576, 1915, p. 221; question 4586, 1915,
p. 245.

Ann. de Mathémat., §* série, t. XVI. (Oclobre 1916.) 27



(4o2)
el

(1 + T2+ o+ T+ T ) — (T + T3+ ..+ Tpy+ 2 )= Xy,
(x,+x2+...+z‘n4+x,,)’——(.z‘,+.z‘;+. o+ T4+ Tp ) = X,,

B I I I R T R I IR R I I A S .oy

(z‘,+x,+. . .+.’L‘n‘1+$n)z— ((I»'1+Z'2+. e+ g+ Tp )= Xn—lr
(Z1+Tot. oo+ Tp 1+ X))t — (X + Ta+. ..~ T+ Tn—y) = Xy,

qui admettent les précédents comme cas particuliers.
Nous indiquerons une méthode qui permet de trouver
toutes leurs solutions entiéres et dont on peut déduire
des formules trés générales. En outre, au moyen de
cette méthode, on peut toujours trouver des solutions
de ces systemes pour lesquelles n — 1 des inconnues
X, Lay ..., L, ont des signes donnés d’avance (*).

ETupE DU SYSTEME l,.
1. Sil’on pose
Ty Za+...+Tpy+Tp=1,

et sil'on ajoute les équations membres a membres, on
voit que la résolution du systeme revient a celle de

I’équation

(1) nt+t=X}+ Xi+... + X2, + X3

On a alors

(2) | T1=X]—102 2y = X3 — 12, Ceey
| @u=Xi,—2, x,=Xi-— oo

(1) Ainsi, pour le systéme II,, M. Gérardin a signalé (Interme-
diaire, 1915, p. 221) de nombreuses solutions numériques pour
lesquelles deux au plus des inconnues z,, z,, z;, , sont positives,
et a demandé si trois de ces inconnues peuvent étre positives. Il
résulte de la méthode que nous indiquons que, pour les deux
systémes étudiés, n —1 des inconnues x,, z,, ..., Z, peuvent étre
positives, quel que soit n.
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Posons
3) Xy=t+p, Xo=t+psy, ..., Xpoy=t+4pp;

on voit que, suivant que ¢ sera positif ou négatif, les
inconnues &y, La,, ..., Ln_4 auront respectivement les
mémes signes que py, Pa, ..., Pn_y OU les signes con-
traires. Dans ce qui suit, nous désignerons par Ip et
I p? la somme des nombres py, pa, ..., p._, et celle de
leurs carrés.

Si 'on porte les valeurs (3) dans 'équation (1), on

obtient
t2—(28p—1)t—EIp2—Xl=o,

d’ou 'on déduit

t==[2Zp—1=y(aZp—1p+ {Spi+ {Xi].

N =

Or, le nombre
N=(2Zp—1)2+4 4Zp?

est de la forme 4m + 1, pour toutes les valeurs des
nombres p. Soit donc N =a.0; les nombres a et b sont
tous deux de la forme 4m — 1 outous deux de la forme
4m 1. Par suite, N est la dilférence de deux carrés
dont le plus petit est pair; ce sont les carrés de

%(a+ b), i(a-—b).
On a donc

X, = %(a——b),

t=§[22p—li‘ é(a—kb)] = Zpi;(a+b¢2),
4
et, suivant qu'on prend les signes supérieurs ou infé-

rieurs, ¢ est positif ou négauf.
Si I'on remarque en outre que, d’apreés les relations
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(2)et(3),ona
ry=2pt + pl, T =12pyt + pi, SN
Tp—y= an-lt'l-'P/zz--ly

on déduira aisément de ce qui précede le résultat
suivant :

Ayant. choisi n—1 nombres quelconques p,,
P2, -y Pn_1, on décompose le nombre
N=((2Zp—1)2+4Zp?

en un produit de deuzx facteurs a et b; on aura alors
des solutions du systéme 1, en prenant

xa=m[22p +plii(a+b:2)],

m2=p2[22p +p2:‘:é(a+b :z),)],

1
-Z'nﬂ:])n‘l['lsp‘*"Pn—li ;(a‘*‘ b —T—'l)]y

—rp= [}:pi;(a+b¢u)] (2Ep — 1) - 2 p2,
(4) « 4 1
X,:p,+2piz(a+b12).

Xo=ps+Spt (a+b52),
4

Xn~x=Pu—1+2pi%(a+b_—i;2),

X, = %(a—b»

Suivant gu’on prend dans ces formules les signes
supérieurs ou les signes inférieurs la ou figurent
les doubles signes, les valeurs des inconnues x,,
Ly eony Zp_y auront les mémes signes que les nombres
Dis P2y ooy Puy, ot les signes contraires.

Chaque groupe de n —1 nombres p quelconques
donnera lieu, pour le systéme I,,, a plusieurs solutions
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dont le nombre dépend de la décomposition de N en
facteurs.

2. Le résultat que nous venons de trouver conduit
immédiatement & des formules trés générales renfer-
mant n—1 paramétres et donnant des solutions du
systtme I,; prenons, en effet, pour facteurs a et b le
nombre N et Punité. Un calcul simple montre qu’en
employant dans (4) les signes supérieurs la ou figurent
les doubles signes, on a alors les formules générales

sulvantes :
zy=p1[2(Zp)+22p+ p1],
xe=ps[2(Ep)2+ 22 p*+ ps],
Xn—y=Pu—1[2(Z2p)* 422 P2+ pp],
—xp=[(Zp)+Zp](aZp —1) + Zp?,
Xi=(Ep)*+ Zp*+py,
Xy=(Zp)*+ Zp+ ps,

Xy = (-\;P)2+ Ept+ pu-1,
X, =(Zp+2pt—Zp.

Si, au contraire, on adopte dans (4) les signes infé-
rieurs la ou il y a des doublas signes, on trouve les
formules

[ wi=—p[2(2p)+22p2—42p — p1+2],
Zy=—pa[2(Zp)2+2E2p*— {Ep—py+2],

Tpy=—pPua[2(EPp)P2+2Zp2—4Ep —ppr_1+2],
2, =[(Zp)+Zpt—2Zp+1|(2Zp —1) — Zp2,

(6) .
Xi=(Eper+Epr—2Zip— p+1,

Xe=(Zp)+Ep2—22p —py+1,

Xpy=(Ep)+Zp?—22p —pp1—+1,
Xp,=(Ep)+Zpr—Zp.
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On déduit de (6) des formules trés simples si 'on
choisit des nombres p dont la somme est nulle (*); on
trouve

r1=—p (22 p*— py+2),

Zy=—p2(2Ep*—py+2),
ZTp—1=— pu—1(2Z p*— pp-1+ 2),

rp=—(2Ep?+1),

(7)
Xy =3I pr—py+1,

Xe=2pt—pa+1,

Xn—1=E2p?—pp_y+1,
X, = Z p2.

Comme applications des résultats qui précédent nous
traiterons les cas de trois et de quatre équations, en
donnant pour chaque formule quelques exemples nu-
mériques simples.

3. Equationl,.— Pour n = 2, le systéme considéré

devient
(1 + x4+ =X

2
19
(xy+ x3)2+ 2y = X3.

On a alors
N=a.b=(2pi—1)+ 4 p},

et les formules (4) s’écrivent
A x,=p1[3p,i7:(a+b¢?,)],

—Ty= [pli —t—(ll—f—b-q_-ﬁ)] (2p1—1) + pi,
(8) -

X,:2p|:*:%(a+l)_T,2),

Xy = ;—((l—b)

(') Si 'on introduit cette méme hypothése dans les formules (5)
on obtient des solutions dans lesquelles z, est nul pour toutes
valeurs des nombres p, quel que soit n,
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Ainsi, pour py=—3,0n a

et I’on obtient la solution

xy = 63, Ty =— 72, Xi=12, Xe=3;

d’oti 'on déduit
7y =120, ry=—133, Xi=17, X,=6;
pour p, = — 5, on trouve

N = 221, a=17, b =13,
et 'on a

Z'1=I55, :v,:—IGS, X1=18, X2=l.
D’autre part, les formules (5) deviennent ici

= pil4p1+1), Xy=pi(2p1+1),
zy=—pi(ip1—1), Xo=pi(2p1—1);

elles donnent, par exemple, pour p =1,

z =35, ry=—23, X, =3, Xo=1;
pour p, =2,

xy = 36, Ty =— 28, X, = 10, X,=6;
pour p, =3,

=117, T, =— 99, X; =21, Xy = 15.

De (6) on déduit encore ces formules donnant des
solutions du systéme I, :

#y=—p1(4pi—5pi+2), Xi=2pi—3pi+r,
zy=4pt—7pi+4pi—1, Xe=pi(2pr—1).
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Ainsi, on Lrouve, pour p,=—1,

Ty=11, Ty = — 16, X1=6, Xe=13;

pour p,=—2,
xy =56, x, = —69, Xy =15, Xo = 10;
pour p,=— 3,

1‘1=I59, Ty = — 184, X]Z'lg, x2=')_|,

Des formules (8) on peut encore déduire des for-
mules générales en prenant pour p, une fonction d’un
paramétre A, telle que le nombre N correspondant soit
une fonction de A décomposable en un produit de deux
facteurs Soit, par exemple, p,=1—5A; on a alors
successivement

N = 200h2—60h + 5, a=>5, b=/foh— 12N +1,
et 'on obtient ces formules

2y =—100h3+125h2— 46~ + 5, Xy=10h2—13h + 3,
o= 100h3—115h2+ 38h — 3, Xo=10h2— 3h—1.

Posons encore

pr=2h*+ h3—3h2+ 9;
on a alors

N =328+ 32hT — 88/6 — 48 A5+ 128 ht + 28 h3 — 81 A2+ 25
= (8ht—10h2+2h+5)(4h*+ 43— 6~ — 2 h + 5),

et, par suite,

a=8ht—joh2+2h + 5, '
b= 4ht+ {RI—6h1—2h+5,
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d’ou
x = 2h7—h6-4h5+3h‘+2h3—2h’,
Ty=—9ohT+ hS+ fRS — fh*t — 23+ Fh2—1,
Xy =h*+ h3—2h2+1,
Xy= ht—h3— h2+ h;

on retrouve donc une formule de M. Gérardin (').

i. Systémel;. — Dansle cas ot n=3, le systéme I,
s’écrit
() + o+ x3)2+ 7, = X},
(&) + 29+ x3)*+ 2y = X3,
()4 T2+ x3)2+ 3= X}.
On a dans ce cas

N=a.b =8(pi+p}+pip2) —4(pr+p2)+1,

et les formules (4) prennent la forme
xry= py [3p.+zp,i‘é(a+b:.2)’].
To= ps [2p,+3p2-_4- é(a—k b:z)],
— T3 = I:pl—o—p,t %(a-i—b¢2)](’zp,+2p,—l)+p?+p§:

Xi=2p1+ p,:ti(a—f—b:r_z),

-~

X, = p1+zpzr%(a+b¢2),
X;= %(a—b).
Prenons, par exemple, p, =5, py=— 4; on a alors

N =165, d’ott « = 15, b= 11. On trouve ainsi

ry=95, Ty=—4f0, xr3=—48, X;=12, X;=3, X;=1.

(') Intermédiaire des Mathématiciens, question 4551, 1915,
p. 193.
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Avec les mémes valeurs de p, et p,, on peut encore
prendre @ =33, b =25. On en déduit ces deux solu-
tions

= 125, 7y = — 64, x3=— 51,
Xi= 15, Xy= 6, Xz= 7;
Ty =— 65, 9= 88, x3=—32,
Xl——' 41 X!= l3a x3= 7
De méme, avec p,=2, p,=1, on a N = 45 et, par

suite, les deux décompositions « = g, b =5 et a =15,
b=23; on obtient

ry=1u8, x=13, x3=—35, X;=8, X,=7, Xz=1
ry=132, X=15 z3=—40, X;=9, X,=8, X3=3.
Posons encore p, =5, p,= —1; on trouve

N =153,
d’ou

a=1y, b=g ou a =51, b =3.

On en déduit ces solutions :

Xy = 125, Ty =— 19, xryg=— 9b,
Xy= 15, X, = 9, X3 = 2;
zry= 195, &y =—33, &3 =—145,
Xi= 22 Xo= 16, X;= 12
ry=— 75 Ty =—2I, z3= 44,
X, = 5, Xo= 11, X3 = 12.
Si py=—py=p, on a N=8p2+1, et les for-
mules (9) s’écrivent
1 1
f:=1>[pi;(a+b¢2)], Xy = piz(a+b¢2),

.T.2=p[p'_}:é(a+b$2)], X2=—pi%(a+b¢2),

a'3=i%(a+b:'z)——2p?, X3=%(a—b).
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Ainsi, avec p =2, on a

xy =16, Zy=— 8, ry=—25,
X,= 5, X2= I, X3= 23

avec p = 4, on trouve ces deux solutions :

ry= 104, Zg=— 72, Zr3=—2I,
Xy = 15, Xy = 7, X3= 103
zy=— 8o, Xy = —112, x3=— 44,
X,= 8, X2= 16, X;,: io.

Pour le systeme Iy, les formules (5) et (6) donnent
les solutions générales suivantes :

z1=pi[4(pt+p}+pi1p2) +P1]s
2y = p2| 4(p}+ P+ p1p2) + P2,
—x3=12(p}+p}+ p1p2) (2p1+2p2—1) + pi+pi,

Xy =2(p}+ pi—+pi1p2) +py,
Xe=2(p} -+ pi—~+p1p2) + pa,
Xy=2(pi+pi+pP1P2) —P1—p2

et
#1=—p1[4(p}+pi+p1P2) —5p1— bhpa+ 2],
zy=— p2[4(p}+ pi+ p1p2) — 4p1—5pa-+2],
zy3=[2(p}+pi+p1p2)—2p1—2p2+1]

X (2p1+2pe—1) — pt—pi,
Xi=2(pt+pi+pip2)—3p1—2p2+1,
Xe=2(p}+pj+pip2) —2p1—3pa+1,
Xs=2(pi-+pi+pip2)— p1— Pp2

Pour p, =1, p»= 2, ces deux formules donnent

ry= 29, xz,= 6o, x3=—175,
X;= 13, Xe= 16, X;3= 113
Zy=—17, e =— 32, rs= 4o,
X;= 8, X = 7, X3= 11.

De (7) on déduit aussi cette solution générale, ou I'on
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a posé py=—p,=p,
zy=—p(pt—p+2), Xi=2p*—p—+y,
Za= plip*+p+2), Xy=op*+p+1,
Z3=—(4pr+1), X3=2p*
Par exemple, p = 3 donne

xry=—105, 2, =123, Zy=— 37,
X;= 16, Xy = 22, X;= 18.

On peut toujours déduire de () de nombreuses for-
mules générales, si I'on prend pour p, et p, des fonc-
tions d’un parametre h telles que le nombre N corres-
pondant soil toujours un produit de deux facteurs.
Ainsi pour py =1, py==3h—1, on trouve

=72h2—36h + 9,
d’ott 'on tire d’abord
a=24h2—12h+3, b =3.

On a alors les formules

zy=3(4h2+1), Xy =2(3ht+1),
2y =36h3— 3h2—1, Xo=3h(2h +1),
r3=— 363+ 3h2+1), Xs=3h(2h —1)
et
ry=—12h3+12h —3, Xy=6h2—6h + 1,

Zy=—236h3+57h2—30h + 5, X,=6h2—9gh+3,
xy3= 36h3—51h2+ 24h — 4, X;=3h(2h —1).

Si l'on prend ensuite
‘a=8h‘3—4h+1, b=g9,
on trouve ces solutions générales :
ry=4h2+4h+5, Xi=2ht+2h +3,

Ze= (3h —1) (42 +7h +3), Xy=oht+5h 41,
x3= — h(12h2+19h + §), X;=2ht— h—2
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et
$|=*(4h2—8h+5), x1:2h2—-/|h+2,
Xs=—3h—1)(4hr—11h+7), Xy =2h*—7h + 4,
r3=12h3—35h2+ 28 — 5, Xz=2h*— h—2.

EtunE bu sysTeme II,,.

Si I'on pose encore
T+ Ty, . Ty T, =,

et si l'on ajoute les équations membres a membres, on
voit que, pour résoudre le systéme II,,, il suffiv de
résoudre I’équation

(10) net—(n—Ot =X+ X2 +...+ X2_, + X2

Les inconnues z,, z,, ..., z, ont alors pour expres-
sions

y=X}—2+¢, xy3=Xi—-08+¢ ..., z,=XZI-02+1¢.
Posons
() Xy=t+p, Xe=t-+py ..., Xpq=t+pp-;

suivant que ¢ sera posilif ou négatif, les inconnues z,,
Zay ...y Zn_, auront donc les signes de py, pay -..y Pay
ouceux de — (pi+1), —(p2+1), ooy, — (Pr_s+1).
Désignons encore par Zp et Xp? la somme des n —1
nombres p et celle de leurs carrés; si P'on porte dans
‘équation (10) les valeurs (11), on trouve

t2— (2Ep+n—1)t—Ipr—X2=o.

Considérons d’abord le cas o n est impair, et soit
n=2k-+1.0na alors

=Zp+kEy(Ep+k)+ Zpr+ X3,
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Pour que le nombre
N=(Zp+k)2+ X p?

soit une différence de deux carrés, il faut qu’il soit
impair, ou multiple de 4.

Si k est impair, c’est-a-dire si n est de la forme
4m—n1, le nombre N est toujours impair, puisque I p
et p? sont de méme parité.

Supposons ensuite que k soit pair. Si Zp est pair,
(Ep + k)* est multiple de 4, et il faut, par suite, que
Y p? soitaussi multiple de 4; il faut donc que le nombre
de nombres p impairs soit nul ou multiple de 4. Si, au
contraire, p est impair, (Zp + k)* est de la forme
4m —+1, et il faut que Ip* soil de la forme 4m —1.
Par suite, le nombre des nombres p impairs doit étre
de la forme 4q —1.

En résumé, pour que N soit différence de deux
carrés, les nombres p peuvent étre quelconques, excepté
que, si n est de la forme 4m + 1, le nombre des nom-
bres p impairs doit étre de 'une des formes 4¢q, 4q¢ — 1.
Si 'on décompose le nombre N en deux facteurs de
méme parité @ et b, on a

X,Lz—;(a—b), t=2p—+—l;i-;(a+b),

et, suivanl qu’on adopte dans 'expression de ¢ le signe
-+ ou le signe —, ¢ sera positif ou négatif.

En réunissant les considérations qui précédent, on
obtient le résultat suivant :

Si n est impair, on choisit n—1 nombres p,,
P2y -+ Pn-s €t Uon décompose le nombre

N=(Zp+k)2+ Zp?

en un produit de deux facteurs a et b de méme
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parité; on a alors des solutions du systéme 11, en

prenant

@y=|Sp+kE(a+b)|pi+1)+ph

- -

Xy = 2p+ki—;-(a+b) (2p2+1) + pi,

Xpoq = Eﬁ—’—ki:‘;(a'*‘ b) (2P1141+1)+Pl2l—h

- :
—x,= Zp+kié(a+b)](z$p+n—2)+Epz;
L

X, = py +Zp+kt%(a+b),

Xo=ps +Sp +k-_‘—i(a+b),

Xp=pna+Ip+k=* ;(a—i—b),

1
\ X, =;(a —b).

Les nombres p sont quelconques; toutefois dans le
cas ot n est de la forme 4m 1, il faut que le
nombre de nombres p impairs soit de Uune des
SJormes 4q, 4q —1. Suivant qu’on prend dans les for-
mules qui précédent les signes supérieurs ou infé-
rieurs la ou figurent les doubles signes, les incon-
nues x,, Ty, ..., £, auront les signes de py, ps, ...,
Paoy ou ceux de —(p,+1), —(pa+1), ...,
- (pn—' + ‘)'

Supposons maintenant que n soit pair; on a alors

t= %[z}:p+n——liV(zZp+n—|)2+421ﬂ+4x,3].

Le nombre
N=(28p+n—1)2+ 42 p?
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est alors toujours de la forme 4m +1 et est, par suite,

au moins d’une fagon, la différence de deux carrés dont
le plus petit est pair. Si N = a.b, on aura

X,,:'Z(a—b), t:Epi—%(a—i—bizn_T_z),

et I'on obtient, par conséquent, ce résultat :

Sinest pair, on choisit n— 1 nombres quelconques
Piy P2y very Pa_s €t Uon décompose le nombre

N=(0(Ep+n—1)2+ 4Zp?

en un produit de deurx facteurs a, b; les formules
sutvantes donnent alors des solutions du systéeme 11, :

ry = (Zp-_h;(a-i—b:tzn‘_;‘z) (2p1+1)+ pi,
4 J
~ . 3
= EpE-(a+bxtanx2)|(2py+1)+pi,
i 4

, 1
Zp-y=|Lp == ;(a—;—bizn:_-z) (2Pn—y+1)+pi_y,
4

—r,= L}‘,pi%(a—l—biznxz)w(22p+n—2)—|—2p2;

X

1
p.—i—.‘.‘.piz(a—\\—bian‘_z),

Xo=py+ Zpkt (a+bvt2n_T_‘z),

|
4

1
Xu-—:=Pn—t+Epiz(a‘*-b'—ttlﬂiﬂ,

m:%m—by

Les inconnues z,, X, ..., Z,_, auront les signes

dep,,psy...s posouceuxde —(py+1), —(pa+1),...,
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— (Pror + 1) sutvant qu’on prend dans ces formules
les signes supérieurs ou inférieurs la ot figurent des
doubles signes.

6. Formules a n —1 paramétres. — Comme nous
I'avons fait pour le systeme I, nous pouvons déduire
de ce qui précéde des formules générales a n — 1 para-

metres py, P, ..., Pn_y; nous considérons encore Lrois
cas:

a. n de la forme fm —1; on a vu qu’alors N est
toujours impair. Prenons donc @ = N, b=1; on obtient
ainsi ces formules

x=|(EkHIpE-(SppE o Spik - Lkt ->Z (2p1+1)+pt,

2= (1 f:/.-,x,»i%(:,))-:f_%::pﬁig(/ct.)? (2pa—+1)+p3,

Tn-1= (|+/.) pE— (‘/’)2 SEpE (AR Opaa+1)+phoy,

—z,= (1-_5:A‘)E/;'_+-;(E/;)2t Lprd— (/\ l)2 (Ep+n—2)+3Ip?;
(14) .

1 I
X,=p1+(liﬂ‘)2pijl)-(2p)2t;Zp?:*:;(ktl)'l,

T 1 1
— “+ [ + S (Ep)= S p2 = (k)2
xz_pﬁ—(n__A)Zp_z(Zp) _221; __2(1.—1),

1 1 1
Xn_I:p,),|+(l:‘:k)zp:t;(xp)?_’l‘_;Zpgi ;‘(ki 1)

!l Xp=kZp—+ %(Sp)?-i,— ;1-2;)24- 5(/6-’—4).

B. n de la forme 4m —+ 1; dans ce cas le nombre de
nombres p impairs doit étre de 'une des formes 4 ¢,
4q —1 et N est toujours multiple de <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>