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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 

[ K ' 6 b ] [ K 1 1 1 ] 
s u i t i l s FAMILLES DE CERCLES; 

PAR M. R. GOORMAGHTIGH. 

I. — GÉNÉRALITÉS. 

1 . Considérons une famille de cercles TU dépendant 
d'un paramètre ; le lieu de leurs centres P est une 
courbe F et leur rayon H est une fonction de l'arc 5 de 
cette courbe. En vue d'employer les méthodes de la 
Géométrie intrinsèque, prenons pour axes mobiles 
des x et des y la tangente et la normale en P à la 
courbe T (Jig. 1). D'une manière générale, les coor-
données des points où la courbe 

/(*» y, s) = o 

touche son enveloppe s'obtiennent ( ' ) en résolvant le 
système formé par cet le équation et 

X àf àf df 

où p désigne le rayon de courbure de Y en P. 
Or, l'équation du cercle tz est 

f(x, y, s) == R2 = o. 

(*) CESÂRO, Naturliche Geometrie, p. 24. 
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( 2 ) 
Pour ce cercle, l'équation (i) devient 

dK 
x = — R 

ds 

Par suite, si Ton désigne l'angle K , P # par 6, les 

Fig. i. 

coordonnées des points K , et K 2 où r touche son enve-
loppe s'écrivent 

et l'on a 

( a ) 

a ? = R c o s G , j = ± R s i n O , 

. d R 
cosO = 7- • 

ds 

L'angle 6 sera obtus quand R croît en même temps 
que s, aigu dans le cas contraire. 

Les points où un cercle tz de centre P touche son 
enveloppe sont symétriques par rapport à la tan-
gente en P au lieu des centres des cercles consi-
dérés (*). 

(*) Ce résultat et la relation (2) s'établissent aisément au moyen 
d'une considération de limites. 



( 3 ) 
2. L'enveloppe se compose de deux branches E f 

et E 2 qui sont les lieux des points K< et K 2 . Cherchons 
les coordonnées y 4 ) , ( x 2 y y z ) des centres de cour-
bure C|, C 2 de E|, E 2 respectivement en K^ et K 2 . La 
droite P R j a pour équation 

( 3 ) Y — x tangO = o. 

Pour trouver les coordonnées du point C4 où cette 
droite touche son enveloppe, il suffit de résoudre le 
système formé par (3) et l'équation 

¿0 
(y — p) tangO -+- x H-

px 
cos2G ds 

obtenue en dérivant (3 ) sous la forme (i) . On trouve 
ainsi 

(h) xx = 
sinO cos6 

dd 
1s 

71 = <M 
ds 

(5) 

De même, on obtient 

sinô cosG 
dti 
ds 

y 2 = 
sin26 

de 
ds 

On en déduit 

( 6 ) PC, 

et 

sinô 
PC, = 

sinô 
i PC, = 

i d% 
p ds p ds 

où Sj = zt i , e2=- dz i suivant les cas. Ceci exprime ) 
que la courbe T a en P même centre de courbure que 
la conique qui touche T en ce point et a C< et C2 pour 
foyers. 

( * ) G E S À E O , Naturliche Geometrie, p. 



( 4 ) 
Les centres de courbure des deux branches de 

ï enveloppe du cercle tz sont les foyers d'une conique 
ayant en P avec T un contact du deuxième ordre. 

On peut énoncer ce théorème sous la forme suivante, 
utile pour certaines constructions : 

Si Von projette le centre de courbure G de F 
sur PG,, puis le point obtenu sur PC, cette dernière 
projection appartient à la droite C|C2-

3. Des expressions ( 4 ) e t (5) on déduit le coefficient 
angulaire de la droite C , C 2 

I dQ i d 0 

p 
hd7 p ds 
I ( rr- H 777~ 

tangO = — p tangu — . 

i dU î cM 
p ds p ds 

Cette droite a donc pour équation 

f ami; ^un \ 
i x — ; — w ) 

V p + d-s / 

sin20 /v dQ / sin 6 cos 0 \ 
¡¿g- = — P l a n 8 0 g j | 

p ds 

ou, plus simplement, 

( 7 ) y = p s i n e ( s i n O - ï £ ï ï g ) . 

Elle coupe la droite K, Ko, d'équation 

( 8 ) x — R cosô = o, 

en un point d'ordonnée 

( 9 ) p s i n e ^ s i n B — R ^ . 

Cherchons, d'autre part, l'ordonnée du point C 3 où 
la droite K , K 2 touche son enveloppe. Résolvons donc 



( 5 ) 
le système d'équations formé par (8) et l'équation 

(10) y — p — p c o 1 2F = 

obtenue en dérivant (8) sous la forme (i). En tenant 
compte de (2), l'équation (10) s'écrit 

A (11) y — p s i n 2 ô - f - p R s i a = o. 

De (8) et ( 1 1 ) on déduit pour l'ordonnée de C 3 

sin G — R ) > 

valeur identique à (9). On a donc ce théorème : 

Les centres de courbure de enveloppe en ses 
points de contact avec un cercle iz sont en ligne 
droite avec le point oà la corde de contact de cette 
enveloppe avec ce cercle touche son enveloppe. 

Ce théorème donne lieu à des conséquences intéres-
santes dont quelques-unes sont des propositions con-
nues ( 1 ). Il peut être considéré comme la généralisation 
d une propriété des centres de courbure aux points 
correspondants de deux courbes inverses. 

Si l'on applique le théorème de Menelaùs au triangle 
C, PC2 

coupé par la transversale K.4K2C3, on voit que 
le point C3 divise C< C2 dans le rapport de K4 C4 

à K 2 C 2 . On peut donc énoncer la propriété qui précède 
de la manière suivante : 

Le point où la droite K< K2 touche son enveloppe 
divise la droite qui joint les centres de courbure des 
enveloppes E , et E 2 en et K 2 dans le rapport des 
rayons de courbure correspondants. 

(') Voir paragraphes 5, 14, 16, 20, 22. 



( 6 ) 
4. Courbes équidistantes. — On sait que T est la 

courbe équidistante (*) de et E 2 . Les développe-
ments qui précèdent donnent la construction de la 
tangente et du centre de courbure au point P de cette 
courbe. Si Ton mène de P les normales égales PR, 
et PK 2 aux courbes E , et E 2 , la tangente P x en P à T 
est la bissectrice de l'angle K , PK 2 . Le centre de cour-
bure s'obtient par la construction suivante : 

La droite qui joint les centres de courbure C , , C 2 

des courbes E l 5 E 2 en K , , K 2 rencontre la normale à 
la courbe équidistante en L. La perpendiculaire 
en L à PL rencontre PC4 en N, celle en N sur PGt 

coupe PL au centre de courbure cherché. 

o. Fibre moyenne ( 2 ) . — On considère les cordes 
K , K 2 également inclinées sur deux courbes E , , E 2 , 
telles que les tangentes en K , et K 2 à ces courbes 
forment avec K , K 2 un triangle isoseèle. 

Le paragraphe 3 donne la construction du point où 
une telle corde K , K 2 touche son enveloppe : 

Le point où K|K2 touche son enveloppe est son 
point d'intersection avec la droite qui joint les 
centres de courbure des courbes E 0 E 2 e/i K , et K 2 . 

Le lieu O du milieu Q de K , K 2 est, d'après la déno-
mination de M. d'Ocagne ( 3 ) , la fibre moyenne des 
courbes E f , E 2 ; ce lieu est la courbe orthoptique de T 
et du lieu de C 3 . On déduit donc des résultats qui pré-
cèdent cette construction de la normale au point Q de 
la fibre moyenne : 

( 1 ) LORIA-SCHÜTTK, Spezielle ebene Kurven, t. II, p. 356. 
( 2 ) LORIA-SCHÜTTE, Ibid., p . 
(3) Cours de Géométrie descriptive, Paris, 1S96, p. 275. 



( 7 ) 
La droite K , K 2 rencontre en C ̂ la droite^ qui joint 

les centres de courbure en Kj et K2 des courbes don-
nées Ej et E 2 ; les normales à ces courbes en ces points 
se rencontrent en P ; la droite qui joint Q au milieu 
de PC3 est la normale cherchée. 

6. Trajectoires orthogonales. — Au lieu de rap-
porter le cercle TC à la tangente et la normale de Y en P, 
considérons un point M où le cercle rencontre une tra-
jectoire orthogonale et prenons pour axes mobiles la 
tangente et la normale M y { à cette trajectoire en 

Fis 

ce point (jig. 2 ). Soient p,, C^ l'arc, le rayon et le 
2" 

centre de courbure de cette trajectoire en M. Si l'on 
dérive l'équation 

X2 -h y2 -h 1 ]XX — O 

du cercle TT, S O U S la forme 

-, àf àf àf 
{y ~ pi)/  0 0 a pi a = 

ôx ày ' dsi 

on obtient pour l'équation de la corde de contact du 



Cette droite contient le centre de courbure C^ de la 

trajectoire orthogonale en M. On retrouve donc cette 
propriété connue : 

La corde de contact d^ un cercle tz avec son enve-
loppe est le lieu des centres de courbure des trajec-
toires orthogonales de la famille de cercles aux 
points ou elles coupent le cercle tz. 

7. Trajectoires d'angle a. — Plus généralement, 
rapportons le cercle tz à la tangente et la normale au 
point M où ce cercle rencontre une trajectoire d'angle a 
{fig. 3). Soient s2l p2> l'arc, le rayon et le centre 

de courbure de cette trajectoire en M. L'équation du 
cercle étant 

Fig. 3. 
3 

x*-\- 2 R ( # s ina — y cos a) = o ; 

celle de la corde de contact du cercle avec son enve-



( 9 ) 
loppe sera 

( y - p , ) ( a r - f - R s i n a ) 
aU 

— — R c o s a ) -h O s i n a — c o s a ) ^ = = 

Cette corde coupe la tangente 

y — x t a n g a = o 

en M à t. sur la droite 
R c o s a ) — RjK s i n a -f- p 2 R s i n a — o; 

c'est la droite PC« ( ' ) • L'intersection de la tangente à tz 
en M avec la corde de contact de TT avec son enveloppe 
est le cenlre de courbure de la trajectoire orthogonale 
au point M. On a donc cette construction du centre de 
courbure de la trajectoire d'angle a en M : 

La tangente en M à - rencontre la corde de con-
tact de ce cercle avec son enveloppe en C^; le centre 

Y 
de courbure C a est à Vintersection de PC^ et de la 

¥ 
normale en M à la trajectoire considérée. 

Prenons maintenant pour axe polaire la langente P x 
en P à la courbe F; désignons par a la distance PQ, 
par l le rayon vecteur PC a , par to l'angle de PC a 

avec P# , par ¡3 l'angle CWPM. Nous avons alors 
Y 

r>r a n Rcos to 1 j cos p = , 

(1 ) Si l'on considère, pour une famille de courbes quelconques, 
les trajectoires qui passent par un point donné et qui correspondent 
à différentes valeurs de a, le lieu des centres de courbure de ces 
trajectoires eu ce point est une droite ( voir C E S À R O , Natürliche 
Geometrie, p. 148). 



( IO ) 
d'où l'on déduit, en considérant le triangle PMC a , 

R s i n a _ R s i n a 
sin({3— a) s i n ^ c o s a — cosjSsina 

a R sina 

cosa y/a2— R2 cos2u> — R sina cosw 

Lorsque le point M se déplace sur le cercle 7r, l'angle a 
reslant constant, le lieu de C a est donc une conique. On 
a donc le théorème suivant : 

Les centres de courbure des trajectoires d'angle a 
d'une famille de cercles aux points où elles ren-
contrent Vun des cercles appartiennent à une même 
conique. 

I I . - CERCLES DILATÉS OU CONTRACTÉS. 

8. Centre de courbure de Vovale de Descartes. — 
Soit M un point de l'ovale de Descartes définie par les 

Fig. 4-

foyers F et F ' et les constantes X et V . En désignant FM 
et F 'M ( jig. 4) par r et r\ on a donc 

Xr + X r ' = a , 



( " ) 
d'où, par dérivation, 

> dr dr' 
\ _t_X' - r - = o, 

ds ds 

ou, eu égard aux formules de Cesâro qui servent à 
exprimer que les points F et F ' sont immobiles ( 1 ), 

(12) X c o s 6 - f - X ' c o s O ' = o, 

9 et désignant les angles de MF et M F avec la tan-
gente Mx en M à l'ovale. Par suite, la normale s'ob-
tient en composant deux vecteurs proportionnels à \ 
et V dirigés de M vers F et F ' ( Poinsot). Les secondes 
formules de Cesâro donnent ensuite 

dO _ 1 s in6 _ 1 sin6' 
ds p r d s p r' 

où p désigne le rayon de courbure de l'ovale en M. On 
en déduit 
/ ) 1 • a dû -V / • A, dû' 
(l i ) À sin 6 -=—h a sin 6 — 

ds ds 
— * s i n 0 _ * s i n l 0 __ X' sin*6' 

~~ P P r 

En dérivant ( 12 ) par rapport à s, on voit que le pre-
mier membre de ( i 3 ) est nul. Donc 

, . . X sin0 -f- X' sine' Xsin*e X'sin2e f 

( I \ ) — 1 p r r' 

Comme X et à' sont proportionnels à —cosO7 et 
cosô, on a, par suite, 

s inFMF' cos9' s in 26 cosBs in 2 e ' ii5) = 1 
p r r 

Les perpendiculaires élevées en F et F ' sur M F 

( * ) C E S Â R O , Naturliche Geometrie, p. 22. 



( ) 
et MF' rencontrent la normale en a et a', celles élevées 
en a et a' sur cette normale coupent FM et F 'M en ¡3 
et ¡3'. On a alors, d'après ( i5) , 

s i n F M F ' _ s ina 'M ¡3' s i n a M p 
p ~~ Mp 1 

ce qui exprime, en vertu d'un théorème élémentaire, 
que le centre de courbure recherché G appartient à la 
droite ¡3|3'. On a donc celte construction du centre de 
courbure de l'ovale en M : 

Les perpendiculaires élevées en F et F ' sur MF 
et MF' rencontrent la normale en a et a', celles éle-
vées en a et <yJ sur cette normale coupent MF et MF7 

en ¡3 et [3'. Le centre de courbure est à l'intersection 
de ¡3 ¡3' avec la normale (1 ). 

9. Cercles dilatés ou contractés. — Supposons 

qu'on dilate ou contracte dans un rapport donné 

les cercles tz par rapport à leurs centres et proposons-
nous d'étudier les rapports entre les éléments de la 
figure i et ceux de la nouvelle figure ( j ï g . 5) obtenue 
en considérant les cercles dilatés. Appelons IV le rayon 
du cercle dilaté tJ déduit du cercle tz, K', et K/2 les 
points de contact de tz' avec les deux branches E, et E 2 

de la courbe que ce cercle enveloppe quand son centre 
décrit la courbe T, Q ; le milieu de K/4 K'2, C'4, C2 les 
centres de courbure de E\ et E 2 en K', et K 2 , C3 le 
point où K!> touche son enveloppe. 

(*) M. H. Bouvaist a donné (Nouvelles Annales, 1914, p. 347) 
une autre construction qui nous paraît moins simple. Elle est 
déduite directement de la relation (14) sans passer par la forme (i5) 
qui donne lieu à une construction géométrique plus simple. 



( ' 3 ) 

Il est aisé de voir que C ,C 2 est parallèle à C\C2. 

Car, si l'on désigne l'angle K', V x par on a 

(i<i) dR' X 
— = COSO = V ? C O S 6 , 

ds A 

relation dont l'importance pour l'étude des caustiques 
par réfraction est évidente. On a ensuite 

M ; ) 

et, par conséquent, 

sinu - 7 - = -r -s in0-7- , 
ds X ds 

ùr dV . 
tangu —r = tango 

ds 0 ds 

En tenant compte de la valeur du coefficient angu-
laire de C, Co, trouvée au paragraphe 3, on voit que les 
droites C, C 2 et C'4 C!, sont parallèles. 

On considère, pour une position du cercle tz, les 
points oil les cercles nf correspondant à des dilata-
tions quelconques touchent les enveloppes E't et E'a 



( x4 ) 
qui leur correspondent. La droite qui joint les 
centres de courbure de ces enveloppes en ces points 
reste parallèle à une direction jixe. 

D'autre part, on a 

Or, si l'on désigne par L ' le point analogue à L cor-
respondant au cercle TI', 

CL' = p cos28' = ( p ^ C L . 

De là on déduira aisément que le point C'3 appar-
tient à la droite CC3 et qu'on a 

C C ' , : GCI 
- m 

Tous les points C 3 qui correspondent à une posi-
tion du cercle net à des rapports de dilatation quel-
conques appartiennent à une droite issue du centre 
de courbure C de la courbe Y au point P. 

10. La comparaison des expressions de PC, et PC2 

conduira à une importante généralisation des dévelop-
pements du paragraphe 2. 

On a, d'après (6), 

. 4- sin2 6' 
^ _, sin8 À 

i dW W i . ûr X' . ¿8' — -r sin6 — T- sin 6 —-— 
p ds À p k ds 

ou, en vertu de ( 17) , 
-r- sin2 

P G ; = X 

v i . A; . A ¿e 
- — s i n 8 — sin8 — 
X p ds 



( i5 ) 
On en déduit 

( 18) 

Or 

( 1 9 ) 
sin2 0 
PC, p 

s in6 . h sin 6 — 
ds 

En ajoutant membre à membre les relations ( 18) 
et (19), on obtient 

, , X sin0 -4- X 's in0 ' Xs in 2 0 X ' s in 2 0 ' 

relation identique à (i4)-
Par conséquent, l'ovale de Descartes de foyers C< 

etC'2, passant par M et correspondant aux const antes 
X', a en M même centre de courbure que la courbe T. 
D'où ce théorème qui généralise celui du paragraphe 2 : 

Le centre de courbure de la première branche de 
Venveloppe du cercle TT et celui de la seconde branche 
de Venveloppe du cercle dilaté TC' sont les foyers 
d'une ovale de Descartes correspondant à des con-
stantes dont le rapport est celui de la dilatation et 
qui a au point P un contact du deuxième ordre avec 
la courbe T. 

On en déduit la construction qui sert à déduire le 
point C'2 de : 

On élève en C, sur PC< une perpendiculaire qui 
coupe PC en a, puis en a une perpendiculaire sur Pa 
qui coupe PC, en ft; C¡3 rencontre K 2 P en ¡3'. On 
projette ft' en a' sur PC; C2 est la projection de a' 

(20) 
P PCt pc;> 

sur K;P. 

1 1 . Ce résultat permet d'obtenir immédiatement, 



( i6 ) 
pour une position du cercle TU, le lieu des points 
et C'2 correspondant aux cercles dilatés déduits du 
cercle iz en lui faisant subir des dilatations quelconques. 
Ceci revient à chercher le lieu du second foyer d'une 
ovale de Descartes qui a pour foyer un point donné et 
a en un point donné un centre de courbure donné. 

Si l'on reprend donc la figure 4> la droite jâ'C étant 
fixe, on suppose ¡3, a, F mobiles et Ton cherche le lieu 
de ce dernier point. Or, il est aisé de voir que a F en-
veloppe une parabole tangente à MC en M. Par suite, 
le lieu de F est la podaire d'une parabole par rapport à 
l'un de ses points, c'est-à-dire une cissoïde oblique. 
On a donc ce théorème : 

Le lieu du second foyer d\ine ovale de Descartes 
dont un foyer est un point fixe donné et quia en un 
point donné un centre de courbure donné est une 
cissoïde oblique. 

Fig. 6. 

Ensuite, revenant à l'étude des enveloppes des 
cercles dilatés, on a la proposition suivante ( f i g . 6) : 



Quand on considère, pour une position du cercle -, 
les cercles r! correspondant à des rapports de dila-
tation quelconques, le lieu des centres de courbure 
de leurs enveloppes E', et E 2 aux points de contact 
avec ces cercles est une cissoïde oblique. 

12. Lieu des points dont les distances à deux 
courbes sont dans un rapport constant. — Quand on 
considère comme courbes données les courbes E, e tE 2 , 
le lieu cherché est la courbe F; d'après ce qui précède, 
sa normale s'oblient. en composant deux vecteurs di-
rigés suivant PC, et PC2 et proportionnels à A et V. 

En outre, on a pour son centre de courbure la con-
struction suivante : 

Les perpendiculaires élevées en C, et C., sur PC| 
et PC., rencontrent la normale en a et a', celles éle-
vées en x et a' sur cette normale coupent PC| et PC., 
en ¡3 et ¡3' . Le centre de courbure cherché est le point 
de rencontre de ¡3¡3' avec la normale. 

13. Fibres moyennes. — Comparons les deux fibres 
moyennes, lieux des points Q et Q'. D'après le para-
graphe 5, leurs normales en ces points coupent PC aux 
projections T et rF de C3 et C';{ sur PC. On a, d'autre 
part, 

d'où ce théorème : 

Si Von considère sur la tangente en un point va-
riable P d'une courbe F deux points variables Q 
et Q' tels que le rapport PQ : PQ' soit constant, le 
centre de courbure de F en P divise dans le même 
rapport constant le segment que déterminent sur la 

Ana. de Mathémat., 4e série, t. XVI. (Janvier ¡<ji6,) 2 
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normale de F en P les normales en Q et Q' aux lieux 
de ces points. 

On voit que cette proposition généralise une pro-
priété bien connue des développées intermédiaires (*); 
ce cas s'obtient quand Y est la développée du lieu de Q. 

I I I . — C A S SPÉCIAUX REMARQUABLES. 

14. Vinversion. — Quand la droite K , K 2 égale-
ment inclinée sur les courbes E< et E 2 passe par un 
point fixe C 3 , ces courbes se correspondent dans une 
inversion de cenlre CtV Le théorème du paragraphe 3 
donne alors cette proposition d'ailleurs connue ( 2 ) : 

Les centres de courbure en deux points corres-
pondants de deux courbes inverses sont en ligne 
droite avec le centre d^inversion. 

Si E, et E 2 appartiennent à une même courbe, 
celle-ci est anallagmatique, la déférente étant la 
courbe F. Les cercles TT sont alors orthogonaux à un 
cercle de cenlre C 3 . Or, si l'on dilate ces cercles dans 

le rapport constant ~ par rapport à leurs centres, on 

aura, en vertu du paragraphe 7, 

X2_ X'2 
G« C, ; CaC : 

X'2 

les lieux de C3 et de C sont donc homothétiques. 

Une courbe anallagmatique est Venveloppe des 
cercles orthogonaux à un cercle fixe et dont les 

( ' ) L. DRAUDE, Les coordonnées intrinsèques (Scientia), p. 55. 
('•) CI:SARO, Natürliche Geometrie, p. 29. 



( 19 ) 
centres appartiennent ci la déférente; si Von dilate 
ces cercles dans un rapport constant par rapport à 
leurs centres, les cordes de contact de ces cercles 
avec leurs enveloppes sont normales à une courbe 
ho mot hé tique à la déférente. 

15 . Le rayon R est proportionnel à Varc s. — 
On a dans ce cas 

dR R 

(il) R = as, cosu = — = — a — v 7 ds s 

Les développées de E, el E2 sont donc les dévelop-
poïdes d'angle ±: G de la courbe F. D'où ce théorème : 

Les développoïdes d'une courbe sont les dévelop-
pées des courbes qu* enveloppe un cercle ayant son 
centre sur la courbe donnée et dont le rayon varie 
proportionnellement à Varc de cette courbe. 

M. Braude a démontré ( ' ) que l'enveloppe des 
cercles obtenus en contractant les cercles oscillateurs 
d'une courbe dans un rapport constant par rapport à 
leurs centres, se compose de deux développoïdes de la 
courbe. Cette propriété résulte des considérations qui 
précèdent, si l'on prend "pour courbe T la développée 
de la courbe considérée et si l'on tient compte de la 
relation (ai) . 

Quant aux cercles oscillateurs contractés par rap-
port au point de contact avec la courbe donnée, consi-
dérés aussi par M. Braude, la construction par points 
de leur enveloppe résulte du paragraphe 1 et de la 
propriété des développées intermédaires, que dé-
crivent leurs centres, rappelée au paragraphe 1 3 . 

(*) Les coordonnées intrinsèques (Scientia), p. 22. 



( 20 ) 

16. Cas d1 un cercle - égal au cercle oscillateur. 
— Dans ce cas 

as ' as ' 

p' désignant le rayon de courbure de la développée de T 
en C. On a donc ce théorème : 

Quand on décrit, de chaque point d'une courbe 
comme centre, un cercle égal au cercle osculateur, 
la corde de contact de ce cercle avec son enveloppe a 
pour enveloppe la troisième développée de la courbe. 

En ou Ire, le théorème du paragraphe 3 donne la 
propriété suivante : 

Les centres de courbure de Venveloppe aux points 
ou elle touche le cercle sont en ligne droite avec le 
troisième centre de courbure de Y en P. 

1 7 . Courbes isotèles. — Lorsque la branche E f de 
l'enveloppe se réduit à un point fixe la courbe Y 
est l'isotèle (•) de la courbe E 2 pour le point K , . La 
libre moyenne <I> ( fig. rj) est alors homothétique à la 
courbe E 2 et Y est Fantipodaire de (ï> relativement à K ,. 
On retrouve donc ce théorème bien connu : 

L'isotèle d*une courbe E 2 par rapport à un point 
K, est homothétique à Vantipodaire de cette courbe 
par rapport à K,. 

La méthode générale du paragraphe 4 donne la con-
struction suivante du centre de courbure en un point Q 
de la podaire <ï> d'une courbe Y par rapport à un 
point K, : 

L O I U À - S C H U T T E , Spezietle ebene Kurven, t. II, p. 3 5 6 . 
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On projette le centre de courbure de Y au point P 

en N sur K , P, puis N en L sur PC; la droite K j L 
renferme le centre de courbure cherché. 

On voit aisément que cette construction ne diffère 
pas essentiellement de la construction classique (*). 

Le théorème du paragraphe 2 prend, dans le cas 
actuel, la forme suivante : 

Le lieu des centres des coniques dont un foyer est 
fixe et qui ont avec une courbe donnée un contact 
du deuxième ordre est la développée de la podaire 
de cette courbe. 

Dans le cas où la courbe Y est un cercle passant par 
le point K , , on a donc cette propriété : 

Le lieu des centres des coniques qui osculetit un 
cercle donné et ont pour foyer un point fixe de ce 
cercle est une cardioïde. 

( * ) C E S Â U O , Natürliche Geometrie, p. 3o. — L. B R A U D E , Les 
coordonnées intrinsèques, p. 84. 
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Si Ton observe que la contre-podaire focale d'une 

parabole est une autre parabole, on obtient, de même, 
ce ihéorème : 

Le ¿¿eu des centres des coniques dont un des foyers 
est le foyer d'une parabole et qui ont avec la déve-
loppée de cette parabole un contact du deuxième 
ordre est une parabolt semi-cubique. 

Dans le cas de la spirale logarithmique, on a le ré-
sultat suivant : 

Le lieu des centres des coniques qui ont avec une 
spirale logarithmique un contact du deuxième ordre 
et qui ont le pôle pour foyer est une spirale loga-
rithmique. 

18 . Cas où les branches E, et E 2 appartiennent à 
une même courbe. — On voit aisément que, dans ce 
cas, la courbe T est le lieu des points doubles d'une 

famille de courbes parallèles ; ce sont les courbes 
parallèles à l'enveloppe des cercles 7t. Les propriétés 
de ce lieu T déduites des paragraphes 1 et 2 font 
l'objet de la question 1 225 proposée par Cesâro dans 
Mathesis (1899, p. I52). 

I V . — C A S o u L ' U N E DES BRANCHES DE L'ENVELOPPE 

EST U N E DROITE. 

19. Construction du centre de courbure. — Si la 
branche E 2 de l'enveloppe est une droite S, la branche 
E< peut être considérée comme étant l'enveloppe de la 
symétrique de S par rapport aux tangentes de T, ou le 
lieu des foyers des paraboles qui touchent T et qui ont 8 
pour directrice. 
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La branche E 2 étant une droile, on a 

I - if?. 
p ds 

Dès lors, l'expression de PC, devient 

sinO sinfi i _ . A PC, = = = - PGsinO. 1 i ¿6 2 2 
p ds p 

On a donc la construction suivante du centre de cour-
bure de l'enveloppe : 

Le centre de courbure de E, en iv, est la projec-
tion du milieu du rayon de courbure de Y en P sur 
la normale en K , à E , . 

Le théorème du paragraphe 2 donne ensuite la pro-
priété suivante : 

La développée de E, est le lieu des foyers des pa-
raboles dont Vaxe est perpendiculaire à o et qui ont 
avec Y un contact du deuxième ordre. 

Les enveloppes E, qui correspondent à des droites o 
parallèles sont des courbes parallèles. 

20. Dans le cas qui nous occupe, le point C3 où la 
corde K, K.2 touche son enveloppe jouit d'une pro-
priété intéressante. En vertu du paragraphe 3, ce point 
se trouve sur la perpendiculaire menée par C, à o 
puisque cette perpendiculaire renferme le centre de 
courbure de la courbe E 2 en K 2 . Les triangles K , PK 2 

et K , C , C 3 (fig. 8) étant semblables, C , C 3 est égal 
à C , K , et le point C3 appartient au cercle osculateur 
de E, en K , . On a donc ce théorème : 

Si V une des branches de Venveloppe est une 
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droite, la eorde de contact du cercle variable avec 

Fig. 8. 

son enveloppe touche son enveloppe sur le cercle 
oscillateur de l'autre branche. 

2 1 . Remarquons que la tangente en C3 au lieu de ce 
point est la droite C 3 K , ; comme C , C 3 est parallèle à 
une direction fixe et est égal au rayon de courbure de 
la courbe en K n on peut énoncer la propriété que 
nous venons de trouver sous la forme suivante : 

Si, par le centre de courbure correspondant à 
chaque point d'une courbe, on mène, parallèlement 
à une direction fixe, un segment égalait rayon de 
courbure en ce point, la tangente à Vextrémité de 
ce segment au lieu de ces extrémités passe par le 
point correspondant de la courbe. 

C'est un théorème dû à M. d'Ocagne ( 4 ) . 

22. Une autre conséquence du théorème du para-
graphe 3 est la construction bien connue du centre de 

(*) Nouvelles Annales, igo3, p. 46; 1915, p. 6. 
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courbure de la syntractrice. Considérons (fig* 9) 
comme courbe T une chaînette ayant S pour base. La 
branche E, de l'enveloppe est le lieu du symétrique, 

^»g- 9-

par rapport à la tangente en un point P de F, de la 
projection K 2 de ce point sur 8; c'est la syntractrice. 
La normale en K^ à cette courbe est la droite K, P. 
Or, le point C3 où la corde de contact du cercle va-
riable avec la droite 8 et la syntractrice touche son 
enveloppe est le milieu de K , K 2 ; de plus, la perpen-
diculaire menée de C3 à 8 contient le centre de cour-
bure de E, en K 4 . On retrouve donc cette construction 
donnée par M. d'Ocagne (Nouvelles Annales, 1891, 
]). 9<) ) : 

Le centre clé courbure C, de la syntractrice en K{ 

est le milieu de Jv, P. 

23. Considérons encore le cas où la courbe F est 
une logarithmique ;^alors la sous-tangente de F relative 
à 3 est constante. Il en résulte que le segment de la 
tangente en K, à la branche E! de l'enveloppe, com-
pris entre et 6, est coustant. La courbe Ej est donc 
alors une tractrice. On a donc ce théorème : 
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La tractrice est Venveloppe d'un cercle dont le 

centre décrit une logarithmique et qui en touche 
V asymptote. 

On peut l'énoncer sous la forme suivante bien 
connue : 

La caustique par réflexion d'une logarithmique 
pour des rayons perpendiculaires à Vasymptote est 
une chaînette ( * ). 

V . — C A S OU LE CENTRE DU CERCLE DÉCRIT U N E DROITE. 

D É V E L O P P A N T E S D'ASTROÏDES. 

24. Projetons ( f i g . 10) un point variable M d'une 
courbe (G) en P sur une droite T et considérons le 
cercle tz de centre P, de rayon PM. Prenons T pour 

F i g . i o . 

y 

7 N m 
y 

7 N m 

\ A (C) 

A—i v 
s , 

axe des y et la perpendiculaire élevée sur T en un 
point O pour axe des x. Si l'on se reporte aux nota-
tions antérieurement utilisées, x joue le rôle de R , 
y celui de s. Nous aurons donc , 

cosG -
d R 
ds 

dx 
dy' 

( L ) LORIA-SCHÙTTK, Spezielle ebene Kurven, t. I I , p. 3o6. 
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Dès lors, si nous désignons par Ç et r, les coordon-

nées des points et K 2 où le cercle TU touche son en-
veloppe, nous avons 

5 = . s i n e 

dx 
7) = j - f - i c o s O — y — X — • 

Inversement, on peut trouver une courbe (C) telle 
que l'enveloppe considérée soit une courbe donnée. 
La normale au point K , de l'enveloppe a pour équa-
tion 

On en déduit 

o p = v) + i , K, p = t / W -v2 = K v / r r v 7 -ri V rt 
On a donc 

t . & 
ï) r( 

Si deux courbes (G) sont déduites l'une de l'autre 
par une translation parallèle à Ox, les enveloppes cor-
respondantes sont des courbes parallèles. 

25. Construction des points de contact du cerclent 
avec son enveloppe. — Soit Si le point où la normale 
en K, à l'enveloppe coupe l'axe Ox. On a 

cos8 dx 
dy 

Le segment S4 P est donc égal à la sous-normale de 
la courbe (C) au point M. On a donc la construction 
suivante des points K4 et K 2 : 
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De P comme centre on décrit, avec la sous-normale 

de (C) en M comme rayon, un cercle qui coupe Ox 
en Si et S2 ; les points K, et K2, sont à Vintersection 
de 7T avec les droites PS{ et PS2. 

Geo intersections donnent lieu à quatre points; mais 
il suffit, pour trouver les points K 1 et K 2 , de remarquer 
que l'angle 9 est aigu ou obtus suivant que x décroît 
ou croît avec y. 

26. Si l'on applique les équations (22) au cas d'une 
parabole du second degré 

y* — ip(x -r- a), 

on obtient pour l'enveloppe les équations paramé-
triques 

où y est le paramètre. Ces équations représentent une 
sextique. Les enveloppes qui correspondent aux diffé-
rentes valeurs de a sont des courbes parallèles. 

Ges courbes méritent une attention spéciale. En 
effet, dans le cas de la parabole, la sous-normale de (G) 
étant constante, l'enveloppe est, d'après la construc-
tion indiquée au paragraphe précédent, une dévelop-
pante d1 as troïde. 

On obtient donc cette définition nouvelle des dé-
veloppantes d'astroïdes : 

Si Von projette un point variable M d'une para-
bole en P sur une perpendiculaire à Vaxe, le cercle 
de centre P et de rayon PM enveloppe une dévelop-
pante d'astroïde. 
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27. On sait que cette famille de développantes com-

prend une astroïde droite et ses courbes parallèles, 
parmi lesquelles il y a des croix de Malte, des astroïdes 
obliques et des parastroïdes. Considérons la parabole 
y- = 2 p x de foyer B ( f i g . i 1 ) ; marquons sur l'axe xOxr 

les points A , B, C, IV d'abscisses Pi ~ S* 

l'on fait subir à la parabole une translation parallèle 

Fig. H . 

y 

.1 
2 1 1 P 

B' 0 A B C 

à Ox-, on aura pour enveloppes les courbes suivantes, 
d'après les positions du sommet de la parabole : 

En () : demi-croix de Malte, avec O y comme tan-
gente au point autotangentiel ; 

De O à V : astroïdes obliques; 
Kn A : astroïde droite ; 
De A à B : astroïdes obliques; 
En B : demi-croix de Malte, avec O x comme tan-

gente au point autotangentiel; 
De B à C : parastroïdes ; 
En C : courbe limite (sex t ique ovale) entre les déve-

loppantes à rebroussements et celles sans rebrousse-
ments ; 

Au delà de C : parastroïdes. 

Quand la parabole subit une translation dans le sens 
de Oar', toutes les enveloppes sont des parastroïdes; 



( 3o ) 
dans le "cas où le sommet est en B', on a encore une 
courbe limite ( 1 ). 

V I . — L E S C A U S T I Q U E S . 

28. Caustiques par réfraction. — La relation (16) 
montre que la développée de E 2 est la caustique par 
réfraction de la courbe T pour des rayons tangents à la 
développée de E , , l'indice de réfraction étant égal au 
rapport de dilatation des cercles. C'est le théorème de 
Gergonne ( 2 ) : 

La courbe enveloppe des rayons incidents et la 
caustique par réfraction d'une courbe T produite 
par ces rayons sont les développées des enveloppes 
de deux familles de cercles 71 et rJ ayant leurs cen-
tres sur la courbe T et dont les uns tz' sont déduits 
des autres iz par une dilatation constante. 

Les longueurs lK et l2 des rayons incidents et ré-
fractés, comprises entre leurs points de contact avec 
leurs enveloppes et la courbe F, sont liées par la rela-
tion 

Les développements du paragraphe 10 permettent de 
construire la caustique par points : 

La normale à Venveloppe du rayon incident au 
point oà ce rayon touche son enveloppe rencontre 

( 1 ) C'est le cas où V est la corde focale principale; il a été con-
sidéré par M . B A R I S I E N (question 1 9 I 8 de Mathésis, 1 9 1 3 , p. 2 8 0 ) . 

Le fait que cetle sextique est une développante d'astroïde ne semble 
pas avoir été remarqué. 

(2) Sur tes caustiques planes (Annales de Math., 1824-1825). 
( 3 ) M A G N U S , Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der 

analytischen Geometrie, Berlin, 1833, p. 467. 

I sinO -f- }/ sinO' 
0 

X sin*0 
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en a celle de la courbe T au point d incidence P ; la 
perpendiculaire élevée en a sur cette dernière nor-
male coupe le rayon incident en S. La droite qui 
joint ¡^ au centre de courbure C de T en P coupe le 
rayon réfracté en ¡3'; on projette ¡3' en a• sur PC; la 
projection de a' sur le rayon réfracté est le point ou 
ce rayon touche la caustique. 

Dans le cas de rayons incidents parallèles, cette con-
struction se simplifie : 

On mène par C, parallèlement à ces rayons, une 
droite coupant le rayon réfracté en ¡3'; on pro-
jette ¡3' en a' sur la normale ci T. La projection de ol! 

sur le rayon réfracté est un point de la caustique. 

En outre, on a ce théorème général : 

Les points correspondants de Venveloppe des 
rayons incidents et de la caustique par réfraction 
sont les foyers d'une ovale de Descartes correspon-
dant ci des constantes dont le rapport est Vindice de 
réfraction et quia, au point d'incidence, un contact 
du deuxième ordre avec F. 

Enfin, d'après le paragraphe 9, on a encore cette 
propriété : 

Si Vindice de réfraction varie, le lieu des points 
des caustiques produites correspondant à un même 
rayon incident est une cissoïde oblique. 

29. Caustiques par réflexion. — Dans ce cas, la 
construction de la caustique par points résulte du pa-
ragraphe 2 : 

On projette le centre de courbure C de la courbe 
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réfléchissante T au point d'incidence en N sur le 
rayon incident; on projette N en L sur PC. La 
droite qui joint le point oà le rayon incident touche 
son enveloppe au point L rencontre le rayon réfléchi 
en un point de la caustique. 

Quand on considère un faisceau de rayons incidents, 
ou a, en vertu des propriétés des courbes isotèles (§ 17), 
le théorème suivant : 

La caustique par réflexion d'une courbe T, pour 
un faisceau de rayons incidents issus d'un point K<, 
est honiothétique à la développée de la podaire de V 
par rapport à K)t 

On peut ainsi considérer la cardioïde comme 
caustic)ue d'un cercle, la parabole de Neil comme 
caustique d'une autre parabole de Neil, la spirale 
logarithmique comme caustique d'une autre spirale 
logarithmique. 

Si les rayons incidents sont parallèles, on a (§ 19) 
cette construction bien connue du point où un rayon 
réfléchi touche la caustique : 

Le point de contact d'un rayon réfléchi avec la-
caustique s'obtient en projetant sur ce rayon le mi-
lieu du rayon de courbure de la courbe réfléchis-
sante au point d'incidence. 

Ce cas correspond à celui d'une famille de cercles 
dont Tune des branches de l'enveloppe est une droite 
perpendiculaire à la direction des rayons incidents. 

V I I . — S u n LES FAMILLES DE SPHERES. 

30. Si l'on prend pour axes de coordonnées la tan-
gente, la binormale et la normale principale en un 
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point P d'une courbe gauche T et si l'on appelle p et /• 
les rayons de courbure et de torsion en ce point, les 
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un point 

y , z) de l'espace soit fixe sont (*) 

, 3 = iL = f , d z
=

 x y, 
^ ' ds ~ p ' ds r ' d r p r ' 

D'autre part, l'enveloppe de la surface 

f ( x , y, z, s) = o 

s'obtient en éliminant s entre cette équation et 

ôfdx à£dy àf dz âf __ 
ùx ds <Jy ds ôz ds à s 

ou, eu égard aux conditions (23) , 

. (z \df z âf [x y\ âf âf 

Ceci posé, considérons la sphère tz d'équation 

(25) f(x, y. z, s) == x2-hy2-h z2— R2 = o. 

Pour cette sphère, l'équation (24) devient 

Rd R 
x R - 7 - — o . 

ds 

La sphère tz touche son enveloppe suivant un 
cercle dont le plan est perpendiculaire à la tangente 
en P à la courbe gauche T. 

3 1 . Posons 

(26) _ ^ = cos6. 
ds 

Le cône 2 qui projette de P le cercle de contact de 

( M C E S Â R O , Natürliche Geometrie, p. I56. 

Ann. de Mathémai4« série, t. XVI. (Janvier 1916.) 3 
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la sphère avec son enveloppe a pour équation 

(27) —a?2 tang20 = 0. 

Cherchons les équations de la courbe le long de la-
quelle ce cône touche son enveloppe. En dérivant (27) 
sous la forme (24), on obtient 

zy 
~ — 1 j x tang2ô -+- ~ 

.{1 + <*> 
cos2 0 ds = o, 

ou, toutes réductions faites, 

(28) x tangO -=- -+- - — s i n 2 G = o. 7 n ds p 

Cette équation représente le plan de la conique le 
long de laquelle le cône S touche son enveloppe. Con-
sidérons, d'antre part, le plan du cercle de contact de TC 
avec son enveloppe 

(29) x—RcosG = o. 

La droite le long de laquelle ce plan touche son 
enveloppe appartient au plan dont l'équation s'obtient 
en dérivant l'équation (29) sous la forme (24). On 
trouve ainsi 

* A U • A 4 6 i -,— cos0 -H R sin 6 —r = o, 

p ds ds 

ou, en tenant compte de (26), 

(30) 5 = p sin6 ^sinO — R ^ . 
Or, on voit aisément que le plan (3o) contient la 

droite représentée par les équations (28 ) et (29). Nous 



( 35 ) 
avons ainsi celte extension à l'espace du théorème du 
paragraphe 3 : 

Le plan du cercle de contact d^une sphère tz avec 
son enveloppe touche son enveloppe suivant une 
droite A qui appartient au plan de la conique S sui-
vant laquelle le cône qui projette ce cercle du centre 
de la sphère touche son enveloppe. 

32. Les équations (7) et (28) étant identiques, les 
propriétés des points C, et C2 donnent lieu à des pro-
priétés identiques des sommets A, et A2 de la co-
nique S ; ces sommets appartiennent au plan osculateur 
de F en P. 

Les sommets de la conique S sont les foyers d'une 
conique située dans le plan osculateur de la courbe 
gauche et ayant en P même centre de courbure que 
cette courbe. 

Considérons encore les familles de sphères ^ dé-
duites des sphères TC par une dilatation constante; 
envisageons pour ces sphères rJ les divers éléments S', 
A'1? A'2, A' analogues aux élémenis S, A , , A2 , A relatifs 
aux sphères TT. Si l'on considère une position de la 
sphère TZ et les sphères TZ' concentriques, correspondant 
à diverses valeurs du rapport de dilatation, on a, en 
vertu de l'analogie des équations (7) et (28), les pro-
priétés suivantes : 

Le plan de la conique S' se déplace parallèlement 
à lui-même; les sommets A', et zV'2 décrivent dans le 
plan osculateur de F en P une cissoïde oblique; la 
droite A' se déplace dans un plan qui contient le 
centre de courbure de Y en P. 

33. Si l'on suppose que la sphère TU reste orthogo-
nale à une sphère fixe de rayon k, l'enveloppe est une 
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surface anallagmatique. On a alors, en désignant par 
(a, p, y) les coordonnées du centre de la sphère fixe 
par rapport au trièdre fondamental de T en P, 

puisque a, [3, y satisfont aux conditions (23). Le plan 
du cercle de contact de la sphère TZ avec son enveloppe 
passe donc par le centre de la sphère fixe, centre d'in-
version. On a alors, d'après le théorème du para-
graphe 3 1 , la propriété suivante : 

Si la sphère TZ reste orthogonale à une sphère 
fixe, elle enveloppe une surface anallagmatique; le 
cône 2 qui projette du centre de la sphère le cercle 
de contact de celle-ci avec cette surface touche son 
enveloppe suivant une conique S dont le plan passe 
toujours par le centre dyinversion. 

Ce théorème est à comparer à la propriété des 
centres de courbure aux points correspondants de 
deux courbes inverses, retrouvée au paragraphe 14. 

34. Si le rayon R est proportionnel à l'arc s, l'angle 6 
est constant; on trouve alors cette propriété, qui peut 
être considérée comme une extension à l'espace de la 
propriété fondamentale des développoïdes : 

Si Von considère un cône de révolution d'angle 
constant ayant pour axe la tangente à une courbe 
gauche V en un point variable P, ce cône touche 
son enveloppe suivant une hyperbole dont les som-
mets sont les projections du centre de courbure de T 
en P sur les génératrices de ce cône situées dans le 
plan osculateur. 

d'où 
Rs = a2 -f- ¡3* -f- y2 — 
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[ 0 ' 6p ] 
SUR LES SYSTÈMES ORTHOGONAUX ; 

PAR M. A. PELLET. 

1 . Soit 
I = m ] = m 

6 : ^ X ' 
1=1 7=1 

X,-, Y/ étant des fonctions de la seule coordonnée Xi, 7 j j 
de z,\ et <p(X) une fonction entière de X. 

La fonction u des variables x et z définie par l'inté-
grale 

I A* e di = U, 
Jo 

où la limite supérieure estracine de 0 = o, a pour dif-

férentielle totale le produit de - — par 

i — nt 

1 = 1 

si les m fonctions Y ; satisfont à l'équation différen-
tielle 

( i ) aXY'-f- YX' = o, 

où l'on a effacé l'indice ; a > — i. 
En effet, 

du 
à V J

0
 L (Y , - X ) « J 

.« ( X''Y'' - j f X(a +1)X'x«-' dl, 
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en tenant compte de la relation ( i) ; et réduisant, il 
vient 

du x<*+i x : 
àxi a Y/—A 

D'ailleurs, 
ÔU , 

ÔZ; *j J* J J «• 

et ~ = o, puisque la limite supérieure annule (*). Il en 

résulte que l'enveloppe des surfaces 

[ m 

2 - 4 — i a/iFi- a— X 

2 0 Z - A -t- c ( a 1 ) 2 

À étant le paramètre variable forme un système ortho-
gonal lorsqu'on y fait varier u. Si b n'est pas nul, on 
peut remplacer c par o, et l'exposant a doit êire supé-
rieur à — i . Pour b nul, a — — i et 

c — 
î 

on a le système étudié à la page 14 1 des Leçons sur 
les Systèmes orthogonaux par M. Darboux. 

2. De même la fonction u définie par l'intégrale 

f e-'êd\ = u, 

où la limite supérieure annule B, a pour différentielle 
totale le produit —e~* par 

m n 

2 Y 
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si les fonctions Y , , X/ sont liées par la relation 

X / Y J = X'i ou Y / = di-+- Ixt . 

On en déduit le système orthogonal 

* R M î 

L i 
m 

y . — S" ibz -f- ¿>2 A c = o, 
m̂à LXi-\- at— À 
î 

formé en faisant varier u dans l'enveloppe de la sur-
face (2) , où l'on considère A comme le paramètre. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1655 et 1656 (numéros rectifiés). 
1 6 5 5 . 

(1893, p. ;»2*.) 

Démontrer que la somme des carrés des coefficients 
binomiels d'un nombre entier positif a 

n'est JAMAIS divisible par un nombre premier p > ia, mais 
toujours divisible par TOUS les nombres premiers compris 
entre 

ia in 
e t , 

2/1 + 2 2/i + I 

où n est un nombre entier positif et <o; et que la même 
somme n'est pas divisible par un même nombre premier p 
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compris entre 

2 a ia 
et 2/1-4-3 2/1 + 2 

excepté si une puissance de p (supérieure à Vunité) se 
trouve dans l'intervalle de a jusqu'à ia. 

G . SZILY. 

1 6 5 6 . 

(1893, p. 52*.) 

Démontrer les identités suivantes : 

(O 

/.- — a /. — m 
'a\2 

2 ; - 2 — ; 
a\ (a — k 

k — a k = a — 

«•> 2 ( ; y - 2 a\ /a — i 

¿ M k 

_ 2 ( ?. a — i) f a ~ ' \ f a ~ ' \ 
~ « - - • £ ( ( J \ t - , J ! 

Â--0 x 7 *=1 7 N 

k = a k = 2 a 

«> 2(;)'-<-"-2<->*(v7î 

À = 0 X A = 0 

k=a k = b 

( 5 ) 
2(1 2 k=0 k = 0 

fa\ f b 

*Y 
k ' v^ t f ia \ / ib 

y ( i l ^ Y V A-A" = 0 

où 6 est un nombre entier positif < a 

b - k 

C . SZILY. 
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SOLUTIONS SOMMAIRES 

P a r M . H . BROCARD. 

Le retard de la réponse provient sans doute de la mécon-
naissance de l'expression algébrique du nombre à étudier, ou 
du moyen de l'obtenir, et peut-être aussi de la notation 
adoptée, qui n'aura pas été saisie de quelques lecteurs. 

Par un procédé empirique, on reconnaît aisément que 2 C 2 

est un des nombres de la médiane du triangle arithmétique 
de Pascal. Ceci autorise à conclure, par analogie, que 2 G2 

pour le degré n est le milieu des nombres G répondant au 
degré in. 

La méthode élégante et ingénieuse que voici, due à Laplace, 

est fondée sur l'observation que S G2 est la partie indépen-

dante de u du développement de (i u)a 4- ou de 

(j _f_ y )2a 
— ; mais ce terme étant celui du milieu, il en résulte 

ua 9 

que 2 G 2 est le terme moyen T m du binôme ( i - t - i ) 2 a . 
La formule T peut s'écrire 

_ i .2 .3 . . . i a 
~ ( i . 2 . 3 . . . a ) 2 ' 

comme cela a été indiqué ici, d'après Lagrange, dans une 
question (n° 389), proposée en 1867 et résolue, même année, 
pages 296, 369 et 375. 

Avec la notation de l'énoncé 1655, on a 

k — 0 

1.2.o. . .a 

Toutes les propriétés arithmétiques du nombre T décou-
leront de sa composition en fonction de a. C'est ainsi, par 
exemple, que les diviseurs de T, qui est toujours entier parce 
qu'il est un nombre combinatoire, ne peuvent être que des 
diviseurs du produit ( a + i ) . . . 2 a ; donc il n'y en a pas au-
dessus de 2 a. 
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Quant aux autres propos i t ions énoncées , je signalerai leur 

relation avec la ques t ion 295 de Cesàro (Mathesis , i883, 
p. 248) précisément au sujet des facteurs premiers de la m ê m e 
formule T . (Voir Mathesis, 1886, p. 179-180.) 

Pour la b ib l iographie de T. voir aussi : N. A1870, p. 527 
(G. Moreau) ; Mathesis, 1892, p. 272 ( J . N e u b e r g ) ; J. de Math, 
sp1893, p. 7 -9 (G . de L o n g c h a m p s ) . 

Note. — En se servant de notat ions plus famil ières à nos 
lecteurs pour représenter les nombres combinatoires , il se 
pourra qu'on parvienne a i sément à établ ir les autres p r o -
priétés du nombre T énoncées dans la quest ion 1656. 

1 6 7 8 . 
( 1894, p. 4*.) 

Lieu des sommets et enveloppe des axes des paraboles 
conjuguées par rapport à un triangle donné. 

A . CAZAMIAN. 

SOLUTION 

P a r UN ABONNÉ. 

Les paraboles conjuguées par rapport à un tr iangle sont 
inscrites dans le triangle obtenu en jo ignant les mi l i eux des 
côtés du premier. Pour s'en assurer, il suffit de remarquer que 
le premier tr iangle est le tr iangle diagonal du quadri latère, 
formé p a r l e s trois côtés du second et la droite de l'infini. On 
sait alors que le foyer F d'une parabole répondant à la q u e s -
tion est sur le cercle c irconscri t au second triangle et que la 
tangente au sommet est la droite de S impson de F . Le pro-
blème revient donc à chercher le lieu du point de rencontre 
d'une droite de Simpson avec la perpendiculaire abaissée du 
point correspondant , ainsi que l 'enveloppe de cet te perpen-
diculaire. Or, ce problème a fait l 'objet de la quest ion 1505 
(1884, p. 447)? déjà réso lue dans les Nouvelles Annales. 

NOTE DE LA RÉDACTION. — Dans une autre réponse , M. H. Bro-
card démontre l ' identité de la quest ion 1678 avec la q u e s -
tion 1545, récemment résolue par M. d'Ocagne (1915, 
p. 469-471) . 

Cette réponse surtout b ib l iographique , et datant d'août 1 9 1 5 , 
sera publiée procha inement . 
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1 8 4 1 . 
(1900, p. 190.) 

Dans un quadrilatère complet, les quatre orthocentres 
et les points où la ligne de ces orthocentres est coupée 
par les quatre côtés sont huit points en involution. 

G . B L A N C . 

S O L U T I O N 

P a r UN ABONNÉ. 

Il existe une parabole et une seule tangente aux quatre 
côtés du quadrilatère et sa directrice est la l igne des ortho-
centres. Soit 

y2— ipx = o 
son équation. 

Les quatre côtés auront des équations de la forme 

y — mtx H — (1 = 1,2,3,4)1 
^ 2/71/ 

m, désignant le coefficient angulaire d'une tangente à la para-
bole. L'orthocentre du triangle formé par les trois premières 
tangentes (i = 1, 2, 3) a pour ordonnée 

n = (I H- m2niz-h m3/tti -h mt m.2). 2 mx m2 m 3 

D'autre part, la directrice de la parabole, ou ligne des 
orthocentres, rencontre le quatrième côté en un point qui a 
pour ordonnée 

11 faut prouver que les points y4 et y4, et les points ana-
logues, forment une involution. Pour cela, il faut et il suffit 
qu'on puisse déterminer deux constantes a et p telles qu'on 
ait 

/ r / / + «(7/-+- y/) + P = o (i = 1, 2, 3, 4). 

Or, si l'on forme les quantités et .74-H 74, on trouve 

P2 
y^kr — (1 — m l -h m-2m3-h m^m^ -4- mx m 2 4 m̂  m<i mz m 4 

— m^m^ -+- m t mz m4), 

^ 4 + T4= - ^ — — [ ^ 4 ( 1 — ̂ 1 ^ 2 ^ 3 ^ 4 ) -+- S/wi/n2/n3]. 2 m\ nio / / I3 / / I4 
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Si l'on prend les trois premières valeurs de ces quantités, 

correspondant à 1 = 1, 2, 3, pour que les constantes a et ^ 
existent, il faut que le déterminant 

yiïi JKI -+- YI 1 

y^it i 

y 3 y 3 y 3 y 3 1 

soit nul. Or, si l'on remplace yc[t, yi-\~*{i par leurs valeurs 
et si l'on effectue les calculs, on trouve bien zéro pour résultat. 
Si l'on remplace JK3-+-Y0' respectivement par j ^ Y ^ 

Y4i si l'on effectue le même calcul, le résultat est le 
même. Les constantes a et [J existent bien et le théorème est 
démontré. 

1 8 7 8 . 

( 1900, p. 571.) 

On considère une ellipse E et le cercle G concentrique 
à Vellipse ayant pour diamètre la somme des axes de E. 
D'un point M quelconque de G on mène les tangentes à E 
dont les points de contact sont P et Q. Soit (II) la parabole 
tangente en P et Q aux droites MP et MQ. 

i° Le lieu des foyers des paraboles (II) est Vellipse E; 
20 Les paraboles (II) sont tangentes ci la développée de 

Vellipse E ; 
3° La directrice des paraboles (II) enveloppe un cercle; 
4° L'axe des paraboles (II) enveloppe une hypocycloïde 

à quatre rebroussements. E. BARISIEN. 

S O L U T I O N 

P a r UN ABONNÉ. 

Soient x et les coordonnées du point M. On a 

(1) . 

L'équation du point M est 

( 2 ) a u -h 3 v — 1 = 0 ; 

et celle de la parabole (II) en coordonnées tangentiel les 

(3) o 2 it2 -+- ¿<* i>2 — i - | - ( a i i H - ( 3 e — i)* = o. 
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On obtient les coordonnées (x0, y0) du foyer de la para-

bole (II) en exprimant que la droite 

}' — 7 o = i(x — x0) 

est tangente à ( 3 ) . On trouve ainsi 

«(*»-+- [Jî-i-c«) ( 3 ( a 2 - f - p 2 _ c 2 ) 

On en déduit, en tenant compte de ( i ) , 

a b 
d'où 

a* b2 

ce qui démontre la première partie. 
En écrivant que la directrice est le lieu des points d'où 

l'on peut mener deux tangentes rectangulaires à (II), on 
trouve pour son équation 

a«+6»+«*-+- S2 
a x + ^ y — - ^ = o. 

2 

En tenant compte de ( i ) , on voit qu'elle enveloppe le cercle 
ayant pour centre l'origine et pour rayon 

L'axe de (II) passe par le foyer et est perpendiculaire à la 
directrice, son équation est donc 

y a b 
ou bien 

P / «a \ 
-\X y = O ; 
a \ a -h b ] 

a -f- b f x y\ 

Les coordonnées tangentielles de cette droite sont donc 

— _ (a-h b) 
U ~ a(a — b)9 ^ ~ ~ Ha — bY 
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et, en vertu de ( i ) , elle enveloppe l'hypocycloïde à quatre 
rebroussements 

— — [a — b)2. il1 v2 7 

Il reste enfin à trouver l 'enveloppe des paraboles (II). Nous 
avons fait le calcul de plusieurs façons et nous n'avons jamais 
trouvé la développée de l'ellipse. Peut-être y a - t - i lune erreur 
dans l 'énoncé; ce qui expliquerait que la question 1878, qui 
ne présente pas de difficultés particulières, n'ait pas encore 
été résolue. 

Voici comment on peut diriger le calcul pour l'abréger et 
le simplifier un peu. Au lieu de la parabole (II), considérons 
sa polaire réciproque par rapport à ( E ) . Son enveloppe sera 
la polaire réciproque de l'enveloppe de (II) et, si cette der-
nière est la développée de (Ë) , ce sera la kreuzcurve d'équa-
tion 

^ J 1
 ° ~~ 

Cette équation étant beaucoup 'plus simple que celle de la 
développée de l'ellipse, on comprend l'avantage qu'il y a 
à procéder comme nous le faisons. 

L'équation de la polaire réciproque de (II) par rapport à ( E ) 
est 

x2 y2
 /OLX 

^ +
 ~ù* ~

 1 
(CLX_ _ Y 

V a« b2 ) 

Mais la relation ( i ) permet de poser 

a = (a -+- b) C O S Ì , ¡3 = (a -+- b) s i n cp ; 

et l'équation précédente devient 

, s x2 r2 ,s„/xcoso rsincp i \ 2 

En la différentiant par rapport à <p, on trouve 
^sincp i \ / rsincp ^coscpN 

b'2- ~ a - r - b ) \ ^ 1 b2 y 

Le premier facteur donne comme enveloppe l'ellipse ( E ) , 
résultat évident a priori; le second donne la vraie enveloppe, 



( 47 ) 

qui se trouve ainsi définie par l'équation 

¿rsincp ycoscp 
a 2 b2 ~ 

et l'équation (4 ) . 
De ces équations on déduit 

I _ 2 a2 ( a - f - b ) c o s Cp 

\ ' ~~ a- cos2cp H- ¿>2 sin2cp -+- (a -h ¿>)2 ' 
^ j _ i b2(a -+- b) sincp 

( y "" a 2 cos2cp -+- 62 sin2cp -+- (a -h b)« ' 

et ces valeurs ne satisfont pas à l'équation de la kreuzcurve. 
Les coordonnées d'un point de l'enveloppe, en fonction du 
paramètre cp, sont données par les relations (5) . Pour obtenir 
l'équation de cette enveloppe, il faut éliminer cp entre el les; 
mais on n'arrive pas à une équation plus simple ni plus facile 
à discuter que les relations el les-mêmes. 

QUESTION. 

2243. Enoncé complété (voir 1910, p. i43) . — Étant donné 
deux droites D et A rectangulaires, ne se rencontrant pas, et, 
dans un plan perpendiculaire à D, un cercle G ayant son centre O 
sur cette droite, on considère la surface réglée du quatrième 
ordre ayant pour directrices D. A et G (bien connue en sté-
réotomie comme constituant l'intrados de la voûte dite 
arrière-voussure de Montpellier). 

Démontrer géométriquement : 

i° Que la section de cette surface par tout plan perpendi-
culaire à D est une conchoïde de Nicomède de pôle O. 

2° Que la section de la surface par tout plan P contenant le 
diamètre de G parallèle à A est une conique dont la projection 
sur le plan II de G rencontre ce cercle en deux points fixes, 
réels ou imaginaires, admet pour foyer le point O et pour 
directrice correspondant à ce foyer la projection, sur le plan II, 
de la trace du plan P sur celui mené par A parallèlement à II. 

M . D'OCAGNE. 
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Questions (depuis l'année 1842 jusqu'à 1910 inclusivement) 
qui restent non résolues à la fin de 1915. 

62 126 266 333 383 400 424 
546 554 592 893 598 604 617 
643 693 703 724 729 730 731 
732 772 774 791 805 812 815 
820 821 848 852 859 861 880 
888 891 892 893 895 bis 947 967 
989 999 1000 1004 1007 1008 1015 

1035 1042 1058 1063 1074 1078 1092 
1105 1107 1108 1149 1206 1234 1236 
1256 1305 1321 1361 1363 1365 1366 
1390 1392 1393 1394 1402 1403 1435 
1438 1439 1440 1441 1442 1443 1444 
1445 1446 1447 1471 1483 1486 1490 
1502 1503 1508 1510 1511 1519 1522 
1523 1527 1528 1530 1564 1571 1585 
1588 1596 1599 1600 1609 1614 1629 
1631 1647 1650 1660 1672 1686 1687 
1688 1689 1690 1691 1692 1693 1694 
1695 1705 1710 1715 1721 1731 1738 
1747 1751 1754 1761 1762 1763 1775 
1776 1777 1779 1784 1785 1810 1811 
1820 1821 1824 1825 1826 1828 1832 
1837 1838 1839 1847 1850 1852 1854 
1856 bis 1859 1864 1876 1884 1885 1886 
1889 1890 1892 1908 1909 1910 1911 
1914 1915 1937 1944 1950 1956 1957 
1988 2003 2010 2012 2015 2038 2039 
2045 2057 2065 2096 2114 2116 2141 
2145 2151 2152 2156 2161 

La comparaison avec le Tableau publié précédemment ( i g i 5 , 
p. 246) montre qu'un nombre notable de questions ont été 
récemment résolues, grâce aux efforts de nos lecteurs. 

Nous les en remercions, et nous comptons sur leur persé-
vérance. 
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[ P ' i c ] 

ÉTUDE ÉLÉMENTAIRE SUR L'HOMOGRAPHIE PLANE 
DE PÉRIODE TROIS ET SUR UNE SURFACE CUBIQUE; 

P A R M . LUCIEN G O D E A U X . 

Considérons, sur une surface algébrique F , une 
involution d'ordre n, c'est-à-dire un système algé-
brique, doublement infini, de groupes de n points de 
la surface, tels qu'un point de la surface n'appartienne, 
en général, qu'à un seul de ces groupes. En général, 
une involution appartenant à une surface algébrique 
possède oo' points de coïncidence, c'est-à-dire oo' points 
comptant pour plus d'une unité parmi les n points des 
groupes auxquels ils appartiennent respectivement. 
Cependant, certaines involutions peuvent ne posséder 
qu'un nombre fini, éventuellement nul, de points de 
coïncidence. Supposons que l'involution d'ordre rc, 
donnée sur F , jouisse de cette dernière propriété. 
Deux problèmes se posent : 

i° Déterminer une surface normale <ï>, image de 
Vinvolution (c'est-à-dire dont les points correspondent 
birationnellement aux groupes de l'involution) et étu-
dier ses singularités ; 

2° Déterminer les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu' une surface algébrique soit Vimage 
d'une involution, appartenant à une surface algé-
brique, ayant un nombre fini de points de coïnci-
dence. 

Nous avons consacré à l'étude de ces problèmes 
Ann. de Mathèmat4e série, t. XVI. (Février 1916.) 4 
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plusieurs Mémoires, parmi lesquels nous citerons les 
suivants : 

i° Sur les involutions douées d'un nombre fini de 
points unis, appartenant à une surface algébrique 
(Rendiconti R. Accad. Lincei, ic r semestre 1914); 

•2° Mémoire sur les involutions appartenant à une 
surface de genres un (Annales de VEcole Normale 
supérieure, 1914); 

3° Sur les involutions appartenant à une surface 
de genres pa= Pg — o, l\j = 1 {Bull. Soc. math, de 
France, 1910); 

4° Mémoire sur les surfaces algébriques de genres 
zéro et de bigenre un (Bull. Soc. math, de France, 
1 9 1 6 ) ; 

5° Sur les involutions de genres un et cle seconde 
espèce appartenant à une surface de genres un 
(.Annales de l' Université de Jassy, 1915 ) ; 

6° Mémoire sur les surfaces algébriques doubles 
ayant un nombre fini de points de diramation 
(Annales de la Faculté de Toulouse> 19 14) . 

A ces travaux il« faut ajouter des recherches de 
MM. Enriques et Severi qui ont d'ailleurs été le point 
de départ des nôtres : 

F . E N R I Q U E S et F . S E V E R I , Mémoire sur les surfaces 
hyper elliptique s (Acta mathematica, 1 9 0 9 ) . 

Dans la première de nos études citées, nous avons 
notamment démontré que toute involution appartenant 
à une surface algébrique, douée d'un nombre fini de 
points de coïncidence, est engendrée par un groupe de 
transformations Irrationnelles de la surface en elle-
même. Sauf dans le Mémoire n° 6, nous nous sommes 
tou jours borné à des surfaces spéciales. Nos recherches 
ultérieures porteront sur des surfaces quelconques. 
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Dans cette Note nous traiterons, à titre d'exemple, 
un cas très simple et bien connu. Notre surface F sera 
un plan et notre involution sera celle qui est engendrée 
par l'homographie plane de période trois. Nous étu-
dierons la surface cubique qui représente cette invo-
lution . 

1 . Soient en coordonnées homogènes 

x\ : x\ : x'^ = x\ : tx2 : £2#3, 

£ étant une racine cubique primitive de l'unité, les 
équations d'une homographie plane de période trois. 

Cette homographie engendre une involution I 3 , 
d'ordre trois. Un groupe de celte involution est cons-
tituée par trois points : 

O,, x2, x;i), (Xi, zx2, z2x3), (Xi, z*x2, ex3). 

1 /involution I3 possède trois points de coïncidence; 
ce sont les points 

(l , o, o) , (o , 1, o) , (o, O, [). 

On peut former aisément des systèmes linéaires de 
colirbes planes composés avec I 3 . Les plus simples sont 
formés de courbes d'ordre trois. 

La cubique 

«300^1 H- <20302*2 -+- «003-^3 -+" 3 a 2 i o ^ i 
-h 3a 2 0 i^' î #3 H- 3 « i 2 o#i x\ -h 
-4- 3 #(02 x\ •+" 3 a 012 "+* 6 «M X\ X2X$ = o 

est transformée, par l'homographie, en la cubique 

«300 ^1 H" « 0 3 0 ^ 3 + «003^3 3£«210^1^2 
-+- 3 £ 2 A 2 0 1 ^ F ^ 3 - H 3 C2 « 1 0 2 ^ 1 ^ 1 O Z X ^ X ' 2 

-h -T-3£2a1 0 2;r2^3 = o. 

Par contre, le système des cubiques planes contient 
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trois systèmes linéaires composés, avec I 3 , ce sont : 

( 1 ) XJ x\ -H \<>x\ -F- X3ÎF3 X4 «27I 372 # 3 = O ; 

(2) jjL^J^-i- pLa^l373-4- 1*3X3X1 ~ o; 
( 3 ) v 1 x\ X3 -4- v2 x\ xi -h v3 x% x2 = o. 

Le premier seul de ces systèmes est dépourvu de 
points de base et est donc de degré 9. 

2. Surface cubique image de 1 3 . — Rapportons 
projectivement les courbes 

XJ -4- X 3 0 7 | 4 - X 4 ^ 1 0 7 2 ^ 3 = O 

aux plans 
>V! X 1 -4- X2X2-4- X3X3-4- X;X4 = O, 

d'un espace linéaire à trois dimensions. Nous obtenons 
ainsi une surface du troisième ordre <I>, d'équation 

X , X 2 X 3 = X ! . 

A. un point de cette surface correspond un groupe 
de I, et inversement. On obtient donc une surface 
image de I 3 , du troisième ordre. 

3. Etude d'un point de diramation de — À un 
point de coïncidence P du plan , x 3 ) correspond, 
sur <ï>, un point de diramation P' qui est un point sin-
gulier de cette surface. Nous allons étudier la singula-
rité de P'. Nous supposerons, pour fixer les idées, 
que P est le point ( 1 , 0 , 0 ) . Alors le point P' est le 
point ( 1 , o, o, o). 

Considérons une droite 

+ a 2 3 7 2 •+• U3X3 = o, 

passant par P, et ses transformées 

« 2 ^ 2 H - = o , za.2x2^r a3Xs= o, 
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au moyen de l'homographie. Ces droites diffèrent, 
lorsque a2l ne sont pas nuls; elles coïncident si l'une 
de ces quantités est nulle. Cela signifie que si un point 
du plan s'approche de P dans une direction différente 
des directions x z = o , ses conjugués dans I 3 

s'approchent de P suivant deux directions différentes. 
En d'autres termes, un point infiniment voisin de P 

n'est pas un point de coïncidence de I 3 , exception faite 
pour les points infiniment voisins de P dans les direc-
tions X2 =0, X3 = O. 

Considérons une courbe 

( 4 ) "+" -+" = O 

du système (i) passant par P. Cette courbe possède un 
point double en P et ses deux branches touchent les 
droites x2 = o, = o. 

A la courbe (4) correspond sur une cubique, 
section plane de cette surface passant par P'. Cette 
cubique possède, en P', un point double à tangentes 
distinctes. En effet, à un point Q de la section de <ï> par 
le plat) 

X2 X2 4- X3 X3 -h X; X4 = o 

correspondent trois points de la courbe (4), Q.a» 
Q.v Lorsque le point Q s'approche de P' (sur la section 
plane considérée), les points Q h Q 2 , Q 3 s'approchent 
de P, mais tous trois sur une même branche de la 
courbe (4), puisqu'ils doivent coïncider en un point 
infiniment voisin de P sur cette branche. A chaque 
branche de la courbe (4 ) correspond donc une branche 
de la section plane considérée sur en P'. Par suite, 
les sections planes de <I> passant par P' ayant en ce point 
un point double à tangentes distinctes, la surface 4> 
possède en P' un point double non uniplanaire. 

Il y a oc' courbes (i) ayant en P un point triple. Elles 
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ont pour équations 

A3irjS = o 

et sont donc dégénérées en trois droites. Comme nous 
l'avons vu plus haut, ces trois droites sont transformées 
les unes en les autres par l'homographie. 

A cette courbe (i) spéciale correspond, sur <ï>, la 
section de cette surface par le plan 

X2X2- i- X 3 X 3 = O. 

Cette section plane possède un point double à tan-
gentes confondues en P', car à un point de la seclion 
infiniment voisin de P' correspondent, sur le plan 

trois points infiniment voisins de P, mais 
situés chacun sur une des trois droites dont il vient 
d'être question. 

On en conclut que : 

En chaque point de diramation, la surface <ï> pos-
sède un point double biplcinaire. 

Effectivement, l'étude de l'équation de la surface 
conduit au même résultat. En P7, par exemple, <ï> a un 
point double dont le cône tangent se décompose en les 
deux plans X 2 = o, X 3 — o. 

4. La surface est évidemment normale, car le sys-
tème des courbes (i ) est complet. En d'autres termes, il 
n'est pas possible de trouver une courbe de ce système, 
c'est-à-dire une cubique invariante pour l'homographie 
et n'appartenant pas au système (2), (3), qui ne puisse 
être représentée par l'équation (1). Nous avons par 
suite résolu le premier problème. 

IJ in vo lut ion d'ordre trois engendrée par une 
homographie plane de période trois, peut être repré-
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sentée par une surface cubique possédant trois points 
doubles biplanaires. 

o. Deux systèmes de cubiques gauches tracées 
sur <ï>. — A une courbe (2) ou (3) correspond, sur <ï>, 
une courbe dont nous allons rechercher la nature. 

Une courbe (2) rencontre une courbe (1) en neuf 
points formant trois groupes de I 3 , par suite, la courbe A 
correspondant à cette courbe (2) rencontrera une sec-
tion plane de $ en trois points. Mais la courbe A ne 
peut être plane, sans quoi elle aurait pour transformée 
une courbe (1); la courbe A est donc une cubique 
gauche. 

Une courbe (1) passant par le point (1, o, o) rencontre 
tme courbe (2) , en dehors du domaine de ce point, 
en six points formant deux groupes de I 3 ; par consé-
quent, un plan passant par le point (1 , o, o, o) rencontre 
la courbe A, en dehors de ce point, en deux points. 
On en conclut que la courbe A passe par les trois points 
doubles de <ï>. 

Une courbe ( 1 ) ayant un point triple en (1 , 0 ,0) , 
c'est-à-dire décomposée en trois droites, rencontre une 
courbe (2) en deux groupes de l3 en dehors du do-
maine de ce point. Le plan 

Xv X2-i- A;i X3 = o 

rencontre donc A en deux points en dehors de (1 , o, o, o) 
et par suite la courbe A ne touche pas la droite 

X 2 = X 3 = O. 

On pourrait raisonner de même sur les courbes cor-
respondant, sur anx courbes (3). On voit donc 
que : 

7/ exista, sur la surface deux réseaux de 
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cubiques gauches passant par les points doubles de 
la surface, mais n'y touchant pas la tangente prin-
cipale. 

6. Il convient d'étudier de plus près ces réseaux de 
cubiques gauches. Nous étudierons celui qui corres-
pond au réseau des courbes (2 ). Suivant l'usage adopté 
en Géométrie algébrique, nous indiquerons ce réseau 
par | A|, et l'une quelconque de ses courbes génériques 
par A. 

Les courbes 

( 2 ) x\ ,r2 -h [¿2#3 -+- Xi== o 

passent par les sommets du triangle fondamental et 
touchent la droite x2 = o en (1 , o, o), la droite = o 
en (o, 1 , o) et la droite xK — o en (o, o, 1). 

La combe A qui correspond à la courbe (2) est située 
sur les cônes 

( I ) H-J X J -+- ( I 2 X 2 X 3 H - { ¿ 3 X 3 X 4 = O, 

( I I ) [AiXiXi-h f^XJ-H [ a 3 X 1 X 3 = o, 

( III ) HiX,X 2 -H f ^ X 2 X 4 - b k 3 X? = O, 

ainsi qu'on le voit par un'calcul très simple. Ce sont 
les trois cônes projetant la courbe respectivement des 
trois points doubles de la surface <ï>. 

Le cône ( 1 ) , de sommet (1 , o, o, o), touche le 
plan X 3 = o le long de la droite X 3 = X 4 = o , tandis 
que le cône (II) ne touche pas ce plan. On en conclut 
que la cubique gauche A touche le plan X 3 = o en 
(o, i , o , o). De même, A louche le plan X4 = o en 
(o, o, 1 , 0 ) et X 2 = o en ( 1 , 0 , 0 , 0 ) . En d'autres 
termes : 

Dans les domaines des points doubles de la, sur-
face les cubiques A sont tracées sur une nappe de 
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la surface; en ( i , o, o, o) sur la nappe tangente 
à X 2 = o , en (o, i , o, o) sur la nappe tangente 
à X 3 = o , en (o, o, 1 , 0 ) sur la nappe tangente 
à X , = o. 

Remarquons enfin que le réseau | A | esl d<* degré un. 
En effet, deux cubiques (2) ont en commun, en dehors 
des sommets du triangle fondamental, trois points for-
mant un groupe de I 3 . Les deux courbes A qui corres-
pondent aux courbes considérées n'ont donc qu'un 
point commun, variable. 

7. A une cubique plane du plan x2,xz), non 
transformée en elle-même par l'homographie, corres-
pond sur <ï> une courbe elliptique d'ordre 9, découpée 
sur cette surface par une surface cubique. Les coeffi-
cients de l'équation de cette dernière surface sont 
d'ailleurs des fonctions des coefficients de l'équation de 
la courbe considérée. 

Pour le faire voir, considérons la cubique 

Cp! = S CliklX\ x\xl
% = o 

(i' + A ' - f / = 3 ) . 

L'homographie la transforme successivement en les 
cubiques : 

cp2 = a ik ix \ = 
cp3 = Sssfc+'a/yt/.r'j x%x^ = o. 

La courbe 

( 5 ) 9 , ^ 2 . ( 0 3 = 0 

correspond donc, sur <ï>, à une courbe C en correspon-
dance biralionnelle avec chacune des cubiques cp, = o, 
f 2 = 0, <p3 = o. En effet, à un point de C correspondent 
trois points du plan x 2 , #3) situés sur chacune des 
trois cubiques considérées. G est par suite elliptique. 
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La courbe (5 ) renconlre une courbe (i) en neuf 
ternes de I 3 , donc C est bien d'ordre 9. 

Remarquons qu'il existe, sur cp, = o, par exemple, 
neuf couples de points auxquels correspondent les 
mêmes points de C. On en conclut que la courbe C 
possède neuf points doubles variables en des points 
simples de (Les couples de points dont il est ques-
tion ici forment les dix-huit points d'intersection de 
çp1 = o avec <p2 ~ o et co3 == o). 

Faisons varier la courbe ® t = o d'une manière con-
tinue dans son plan jusqu'à ce que son équation 
devienne 

( 1 ) XJ x] -R- \=ix\ -+- X3.RJJ -4- X 4 X T X - 2 x z = O. 

La courbe C correspondante varie sur <I> et se réduit 
à la section de <I> par le plan 

X, X ! -+- X2 X2 -h X3 X3 - 4 - X4 X4 = o 

comptée trois fois, c'est-à-dire à la section de 4> par la 
surface cubique 

( X, X t 4 - X2 X , -H X3 X 3 4 - X 4 X V )3 = O. 

On en conclut que les courbes C sont découpées, 
sur <ï>, par des surfaces cubiques. 

Faisons maintenant coïncider la courbe = o avec 
la courbe 

( 2 ) lX ! xf X2 — ¡JL2 t l X-6 -4- x\X\ = o. 

La courbe (5) se réduit à la courbe = o et la 
courbe C à une courbe A comptée trois fois. La surface 
cubique découpant cette courbe A sur <ï> doit donc 
osculler cette surface en chacun de ses points de ren-
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contre. Cette surface cubique a pour équation 

< K X , , X f , X 3 , X 4 ) = ^ X f X 2 -+- u?> X | X 3 - h t-ij X | X i 

-4- 3<Jtf a 3 X f X , + - 3 î ^ i X J X 2 h - 3 fJt2 X f X 3 

- h 6 ¡ m < i 2 [ x 3 X f h - 3 { i . | | a 3 X 2 X 3 X i 

- 4 - 3 f z j ¡ i , X 3 X , X 4 - + - 3 1 1 ^ 3 X , X 2 X i = o . 

Remarquons que, dans le domaine du point (1 , o, o, o) 
par exemple, la surface A = o touche simplement la 
nappe de la surface <ï> tangente à X 2 = o . 

8. Considérons la surface F , d'ordre 9, située dans 
l'espace à quatre dimensions, dont les équalions sont : 

X , X 2 X 3 - X ® , X | = < K X „ x 2 , x 3 , X i ) . 

Entre la surface et la surface F , nous avons une 
correspondance ( 1 , 3). Quels sont les points de <É> de 
diramalion pour cette correspondance, c'est-à-dire les 
points de <ï> auxquels correspondent trois points coïn-
cidents de F . 

Une première condition que ces points doivent véri-
fier, c'est évidemment X 5 = o, c'est-à-dire 

¿ ( X „ X 2 , X „ X 4 ) = 0 . 

Mais nous avons vu que cette surface oscullait <î> en 
chaque point de rencontre, sauf dans le domaine des 
points ( 1 , o, o, o), (o, 1, o, o), (o, o, 1 , o), où elle touche 
une des nappes de la surface. 11 n'y aura donc dira-
mation qu'en ces points de contact simple. 

On voit donc qu'il y a trois points de diramalion et 
que la surface F est par suite irréductible. 

Nous démontrerons actuellement que la surface F est 
rationnelle. 

Posons 

X j X 2 X 3 X i X 5 

x'\ x\ ~~~ ~~ XxXiXz ~ iiix'fxî-ï- ii2x$x3-\- JJhx'jxx 
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Ces formules font correspondre à un point du 
plan x 2 , #3) point de F . Inversement, à un 
point de F correspond un point du pian (xK, x2) x9). 

En effet, on a successivement 

P 

JJTI x \ x 3 X i - + - ,U 2 X 2 U 3 ¿P?372X3—• •—X4X5, ? 

A R J X I X J - H JJI2.rf ¿ r 2 X 2 X 3 - h JJL3 ÎPH a r 3 X 3 X I = I X F X 3 . 
P 

On en déduit, en posant 

A = 

A , = 

A 2 = 

As = 

p A 

(¿1 (¿2 
^ X 3 L L J X ! X 2 

(¿2X2X3 ( J. 3 X j X3 JJL, Xi X2 

ï f̂ î (¿3 
X 4 ( j . , X i ( ¿ j X 2 

Xf jisXiXa fZiXiXj 

(¿1 i (¿3 
( ¿ 3 X 3 X 4 ( ¿ 2 X 2 

(¿2X2X3 XJ f̂ i x t x2 

[X! (¿2 I 

(J.3X3 F̂L X J X ; 

(i.2X2X3 ¡^XjXs Xf 

i X5A2 x ; x 3 = I x 5 A , 

D A 

» -»"-5 a3 
= 7—, 

Mais on a 

* ? = - X „ x\ = - X 2 , 0 

par suite, 

xx X , A 

X 2 X 5 A I ^3 
X 2 A 

X 5 

X 3 A 

x 5 A 3 
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On en déduit, par exemple, 

3Cj __ x2 __ x3 
X,X2A* X2XS AAi ~ Xi At ±2 ' 

On voit qu'entre la surface F et le plan (x,, x2, x9) 
il existe une correspondance birationnelle. La sur-
face F est donc bien rationnelle. 

La transformation 

p X ' ^ X , , PX'2 = Xt, pX'3 = x3 , 
p X'4 = X4, pXg = eX5, 

qui engendre sur F ¡'involution dont <ï> est l'image, a 
pour correspondante, dans le plan (xt, x2l #3), 

x\ = xf.2 : x'<6 = X\ : zx2 : e2.r3. 

9. Pour résoudre le second problème proposé, remar-
quons qu'une surface cubique, possédant trois points 
doubles biplanaires ordinaires, ne peut pas nécessai-
rement être représentée par l'équation 

X , X 2 X 3 = X * , 

c'est-à-dire que les trois couples de plans tangents à la 
surface aux trois points biplanaires ne sont pas néces-
sairement les faces d'un trièdre ; mais une surface jouis-
sant de cette propriété peut au contraire toujours être 
représentée par une telle équation. Par conséquent : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu?une 
surface cubique soit rimage d'une involution plane 
d'ordre trois, engendrée par une homographie de 
période trois à trois points unis, est quelle possède 
trois points biplanaires ordinaires, les plans tan-
gents à la surface en ces points étant les faces d'un 
même trièdre. 
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[ I 1 9 a ] 

DISTANCES, EN RNHIftRES ENTIERS, DE TROIS POINTS 
ET DE LEUR CENTRK ISOGONE A 1 2 0 ° ; 

PAK M . A . G É H V K D I N . 

Le problème suivant a été déjà traité depuis long-
temps, mais je suis parvenu à une solution nouvelle et 
inédite qui pourra intéresser nos lecteurs : c'est ce qui 
m'a déterminé à en présenter l'étude. 

Supposons un cercle de centre O, et appelons A, 
D, E, les sommets du triangle équilatéral inscrit. 

Trouver des points B sur OD et C ¿¿//OE, tels que 
les six lignes a, b, c, y , £ soient représentées par 
des nombres entiers, et donner des formules géné-
rales du problème. CE et BD sont aussi entiers. 
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Puisque les angles en O ont tous 120°, ce problème 

prend la forme suivante : 

x2 -+- xy -f- y2 — a2 

x2 -f- xz -h z2 = b2 
y2-h yz -b z2 = c2. 

Tel est le système à résoudre, mais, avant de le trai-
ter, rappelons quelques phases du problème. 

Résumé historique et bibliographique. 

Le n° 3, Vol. Ht de The Mathematician, 
probl. CXLVI , p. I64-I65 de juillet 1848 [Ed. Ru-
therford et Fenwick, 1856, chez Spon, à Londres], 
a donné la solution du problème suivant de Weddle : 
« If the squares of the sides of a triangle be in arith-
metical progression, the lines drawn from the angles 
to a point within the triangle so as to make equal 
angles with each other, are in arithmetical progres-
sion. » 

Les nos 4 et 5, Vol. I, janvier et juillet 1880 de 
The Mathematical Visitor (fondé en 1879 à Washing-
ton par notre confrère M. Artemas Martin), ont publié 
d'intéressantes notes sur le problème 1 2 3 du D r David 
S. Hart, M. A., Stonington, New London County, 
Connecticut, posé dans le n° 3 ( de »879), Senior 
Department : « To find three whole numbers such that 
the sum of the squares of any two of them increased 
by the product of the same two shall be a rational 
square. » 

Ce journal a publié, p. to5-io6, 129-180, les solu-
tions : 

N° 1 du Rév. U. Jesse Knisely, Ph. D., Newcomer-
stown, Tuscarawas Countv, Ohio; 
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N ° 2 d'Artemas Martin, M. A . ; 
N° 3 de l'auteur du problème, Hart; 
N° 4 de Reuben Davis, réponse dont je n'ai pas con-

naissance. 

Voici le résumé des trois premiers articles : 

N° 1 . On a successivement (après rectification), 
suivant les calculs et la numérotation de Knisely, 

(4) 4(#2-h xy -hjK2) (x2-±- xz -f- z2) = 4a262, 

( 5) xy -4- xz — yz — a 2 - f - b2 — c2 . 

Retrancher le carré de (5) de l'expression (4) ; d'où 

( 6 ) xy -h xz -hyz = ~ A, 

en posant 

(10) 12 a 2 ¿>2 — 3 ( a 2 + è 2 — c2 )2 = A2. 

On aura de même 

( 7 ) x2y2-h z* = - ( a 2 -f- -b c2 ) — \ A. 2 D 

En posant 

(11) = B2, 

on en déduit 

Bx = a 2 - i - 6 2 — c 2 ± ^ A, 

B j = a 2 - f - c 2 — A, 

B s = 6 2 - h c2 — a 2 = t ^ A. 

L'auteur fait ensuite les transformations 

a = (i — n)b, c — n)b, i — 4n2 == (i — pn)* ; 
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d'où 

ip À _ 3 p2 — 12 
" = /?2 -f- 4 ' ~~ 4 

Il est enfin conduit à 

3 / ? 2 - h i 6 = ( 4 - h ç r p ) 2 ou = 

Pour avoir des valeurs positives, il faut < 

avec q = — 2, p = 16, on trouve la solution 

37 = 195, y = 264, ~ = 32,5. 

Je reproche à ce procédé d'être un peu ardu et aussi 
de nécessiter des calculs de limites, pour avoir des 
solutions entières et positives. J'ajoute qu'il est facile 
d'en tirer des solutions générales; mais si une simpli-
fication, qui me semble bien improbable, ne se présente 
pas, l'identité finale nous donnera pour chacune de nos 
six inconnues initiales une fonction homogène compli-
quée du huitième degré entre deux variables auxi-
liaires. On calculera seulement ces valeurs le jour où 
Fon écrira la solution définitive et complète de cette 
question. 

N° 2. M. Arlemas Martin écrit 

9 (P V 1, . X 7 2 -4- 2 pei x2-\- xr 4 - y 2 = ( — X — r d ou - ~ 1 — , 
J W J 1 y P*-q* 

mais il particularise immédiatement en posant 

p — q = I, x = 5ni, y = >///, 3 = w m, 

d'où Véquation double 

25 -+- 5 w -r- cv2 = D2 , 9 + 3 w + (v2 = E2. 

L'auteur pose 5 (2 /1 + 1) w = — , 
n2 — 1 

de Mathémat., 4e série, t. XVI. (Février 191G.) 5 
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d'où 

9 3 o / i 3 - b 97n 2 -\- 70n -+- 19 = F 2 

avec 
F = 5 / i - f - a 

2 
et 

a = 19, b = o, n = ^r , m — 65, 

il obtient 
x = 325, ^ = 195, 2 = 264; 

mais il ne faudrait point particulariser, si l'on voulait 
obtenir des solutions générales. 

N° 3. Hart est amené, avec 
/ ^ p q -+-x = m2 — n2, v = 2 H- n2, 2 — ^ — x, 
\ />2—?2 / 

à écrire 

Après développement par rapport à p, il pose 

d'où 

G = yp2-h ^ -f- xy -
A/ 

„ 3 x - h o y 
r 

Posant 
p s a ~ 4 r 

3 a?-}-5 v /> = * ; q 
4r 

il écrit maintenant 

d'où il tire 
^ = 9^3 ,3^2y 27xy2 •+-15^3 

L'auteur termine par une analyse classique, et donne 
trois solutions dont la dernière est 264, 44°> 325. 
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Ces valeurs générales de p et q sont intéressantes, 
mais nous ferons encore un reproche à cette méthode. 
On voit que z sera une fonction du septième degré 
en x et y, c'est-à-dire que l'identité finale donnera 
pour chacune des six inconnues initiales une fonction 
homogène du quatorzième degré. 

Dans les « Mathematical Questions and Solutions, 
from the Educational Times... », on trouve la solu-
tion (new series, Vol. XI , 1907, p. 20-26) de la ques-
tion 7464 de M. G. Heppel, M. A. 

« Find positive integral solutions, as small as pos-
sible of the equations 

x2-\-xy -+-JK2 = w2, y 2 -4- yz + p2, z1 -4- zx -4- x2 = m2. 

[The proposer has not as yet found any smaller num-
bers than 

# = •27265, y = 13464, ¿ = 39360, 
w = 35941, p = 47544, u = 5 8 o i 5 . ] 

M. R.-F . Davis, M. A. , résout 

U2 -4- UV 4- V2 = H2 

en entiers positifs, en posant 

U = /?2 — ip — 3, V - \p, 

d'où, avec p et q > 3, 

x = <l(p*— V — 3), y = 4 pq, Z = P(q2— iq — 3). 

11 reste à rendre carrée l'expression 

PV (pç — 3 ) f />2 -+- pq -4- qî— G(p -h q ) -4- 3] -4- 9 ( p -f- q )K 

Exemple : 
23 29 # 
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d'où 

x = 435, y — 4669, 2 = i656, 

(^ = 4901, P = 568I, 11 = 1911. 

M. le lieutenant-colonel R. E. , Allan Cunningham, 
de Londres, indique dans une Note insérée à la suite de 
cette réponse, que L. Euler ( C o m m e n t . Arith. Coll., 
Vol. II, p. 414-4 17) a résolu une équation similaire. 

M. Cunningham ajoute la solution suivante : 

x — 9G0, y = — 1064, z — 665, 

(> = 931, 11 = 1415, w — 1 o 16 

et dit qu'il est difticile de trouver par cette méthode 
des nombres tous positifs. 

Il faut voir aussi, en général, pour l'étude des triples 
équations et des doubles équations la traduction de 
YInventum Novum de J . de Billy ( Œ u v r e s de Fer-
mat, t. III). 

Pour lerminer ce bref historique, on peut dire que, 
si la forme du problème admettait un nombre négatif, 
on en obtiendrait immédiatemen t de nombreuses iden-
tités, l'emploi d'une méthode quelconque fournissant 
immédiatement des solutions. 

Ce problème que l'on peut classer parmi les ques-
tions ardues d'analyse indéterminée en entiers positifs 
mérite d'être approfondi, et nous espérons que de nou-
veaux chercheurs feront bientôt connaître des solu-
tions générales inédites et compléteront peut-être 
cette bibliographie condensée. 

Je note d'abord certaines remarques : si nous con-
naissons une solution 

(O a 2 a j i -b 3 2 = A2 
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particulière ou générale, nous aurons aussi 

O -f- {i)s — a ( a 4- ¡3) H- a2 = A2 

(a -4- 3 j2— -f- 3)-f- = B2. 

Les nombres a et ¡i étant connus, le problème se 
ramène à la simple résolution en positifs, entiers ou 
fractionnaires, de Y équation double 

(•>:) x2-{- ZX CL2 = B2, 
(3 ) .r2-h 3.r S2 = C 2 . 

Nous connaissons plusieurs procédés simples : 

I. En posant 

H = X -h w, 

nous arrivons à l'équation 

a• — 2 8 w3 -f- ( 4 ¡3* -4- oe3 — 2 a2) u2 
— (4aB — - H * 4 — a 3P + a 2 ^ 2 ) -= D2. 

Le coefficient seul de ur> étant carré, je pose 

D = u2— ¡3u -h I ( 3 ¡3*-h ot(3 — 2 a 2 ) 

et l'on retrouve ainsi la solution de Hart. 

II. On peut écrire aussi 

I> = 3m-J-/.-

et Ton obtient alors une équation de condition, où l'on 
doit prendre alternativement pour a et [3 leurs valeurs 
générales f 2 — g2 et g2 4- 2 f g : 

-h[a*(a* — «p -f- — = o. 

En annulant le coefficient de M2, on retrouve le cas 
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précédent; en posant 

¿ = 2a¡S —a», 
on trouve 

u = a, D = a ¡3, x = o. 

Enfin, il faut rendre carr<' le déterminant de cette 
équation, où k peut être fractionnaire. On sait qu''une 
seule solution initiale suffit pour en obtenir une infi-
nité d'autres, et cette solution est toujours facile à 
obtenir, même mécaniquement et entière, par mes 
procédés. 

111 . En posant 

on obtient 

B = a — -

q* H- ipq 
x = a '-JL 

2 — , . p 
et alors (3) s écrit 

(4) ipq) 

-f- 2 p q y = D2 . 

Cette équation de condition (4) étant de la forme 

U2 -+- 3 V2 = W 2 , 

on pourrait donc aussi l'étudier en posant 

V = 2rs , U = /'2— 3s2 , W = /*2-f- 3 s2. 

IV. L'étude des équations doubles est intéres-
sante à faire, d'abord par les procédés classiques, et 
ensuite par des-recherches nouvelles. 

J?ai remarqué, en commençant cet article, que 

x = - ( a -+- ¡3) 

nous donne une solution du système (2), (3) ; je 



poserai donc en général 

a? = 
et il suffira que 

pour avoir des solutions positives. 
J'obtiens alors une équation de condition de la 

forme 

( 5 ) ¿4— M Ni* — M A21 -H A* == D2 

avec 
M = 3 ( A + P) , a « - + - A P - + - P 2 = A « , 

N = 2 A2H- 2a2-+- 5ap 2 p2. 

Cette forme (5) est la plus intéressante, car elle nous 
mène à trois cas subsidiaires : 

2 
2° D = Î 2 + Î Î + A 2 , 

3° D = A2 — - Mi -f- nt*. 
2 

que je vais étudier successivement. 

i° En posant 

m = a - f i ) 2 , 

j'en tire 

^ = _ 3a 2 -MoaP-+- 3P2 __ _ (3a -4- ft)(a 3 ¡3) 
8 ( a + p) ~ 8 ( a - f - p ) 

qui nous conduit, a^ec des solutions négatives, à des 
identités du quatrième degré, puisque 

Exemple : 

x = 80, jk = 48, * = — 63. 
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Nous avons alors 

(2S 4- 3a -H — ( 2 a » - f - 5 a p - h 2 p * ) ] i 

4 - A 2 ( 2 S 4 - 3 a 4 - 3 ) = o. 

En écrivant que son déterminant est un carré parfait, 
on retrouve soit le cas général d'un triangle rectangle, 
soit une nouvelle équation de la forme 

s4 -f- es3 4- fs2 -h gs -h / = R2 

que l'on sait résoudre. 
Voici la solution cherchée : 
On pose 

d'où 
, EN 8A»-h(q-P)» _ ( g + p ) ( 3 a 2 - f - 2 ^ + 3 p 2 ) 

* i 6 A 2 - ( a - P)« "" ( 5 a 2 + 6ap -h 5[i2) 

Pour que a soit positif, il suffit d ' a v o i r / > g; # est 
évidemment positif, et l'on trouve ainsi : 

* = ( / 2 ~ S* ) ( 5 / * -h i * / « * H - 1 6 / 2 ¿r2 -+- 8 /r® 4- 4 .), 
y = (¿r2 4- a / * ) ( 5 / 4 4 - 1 2 / 3 g - m 6 / 2 ¿r2 4- 8/r® -+- 4 g* ), 

« - ( / 2 ) ( V 4 / 3 <r + B / 2 h- 8 / ^ + 4 ^ ) , 

« = ( /
2

 + / ¿ r H - ) ( > / * + 1 2 / 3 ^ -+- 1 6 /
 2

¿ r
2

 - h 8 / ^ 3 4 ^ ). 

Les valeurs générales de b et c se calculent facilement : 

b = 7 / 6 h- » 9 / * tf •+• * V 4 ¿'2 H- 1 6 / 3 ¿r3 h- 8 / 2 -h 4/S"3 + 4 ff*, 

c = 3 / 6 - b - 1 5 f » g 4- 4 3 / V
2

- f - 5 6 / 3 4 8 / i ^ - h 2 0 / ^ 4 - 4 ^ 6 . 

et l'on voit, en général, que l'on aura 

b 4 - c — ia. 

Les nombres ¿>, c, sont donc en progression arith-
métique, et ceci n'a pas lieu pour x, y, z. 

Voici quelques solutions numériques; il faut ton-
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jours prendre a et p premiers entre eux, sinon on 
retrouve des nombres déjà vus; de même, il sera facile 
de généraliser la remarque suivante : / = 5 et g = 2 
donnent la même solution que / = 3 et g = i . 

/ = a S — 1 a r = 19Ì y — 325 Z = 2 6 4 

3 1 7 2 0 8 6 307 6765 

3 2 9425 3o 1 6 0 21 o63 

4 3 12 383 • )83 7 7 38760 

On ne peut prendre g <C o, car il y aurait un nombre 
négatif; de plus, avec f > g\ et / , ¿»fractionnaires, on 
retrouve les mêmes solutions. 

On aurait pu, au lieu de poser 

effectuer immédiatement le produit (2) ( 3 ) ; on aurait 
ainsi les identités suivantes, obtenues par un autre pro-
cédé. 

Ayant une solution particulière ou générale 

x = a, y = iï, z = Y 

nous aurons aussi 

x = y = Pï, » = va. 

Voici donc de nouvelles identités, provenant de a 
solution générale précédente; on ne peut pas réitérer 
ce procédé. 

Les nouvelles valeurs générales de a , b, c sont dans 
l'ordre 

ca, a y; 
on aura ainsi 

* = g + lSfigt+îfgi+W), 

y = (/2 - ¿r2) (/2 H- *fs) (3/^ H- 4 / » g4- 8/* g* + 8/^3 4 
- = ( / « H - a / * ) + a / * ) ( 3 / 4 h- 4 / 3 7 / 2 8 /^3.4- 4 
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Application, f = 2, g = 1 ; triangle 264, 325, 44°-
Ces formules donnent de nouvelles solutions du pro-

blème géométrique posé et permettent de généraliser 
la question, au point de vue analyse indéterminée. Il 
sera maintenant facile de chercher d'autres identités. 

11 sera intéressant de voir si d'autres éléments de ces 
curieux triangles sont entiers, ou s'ils ont certaines 
propriétés spéciales. 

J'ai aussi trouvé des identités pour un problème ana-
logue qui se ramène à l'étude en nombres entiers du 
système 

x 2 — x y - h y 2 = a 2 , 

x2 — xz -h z2 = b2, 

y2 —yz z2 = c2. 

[ O l 2 e ] 

CONSTRUCTION DU CENTRE DE COURBURE 
DE L'HYPERBOLISME ET DE L'AFFINE D UNE COURBE DONNÉE; 

PAR M . F . B A L I T R A N D . 

Soient x et y les coordonnées d'un point m d'une 
courbe (m) et X , Y celles d'un point M d'une 
courbe (M). Si ces dernières sont liées aux précédentes 
par les formules 
/ V Y X Y (I) x = X, y = —, 

la courbe (M) est dite Y hyperbolisme delà courbe (m) (* ). 

( l ) Au sujet de la définition et des propriétés de Phyperbolisme 
et de l'affine {d'une courbe se reporter à un article de M. Goor-
maghtigb (Nouvelles Annales, 1913, p. 4o4 et 407). Consulter aussi le 
Traité des courbes spéciales remarquables de M. Gomès Teixeira 
(t. I, p. 95, 99 et passim). 
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Nous nous proposons de construire géométriquement 
le cercle oscillateur de (M) en M connaissant celui 
de (m) en m. 

M. Goormaghtigh a donné dans les Nouvelles An-
nales une solution de ce problème fondée sur la consi-
dération des courbes intégrales ; celle que nous allons 
indiquer est plus directe. 

La parabole qui a pour équation 

( a ) X1 — OLX — — y = o 

a son axe parallèle à Oy el dépend de trois paramètres, 
a, ¡3, y dont on peut disposer pour qu'elle passe en m 
et y oscule la courbe (m). 

En lui appliquant la formule (i), on la transforme en 
une hyperbole qui a pour équation 

Celle-ci passe en M et y oscule (M). Le problème 

Fig. 

y 

œ 
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revient donc à construire son centre de courbure C en 
ce point. 

Or elle admet Oy comme asymptote et elle coupe Ox 
aux mêmes points que la parabole (2). Pour la déter-
miner, il suffit donc de connaître ces points. 

Si l'on désigne par c le centre de courbure de (m) 
en m, et si l'on prolonge cm d'une longueur 

011 obtient, d'après un théorème connu, un point de la 
directrice de la parabole ('2) et en menant de c*, une 

perpendiculaire sur Oy on a cette directrice elle-
même. Dès lors, la construction du f o y e r / e s t immé-
diate, car il suffit de prendre le symétrique, par rapport 
à la tangente en m, du p o i n t s où //¿M coupe la direc-
trice. En traçant ensuite, avec un rayon égal à la 
distance de la directrice à l'axe O x , un cercle de 
centre on obtient les points a et b communs à Ox 
et à la parabole (2 ). Ces points appartiennent aussi à 

cm 
mcx — — , 

n 
y 
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l 'hyperbole (3) , qui se trouve ainsi déterminée d'une 
façon surabondante; car on en connaît le point M et la 
tangente en ce point, une asymptote, O y , et deux 
points a et b. 

La construction de son centre de courbure C en M 
est dès lors un problème connu, qui a reçu plusieurs 
solutions, et pour lequel nous indiquerons la suivante : 

Les parallèles à Oy, menées par aetb, rencontrent 
la tangente en M en a, et bK \ les parallèles à la nor-
male en M, menées par ces points, rencontrent 
respectivement en a et ¡3 les perpendiculaires élevées 
en M à M6 et M a ; la droite a¡3 détache sur la nor-
male en M un segment égal au diamètre du cercle 
oscillateur en ce point. 

En résumé, on a, pour déterminer le centre de cour-
bure de l'hyperbolisme d'une courbe, la construction 
suivante, qui est assez longue, mais qui s'effectue entiè-
rement avec la règle et le compas : 

On prolonge le rayon de courbure cm de (m) d'une 
longueur mcx == ^ et Von mène par cK une parallèle 
à CXr. Soient et ¡JL les points ou la droite /?«M coupe 
cette parallèle et Ox. Du point / , symétrique de m{ 

par rapport ci la tangente en m, on décrit, avec mK ¡JL 
pour rayon, un cercle qui rencontre Ox en a et b. 
Les parallèles à O y, menées par ces points, coupent 
la tangente en M en a{ et bK ; les perpendiculaires à 
la tangente élevées en ces points rencontrent en a 
et ¡3 celles menées à M b et M a au point M ; la droite a[3 
passe par Vextrémité du diamètre du cercle oscula-
teur en M. 

Pour 1 affine d'une courbe donnée, la construction 
est analogue, mais notablement plus simple. Les for-
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mules de transformation étant 

x — X, y ~ kX (A = const.), 

la parabole (2) a pour transformée une autre parabole 

( 4 ) x2—ax — k$y— y^o 

de même axe que la première. La connaissance du 
point f suffit pour déterminer cet axe etr celui-ci 
connu, la construction du centre de courbure de (4) 
en M n'offre pas de difficultés. 

On peu t notamment, pour l'obtenir, tirer par le point 
où l'axe rencontre la normale une parallèle à la tangente 
en M ; par le point M tirer une parallèle à l'axe et du point 
d'intersection de ces deux droites abaisser la perpendi-
culaire sur l'axe. Elle passe au centre de courbure 
cherché. On a donc la construction suivante : 

Le point fêtant déterminé comme précédemment, 
on mène par ce point une perpendiculaire sur Ox. 
Par le point ou elle rencontre la normale en M on 
tire la parallèle à la tangente en M et par M on tire 
une parallèle à Oy. Du point d1 intersection de ces 
deux parallèles on mène la parallèle à Ox ; elle 
passe au centre de courbure cherché. 

[ L 2 1 4 ] 
P O I N T S D ' I N T E R S E C T I O N D ' U N E S U R F A C E 

DU Q U A T R I È M E O R D R E AVEC L E S A R Ê T E S D'UN T É T R A È D R E ; 

PAR M . G . F O N T E N É . 

1 . T H É O R È M E . — Les vingt-quatre points d'inter-
section d'une surface du quatrième ordre avec les 
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six arêtes d'un tétraèdre vérifient trois conditions 
indépendantes de la surface considérée; trois de 
ces points sont déterminés par les vingt et un 
autres. 

Une surface du quatrième ordre dépend de para-
mètres en nombre 5 X \ X 7 — i, ou 34. Or, le tétraèdre 

o 
étant pris comme tétraèdre de référence, on ne modifie 
pas les traces de la surface sur les arêtes en modifiant 
les termes 

yzt(by ^-cz-^-dt) 

-h xzt{a x -4- c'z -h d't) -h . . . -4- . . . -T- kxyzty 

qui sont au nombre de i3 . Le nombre des paramètres 
dont dépendent les vingt-quatre points en question est 
donc 21 ; ces points vérifient trois conditions. 

C O R O L L A I R E 1 . — Si une surface du quatrième 
ordre coupe les six arêtes d'un tétraèdre en vingt-
quatre points dont douze appartiennent à une qua-
drique S, les douze autres sont aussi ci une qua-
drique S'. 

En effet, par neuf des douze points restants on peut 
faire passer une quadrique S ' ; les deux quadriques S 
et S' forment une S4 qui doit contenir les trois derniers 
points; la quadrique S' passe donc par ces points. Les 
équations des deux quadriques étant S — o, S ; = o , 
1 équation générale des surfaces considérées est 

S. S ' yzt(by + + + k.xyzt = o, 

avec 3i paramètres; a priori la surface doit vérifier 
trois conditions et dépend par suite de 3i paramètres. 

Les douze premiers points vérifient trois conditions, 
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qui sont, par exemple, une condition dans chacune des 
faces DBC, DCA, DAB; le théorème impose trois con-
ditions aux douze derniers points, et il se trouve que ce 
sont trois conditions intrinsèques, analogues à celles 
que vérifient les douze premiers points. 

3 . C A S P A R T I C U L I E R . — Par les douze points de 
rencontre des arêtes d un tétraèdre et cVune qua-
drique S, on peut {de différentes façons) fcure passer 
quatre plans a, [3, y, 3, chacun de ces plans étant 
mené par trois points situés sur les arêtes issues 
d'un même sommet; les quatre droites d intersec-
tion de ces plans avec les plans des faces opposées 
du tétraèdre appartiennent à un même hyperboloïde 
(•condition triple). 

Ces quatre plans Tormenten effet une S4 et les douze 
points que le corollaire I place sur une quadrique S' 
sont trois à trois en ligne droite. — Les traces des 
plans a, (3, y sur le plan ABC rencontrent BC, CA, AB 
en trois points qui sont sur une droite : cette droite 
est la seconde génératrice de l'hyperboloïde dans le 
plan ABC. 

Ce fait et le fait corrélatif ont été donnés par Chasles 
( Aperçu historique, note X X X I I ) . 

3 a. Si la quadrique est tangente aux six arêtes 
du tétraèdre, on a ceci : les poinls de contact étant M, 
N, P, M', N', P', les trois premiers sur les arêtes issues 
de D, et les plans tangents en ces poinls étant m, n , p , 
m\ /*',/>', les quatre droites (MNP, ABC), (MN'P', 
DBC), . . . sont à un hyperboloïde, les quatre droites 
qui joignent le point (m\ n\ p') au point D, le point 
(m1, /i, p) au point A, . . sont à un hyperboloïde. 
On peut dire : dans l'octaèdre hexagonal dont les 
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sommets sont M, JN,, P, M', les quatre droites 
d'intersection des plans des faces opposées sont à un 
hyperboloïde; dans l'hexaèdre octogonal dont les plans 
des faces sont m, /i, p , m', les quatre diagonales 
sont à un hyperboloïde. — L'axe dliomologie du 
triangle M'N'P' et du triangle ABC est la seconde 
génératrice du premier hyperboloïde dans le plan ABC; 
F axe d'homologie du trièdre mnp et du trièdre (#, b, c) 
est la seconde génératrice du second hyperboloïde 
issue de D. 

36. Si la quadrique e>t circonscrite (ou inscrite) 
ati tétraèdre, le fait indiqué au n° 3 (ou le fait corréla-
tif) donne ceci : Liant pris quatre points A, B, C, D 
sur une quadrique, et les plans tangents en ces points 
élant a, y, 8, les quatre droites d'intersection des 
plans o et ABC, a et DBC, . . . , sou ta un hyperboloïde; 
les quatre droites qui joignent le point 13 au point 
(a, ¡3, y), . . . , sont à un hyperboloïde. — On déter-
mine comme au n° 3 les secondes génératrices situées 
dans les plans ABC, . . . , ou issues des points 
( * • ? , - < ) , . . . . 

Ces faits ont été signalés d'abord par Steiner et 
Bobillier ( A n n a l e s de Gergonne, t. XVII I ) . 

3c . Les deux cas particuliers ( 3 a ) et (3b) dépen-
dent encore du théorème général donné par Chasles 
pour deux, tétraèdres qui sont polaires réciproques 
par rapporta une quadrique : les droites d'intersection 
des plans des faces correspondantes sont à un même 
hyperboloïde, les droites qui joignent les sommets cor-
respondants sont à un même hyperboloïde (Annales 
de Gergonne, t. X I X ) . 

4 . C O R O L L A I R E I L — Si une surface du quatrième 
Ann. de \ïalhématûf série, t. XVI. (Février 1916.) 6 
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ordre est doublement tangente à chacune des six 
arêtes d1 un tétraèdre, les douze points de contact 
sont à une quadrique. 

Le mot corollaire indique ici, non une conséquence 
directe du théorème, mais un fait intimement lié au 
théorème; les douze points de contact doivent vérifier 
trois conditions. Si Ton suppose qu'ils sont à une qua-
drique, l'équation de cette quadrique étant S = o, 
l'équation de la surface est 

S2 -4-yzl( by 4- cz 4- dt ) -h . . . 4- . . . 4- . . . 4- k.xyzt — o, 

avec 22 paramètres; or, a priori, la surface doit véri-
fier douze conditions et dépendre par suite de 22 para-
mètres. Ce raisonnement est d'ailleurs insuffisant. 

On a un fait corrélatif: les plans tangents ¿1 la sur-
face aux douze points ou elle touche les arêtes sont 
tangents à une quadrique. 

o. C A S P A R T I C U L I E R . — Si deux quadriques touchent 
l'une et l'autre les six arêtes d'un tétraèdre, les douze 
points de contact sont à une même quadrique, les 
douze plans tangents en ces points sont tangents à une 
même quadrique ( S T E I N E R , Annales de Gergonne, 
t. X I X ) . 

Cet énoncé est, si l'on veut, une réciproque de celui 
que l'on obtient en supposant que, dans le corollaire 1, 
la surface du quatrième ordre est une quadrique 
double. 
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C O R R E S P O N D A N C E . 

M. F . F a r j o n . — Sur le quadrilatère inscriptible. — Sous 
le n° 1389, j'ai proposé jadis (1888, p. 502) la démonstrat ion 
d'une formule t r igonométr ique relative au quadrilatère ins-
criptible, et j'en demandais en même temps une interpré-
tation géométrique. 

M. Leinekugel a donné à cette question une réponse é l é -
gante ( 1892, p. 38) ; mais il n'a pas retrouvé le t h é o r è m e qui 
m'avait servi de point de départ. En voici l ' énoncé , d'ail leurs 
bien connu : 

Dans tout quadrilatère inscriptible au cercle, la per-
pendiculaire abaissée du point d*intersection des diago-
nales sur la droite qui joint les milieux de ces deux 
lignes, et les perpendiculaires abaissées des points de ren-
contre des côtés opposés sur la droite qui joint respective-
ment les milieux de ceux-ci, se coupent en un mêmepoint} 

symétrique du centre du cercle circonscrit par rapport au 
centre de gravité du quadrilatère ; et réciproquement. 

Cf. (1892, p. 4 1 -47) l'article « Sur le quadri latère ». 

Un Abonné . — A propos de la transformation par 
hyperbolisme. — La transformation par hvperbo l i sme est 
bien antérieure à la transformation par l 'abscisse de Segner , 
s ignalée par M. M. d 'Ocagne ( N o u v . Ann1915, p. 620). Elle 
est due à N e w t o n , qui s'en est servi dans son Enumeratio 
linearum tertii ordinis ( 1706) . (D'après GOMÈS TEIXEIRA, 
Traité des courbes spéciales remarquables, t. I, p. 99 
et 151 ; FÉLIX LUCAS, Études analytiques sur la théorie 
générale des courbes planes, p. 221 . ) 

M. H. Goormaghtigh. — Au sujet de la question 1630.— 
MM. Brocard et Bouvais t ont donné de cet te quest ion des 
solut ions ( 1 9 1 5 , p. 139, 472) basées sur le fait que , pour le 
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triangle spécial considéré, la potentielle triangulaire est une 
conique. Il peut être intéressant de signaler que Gesàro a 
démontré le théorème qui fait l'objet de cette question 
(Natürliche Geometrie, p. 133) et que sa démonstration ne 
fait pas intervenir la nature spéciale de la potentielle. 

La potentielle triangulaire étant une courbe anharmonique, 
d'après la dénomination de Halphen, on voit aisément que, 
pour le triangle moyen où a-— bc, la tangente au centre de 
gravité est parallèle au côté a . On sait, en outre, d'après 
l'étude des courbes triangulaires symétriques de La Gour-
nerie, dont les courbes anharmoniques constituent un cas 
limite, que le rayon de courbure en un point quelconque 
d'une courbe anharmonique est 

f̂ i? > ¡¿3 désignant les coordonnées barycentriques du point 
considéré, y 2 , y 3 les distances des sommets à la tangente 
en ce point à la courbe et S l'aire du triangle. Il suffit de faire 
dans cette formule 

i 
( U 1 = ¡J.2= |A 3= - , 

y2=yz— >.S : 3 a et = 4 S : 3 a 

pour obtenir le théorème de la question 1630. 

M. F . B a l i t r a n d . — Sur les questions 2239 et 2268. — En 
ce qui concerne la première (1915, p. 4 / 7 ) , j'ai démontré, 
aprèsLaguerre{N.A., 1914,p.8) que le triangle PQR est non 
seulement inscrit à une conique fixe, mais aussi conjugué par 
rapport à une autre conique fixe. De même pour 2268 (1916, 
P- 479)? j'ai démontré ( I b i d p . 12) que le triangle PQR est 
à la fois circonscrit à une conique fixe et conjugué par rapport 
à une autre conique fixe. 

M. G. Fontené. — Sur la question 2J52. — Cette question, 
qui fait double emploi avec 1968 (résolue) , doit être annulée. 
Voir 191 o, p. 288. 
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S O L U T I O N S D E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

2 2 1 7 . 
l1914, p. 96.1 

Soit PP' un diamètre variable d'une ellipse de foyers F 
et F', PF et PF' rencontrent l'ellipse en M e / M ' ; MF' et M'F 
se rencontrent en Q; PQ rencontre FF' en K et MiVl' en L. 
Montrer que : 

i° La tangente en P' et MM' .ŝ  rencontrent en R sur FF'; 
•1" La droite MM' enveloppe une ellipse et L est le point 

où MM' touche son enveloppe ; 
3° Le lieu de Q est une ellipse de foyers F et F'; 
4° Chacune des droites PQ et P'Q est normale à une 

ellipse fixe. (TË.-N. BARISIKN.) 

SOLUTION 

P a r M . H . B O U V A I S T . 

Nous rappellerons tout d'abord la proposition suivante : 
Si, par un foyer F d'une conique, on mène une sécante 

coupant la courbe en A et B, on a 

t 1 
FÂ" FÏÏ ~~ 

p désignant le paramètre de la conique. 
i" Le triangle PFF' coupé par la transversale RMM' donne 

B P MF M' P _ 
KF X MP X W T ' ~ '' 

un a aussi 
1 i 1 1 1 1 

d'où 
M'F' r r p vir t r p F ' P P* MF FP 

M P F'P MP FP 
M F' ~ P MF 
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d'où 

H P __ _FP^ R F _ F' P' 
HF "" F ' P ° U RF ~~ FP ; 

le point R est le point d'intersection de la bissectrice exté-

rieure de l'angle FP'F' avec FF'; c'est donc le point d'inter-

section de FF' avec la tangente en P'. 
Par un point R de FF' passent deux droites MM'; l 'en-

veloppe de ces droites est une conique, admettant les axes de 
l'ellipse donnée pour axes de symétrie, et bitangeute à cet ie 
ellipse aux extrémités du grand axe; cette conique est une 
ellipse coaxiale à l'ellipse donnée d'axes a et b, et la longueur 
. b* de ses axes est a et 

c2 

L'enveloppe de MM' étant bitangente à l'ellipse donnée E 
aux extrémités du grand axe, MM' touche son enveloppe en 
son point d'intersection avec la polaire de R par rapport à E, 
c'est-à-dire au conjugué harmonique de R par rapport à MM', 
ou encore le faisceau P( RM'QM) étant harmonique, au point L. 

3° Le triangle M'PF coupé par la transversale MQM' donne 

PF' MF 

d'où, puisque 
MP M F ' 

i i i MF _ / ? 
MF ^ W ^ J) 0 U M P ~ F P 

et 
i j PF' _ PF' 

M
7

F
7

"
+

"pf~~T;
 o u

 wy~~JJ 

FQ = Q M - ( ^ ) = < F M ' - F Q > ( ™ p £ ) , 

d'où, puisque 

d'où 

P F 4- PF' = ia, 

F Q ( a 2 -+- c 2 ) = FM'(a 2 -h c2 — a PF ) 

= (sa — M ' F ' K a ^ c ^ - a P F ) ; 
M ' F = ¿ 2 P F ' b t P F ' 

d'où 
a PF'— b2 a 2 4- c2 — a PF 7 

F Q ( a 2 - f - c 2 ) = 2 F L ( a 2 + c 2 — a P F ) - b- PF' ; 



on a, tie même, 

p ' Q ( o « h - c 2 ) = - a P F ' ) — ¿>2PF, 

d'où 

F Q - f - F - Q = a a ( a
1

c ' ~ & , ) -v a 2 H- c2 

4° Les points RF'KF forment une division harmonique; le 
point K est donc le symétrique par rapport au centre O de 
l'ellipse donnée Ë, du pied de la normale en P à E. Soit Pi 
le point qui correspond à P sur le cercle principal de E, la 
droite KPj rencontre le petit axe en K' et l'on a, © étant 
1 angle P t O F , 

r* ,,, c2 . c2 <û 
< J k — — c o s 9 , O K = — - a sincp = — n T' siï < n ï 7 rt a a2 -4- c2 

la projection du segment KK' sur un plan faisant avec le plan 
du cercle principal un angle 6, tel que 

A A * co s 6 = — 

a donc une longueur constante; ce l le projection enveloppe 
une hypocycloïde à quatre rebroussements, et la droite PKQ 
une développée d'ellipse. 

Il existe une correspondance univoque entre les points P' 
<>l Q, car si l'on se donne l'un, l'autre est déterminé et unique-
ment, P' décrivant l'ellipse E, Q décrit une ellipse Ej ; il en 
résulte que l'enveloppe de P'Q est une courbe de quatrième 
classe; cette courbe admettant visiblement les axes de E t et 
de E2 comme a \ e s de symétrie et tangentes doubles, est une 
développée de conique. 

AVTRR SOLUTION 

P a r M. T . O N O . 

Soient 
P (a cosor, b sin a), 

M ( a cos3 b sinB), M'(a cosp', b sin p') 

et e l'excentricité de l'ellipse donnée 
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On a 

B i — e OL 6' i - f - e a 
tang - = — c o t - , tang — = c o t - : b <2 i -+- e i ° «2 i — e 2' 

et l'on trouve successivement les coordonnées et les équations 
suivantes : * 

(MM') bx cos x -+- 2ÎLIÎ1£L2 y sina 4- ab = o; 

a ( i 3e9-) b(i - e 2 ) . 
<Q) 3 -t- CQsa- ^ = - 3 + e2 S , n a ; 

( P Q ) ¿»¿r sina — a(i -h e2 )y cosa -f- sina cosa = o; 

( P 'Q) b( i -+- e'L)x sin a — a(i — e*)y cosa 
-h iabe2 sin a cosa = o ; 

/ix b(i-e^) . ( L ) # = — a cosa, v — — s i n a . v 7 ' J î h- e 2 

Donc : 

r' La tangente en 

P ' ( — a c o s a , — ¿ s i n a ) 

et MM' se rencontrent en 

\ cosa 

2° La droite MM' enveloppe l'ellipse 

, J 2 

a2 / i _ e2\2 
6 ( i T ^ ) 

= Ï ; 

et le point L est sur cette courbe. On voit que P'L est per-
pendiculaire à Taxe des x. 

3° Le lieu de Q est l'ellipse 

et ses foyers sont F et F'. 
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r L'enveloppe de PQ est la courbe 

(sOV-é-^-' 
l -h 6 - J 

et cette courbe est la développée de l'ellipse 

aT b-x 

où b* , b(i -f-e2). 

donc la droite PQ est normale à cette ellipse. 
L'enveloppe de P'Q est la courbe 

x

 y 
•»./te* J 
i -+- e* / 

y = , , 1 be2 1 

et cette courbe est la développée de l'ellipse 

x2 y- __ 
^ M ~ 

où 
_ 2^2(i -h g2) , _ ib(i — e2) 

a 2 ~ " a [ 4 — 1(1 — e 2 ) 2 ] ' 2 ~ 4 — ( 1 — 

donc la droite P'Q est normale à cette ellipse. 

JV. B. — Les deux ellipses du n° 4° ont leurs foyers sur l'axe 
d e s / . En changeant b en ¿>i, on aura les propriétés analogues 
pour une hyperbole. 

Autres solutions par M L L E A N N E D E P R É H Y R et U N A B O N N É . 

2218. 
(1914 , p . <)G, 192.) 

Quand deux normales MP, MQ à une ellipse abaissées 
d'un point M sont rectangulaires : i° la droite RS, qui 
joint les pieds R et S des deux autres normales issues de M, 
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est telle que les axes interceptent sur cette droite une 
longueur constante égale au rayon du cercle ortlioptique 
ci Vellipse; 2° la droite PQ enveloppe une ellipse et la 
touche en son point de rencontre avec la corde R'S' symé-
trique de RS par rapport au centre 0 de Vellipse. 

E . - N . B A ni SIEN. * 

SOLUTION 

P a r M U E A N N E D E P R É H Y R . 

La droite PQ est la polaire d'un point G du cercle orthop-
tique; son enveloppe est donc déjà l'ellipse polaire réciproque 
de ce cercle pour l'ellipse donnée. 

En posant OC = d = -+- b2 et en prenant les coordon-
nées de G sous la forme (¿ /cosa , ¿ /s ina) , l'équation de PQ 
est 
, „ „ s x d cosa yds'mot 

Le théorème de Joachimsthal sur les normales à l'ellipse 
montre que RS et OC ont des directions symétriques par 
rapport aux axes de l'ellipse donnée. On peut donc écrire 
l'équation de RS sous la forme 

( R S ) x sin a y cos a + À = o 

et en exprimant que l'équation 

xdc osa yd sina y d sina \ . » 
-H - — ^ — I (x sin a -hy cosa + A) = o 

est celle de l'hyperbole d'Apollonius de M, on a immédia-
tement X = d s ina cosa. 

L'équation de RS devient 

( R S ) x sin a -+- y cosa -+- d sin a co«? a = o. 

La droite RS est donc la droite symétrique par rapport à 
l'origine de celle qui joint les projections D, E de C sur les 
axes coordonnés; le segment intercepté sur RS par les axes 
coordonnés est donc égal à OC ou à d, comme il fallait le 
démontrer. 
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D'autre part, la droite PQ touche son enveloppe sur la 

droite m dont l'équation est 

a? sin a y cosa 
<*> — 

Or on retrouve cette équation en éliminant le terme indé-
pendant entre l'équation de PQ et celle 

x sin a -h y cosa — d sin a cosa = o 

de la droite DE. Le point où PQ touche son enveloppe est 
donc sur DE. 

.Y. B — i° L'équation de l'enveloppe de PQ est 

x* 
a \ 12 «2 + 6 2 

2° En poursuivant l'identification de l'équation ( i ) avec celle 
de l'hyperbole d'Apollonius de M (a?j, y\), en supposant d 
quelconque et en faisant d cosa = ¿r2, d sina = on retrouve 
les formules de Deboves pour les coordonnées d'un pôle 
tangentiel C et d'un pôle normal M. 

\utres [solutions par M \ L . R . B O U V A I S T , J . L K M A I R E , T . O N O et 
UN ABONNI:. 

2220. 
( 1914, p. 144.) 

On considère les trajectoires orthogonales F d'an 
système de cercles C homothétiques entre eux par rapport 
au pôle O. Le centre de courbure de la courbe Y répon-
dant au point M où elle coupe orthogonalement le cercle C 
est le pôle de la droite OM par rapport à ce cercle. 

M . D'OCAGNE. 

SOLUTION 

Par M . T . O N O . 

Soient O l'origine des coordonnées et G le centre du 
cercle (C) qui est sur l'axe des x . En posant OC = a, le 
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rayon de (G) = \a, on a 

(i) (x — + = 

En éliminant a entre ( i ) et (x — a) y'—y = o, on obtient 
l'équation différentielle de T 

On trouve, d'après (a ) , 

„ _ y y'0 -Kr'a) 
y \*x(xy' —y)—y2yr 

Soient maintenant K(x1,y1) le centre de courbure de F 
répondant au point M(xt y) et R son rayon, et l'on a 

R =
 ( 1 + _ —y2) 

y" y(x — a) 

, , 1-ax — z1 l^ax (K) Xi = x ——, yi=y-+-
y 

On voit donc que KG et OM sont rectangulaires, et par 
suite que K est le pôle de OM par rapport à (G). 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r MLU ANNE DE PRÉHYR, M. J . LEMAIRE et UN 
ANONYME. 

2 2 2 3 . 
( 1914, p. n:$r..) 

Soient M et M' les extrémités de deux diamètres conju 
gués, F et F' les foyers d'une ellipse. Trouver le lieu du 
point d'intersection .de MF et M'F' ou de MF' et M'F. 

T. O N O . 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

P a r M. R . BOUVAIST. 

Considérons le cercle dont Felli-pse donnée est la projection ; 
soient O x et O y les diamètres de ce cercle correspondant au 
grand axe et au petit axe de l'ellipse. Soient Mt et M', les 
extrémités de deux diamètres rectangulaires du cercle; si O 

désigne le centre de celui-ci, les demi-droites OMj et OMj font 
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avec Ox les angles cp et ^ -h cp ; soit a le rayon du cercle; 

posons enfin 

ÔF = F 7 Ô = c, M , F O = 6, M ^ r O ^ e ' . 

Les triangles M, OF, M', OF' donnent les relations 

sinO sin(fl-+-cp) sin 0f __ cos(0' — cp) 
a ~~ c ' a c 

d'où, en éliminant cp, l'équation 

sin2 0 sin2( 0'— - \ -h sin20'sin2 ( h a'-
cos2( 0 0') '2C2 

Soit P le point d'intersection de Mi F et Mj FJ ; prenons sur Oy 

le point À tel que le vecteur OA = c, construisons le point P' 
inverse du point P par rapport au triangle FA F'; dans le 
quadrilatère FAF'P' , on a 

AP' FP' AP' F' P' 
sinO sin FA P' sin cos F A P' 

d'où 

ÂT7'2 = FP'2 sin2G -h F7^'2 s in26'; 
or 

sin ( 0 ' - y ) sin — 
F P ' = " ^r~Wr> ~ ¿ C 008(6 + 6 ' ) ' 

d'où, en tenant compte de l'équation ( i ) , 

AP' = « v7^. 

Le lieu du point P est donc la quartique circulaire trino-
dale inverse par rapport au triangle FAF', du cercle de 
centre A et de rayon a\/'i \ le lieu cherché est donc la pro* 
jection de cette courbe sur le plan de l'ellipse. 

On voit de même que le lieu du point d'intersection des 
droites MF', M'F est la projection sur le plan de l'ellipse, de 
la quartique circulaire trinodale, inverse par rapport au 
triangle A ' F F ' d u cercle de centre A' et de rayon a / 2 , A' 
étant le symétrique de A par rapport à O r . 
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2 2 2 5 . 
i 1914, p . 336.) 

Soient r et G m&c conique et le cercle, inscrits dans le 
triangle ABC. Trouver le lieu du point de contact de la 
conique variable Y avec lei quatrième tangente commune 
au cercle C et à ta conique T. Ktuilier le cas particulier où 
la conique F est une parabole. N. ABRAMESCU. 

SOLUTION 

P a r M. H. BOUVAIST. 

Prenons le triangle ABC comme triangle de référence, 
soient 

U V W U V (Ï' 

La tangente commune à V et à C est la droite 

x y z 
cp - By + A y — Ga + Ba — A p ' 

elle louche F au point 

i a? = A ( B y — CP)2 , 
( i ) ) y = B ( C a - A Y ) 2 , 

f z - C ( A p - B a ) 2 ; 

dans le cas général où la conique Y est quelconque, le pro-
blème est indéterminé, ce qui du reste était évident a priori; 
si F est une parabole, on a 

A B C 
H T -H - = O, 

a b c 

et les équations ( i ) montrent alors que le lieu du point de 
contact est une cubique admettant comme directions asymp-
totiques les côtés du triangle ABC et tangente à ces côtés 
aux points de contact de la conique C. Son équation en coor -
données trilinéaires normales sera donc de la forme 

(ax -4- by -h cz ) 
. : ( a 2 - h -h y — i^pocy — irt^xz— aftyyz) 

H- X xyz = o ; 
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on déterminera facilement le paramètre X, en écrivant qu'un 
point du lieu correspondant à des valeurs de A, B, G satis-
faisant à la relation 

A B G h T -+- - = o, a b c 

par exemple (A = a , B — b, G = — 2 c ) est situé sur la 
cubique. 

Q U E S T I O N S . 

•2280. Si l'on divise la suite naturelle des nombres impairs 
en groupes successifs de termes dont les nombres sont indi-
qués par les carrés des termes de la suite de Fibonacci , la 
demi-somme des termes extrêmes du /iièQie groupe est égale 
au terme de rang m de la suite de Fibonacci. 

B . GOORMAGHTIGH. 

2281. Soient A et B les points de contact des tangentes 
issues d'un point P à une conique 2 , les tangentes menées 
par A et B à une conique S' homofocale à 2 , touchent un 
cercle dont le rayon reste constant si P se déplace sur une 
conique homothétique et concentrique à S. En particulier, 
si A et B sont les extrémités de deux diamètres conjugués 
de S, le carré du rayon de ce cercle est égal à la différence 
des carrés des demi-axes de S et 2 ' . B . BOUVAIST. 

2282. Soit F la section d'une quadrique 2 par le plan 
polaire d'un point P par rapport à cette quadrique, la déve-
loppable circonscrite à F et à une quadrique 2' homofocale 
à 2 est circonscrite à une sphère dont le rayon reste constant 
si P décrit une quadrique homothétique et concentrique à 2 . 
En particulier, si T passe par les extrémités de trois diamètres 
conjugués de 2 , le carré du rayon de cette sphère est égal 
au double de la différence des carrés des demi-axes de 2 
ET 2 ' . B . B O U V A I S T . 
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£283. 2 et 2' étant deux ellipsoïdes homofocaux, un plan 

tangent à 2 coupe 2' suivant une conique dont l'aire est inver-
sement proportionnelle au cube de la projection sur une per-
pendiculaire au plan sécant du demi-diamètre de 2' conjugué 
de ce plan sécant. H . B O U V A I S T . 

2284. 2 et 2' étant quadriques homofocales, les plans tan-
gents à 2 parallèles aux plans tangents à un cône homofocal 
au cône asymptotique de 2' coupent 2' suivant des coniques 
d'aire constante. R . BOUVAIST. 

2285. Soient À', B',, C les pieds des trois céviennes AM, 
BM, CM du triangle ABC, et N le point d'intersection de AM 
avec l'axe d'homologie des triangles ABC, A'B'C'. Démontrer 
que 

A ' N _ ( V M 

A M ~ 'X M A ' 
T . O N O . 

2286. Factoriser le déterminant 

2 abc — c3 — ¿>3 a 

— c3 'iabc — a7, b 

— 63 — a'd i abc c 

a b c o 
T. O N O . 

E R R A T A . 

Tome XV, 1915 : 

Page 4 ° 7 > équation (19), sous le radical au lieu de b — x, lire 
x{b — x). 

Même page, n° ligne, équation, au dénominateur, au lieu de x, 
lire b. 

Page 531, 10e ligne, au lieu de on joint pat", lire on joint Bx". 
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[ A 3 a a ] 

D É M O N S T R A T I O N A L G É B R I Q U E D U T H É O R È M E 

DE D ' A L E M B E R T ; 

PAR M . LÉON P O M E Y ( T ) , 

Ingénieur des Manufactures de l'Etat. 

Toute équation algébrique entière de degré n a 
n racines. 

Considérons le polynome 

f ( z ) — A S ' L + B . . -4- K , 

où ; est une variable complexe x -h iy, A, B, . . . , K 
des nombres complexes quelconques (dont le premier 
et le dernier, A et R , sont supposés différents de zéro). 
Supposons qu'on mette f ( z ) sous la forme ordinaire 
des nombres complexes, en désignant par P(.r, y ) 
et Q ( x , y) les deux polynomes entiers par rapport 
aux variables réelles x et y, qui représentent la partie 
réelle et la partie imaginaire de f ( s) ; on aura 

et le carré de son module sera 

| / ( * ) = F ( .R , y) = P*(x,y) •+• Q«(ÎF, y). 

LEMMES PRÉLIMINAIRES. 

L E M M E 1 . — Le polynome f (z) est une fonction 
synectique, en sorte que les conditions classiques 

( l ) Actuellement mobilisé comme lieutenant d'artillerie. Sur le 
front, en France, depuis le début des hostilités. 

(Note de la Rédaction.) 
Ann. de Iîathémat., 4« série, t. XVI. (Mars 1916.) 7 
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suivantes sont toujours satisfaites : 

àP_ _ àq à? _ _ ¿Q 
àx ày ôy àx 

et que sa dérivée est 

, àP -àQ - àQ â P 

f ( z ) = 3 — a u s s i 3 11— dx ày ày 

= aussi n k z n - 1 -+- ( / i — 2 - f - . . . . 

Nous admettons ce résultat sans démonstration. 

C O R O L L A I R E I. — Il résulte de là que : 

Le polynome f ' ( z ) , ainsi que toutes les autres 
dérivées successives sont aussi des fonctions synec-
tiques, en sorte que les conditions suivantes sont 
également satisfaites : 

P _ d2Q _ ¿2Q 
ÔX2 (te ' (te2 

et 
¿2Q _ _ <PP_ a2 Q _ d2P 

dy dx ày2 ' dp2 dy (te ' 

En sorte qu'on a 

/ (*) = xrr + 1 ^ = a u s s i ^rh ~1 : àxs àx2
 ( t e ( t e ¿ ¡ ^ 

et ainsi de suite pour les autres dérivées successives. 

C O R O L L A I R E II. — Il résulte de là immédiatement 
que : 

Si un nombre a=v.-{-i$ annule toutes les 
X — i premières dérivées [de façon qu'on ait 
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f'{a)=f (a) = (a) = o], T O U T E S les dé-
rivées partielles de P(x, y) et Q(x, y) sans excep-
tion jusqu'à V ordre \ — i inclus s'annuleront pour 
le système de valeurs x = a, y = p. 

L E M M E II. — Si |s| tend vers Vinfini, il en est de 
même de \f(z)\. 

On démontre en effet facilement que, L désignant 
un nombre positif quelconque, on peut déterminer un 
nombre positif R tel que \ f { z ) \ soit > L dès que \z\ 
est ^ R . 

COROLLAIRE IU. — Donnons à z une valeur quel-
conque z0, et soit L ia valeur correspondante de 
On peut trouver un nombre positif R tel que, 
pour on ait La circonférence de 
rayon R, concentrique à l'origine, et la région inté-
rieure du plan constituent un domaine borné et 
complet ou \f{z)\, qui varie d'une manière continue 
avec z, admet un minimum m au plus égal à L, qu'il 
atteint effectivement pour une valeur déterminée 

de s, dont l'affixe est intérieure au 
cercle C. 

Je renvoie, pour les détails de la démonstration du 
lemme II et du corollaire III, au Cours d'Analyse de 
M. Jordan. 

Je peux donc écrire 

F (a, p) = m l 

L E M M E III (relatif aux minima d'une fonction de 
deux variables). — Considérons une fonction réelle 
quelconque y) de deux variables réelles, déve-
loppable par la série de Taylor au voisinage d'un 
point (a, p) tel que F ( a , soit un M I N I M U M de ¥{x,y), 
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d'où 

F(x,y) = F(a, ? ) + (x - a) ^ + (y - ^ 

1

 r , / 

(en représentant par un crochet armé d'un indice la 
puissance symbolique correspondante de la fonction 
incluse dans le crochet). 

Je dis que : 

L'ensemble des termes du plus bas degré en x — a 
et y — p, dans ce développement, à la suite de 
F(a , S), doit nécessairement former un ensemble 
homogène (un polynome homogène) de degré PAIR 

par rapport à Vensemble des deux variables x — a, 

y - % 

En effet, supposons que \x — a| et | y — s o i e n t 
infiniment petits l'un et l'autre, mais de telle sorte 

que - — t e n d e vers une limite finie l choisie arbi-

trairement positive ou négative. 
Soit alors \ le degré le plus faible pour l'ensemble 

des deux variables x — a et y — ¡3; d'où 

p) = O — P)X 

P>(/), P>+ l(/) représentant des polynomes en l de 
degrés X i , . . . au maximum respectivement. 

Or je pourrai choisir le module dey—¡3 suffisam-
ment petit pour que tous les termes à la suite du pre-
mier soient infiniment petits par rapport à lui, de 
façon que ce soit lui qui impose son signe au deuxième 
membre. En effet : 

i° Si y ) est un polynome entier par rapport 
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à x et y, le développement de Taylor se réduit à un 
polynome entier, et la possibilité de rendre tous les 
lerm e s à la suite du premier négligeables par rapport 
à lui ressort immédiatement de la démonstration, 
donnée par M. Jordan, du lemme li. 

2° Si F(.r , y) n'est pas un polynome entier, cela 
résulte immédiatement des propriétés élémentaires des 
séries entières (de leur continuité et de leur conver-
gence uniforme). Ce cas-là ne nous intéresse d'ailleurs 
pus directement pour la démonstration actuelle. 

Or cela étant posé, il est bien évident que, si X est 
I M P A I R , je peux choisir le signe de y — ¡3 de façon 
que le signe de (y — ¡3)*Px(/), et par conséquent du 
second membre, soit (—). 

En sorte qu'au voisinage du point (a, [3) il y 
aurait des valeurs de y ) inférieures à son mini-
mum F(a , ¡3). Ce qui est contradictoire. Donc il est 
nécessaire que K soit pair. En particulier il est néces-
saire qu'on ait 

àF _ _ ¿F 
d* ~ ° ~~ op ' 

R E M A R Q U E . — Ce lemme s'applique, comme cas 
particulier, au polynome F (x, y ) défini précédem-
ment comme carré du module de f ( z ) y et au point 
( a, fi) qui le rend m in im u m. 

T H É O R È M E D E D ' A L E M R E R T . 

Nous allons montrer, en supposant le théorème de 
d'Alembert vrai jusqu'au degré n — i , que le mini-
mum m atteint (corollaire III) par \ f ( z ) \ est néces-
sairement nul. 

Le théorème sera ainsi démontré pour le degré rc, et 
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comme il est vrai pour le degré i , il le sera d'une 
manière générale. 

Or si m n'est pas nul, appelons pi la valeur que 
prend f (z) quand 5 prend la valeur a = a + 
L'équation f ( z ) — JJI = o a donc une racine a. Par 
suite en divisant cette équation par z — a , on retombe 
sur une équation de degré n — i qui en a n — i . 
Donc f ( z ) — JJL — o a n racines : a , ax, a2<, 
Je dis que plusieurs de ces racines sont nécessairement 
égales el que celles qui sont distinctes ont un ordre 
de multiplicité P A I R . 

En effet, on a, par la formule de Taylor, 

/(*) =/(«y) + (* - " j ) f \ " j ) + r ( a j ) 

( / = O, 1 ,2 , . . . ) • 

Or puisque F(ay, ¡3y) est minimum, on doit avoir 
(lenime III) : 

Puisque, par hypothèse, P (a/, ¡3y) et Q (ay, ¡3y) ne 
sont pas nuls tous deux, il faut qu'on ait 

— ÈÏL _ ÊQ. d P -
doLj dxj 7 

ou, en vertu des formules (i) (lemme I) : 

/dP\* ZdQ Y 
(sj) + fe) = 

d'où 
dP dQ 
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11 en résulte (même lemrae) que Ton a 

Donc la formule de Taylor (2) montre que aj 
est racine d'ordre au moins égal à 2. Soit X son 
ordre de multiplicité. Il est forcément pair, car 

f(aj)> f ( a j ) i ••"> fX~h(aj) é t a n t n u l s > 1 1 e n e s t d e 

même (corollaire II) de toutes les dérivées partielles 
de P ( x , y ) et Q(x, y ) jusqu 'à l'ordre A exclusivement. 

Or, puisque F(ay, ¡3y) est un minimum, il faut 
(lemme 111 et remarque à la fin du lemme) que X soit 
pair. 

Donc l'équation f ( z ) — ¡JL = o n'a que des racines 
d 'ounuE P A I R , ce qui est manifestement impossible si 
le degré n de f ( z ) est I M P A I R . Donc dans ce cas le 
théorème est ainsi démontré. 

Si le degré n est P A I R , la théorie de la division des 
polynomes permet de mettre en évidence ces racines; 
d'où 

f ( z ) — a = A ( s — a)^(z — ¿>)2>/ • • •• 

Le second membre est donc le carré d'un polynome 
e n t i e r p ( z ) \ d'où 

/ ( s ) ==/>«(*) + 

p(z) étant de degré On a donc 

/(*) = [p(z) -h [p(z) ~ i 

Chacun des deux facteurs, mis ainsi en évidence, est 

un polynome entier de degré qui a par hypo-

thèse " racines, lesquelles devraient aussi être racines 

de/(*)'. 
On aboutit donc encore à une contradiction. Donc 

il est impossible de supposer o. c. Q. F. D. 
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S U R UNE Q U E S T I O N D E MANNHEIM E T S E S A P P L I C A T I O N S 

A LA G É O M É T R I E DU T R I A N G L E ; 

PAR M M . R . G O O R M A G H T I G H ET V . T H É B A U L T . 

1 . Mannheim a proposé la question suivante : 
On donne un angle xSy et un cercle inscrit C. 

Une tangente ci ce cercle détermine un triangle ASB. 
Le cercle ASB reste tangent à un cercle fixe C, 
lorsque la tangente AB varie. 

Desboves (Quest ions de Géométrie élémentaire, 
2e édition, p. ^44) indique l'inversion comme mode de 

F i g . 1 . 

démonstration. On y arrive aussi en utilisant la réci-
proque du théorème sur l'hexagone de Pascal (fig- 1). 

A priori, le cercle s'il existe, est tangent à S x 
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et à S y ; considérons donc le cercle C, qui est tangent 
à Sx, à S y et au cercle A S B ; soient D, E, H les points 
de contact. Par homothétie, si l'on trace HDG, la tan-
gente en G est parallèle à SA et BG est bissectrice de 
l'angle SBA; de même, AL est bissectrice de l'angle 
S A B ; ces droites se coupent donc au centre I du 
cercle C, point donné. L'hexagone de Pascal ASBGHLA 
donne alors D, E, I en ligne droite, de sorte que 1)E 
est la perpendiculaire en là SI. Le cercle C< est donc 
fixe. 

Cette démonstration a l'avantage de ne pas supposer 
connue d'avance la position du point C, . Si l'on sup-
pose connue la position du cercle C, , la vérification 
peut du reste se faire d'une manière élémentaire. 

La droite DE étant perpendiculaire à SI en I, la 
droite DC, étant perpendiculaire à S^r, il suffit de 
prouver que 

R — Ct D = OC,, 

R étant le rayon du cercle O, ou 
R2— sR x CtD + GTD* = 00?, 

ou 

R 2 _ ô c ' = a H x C,D — G7D\ 

ou finalement 
Ci S X FB = FK x ^ D , 

soit 
Ci S _ FK 
Ct D ~~ FB ' 

ce qui est évident. 
Nous trouvons aussi dans le Journal de Vuibert, 

1900, page 4, un sujet analogue : 

On donne un cercle O et deux cordes MA, MB; 
dans l'angle AMB on inscrit un cercle tangent en C 
et D aux côtés MA, MB et touchànt également le 
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cercle O. Enveloppe de la droite CD lorsque, les 
points A, B restant fixes, /e point M décrit le 
cercle O. 

Ainsi la proposition de Mannheim et celle du 
Journal de Vuibert nous conduisent au résultat 
suivant : 

Soient un triangle ABC et I le centre du cercle 
inscrit. La perpendiculaire en I à IA rencontre les 
deux côtés de Vangle A en des points Ta et la per-
pendiculaire à AB en Ta rencontre AI en A'. Le 
cercle de centre h! et de rayon A ' T a est tangent au 
cercle O circonscrit à ABC. 

C'est ainsi rédigée, que M. H. Brocard a bien voulu 
nous signaler la question comme étant susceptible de 
donner des résultats intéressant la géométrie du 
triangle. 

2. Revenons a la question même de Mannheim. En 
considérant deux positions infiniment voisines de AB, 
on voitque le point de contact H du cercleO avec son 
enveloppe est sur le cercle tangent à SA en A et 
passant par le contact M de AB avec le cercle 
inscrit l et sur le cercle tangent à SB en B et passant 
en M. 

Cette propriété est fondamentale pour ce qui va 
sui\ re. 

3 . Considérons maintenant un triangle ABC. Soient 
I, O les centres des cercles inscrit et circonscrit de 
rayons r et R ; T a , T^, Tc les intersections des perpen-
diculaires en I k IA, IB, IC respectivement avec les 
côtés du triangle ABC; A', B', G les centres des cer-
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cles qui touchent le cercle O et les côtés du triangle 
respectivement en Tbj T c ; A", B", C" les contacts 
de ces cercles avec le cercle O; D, E, F ceux du cercle 
inscrit 1 avec BC, CA, AB; D a , E a , F a , Dè, Eh Fà, D 0 

Fig. 2. 

E 0 F c les points analogues pour les cercles exinscrils 
le-

Le cercle to circonscrit au triangle CD A" touchant A G 
en G, 

angle DA"C = angle B. 

Donc A"D rencontre le cercle O au point A< symé-
trique de A par rapport à Oa, et 

Les points de contact A', B", G du cercle O et des 
cercles A', Br, G sont situés sur les droites A{ D, 
B<E, C , F , A4 , B , , C, étant les symétriques des som-
mets A, B, C par rapport aux médiatrices du 
triangle ABC. 
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Les triangles A 4 CD et Af A"C étant semblables, il 

en est de même de A< A"C et ABD f l. Par conséquent 

angle A" AC — angle B A D a , 

et AA;/ est symétrique de ADrt par rapport à la bis-
sectrice AL 

De même BB" et BEj , CC" et CFt. sont respecti-
vement symétriques par rapport aux bissectrices Bl 
et CL 

11 s'ensuit que les trois droites AA" ; BB", CC' sont 
concourantes en un point N' qui est Vinverse trian-
gulaire du point N de Nagel du triangle ABC. Ce 
point N' est situé sur la ligne des centres des cercles 
inscrit et circonscrit. 

On en déduit aussitôt cette propriété : 

Les triangles ABC et A ' ^ ' C sont homologiques. 
Le centre N1 d'homologie est Vinverse du point de 
Nagel relatif au triangle ABC et la polaire A de 
ce point par rapport au cercle O, perpendiculaire 
sur 1 0 , est V axe d'homologie de ces deux triangles. 

4. On peut encore donner au moyen de l'inversion 
une démonstration simple de ce théorème. Soient E^, 
F a les points de contact du cercle l a exinscrit dans 
l'angle A avec les côtés AC et AB, r a le rayon de ce 
cercle. Par le pied de la bissectrice de l'angle A 
menons la seconde tangente au cercle elle coupe 
les côtés AC et AB en P et Q et touche le cercle \a en 
un point D^. Transformons la figure par inversion, le 
pôle étant le sommet A, la puissance CA x AB = bc. 
Le cercle ABC est le transformé de PQ; le cercle de 
centre A7, de rayon A'T„ a pour transformé le cercle 1«, 
car on a 

AE<* x AT a = ^ = A A smA sin —cos — 
2 2 
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Par conséquent, le cercle Ta touche le cercle ABC 

en un point A", situé sur la droite AD a symétrique 
de Aa droite AD f l par rapport à la bissectrice de 
Vangle A. 

o. B ' C , par exemple, rencontre BC en S, centre de 
similitude externe des cercles B 'etC ' . Mais ces cercles 
touchent aussi le cercle O en B" etC"; donc B"C" passe 
aussi en S et les trois droites BC, B ' C , B"C" sont 
concourantes. Alors : 

Les triangles ABC et A 'B 'C' , A ' B ' C et A"B"C" 
forment deux groupes de triangles homo logiques. 
Les centres d1 homo logic sont les centres l et O des 
cercles inscrit et circonscrit à ABC. IJ axe d'homo-
logie A commun à ces deux groupes de triangles est 
le même que précédemment, c'est-à-dire une droite 
perpendiculaire à la ligne des centres 1 0 des cercles 
inscrit et circonscrit. 

6. On peut aisément démontrer analytiquement ces 
propriétés en prenant le triangle ABC pour triangle de 
référence. Désignons par r|, Ç les coordonnées nor-
males de A' et par r le rayon du cercle inscrit. On a 
d'une part 

cos2 — 2 

La coordonnée ; résulte ensuite de la relation 

. (b-hc)r 
a \ •+• — '2 S. 

cos2 — 
2 

On déduit de là que les cordonnées normales rela-
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lives de ce point sont 

ou encore 

a — ip sin2 a, ay 

Par analogie, celles de B' et G7 s'écrivent 

,, t a n g - , 

P c , - _ t a n g - . 

L'équation qui donne les coordonnées relatives du 
point d'intersection S de BG et B C s'écrit 

P B 
tang -

p G 
= o, 

y 
B G 

tang — tang — 

L'équation de l'axe d'homologie A des triangles ABC 
et A 'B 'C ' est donc 

( 0 
y 

tang— tang— tang — 

Uaxe d'homologie A est la polaire trilinéaire du 
. / A B C point (tang — , tang-» tang — 

On peut encore écrire l'équation (i) sous la forme 

(2) 2(/> — a)x = o. 
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On voit que l'axe A passe par le point d'intersection 
des droites Hx = o et Hax = o. Ces équations repré-
sentent respectivement la droite qui joint les pieds des 
bissectrices extérieures et la droite de l'infini, l'axe A 
est donc parallèle à la première de ces droites. Au 
moyen de l'équation (2), on voit aisément que son 
pôle, par rapport au cercle ABC, est le point 

\p — a p — b p — cj 

c'est-à-dire Vinverse du point de Nagel. 

7. Le triangle formé par les inverses triangulaires A2, 
B2 , C2 des points A', B', C ; est aussi homologique au 
triangle ABC. L'équation qui donne les coordonnées 
du point d'intersection de la droite B 2 C 2

 a v e c BC e s l 

y 

ou 
R B \ / 
— cot i y -ht 0 '2 JJ \ 

P G 

1 R G , 
cot — — 1 ) ^ = 0. 

L'axe d'homologie des triangles ABC, A 2 B 2 C 2 a donc 
pour équation 

? . R V A 
S X cot I*X = o. 

P 2 

11 résulte de là que cet axe passe par l'intersection 
de la droite (1) avec celle qui joint les pieds des bissec-
trices extérieures. On a donc ce théorème : 

L'axe d'homologie du triangle ABC et de celui 
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formé par les inverses des points A', B', C ; est aussi 
perpendiculaire à la ligne des centres des cercles 
inscrit et circonscrit au triangle ABC. 

8. La démonstration, au moyen de l'inversion, uti-
lisée au paragraphe 4, montre qu'il existe également 
trois cercles A',, B 2 , C3 dont les centres sont situés sur 
les bissectrices AI, BI, Cl et qui touchent extérieu-
rement le cercle circonscrit O à ABC. Soient A",, B"2 

et C'3 les points de contact. 

Le cercle B D a Aj est tangent à AB en B. Les pro-
priétés de A j sont analogues à celles du point Af 

précédent, et AA'J est symétrique de AD par rap-
port à la bissectrice Al . De même BB^, CC3 sont 
respectivement symétriques de BE et CF par rapport 
aux bissectrices BI et CL 

Les trois droites AA'J, BB",, CCJ concourent donc 
au point ir inverse triangulaire du point J de G er-
go une du triangle ABC. Ce point est situé sur la 
ligne des centres 1 0 des cercles inscrit et cir-
conscrit. 

D'où cette propriété : 

Les triangles ABC, A' B'2C!P A^B^CJ sont homo-
logiques entre eux, les centres d'homo log ie étant 
respectivement 1, J ' inverse triangulaire du point 
de Gergonne de ABC, et O. Uaxe d'homologie est la 
polaire de JK par exemple par rapport au cercle O, 
c'est-à-dire la droite qui joint les pieds des bissec-
trices extérieures. Cette droite est aussi perpendicu-
laire à la ligne des centres 1 0 des cercles inscrit et 
circonscrit à ABC. 

9. Comme au paragraphe 6, on voit facilement que 
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les coordonnées normales relatives des points A't, B'2 

et C 3 sont 

X . — i(p — a) sin2 —, a , 
g 

b, — 6 — 2(/> — 6 ) s i n 2 ~ , h, 

c, __ c _ — c) sin 

L'équation qui donne les coordonnées du point 
d'intersection S' des droites BC et B!,C'3, est 

(3 ) j ^ c — b(p — c) sin2 ~ j y -h £bc — c{p — ¿>)sin 2^j = o. 

Or 

( 4 ) b{p-c) s i n 2 | = I (p — a)(p-b)(p — c) 

g 
= c(p — b) sin2 — • 

2 

L'équation (3) s'écrit donc 

y - h z = o. 

L'axe d'homologie des triangles ABC, A^B^C, est 
done la droite Hx == o, qui joint les pieds des bissec-
trices extérieures. 

On retrouve donc les résultats du précédent para-
graphe. 

10. Cherchons maintenant, comme au paragraphe?, 
l'axe d'homologiedu triangle ABC et du triangle A 3 B 3 C 3 

formé par les inverses triangulaires des points A't, 
BJj, C'3. Les coordonnées du point d'intersection 
de B 3 C 3 avec le côté BC sont données par l'équa-

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Mars 1916.) 8 
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y 
i 

" T 7 7 ~ ~ 7 B 

- ( p — c) sin2 — 
c 2 

On voit aisément, en la développant et en tenant 
compte de la relation (4), qu'on peut encore l'écrire 

y H - z — O. 

La droite qui joint les pieds des bissectrices exté-
rieures est aussi Vctxe d'homo logic du triangle fon-
damental et du triangle formé par les inverses des 
points Aj, B'2, C3. 

1 1 . Il existe d'ailleurs entre les points A'l5 B 2 , C3 et 
leurs inverses A 3 , B ; {, C3 une relation géométrique 
simple, qui permet de déduire le théorème qui précède 
de considérations élémentaires. Désignons par T^ le 
point où la perpendiculaire élevée en 1^, sur la bissec-
trice de l'angle B, coupe le côté AB. On a 

AT/, = 
. B 

cos2 — 
2 

et, par suite, 

cotT/, AB» = — (p — c cos2 — ^ rt> \ 2 / 

= JL L _ p ( p ~ b ) ] = pLP — 
n v a J a rb 

Si Ton appelle T c le point où la perpendiculaire 
élevée en \c sur la bissectrice de l'angle C rencontre le 
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côté AC, on a de même 

C o t T c AC/, = E i P ^ t l = £ ( £ n £ ) . 
a rc a /-¿, 

Les droites AB'2 et AC'3 sont donc isogonales par 
rapport à l'angle A. 

Les droites BC; et CB'2, CA't et A.C3, AB2 et BA; 5e 
coupent sur les bissectrices des angles A, B, C en des 
points qui sont les inverses de A't, B!,, C 3 . 

12 . D'aulres propositions peuvent aussi être obte-
nues en utilisant les propriétés des centres de simili-
tude de trois cercles donnés. 

Ainsi considérons les cercles O, 1 et A'. Leurs cen-
tres de similitude externes sont en ligne droite; ces 
centres étant visiblement un point N', de 0 1 , A" et A. 

Les contacts du cercle O et des cercles A', B', (7 
sont situés siw les droites qui joignent respecti-
vement les sommets au centre de similitude externe 
des cercles circonscrit et inscrit au triangle ABC. 

Comme ces droites AA", BB", CC" se coupent déjà 
en N', inverse triangulaire du point JN de Nagel de ABC, 
nous obtenons cette proposition remarquable : 

Dans un triangle ABC, Vinverse triangulaire du 
point de Nagel est le centre de similitude externe S 
des cercles inscrit et circonscrit. 

La considération des cercles A',, B'2, C3 et IA, l c 

donne à son tour ce théorème : 

Dans un triangle ABC, inverse triangulaire J ' 
du point de Gergonne est le centre de similitude 
interne S' des cercles inscrit et circonscrit. 
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On montre facilement, en considérant le cercle 

circonscrit O, le cercle d'Euler w et le cercle inscrit 1 
à un triangle ABC dont Torthocentre est H et le centre 
de gravité G, que les droites HS et GS ' passent au 
point cp de Feuerbachdu triangle ABC. Cette propriété 
peut donc être mise sous la forme suivante : 

Dans un triangle ABC, les droites qui joignent 
respectivement les inverses N' et J7 des points de 
Nagel et de Gergonne à Vorthocentre et au centre 
de gravité passent au point <p de Feuerbach du 
triangle. 

13 . Si l'on transforme par inversion le cercle inscrit, 
le centre d'inversion étant le sommet A, la puissance bc, 
on obtient le cercle A',. Le cercle transformé du cercle 
des neuf points passe par les symétriques de A par 
rapport à P et Q (§ i ) et par le point diamétralement 
opposé à A sur le cercle APQ. Par conséquent, le 
cercle homotliétique du cercle A', par rapport à A, pour 
le rapport d'homothétie i : 2, est tangent au cercle qui 
passe par P, Q et le centre O7 du cercle APQ; le point de 
contact appartient à la droite qui joint le sommet A au 
point cp de Feuerbach du triangle ABC. Si l'on observe 
que les cercles PO'Q et BOC sont symétriques par 
rapport à AI, on déduit aisément de ce qui précède le 
théorème suivant : 

Les cercles homothétiques des cercles A n B 2 , C 3 p a r 
rapport à A, B, C, pour le rapport d'homothétie 
1 ! 2, sont respectivement tangents aux cercles BOC, 
CO A, AOB. Le triangle des points de contact est ho-
mo logique au triangle ABC, le centre d* homo log ie 
étant Vinverse du point de Feuerbach de ABC. 
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14 . Calculons le rapport IA' : IA',, on a 

V IA' = IA tang2 • 
z, 

IA; = U a -h la Ai - IA ( -E— tang* - -4- a ) . 
\p — a b 2 p — a) 

Par conséquent, le rapport considéré a poui expression 

p — a = (p — a)(p — b)(p — c) _ r-
p + a c o t 2 - P ( P ~ b)(P-c)-+-aP(P-<*) * •» 

Celte valeur étant symétrique par rapport à a, b, r, 
il en résulte qu'on trouverait pour les rapports 1B' \ IBj , 
I C : 1C, des valeurs identiques. 

Les triangles AfWC et \!l B't C\ sont homothétiques 
par rapport au centre du cercle inscrit. 

15 . Soit L le milieu de l'arc BC du cercle circonscrit. 
Cherchons la puissance de ce point par rapport au 
cercle C . Si l'on désigne par R le point où la perpendi-
culaire élevée en I sur IC rencontre le côté BC, et si 

l'on observe que l'angle C'IL vaut ^90° + ^ j t on a 

pour l'expression de cette puissance 

2 2 _ — 2 —2 R 2 

LC' — C R ~~ IC' -4-IL -4-2 I C . IL s i n - — C'R 2 

= I L 2 - + - 2 l C M L s i n - - Ï R 2 

2 

= IL H- • 
/• / / D . A . B . C \ T72 

—— ( 4 R sin — sin — sin - — r j = IL . 
. c \ 2 2 2 / cos2 — 

2 

On trouverait pour la puissance de L par rapport au 
cercle B' une valeur identique, de là ce théorème : 

Les groupes des cercles A et B', B' et C, C' et M 
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sont respectivement orthogonaux aux cercles BIC, 
CIA, AIB. 

16. Le point L appartient à l'axe radical des cercles 
B7 et C7; ses coordonnées s'écrivent 

a 

D'autre part, on trouve aisément que les coordonnées 
du point de contact du cercle B' avec BC sont 

¿cr 
o, a s inC — ) ir \ b 

celles du point de contact du cercle C7 avec BC sont de 

même 
. ibr 

o, -2 r, a sin B 
c 

On en déduit, pour les coordonnées du milieu de la 
distance de ces deux points, 

L'axe radical des cercles B7 et C7 a donc pour équation 

(p —• a)(62— c-)x — ab(p — b -+-c)y -+- ac(p H- b — c)z =o. 

Les équations des axes radicaux des cercles C7 et A7, 
A' et B7 s'écrivent de même 

ab(p — a -h c)x -h(p — b) (c 2— a*)y — bc(p-h a — c)z = o, 

ac(p — a -+- b)x — bc(p -+- a — b)y — (p — c) (a 2 — b2) z = o, 

Par conséquent, le centre radical S des cercles A7, 
B7, C a pour coordonnées 

ia(p — b)(p — c) -+- abc, 

ib(p — c){p — a) -h abc, 2c(p — «)(/> — 6) -h abc, 
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O U 

2 — c o s A , 2 — c o s B , 2 — cosG. 

Ce point S appartient donc à la droite 0 1 . 

Le centre radical des cercles A', B', C appartient 
à la ligne des centres des cercles inscrit et circonscrit 
au triangle ABC. 

17 . On démontre comme au paragraphe 15 que la 
puissance du point L/, diamétralement opposé à L 
sur le cercle ABC, par rapport aux cercles B', et C'.,, 

est laL/ . 

Les groupes de cercles B2 et C 3 , C3 et A',, A't et B'2 

sont respectivement orthogonaux aux cercles l^BCIc, 
I ,CAI„ , I,ABI*. 

Comme les triangles A'B 'C ' et A^B^C.^ sont homo-
thétiques, l'axe radical des cercles B' et C' est parallèle 
à celui des cercles B2 et C^ ; de plus ces axes radicaux 
sont symétriques par rapport à O, puisque le premier 
passe par L , le second par IV. 

Les axes radicaux des cercles A', B ' , C ' p r i s deux à 
deux et ceux des cercles A j , B2 , C3 pris deux à deux 
sont symétriques les uns des autres par rapport au 
centre du cercle circonscrit à ABC. 

On en déduit que le centre radical des cercles A'p 

B'2, C3 est le symétrique de S par rapport à 0 . 

Le centre radical des cercles , B2 , C3 appartient 
à la ligne des centres des cercles inscrit et circonscrit, 
et est le symétrique du centre radical des cercles Ar, 
B', C par rapport au centre du cercle circonscrit. 

Enfin les axes radicaux des cercles B ; et C', C e t A', 
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A' et B' passent respectivement par les sommets du 
triangle formé par les tangentes au cercle circonscrit 
à ABC en A", B", C". 

Le triangle A ' B ' C est orthologique au triangle 
tangentiel au triangle A"B"C"; le triangle A^B^C, 
est orthologique au triangle tangentiel du triangle 

18 . Nous terminerons cette étude par quelques pro-
priétés plus spéciales de la figure, qui pourra peut-être 
encore donner d'autres curiosités. 

i° Les rayons des cercles A', B', C' sont respecti-
vement 

r r r 
pb = r « - A B ' G 

cos2 — cos2 — cos2 — 
•2 2 2 

Les cercles w6. ( j i g . i) ont à leur tour pour 
rayons respectifs 

, p — a t p — b > _ P —c 

En remarquant que 
2 r 1. F 'XV 

A T a — - — - , B T Ô = -——, GTC.= . j 
s inA s inB sinG 

on a par exemple 

P« >< P a = 

2 
A T . 

. A 2 sin A sin2 A 1 
cos2 — 1 

Donc les deux cercles A' et <oa sont tangents exté-
rieurement; il en est de même des cercles B' et wft, C' 
et u>c, ainsi que des cercles A',, B'2, Ci, et to ,̂ a)̂ , <ù'ç. 
D'où cette propriété : 
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Les cercles A7, B', C sont respectivement tangents 

aux groupes de deux cercles tùaj les cercles 
Aj, B'2, Cg sont respectivement tangents aux groupes 
de deux cercles 

20 Les cercles A' et C par exemple touchent le côté 
CA en Ta et Tc tels que 

A T a - ir s inA a 
CT c a r s i n C ~~ c 

Les contacts de ces cercles avec les côtés AB et BC 
sont donc tels que la droite T r t T c e^t parallèle au 
côté GA du triangle. De plus cette droite est tangenle 
au cercle inscrit I à ABC, car par exemple 

BT e _ a(p — b) __ p — b __ h — ir 
BG ap p ~~ h 

D'où cette curieuse propriété : 

Les six points T^, Tc de contact des cercles A', 
B', C', respectivement avec les côtés BC, CA, AB du 
triangle ABC, sont les sommets d'un hexagone 
circonscrit au cercle I et dont les côtés sont paral-
lèles et égaux deux à deux. 

[ L 3 l l a ] 
SUR LA DÉTERMINATION DES AXES DE L'INDICATRICE ET 

DES RAYONS DE COURBURE EN UN POINT D'UNE SURFACE 
DU SECOND ORDRE; 

PAR M. R. BOUVAIST. 

Je me propose de donner une solution du problème 
suivant : 

Etant donnés une surface de second ordre S 
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admettant pour directions principales Ox, Or, O3; 
un plan TZ tangent à cette surface au point M, déter-
miner les axes de Vindicatrice et les rayons de cour-
bure en M. 

Soit MN la normale à 2 en M ; le cône du second 
ordre ayant pour sommet ¡M, et pour directrice la 
cubique aux pieds des normales menées à 2 par un 
point quelconque P de MN, a pour polaire réciproque, 
par rapport à S, une parabole ( S ) inscrite dans le 
triangle ABC, A, B, G étant les traces sur TU des 
axes Oa?, O ;r, O z de S. Le cône considéré étant capable 
d'une infinité de trièdres trirectangles est coupé par le 
plan 71, suivant deux génératrices rectangulaires MR. 
et MS, Îa cubique aux pieds des normales étant d'autre 
part ie lieu des points a tels que la droite P a est per-
pendiculaire au plan polaire de a par rapport à S ; les 
deux droites MR et MS sont conjuguées par rapport 
à S, c'est-à-dire sont les bissectrices des génératrices 
d'intersection de 71 et de S, ou enfin les axes de l'indi-
catrice en M. Ces axes sont donc les tangentes menées 
par M à la parabole (S) inscrite dans le triangle ABC 
et ayant pour directrice M 0 4 , O, étant la projection 
du centre O de S sur TT, projeclion qui est l'orthocentre 
de ABC. 

La parabole ( S ) est tangente à la droite A conjuguée 
de MN par rapport à S. Déterminons cette droite, ce 
sera par exemple l'intersection de TZ avec le plan polaire 
de la trace N, de la normale MN sur le plan prin-
cipal OAB par rapport à S. 

Si M, est la projection de M sur OAB, M< et A B sont 
pôle et polaire par rapport à la conique (E) section 
de S par OAB ; la droite M< N, est, de plus, perpendicu-
laire à AB. L'intersection I de A et de AB sera donc le 
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pôle de M|Nj par rapport à (E), ou encore le point de 
contact de AB avec la parabole de Chasles (p) de M, 
par rapport à ( E ) . Cette parabole (p) ayant pour direc-
trice OM< et étant tangente à OA et OB, si l i est le 
point d'intersection de iVB avec la perpendiculaire 0 1 i 

à OM4 , les points I et I t seront symétriques parrapport 
au milieu pi de AB. 

Projetons orthogonalement la figure sur le plan 71; on 
voit que le point l i sera le correspondant du point Y 
d'intersection de CM avec AB dans une involulion dont 
le point central sera le pied H, de la hauteur C0< H du 
triangle A B C et dont deux couples de points corres-
pondants sont les points A et B ; ce sera donc l'inter-
section de AB avec la perpendiculaire abaissée de C 
sur O I Y . 

Si maintenant nous prenons pour axes les droites MR 
et MS et la normale MN, l'équation tangentielle de S 
sera 

au2 +aV2+ 1 eus -b 2c'vs -+• 2c"w5 + î2 = o; 

la droite A conjuguée de MN parrapport à 1 aura pour 

équation -f- ^ — 1 = 0, les rayons de courbure 

à S en M ont, d'autre part, pour valeurs R , = : — 

Ro = — si l'on remarque maintenant que c, c\ c" 

sont les coordonnées du centre O de S par rapport aux 
axes M R S N , on est amené à la solution suivante du 
problème considéré : 

Soient TC le plan tangent en un point M d'une 
quadrique S de centre O; MN la normale à cette 
surface; A , B, C les traces sur TZ des axes de S : les 
tangentes menées par M à la parabole inscrite dans 
le triangle ABC et admettant pour directrice la 
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droite MO,, O, étant la projection de O sur n, sont 
les axes de Vindicatrice en M. 

Les droites AM, BM, CM coupent BC, CA, AB 
en a, ¡3, y; les perpendiculaires abaissées de A, B, C 
sur 0 , a , 0<y coupent BC, CA, AB en trois 
points I2, qui sont sur une droite A, ; la 
droite A, isotomique de A, par rapport à ABC, 
coupe les axes de Vindicatrice en R et S. Si 0 2 et 0 3 

sont les projections de O sur les plans RMN, RSN, 
les perpendiculaires abaissées de R et S sur les 
droites M02 , MG3 coupent MN en deux points Ĉ  
et C'2 qui sont les symétriques des centres de cour-
bure en M par rapport au plan TC. 

Remarque. — Signalons la curieuse propriété sui-
vante dont la démonstration se trouve dans la solution 
précédente, mais qu'il est facile de démontrer directe-
ment en se basant sur les propriétés les plus simples de 
la correspondance homographique : 

Soient H Vorthocentre d'un triangle ABC, M un 
point du plan de ce triangle; AM, BM, CM coupent 
BC, CA, AB en a, p, y; les perpendiculaires abais-
sées de A, B, C sur Ha, H ¡3, H y rencontrent BC, 
CA, AB en 1 , , I2 , I3. Ces trois points sont sur une 
droite A perpendiculaire ci MH. Si M décrit une 
droite H.r, /'isotomique de A par rapport à ABC 
enveloppe la parabole inscrite dans ABC qui admet 
pour directrice Hx. 

Si l'on remarque que la droite A n'est autre que la 
polaire du point M par rapport au cercle conjugué au 
triangle ABC, on voit facilement que la propriété pré-
cédente s'étend sans difficulté au tétraèdre orthocen-
trique. 
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Remarque. — i° Si N, est la trace sur le plan prin-

cipal OAB de 2 de la normale MN, on voit facilement 
que la parabole (S) du plan TZ envisagée plus haut est 
la section par le plan TT du cylindre parabolique de 
génératrices perpendiculaires à O AB ayant pour direc-
trice la parabole de Chasles de N, par rapport à la sec-
tion principale de 2 située dans le plan OAB. 

D'où la propriété suivante : 

Si N2 est la trace sur un plan principal de la 
quadrique 2 de la normale en un point M de cette 
surface, si M, est la projection de M sur le plan 
principal considéré (P) de M, les tangentes menées 
par M, à la parabole de Chasles de Nt par rapport 
à la section principale de 2 située dans (P) sont les 
projections sur (P) des axes de l'indicatrice en M. 

2° R et S désignent, comme plus haut, les points 
d'intersection de la droite A conjliguée de la nor-
male MN par rapport à 2 ; on voit que le pôle du 
plan SMN par rapport à 2 est le point R ; comme RM 
est perpendiculaire à SMN, R appartient à la cubique 
aux pieds des normales de M parrapport à 2 ; la polaire 
réciproque par rapport à 2 du cône de sommet R ayant 
pour base cette cubique sera la parabole (p) du 
plan SMN, tangente à MN et à MS en S et inscrite au 
triangle ayant pour sommet les traces sur SMN des 
directions principales de 2. Or la construction du 
centre de courbure de 2 correspondant à Taxe MS de 
l'indicatrice montre que ce point est le contact avec MN 
de la parabole de directrice M 0 3 , 0 3 étant la projection 
du centre O de 2 sur SMN, tangente à MS en S ; nous 
pouvons donc énoncer la propriété suivante, dont on 
trouvera une autre démonstration dans les Œuvres de 
La guerre : 
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Soient OA et OB deux des axes d'une qua-

drique 2, M un point de cette quadrique, la para-
bole tangente à OA et OB, et aux projections 
sur OAB de la normale en M à 2, et d'un des axes 
de Vindicatrice en M, touche la projection de la 
normale en un point qui est la projection du centre 
de courbure principal de S en M- qui correspond à 
Vcixe de l'indicatrice considéré. 

3° De ce qui précède on peut aussi conclure que : 

Si l'on considère un plan SMN passant par la 
normale à une quadrique 2 en M et par Vun des 
axes MS de Vindicatrice en M, la parabole située 
dans ce plan inscrite au triangle ayant pour som-
mets les traces des axes de 2 sur ce plan et admet-
tant pour directrice la droite M0 3 , 0 3 étant la 
projection du centre O de 2 sur SMN, touche la 
normale MN au centre de courbure principal cor-
respondant ci l'axe MS de /'indicatrice, et Vaxe MN 
au pôle par rapport à 2 du plan RMN, passant par 
la normale MN et le second axe RM de l'indica-
trice. 

Ce qui nous conduit immédiatement au théorème 
suivant, dû à Salmon (Géométrie analytique à trois 
dimensions, p. 197) : 

Les centres de courbure principaux d'une qua-
drique 2* en un point M sont les pôles du plan 
tangent à S en M, par rapport aux quadriques 
homo focales ci 2 passant par M. 
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[ M ' ô k ] 

SUR UNE PROPRIÉTÉ GÉNÉRALE 
DES CUBIQUES CIRCULAIRES UNICURSALES ; 

FAR M. F. GOMES TEIXEIRA. 

On connaît bien cette propriété de la strophoïde : 

Une droite quelconque passant par le centre du 
cercle dont elle est la cissoidale coupe la courbe en 
deux points placés sur une circonférence qui passe 
par le nœud et a son centre au point d'intersection 
de ta même droite avec la parallèle à l'asymptote 
menée par le nœud (1 ). 

Je ne sais pas si l'on a déjà remarqué que cette pro-
position est un corollaire d'une autre, applicable à 
toutes les cubiques circulaires unicursales, comme 
on va le voir. 

L'équation des cubiques circulaires unicursales, 
quand on prend pour origine le point double et pour 
axe des ordonnées une parallèle à l'asymptote, est 

( J ) ¿R ( x- H- y2) = Ax2-h Bxy -F- G / 2 , 

et l'équation de la cissoidale du cercle et de la droite 
représentés par les équations 

('2) -4- f*7) = o, X = c, 

est 

p = 2 ( a cos6 -h [3 si n 6 ) 

C) Voir, par exemple, mon Traité des courbes spéciales, 1.1, p. 38. 
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ou 

(3) x(x2-{-y2) = 2(A.R-+- $y) x — c (¿f2h-JK2)î 

et cette équation est identique à l'équation ([) quand 
on détermine a, ¡3, c au moyen des équations 

A = a a — c, B = C — — c. 

Remarquons maintenant que le cercle défini par 
l'équation 

( 4 ) -Hy'2 — 2Ây — o, 

lequel passe par le point double de la cubique (3) et a 
son centre sur la parallèle à l'asymptote menée par ce 
point, coupe cette cubique en deux points placés sur 
la droite correspondant à l'équation 

( 5 ) 2 ( X — ¡ 3 ) ar-4-2 a / = 2 X ( 2 a — c) , 

et que cette droite passe par un point dont les coor-
données (a , b) sont données par les équations 

a 

La position de ce point ne dépend pas de et, comme 
ses coordonnées vérifient l'équation (3) et l'équation 

t = l , 
a a 

il coïncide avec le point d'intersection de la cubique 
définie par l 'équalion( 3) avec la droite qui passe par 
le point double et par le centre (a, ¡5) du cercle défini 
par la première des équations (2), dont la cubique est 
la cissoïdale. 

En faisant x = o dans l'équation (5), on voit encore 
que la droite qu'elle représente coupe l'axe des ordon-
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nées en un point dont l'ordonnéey{ vérifie l'équation 

yx __ 21 —c 

et que par conséquent le rapport d e y , au rayon X du 
cercle (4) est constant, quelle que soit la position du 
centre sur l'axe des ordonnées. 

De tout ce qui précède résulte le théorème suivant : 

Une droite quelconque D, passant par le point 
cVintersection de la cubique (3) avec la droite qui 
passe par son point double et par le centre du cercle 
dont elle est la cissoïdale, coupe cette cubique en 
deux points placés sur une circonférence (4) qui 
passe par le point double et a son centre sur le 
parallèle à Vasymptote de la cubique, menée par 
ce point double. Le rapport de yK au rayon du 

cercle est constant et égal à —quelle que soit la 

direction de la droite D. 

Si la cubique donnée est la strophoïde, la droite 
représentée par la seconde des équations (2) passe 
par le centre du cercle correspondant à la première, et 
l'on a par conséquent c = a, et ensuite 

a = a, b — ¡3, y, = )>. 

La proposition énoncée au commencement de cet 
article résulte, comme corollaire, du théorème qu'on 
vient d'énoncer et de ces égalités. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVI. (Mars 1916.) 9 
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NÉCROLOGIE. 

Nous insérons avec empressement Jes deux notices 
qui suivent et que nous adresse notre dévoué collabo-
rateur, le commandant Barisien. 

Bien qu'ils n'aient pas participé, croyons-nous, à la 
rédaction des Nouvelles Annales, Malo et Welsch 
étaient des mathématiciens doués d'une grande sagacité 
et qui ont apporté une contribution notable au mouve-
ment mathématique contemporain. 

La Rédaction s'associe donc de tout cœur aux regrets 
exprimés par l'auteur de ces deux notices. Elle envoie 
ses condoléances respectueuses et sincères à Mme Malo 
et à ses quatre filles, d'une part; et de l'autre à 
Mme Welsch et à sa fille. 

Le commandant Ernest Malo. 

Nous apprenons avec regret le décès d'Ernest Malo, 
chef de bataillon du génie en retraite, survenu à Caen, 
le 18 novembre 19 15 , à l'âge de 5g ans. Le défunt, 
entré à l'École Polytechnique en était chef du 
génie à Caen lorsque l'état de sa santé l'obligea en 
1 9 1 1 a prendre sa retraite. En 1914? à la déclaration de 
guerre, il voulut reprendre du service. ïl fut d'abord 
envoyé à Rouen et de là à Caen, où il reprit ses 
anciennes fonctions de chef du génie. Mais la maladie 
l'obligea de nouveau à résigner ses fonctions en juin 
191D. 
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Le commandant Malo était officier de la Légion 

d'honneur. Passionné pour l'étude des Mathématiques, 
il était un des plus distingués et assidus collaborateurs 
de P I n t e r m é d i a i r e des Mathématiciens. Le jour 
même de sa mort, il préparait tin article pour cette 
Revue. 

Le colonel Julien Welsch. 

Nous apprenons avec peine le décès de M. Julien 
Welsch, survenu le 12 janvier 1916 au château de 
Montussant, près Aigueperse (Puy-de-Dôme). Le 
défunt était lieutenant-colonel d'artillerie en retraite, 
de la promotion 1868 de l'Ecole Polytechnique, officier 
de la Légion d'honneur. Malgré ses 66 ans, il reprit 
du service dès le début de la guerre, et le 2 août 1914 
il rejoignait à Epinal le 8e régiment d'artillerie à pied. 
Au bout de quelques mois de séjour au front, sa santé 
s'altéra; il fut obligé de quitter le service, et c'est cette 
maladie qui l'a emporté. 

Les lecteurs de Y Intermédiaire des Mathématiciens 
n'oublieront pas le savant et assidu collaborateur 
qu'était le colonel Welsch. 

E . - N . B A H I S I E N . 

> CORRESPONDANCE. 

M. F. Gomes Teixeira. — Sur un article récent 
des « Nouvelles A nnales ». — Permettez-moi quelques 
observations sur l'article publié ( 19 15 , p. 5i 1). 

Les relations entre la développante du cercle, la 
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spirale d'Archimède, la spirale hyperbolique et la 
spirale traelriee, données dans cet article, ne sont 
pas nouvelles. Elles se trouvent dans mon Traité des 
courbes spéciales, avec l'indication des auteurs qui les 
ont données (t. l ï , p. 195-198) . 

La première proposition esL un cas particulier d'un 
théorème donné par Chasles dans la Correspondance 
mathématique de Quetelet (t. I, i83a, p. 41)? 
savoir : 

Si par le point M d'une développante d'un cercle 
on tire la tangente et par le centre du cercle une 
droite OA, A désignant le point ou elle coupe la 
tangente, le lieu décrit par A, quand M et OA 
varient de manière que lyangle OAM reste constant, 
est une spirale d'Archimède. 

Le théorème énoncé dans l'article mentionné ci-
dessus correspond au cas où l'angle OAM est droit. 

Le théorème suivant lequel la podaire d'une déve-
loppante de cercle, par rapport au centre du cercle 
directeur, est une spirale d'Archimède, a été donné 
par Mannheim daus les Nouvelles Annales (1880, 
p . . 8 6 ) . 

La propriété de la caustique de la développante du 
cercle, qui en résulte, a été énoncée par Chasles dans 
la Correspondance mathématique mentionnée plus 
haut. 

Le théorème qui dit que la podaire réciproque 
d'une développante de cercle, par rapport au cercle 
directeur, est une spirale hyperbolique, a été énoncé 
par M. Neuberg dans la Nouvelle Correspondance 
(t. VI , 1880, p. 408). 

Enfin, le théorème qui dit que la courbe inverse de 
la développante d'un cercle, par rapport au cercle 
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directeur, est une spirale tractrice, a été donné par 
Cotes dans V Harmonía mensurar um ( 1722, p. 84). 

M. G. Humbert. — Sur une Note de M. Fontené. 
— Voici quelques remarques que me suggère la Note 
de M. Fontené (N. A., 191 5, p. 5 1 5 ) . 

Etant donnés dans l'espace six points A/, on consi-
dère les couples de points M, M7, tels que les quadriques 
passant par l'un d'eux et par les A/ passent aussi par 
l'autre : il s'agit de trouver le lieu des points M con-
fondus avec leur conjugué, M'. 

Or : i° en répétant un raisonnement de M. Fontené, 
on voit que la cubique gauche F/, qui passe par M et 
par les cinq points A autres que le point A/, admet 
pour corde la droite A/M'. Il en résulte que, si M' est 
confondu avec M, la droite A,-M est corde de r,-; par 
suite, les six droites MA/ (y — 1, . . . , 6) sont sur un 
même cône du second ordre. 

2° Inversement, si M est le sommet d'un cône du 
second ordre passant par les six points Ay, il est évident 
que M' coïncide avec M. 

Donc, la surface cherchée est le lieu des som-
mets des cones quadriques qui passent par les six 
points Aj. 

C'est une surface bien connue, dite de Weddle 
(voir W E D D L E , Camb. and Dubl. math. Journ., 
i85o; pour la transformation indiquée par M. Fontené, 
voir D E P À O L I S , Memorie Lincei, 4e série, t. I, p. 5 ^ 6 ; 

Rendiconti Lincei, 4e série, t. VI , p. 3 ) ; elle est étu-
diée assez complètement, avec références bibliogra-
phiques nombreuses, dans l'Ouvrage de M. Hudson : 
Kummer s quartic Surface. Presses de l'Université de 
Cambridge, 1905. 
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UNE QUESTION DE LICENCE ; 

PAR UN ABONNÉ. 

Les axes étant rectangulaires, on donne la para-
bole représentée par Véquation 

y2 — '¿pot7 = o. 

En un point (x, j ) de /a parabole on mène la tan-
gente, une droite D symétrique de la tangente, 
/?a/* rapport à la parallèle à Vaxe OX grw/ passe 
par M. 

i(> Déterminer les coordonnées du point M7 ou la 
droite D rencontre la parabole. 

2° Déterminer les coordonnées du point C, mi-
lieu de MM', et trouver le lieu du point C, quand le 
point M décrit la parabole. 

3° Trouver Venveloppe d'une droite CN, passant 
par C et parallèle ci la tangente en M. à la para-
bole. 

4° N étant le point de contact de la droite CN 
avec son enveloppe, démontrer que la droite NM 
passe par le sommet O de la parabole. 

(Montpellier, juin i9 i 3 . ) 
(Nouvelles Annales, 1915, p. 3g.) 

La droite D est la corde commune à la parabole et à 
son cercle osculateur en M. 

Soit T le point de rencontre des tangentes en M 
et M7 à la parabole. 
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Désignons par M 1 le symétrique du point M par 
rapport à l'axe de la parabole. La tangente à cette 
courbe en M4 est parallèle à la corde commune MM7. 
De plus, d'après un théorème bien connu, la droite T C 
passe en M< et a son milieu en ce point. 

Si donc on appelle ¡JL, [JL7 et y les projections sur O X 
des points M, M7 et C et si est le point de rencontre, 
situé sur l'axe, des tangentes à la parabole en M et M|, 
on voit que 

(1) CY = MfA, M y = 3 M f x ; 

ce qui donne les ordonnées des points C et M7 en fonc-
tion de celle de M. 

On a ensuite, puisque dans la parabole la sous-
tangente est double de l'abscisse du point de con-
tact, 0[x = 0 N i . Appelons P le point où la droite*D 
rencontre l'axe O X , nous aurons 

JJLP = ¡¿Ni = aOf i ; 

d'où l'on déduit sans peine, pour les abscisses des 
points C et M7, 

( 2 ) O Y = 5 OF*, OJX' = GOFI. 

Des formules ( i ) et (2) il résulte que le lieu du point C 
est une parabole de même sommet et de même axe que 
la parabole donnée et de paramètre cinq fois plus 
petit. 

Désignons par C, et C 2 les points où la droite CN 
rencontre l'axe et la tangente au sommet de la para-
bole. Elevons en C 2 une perpendiculaire à GN et soit <p 
le point où elle rencontre O X ; je dis que ce point est 
fixe. 

En effet, menons en M la normale à la parabole. Elle 
est perpendiculaire à CN et rencontre OX en Q. Les 
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deux triangles MN<Q, C 1C2cp sont semblables et 
l'on a 

Oc? _ O C ^ __ 7.Q[JL _ 7 

flQ ~ fxN, ~ 2 . Ofi. ~~ 2 ' 

Mais ¡JLQ n'est autre que la sous-normale, c'est-
à-dire le paramètre p. Donc le point y est fixe et l'en-
veloppe de CN est une parabole ayant ce point pour 
foyer et Oy pour tangente au sommet ; autrement dit, 
une parabole homothétique à la proposée; le centre 
d'homothétie étant le sommet O et le rapport d'homo-
thétie — 7. 

Les droites CN et MN4 étant deux tangentes paral-
lèles de ces paraboles homothétiques, leurs points de 
contact sont en ligne droite avec le centre O ; par suite, 
le point N se trouve sur la droite OM. 

On peut ajouter que le lieu du point T et l'enveloppe 
de la droite MM7 sont également deux paraboles. D'ail-
leurs ces deux courbes sont polaires réciproques par 
rapport à la parabole donnée. 

En ce qui concerne le point T , il est symétrique du 
point M par rapport au point N, . Ses coordonnées 
sont — 3 0 I J L , — M » J L . 11 décrit donc une parabole homo-
thétique inverse de la proposée par rapport au som-
met O avec un rapport d'homothétie égal à — ^ • La 

tangente en T à cette courbe est la droite PT, en vertu 
de la propriété fondamentale de la sous-tangente à la 
parabole. 

Soit R le point où D rencontre la tangente au som-
met. La perpendiculaire à D en ce point coupe OX 
e n / . Les deux triangles R / P , C,C2<p sont semblables 
et donnent 

Of _ O P _ 3 
0<? ~~ OGj ~~ 7 * 
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Comme O® = ^p, on a 

o/= \p. 

Le point f est fixe et l'enveloppe de D est une para-
bole ajant ce point pour foyer et O pour sommet. 
Comme elle est homothélique de la parabole donnée 
par rapport à O et que D est parallèle à la tan-
gente MilN,, le point où D touche son enveloppe est 
sur la droite OlYL . 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Besançon. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Première question. — Attraction 
newtonienne des ellipsoïdes homogènes. 

Cas de l'ellipsoïde de révolution aplati. 

Deuxième question. — On considère un ellipsoïde de ré-
volution FAIBLEMENT APLATI. Montrer que cet ellipsoïde sup-
posé homogène attire les points situés à sa surface avec une 
force dont Vintensité varie A TRÈS PEU PRÈS comme le sinus 
carré de la latitude ( a n g l e de la normale avec le plan de 
V équateur). 

En déduire le parallèle sur lequel Vattraction est sen-
siblement la même que si toute la masse de l'ellipsoïde 
était concentrée sur son centre et faire voir que la sphère 
concentrique à Vellipsoïde et dont la surface contient ce 
parallèle a un volume sensiblement égal au volume de 
V ellipsoïde. 

Troisième question. — Un système S de n points maté-
riels forme un système semblable à un système solide S 0 

de n points matériels qui est connu; le système S est soumis 
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aux forces mutuelles qui sollicitent ses différents points 
envisagés deux à deux ; former les équations du mouve-
ment du système S autour de son centre de gravité 0 ; on 
adoptera comme axes de coordonnées les droites menées 
par O qui sont dans S les homologues respectives des axes 
principaux d'inertie du solide S 0 p a r rapport à son centre 
de gravité G0 . 

EPREUVE PRATIQUE. — Première question. — Trois surfaces 
sphériques concentriques Sj, S 2 , S3 de rayons décrois-
sants Rj, R2> R3 portent des charges électriques uniformé-
ment réparties sur chacune d'elles et dont les valeurs 
respectives sont Qj, Q2 , Q3. La fonction potentielle V due 
à ce système de charges prend les valeurs respectives 

v , = V, sur s „ 
V2 = V» sur 

V3 = 0 sur S3. 

Calculer les charges Qi, Q2 , Q3 et les densités superfi-
cielles correspondantes. Bépartitiop. des valeurs de\ dans 
l'espace. 

Deuxième quest ion.— Un pendule oscillant et éprouvant 
une résistance proportionnelle à sa vitesse angulaire bat 

0 

la seconde par chacune de ses oscillations s imples; on a 
observé que Vamplitude de ses petites vibrations est réduite 
de moitié en 1 heure. 
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Le pendule pèse yks; son centre de gravité est à une dis-

tance de Vaxe de suspension égale à im. 
i° On demande en kilo gramme très la valeur du moment 

résistant rapporté à la vitesse angulaire i ; 
2° On demande la valeur du moment résistant lorsque 

le pendule traverse sa position d'équilibre, la valeur de 
la semi-amplitude de son oscillation en cours étant alors 
de i°. (Juillet I 9 I 3 . ) 

EPREUVE THÉORIQI E. — Mouvement d'un point matériel 

pesant suspendu à l'extrémité d'un fil de niasse négli-
geable enroulé sur une poulie verticale fixe. 

Cas des petites oscillations. 

EPREUVE PRATIQUE. — Une force appliquée à un point 

matériel libre, de masse m, mobile dans un plan, a pour 
composantes parallèles aux axes de coordonnées 

I OX 1 ox \ 

b âr dr J 
où 

cp = %hxy + 3 / 2 , 

== 3x14- 2 h' xy -h y2 

(a?, yy coordonnées cartésiennes du mobile). 
On demande : 
i° La condition d'inégalité qui lie les coefficients h et h\ 

pour que le mouvement étudié résulte de la composition 
de mouvements vibratoires simples ; 

2° Les périodes de ces derniers mouvements. 
(Novembre 1913.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — P r e m i è r e q u e s t i o n . — I° Mouve-

ment d'un point pesant sur une surface de révolution 
dont Vaxe est vertical, le point matériel de masse m étant 
{en plus de son poids et d'une réaction normale à la sur-
face) soumis à une résistance K 2 w V , proportionnelle à sa 
vitesse V et en sens inverse de la direction de sa vitesse. 

9° Cas où la surface serait un tore à axe vertical. 
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Deuxième question. — i° Une pression normale unifor-

mément répartie sur une surface fermée RIGIDE laisse la 
surface en équilibre ; établir ce théorème d'Archimède. 

2° En considérant deux surfaces FERMÉES PARALLÈLES et 
distantes de h, on appliquera la proposition précédente à 

chacune d'elles; si alors on suppose que ces surfaces pos-
sèdent les lois régulières de la courbure, on demande 
d'exprimer que l'équilibre de deux systèmes de pressions 
uniformément réparties sur le bloc rigide des deux sur-

faces est, comme il est évident, indépendant de h. Soient H 
et fV les deux rayons de courbure principaux de la sur-
face en un point; en déduire qu'une pression normale 
répartie sur une suif ace fermée et supposée : soit propor-
tionnelle à soit proportionnelle à -¡7—7» laisse 

K K Kn 
encore cette surface en équilibre. 

EPREUVE PRATIQUE. — Un fil dont les brins rectilignes 
sont horizontaux ou verticaux est tiré en haut par un 
effort P de iokg et en bas par une force inconnue; le fil 

s'appuie sur deux rouleaux dont le coefficient de frotte-
ment pour le fil est o, 1 k 
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Calculer : 
a. Le poids Q qui fait démarrer V appareil vers le bas ; 
b. Le poids Qt qui peut être soulevé par la charge 

ascendante P ; 

c. Le rapport ^ ^ ^ • (Juin 1914.) 

Bordeaux. 

EPREUVE THÉORIQUE. — Aux deux extrémités d'une tige 
homogène AB de niasse m sont attachés deux disques 
homogènes identiques de masse m' pouvant librement 
tourner autour de AB qui est leur axe commun. Au mi-
lieu de kB est attaché un point matériel de masse M. 

Le système, qui n'est soumis à aucune force extérieure, 

est lancé sur un plan horizontal sur lequel le disque B 
peut librement glisser et rouler tandis que le disque A ne 
peut que rouler et pivoter. 

Trouver le mouvement du point matériel M lorsqu'on 
suppose que les masses m et m de la tige et des disques 
tendent simultanément vers zéro, de façon que leur rap-
port tende vers une limite. 

EPREUVE PRATIQUE. — On considère le solide homogène 
et de densité 1 qui, rapporté à trois axes rectangu-
laires Oxyz, est limité par les quatre surfaces 

x*=z, y = -h 1, y = — 1, z = -hi. 

Ce solide étant au repos, on applique, en un point M de 
la portion parabolique de sa surface limite et normale-
ment à cette surface, une percussion dont la composante 
suivant O z a une valeur donnée k. 

Calculer la force vive donnée.au solide par cette réper-
cussion. Déterminer la position Mt du point M pour laquelle 
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cette force vive est aussi grande que possible et la posi-
tion M2 pour laquelle elle est aussi petite que possible. 

(Juin 19T2.) 

ÉPRJRUVE THÉORIQUE. — Un solide S est constitué par une 
tige homogène AB pliée en son milieu, de façon à consti-

tuer un angle constant A. Les deux extrémités A, B reposent 
sans frottement sur un plan horizontal fixe. 

Supposant a = 90°, étudier et discuter le mouvement 
du solide S soumis uniquement à la pesanteur ; 

A étant quelconque, mais supposant que la ligne AB 
soit assujettie à rester parallèle à une droite qui tourne 
dans le plan horizontal avec une vitesse angulaire con-
stante donnée u>, étudier et discuter le mouvement du 
solide S soumis uniquement à la pesanteur. 

EPREUVE PRATIQUE. — On considère un solide de révolu-

A B 

tion homogène et pesant dont la méridienne est constituée 
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par deux arcs des paraboles 

4 x2 = 4 — <s, a?2 = z -f-1 

et dont la densité est Vunité. 
Ce solide est fixé par un point P de son axe de révolu-

tion Oz. Quel que soit le point P choisi, on part toujours 
de la même position initiale dans laquelle Vaxe Ozy dans 
le sens indiqué sur la figure, fait un angle de 6o° avec la 
verticale descendante, et de la même rotation initiale, 
portée sur O z, et dont la valeur numérique est 

v / 4 2 ( I - + V 3 )g, 

g étant Vintensité de la pesanteur. 
Vangle 6 de O3 avec la verticale subit des oscillations 

périodiques dont Vamplitude varie avec le point choisi. 
Déterminer numériquement à près le z d'un point F 

sur Oz de telle sorte que Vamplitude des oscillations de 0 
soit la même, que le point fixe P soit en O ou en F. 

(Novembre 1912.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — Deux plans rectangulaires tour-
nent avec une vitesse constante et donnée u> autour de leur 
intersection qui est fixe et verticale. 

Mouvement d'une tige homogène et pesante dont les 
extrémités sont assujetties à glisser respectivement sur ces 
deux plans sans frottement et sans pouvoir les quitter. 

Discussion générale. 
Effectuer la discussion complète et détaillée en s1atta-

chant surtout à l'étude du mouvement relatif de la barre 
pour un observateur subissant la rotation w et en suppo-
sant qu'à l'instant initial la rotation absolue de la tige 
autour de son centre de gravité est nulle. Déduire de cette 
discussion les différentes formes que présente la trajec-
toire relative de la projection horizontale du centre de 
gravité. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Dans un plan vertical, un triangle 
rectangle matériel peut librement glisser par son hypo-
ténuse sur une horizontale fixe et se trouve primitivement 
en repos. Un point matériel M mobile dans le même plan 
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vertical arrive à rencontrer le côté BA avec une vitesse 
horizontale V et en un point extrêmement voisin de B. 

A 

Etudier complètement les différentes périodes du mou-
vement ultérieur du système constitué par le point et le 
triangle. 

Les masses du point M et du triangle sont toutes deux 
n 

égales à l'unité. La vitesse V est égale à — • L'angle B 
V 3 

TC 

du triangle rectangle est — et la longueur BG a pour 

valeur 98 
4 W 3 ' 

g étant Vintensité de la pesanteur. Tous les chocs qui 
peuvent se produire sont des chocs inélastiques. 

Trouver la valeur numérique de la vitesse relative du 
point par rapport au triangle dans la période finale. 

(Juin 1918.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — 0 xy\ et OI^I sont deux droites fixes 
rectangulaires : l'une Oiyl est horizontale et Vautre Oizi 

n'est pas verticale. P et Q sont deux plans fixes passant 
par 0,jKi. 

S est un solj.de homogène pesant et de révolution dont 
Vaxe, matériellement prolongé des deux côtés, est limité 
aux deux points A et B. 

Ce solide S est soumis à Vensemble des liaisons suivantes : 
L'extrémité A se meut sans frottement dans le plan P 

et ne peut le quitter; 
20 L'extrémité B se meut, dans les mêmes conditions, 

dans le plan Q; 
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3° L'axe de révolution de S est assujetti à faire un 

angle constant donné a avec la direction fixe 0 4 Z \ . 

Discuter le mouvement du solide. Étudier la trajectoire 
du centre de gravité et le mouvement autour du centre de 
gravité. 

E P R E U V E PRATIQUE. — Un solide est constitué par trois 

tiges concourantes rectangulaires homogènes OA, OB, QC 
de densité linéaire égale à l'unité et dont les longueurs 
sont OA = im , OB = ¿m, OG = 3m. 

La vitesse initiale d,u solide se compose d'une transla-
tion, égale à l'unité et parallèle à OA, et d'une rotation 
issue de O et représentée par la diagonale du parallélé-
pipède construit sur OA, OB, OC. 

Calculer numériquement la force vive initiale du solide. 
(Novembre 1913.) 

Gaen. 

E P R E U V E THÉORIQUE. — I. Une manivelle O A homogène et 

rectiligne, fixée par son extrémité O, est assujettie à tour net 
dans un plan vertical sous l'action de son poids P et 
d'une force horizontale T, appliquée à son extrémité À : 

i° On suppose d'abord que le mouvement de la mani-
velle est uniforme. Calculer l'expression de la force T en 

fonction de l'angle 9 que fait OA avec l'horizontale. Cal-
culer les projections de la réaction du point O sur Vhori-

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Mars 1916.) 10 
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zontale et la verticale, et la valeur de la réaction elle-
même. Quand 6 varie de o à 2ir, déterminer les positions 
de la manivelle pour lesquelles la réaction est soit maxi-
mum, soit minimum. 

i° On ne suppose plus le mouvement uniforme, mais on 
suppose T = Q s i n 6 (Q désignant une force constante 
donnée). Former Véquation qui détermine le mouvement 
de la manivelle et intégrer autant que possible. 

II. Etudier la chute libre dans le vide d'un cylindre 
plein homogène qui, au début du mouvement, tourne 
autour de la verticale du centre de gravité. On suppose 
qu'à ce moment-là Vaxe du cylindre fait un angle de 45° 
avec la verticale, et l'on suppose le diamètre du cylindre 
égal à sa hauteur. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Une poutre encastrée A B pointe en B 
un poids de iook g et de A en C ( AG = CB = i m ) une charge 
uniforme de 2(>ok? : 

tOO/i9* 

won* 

i° Construire le diagramme des moments fléchissants. 
2° La section uniforme de la poutre est un carré abcd 

de 8cm de côté. Déterminer les efforts moléculaires nor-
maux dans la section G. (Juin 1914.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — Une plaque carrée, homogène et 
pesante, a Vun de ses côtés assujetti à rester constamment 
dans un plan horizontal fixe. On suppose cette liaison 
réalisée sans frottement : 

i° Former et intégrer autant que possible les équations 
du mouvement de la plaque en la supposant simplement 
soumise à Vaction de la pesanteur. 
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Étudier le mouvement avec les conditians initiales 

suivantes : 
Au début du mouvement, la plaque est verticale. Son 

<centre de gravité est animé d*une vitesse normale au plan 
de la plaque et égale ù V. Enfin, l'un des côtés verticaux 
de la plaque est animé de vitesses nulles. On supposera 
que ce côté est celui qui, parcouru de bas en haut, est dex~ 
trorsum par rapport au vecteur V. La plaque est au-dessus 
du plan horizontal de liaison. 

3* Calculer les réactions, et notamment les réactions 
initiales. 

EPREUVE PRATIQUE. — On considère le profil dont le cro-
quis est ci-dessous : 

Construire, par la construction usuelle de la statique 
graphique, le centre de gravité du profil. 

Calculer le moment d'inertie par rapport à la paral-
lèle aux ailes menée par le centre de gravité, en rame-
nant ce calcul à celui d'une intégrale curviligne. L'équa-
tion du contour d'intégration sera obtenue par des 
mesures directes sur la figure. (Novembre C9140 
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Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

2287. Soient (a', y') les coordonnées normales d'un 
point P sur le cercle circonscrit au triangle ÀBG. L'équation 
de la droite de Wallace correspondant à P est représentée 
par 

y ' a ! g'P , P'r 
c(a' + f c o s B ) a ( p'-h a 'cosG) b{y'H- ¡3' cos A ) 

T. O N O . 

2288, En un point M d'une ellipse, la normale rencontre 
l'un des axes en N et le centre de courbure est G : le lieu du 
conjugué harmonique de M par rapport à N et G est une 
ellipse. Les deux ellipses ainsi obtenues sont semblables. 

G . F O N T E N É . 

2289. On construit une ellipse par points au moyen des 
cercles décrits sur les axes comme diamètres. La droite 
menée par le centre pour obtenir quatre points M, M', . . . 
est une asymptote de l'hyperbole homofocale à l'ellipse et 
passant en M. 

Extension à l'espace. G. FONTENÉ. 

ERRATPJ. 

Page 4e ligne en remontant, au lieu de i545, lire i5o5. 
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A C A D É M I E D E S S C I E N C E S , 

SÉANCE DU l3 MARS 1916. 

(Extrait des Comptes rendus.) 

L'Académie procède par la voie du scrutin, à l'élec-
tion d'un correspondant pour la section de Géométrie, 
en remplacement de M. Félix Klein. 

Au premier tour de scrutin, le nombre des votants 
étant 3g, 

M. de la Vallée-Poussin obtient 3^ suffrages, 
M. Bianchi » 1 suffrage, 
M. Fredhohm » i suffrage. 

M. D E LA V A L L É E - P O U S S I N , ayant réuni la majorité 
absolue des suffrages, est élu correspondant de l'Aca-
démie. 

M. de la Vallée-Poussin, ex-professeur à l'Université 
de Louvain, est l'auteur de travaux profonds et très 
connus, en particulier sur la théorie analytique des 
nombres. Il remplace M. Félix Klein, radié depuis 
assez longtemps. 

M. Klein, professeur à l'Université de Gœttingue, 
est l'un des g3 signataires du trop fameux Aufruf an 
die Kulturwelt (appel au monde civilisé), connu aussi 
sous le nom de « manifeste des intellectuels allemands », 
où la vérité est scandaleusement travestie. 

Si grand que soit le prestigé scientifique de M. Klein] 
l'Institut de France ne pouvait conserver au nombre de 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVI. (Avril 1916.) < 1 
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ses correspondants un homme qui a mis ou laissé mettre 
son nom au bas d'un écrit abominable. D'autre part, 
en appelant à elle M. de la-Vallée-Poussin, l'Académie, 
outre qu'elle consacre la valeur de ce savant, rend tin 
hommage de haute signification à la Belgique, victime 
d'un des plus honteux attentats qu'ait jamais enre-
gistrés l'histoire. 

[ 1 1 9 c ] 
S U R Q U E L Q U E S É Q U A T I O N S C U B I Q U E S T R I N O M E S 

I N D É T E R M I N É E S ; 

PAR M. T. HÀYASHI, Sendaï (Japon). 

(Traduit de l'anglais.) 

1. Equation 

(1) a?3'-H z(y~-h 33) = o. 

En supposant z différent de zéro, divisons cette équa-

tion par z9, et écrivons x à la place de^? et j à celle 

de Il faut alors montrer que la cubique 

(2 ) -r- 1 = o 

ne peut passer par aucun point de jcordonnées ration-
nelles, autre que (— 1 , o). 

Si elle passe par un tel point, soit 

(3) y = m(x-*ri) 

l'équation de la droite qui le joint au point ( — 1 , o) ; 
m est. alors vm nombre rationnel. Eliminant y entre 
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( 2 ) et ( 3 ) , noirs a v o n s 

(4 ) ¿r8 — # + 1-h Î ) ="0 „ • 

o u 
a? 3 -H(m 2 —!)#-+- 1) = o, 

m et x étant des nombres rationnels. Donc le discri-
minant 

— i ) 2 — 1) ou (m»— 3)* —12 

doit être un carré parfait. Alors (m2— 3 ) 2 = \ 
Soient 

JJL et v étant des entiers premiers entre eux, de même 
que Ç et rt. Alors 

( ¡J.'« -f- 3 V * y*7J 2 = [ g» -H 3 ( 2 7) )» ] V 

Donc tout facteur de v4 doit être facteur de V et réci-
proquement; de sorte que y|* = v4. De là 

relation où r{ remplace Mais'l'expression quadra-
tique £2-f-3*)ri'2 ne peut avoir un diviseur quadratique 
de la forme jji2 — 3v* si ce dernier est égal à r t 1.. 
Pour que ¡JL2 — 3v2 puisse devenir égal à ± 1 , il faut 
que 3 V2 devienne égal à 1 et, de là, £ et r̂  doi-
vent être respectivement égaux à 1 et o, ce qui est 
absurde. 

On peut voir par une méthode semblable à celle qui 
précède que la solution de l'équation Diophantine 

est donnée par . 

5 = X(<**-t-36*), x = 36*), y = X — * a b . 
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Quand m = o, x dans (4) ne peut pas être un 
nombre rationnel; et quand m = oc>, x dans (3) ou (4) 
devient — i ; et de là, dans (i), x = — z et y = o. 

Donc le produit z(y2-t-z2) ne peut être un cube, 
sinon pour s — o, ou bien pout* y = o, ce qui donne 
x =— z. 

Si dans (i) nous remplaçons x par — x et z par i, il 
vient 

équation impossible en nombres rationnels; ce ré-
sultat se rapproche beaucoup de l'équation étudiée 
par Gerono, et n'est autre que celui qu'a donné 
Lebesgue (1 ). 

2. Équation S 

( i ) • z*) = o. 

Nous pouvons résoudre cette équation par une méthode* 
semblable. Après la réduction à 

(%) X3 I = O, 

prenons la ligne droite 

( 3 ) ' R = F N { X — I ) , 

et nous .obtenons l'équation 

( 4 ) x* -+- x -f-1 -f- m2(x — i ) = o 

ou 
(m* -+-1)x — ( m * — i) = o,.. 

(l) Encycl. d. Math. Wiss-*, Bd. I, p. 5 7 2 . GERONO, NOUV. Ann. 
de Math.y 2• série, t. IX, p. 469 et 2* série, t. X, p. 204. LEBESGUK, 
Ibid ir* série, t. I X , p. 178. Sur ce sujet voir aussi DE JONQUIÈRES, 

Ibid., 2* série, t. X V I I , p. 374. 
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à résoudre en nombres rationnels. De là 

(/n2-h i)2-f- i) ou (m2-h 3)*— ii 

doit être un carré parfait, soit X2. Alors 

3 ) » = X * h - I 2 . 
Soient 

- j > m = —, X = - , 
v Ti 

où JJL et v sont des entiers premiers entre eux, de même 
que £ et Y). Il viendra 

( (I.- - H 3 V2 ) 2 7 ] 2 = [ £ * - + • 3 ( 2 7 } ) A J V ' . 

Comme plus haut nous devons avoir 

d'où 
( > 2 D 7 2 ) 2 == 3 ( 2 7 ) ) 2 . 

La solution de cette équation est 

(6) $ = 3v 2 , 7} = fjiv. 

De (5) et (6) on tire JJL2V2 = Vî. Mais v ^ o. Donc 
UL = ± v, oum = ± i . Par conséquent, les abscisses des 
points d'intersection de la droite (3) et de la cubique (2) 
sont données par la relation (4) réduite, x2-+-2x = 0» 
Donc x = o, ou bien x = — 2. Et, d'après (3), quand 
x~oy y = zpi; quand x — —2, y = 3. Quand 
m = o, y = o d'après (3) et x — 1 d'après (2). Quand 
m == oc, z ~ 1 d'après (3) et y == o d'après (2). 

De là, en dehors du point (1, o), il y a sur la cubique 
quatre points rationnels (o, — 1) (—2, —3) et (o, -f- 1) 
(— 2, 3). Ils tombent sur deux droites y = ± [x — 1). 
Dohc l'équation Diophantine x3-}- z(y2 — z2) = o est 
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impossible, excepté pour 

( I ) 

( H ) 

( I I I ) 
(IV) 
(V) 

X = O, 

x = z, 

x = o, y s; 

= — J = — 3 S ; 

ou leurs multiples. Donc le produit s (y2— ne peut 
pas être un cube, à moins que 

Si dans (i) nous remplaçons x par —x et z par i, 
nous avons l'équation 

qui a été traitée déjà par Gerono. Ce dernier a prouvé 
qu'elle est possible lorsque, et seulement lorsque # = 2, 
y = ±?y si l'un ou l'autre des nombres x, y est 
supposé èlre un nombre premier. Mais nous avons 
maintenant prouvé l'impossibilité de Véquation 
même si cette restriction est écartée. 

Si nous divisons l'équation (i) par y3 , supposé diffé-
rent de zéro, et si la cubique plane résultante 

est coupée par la droite x = mz, nous arrivons alors 
aussi à l'équation de Gerono 

Si dans (î) nous remplaçons y par î, nous avons 
l'équation 

= z(z*— i). 

Donc le produit de trois entiers consécutifs ne peut 

x = o ou 

x* 4- i = 

X*-\~ z(l — z2) 5=5 O 
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être un cube, à moins que l'un d'eux soit nul. J 'ai 
déjà démontré (* ) que quatre fois un nombre polynome, 
c'est-à-dire les deux tiers du produit de trois entiers 
consécutifs ne peuvent former un cube, comme 
extension d'un théorème de Legendre( 2) consistant en 
ce qu'un nombre triangulaire différent de i , c'est-à-dire 
la moitié du produit de deux entiers consécutifs ne 
peut être un cube. 

L'impossibilité que le produit de trois entiers consé-
cutifs soit un cube peut être aussi démontrée de la façon 
suivante. 

Soit x* — z(z2—i). Alors, puisque z et (z-—1) 
sont premiers entre eux, si nous décomposons n en 
deux facteurs premiers entre eux i; et rh et si nous 
posons z = £3, nous devons alors avoir £f>— i = y^3, ce 
qui est impossible, en vertu du théorème de Fermât, si 
ni £ ni r\ n'est nul. 

Par le même raisonnement, nous pouvons démontrer 
que le produit de trois entiers consécutifs ne peut 
être la nième puissance d'un entier, n n'étant pas 
inférieur à 2. 

3. Produits de deux nombres consécutifs. Nombres 
triangulaires. — Il est évident que le produit de deux 
entiers consécutifs ne peut être un carré, à moins 
que l'un de ces entiers ne soit nul. Car, si cela était, 
l'équation x(x -f-1) y2 devrait être résolue en 
nombres entiers. Puisque x et x -4- i sont premiers 
entre eux, ils devraient tous deux être des carrés, 
comme on le voit en décomposant y en deux facteurs £ 
et premiers entre eux. 

(!) Nouv. Ann. de Math., 4' série, t. X, p. 83. 
(2) Théorie des nombres, t. Il, p. 11. 
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/Ainsi, posant x = 7ja, nous devons.avoir — i = q2, 
relation qui est seulement vérifiée par Ç = db i , r\ = o. 

• Le problème qui consiste k trouver un nombre 
triangulaire qui soit un carrée c'est-à-dire à trouver 
les solutions en nombres entiers de l'équation 

. 3t(x + t) = 

se ramène à l'intersection de la courbe x(x = 2y2 

et de la droite y = m(x -4- i), et se réduit à la solution 
de l'équation — I = 2ÏJ2, en nombre entiers, qui est 
possible et bien connue. 

: On peut aussi démontrer aisément que 7<? produit 
de deux entiers consécutifs ne peut pas être un cube. 
Car, s'il en était ainsi, l'équation x(x + i) =y3 serait 
résolue en nombres entiers. Puisque x et x - f - 1 sont 
premiers entre eux, ils ne peuvent pas l'un et l'autre 
être des cubes. Donc, décomposant y en deux facteurs 
premiers entre eux Ç et y|, et posant x — ij3, on doit 
avoir = relation impossible, en vertu du 
théorème de Fermât, si ni ni r\ n'est nul. 1 

Par le même raisonnement, nous pouvons démontrer 
que le produit de deux entiers consécutifs quelconques 
ne peut être la /iièmc puissance d'un entier, n n'étant 
pas moindre que 2. 

Plus généralement, il n'y a pas deux entiers x et y 
satisfaisant à Véquation yt+{ = xm{xn—i), où 
/, m, n ^ i . 

î. Équation x-y -4- z (y2 — z2) = o . — Nous avons 
démontré que le produit de deux entiers consécutifs 
quelconques ne peut être ni un carré, ni un cube, à 
moins que l'un de ces entiers soit nul, et que le produit 
de trois entiers consécutifs quelconques ne peut être 
un cube, à moins que l'un de ces entiers soit nul. Nous 
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nous trouvons ainsi à même de déterminer si le produit 
de trois entiers consécutifs quelconques peut être un 
carré. C'est une suite directe de la dernière partie du 
précédent article. Mais, dans ce but nous traiterons 
l'équation en nombres entiers 

( 1) . x*y -h z(y1-Jr zx) = o. 

Elle peut aussi s'écrire sous la forme 

( 2 ) , xsy-hy*—1 = 0, 

en écrivant respectivement x et y au lieu de j et 
dans l'hypothèse z^éo. 

Dans la relation (2), x et y étant des nombres 
rationnels, nous avons à chercher le point d'intersec-
tion de la cubique (2) avec la droite 

( 3 ) 1! y — 1 = mx, 

point tel que ses deux coordonnées soient des nombres 
rationnels. De là nous tirons, par substitution, 

t x(mx -+-1) -h m(mx -+- 2) — o 
ou 

( 4 ) mx--T- (m2 i)x -h 2 m — o. 

Pour que cette équation quadratique en x soit réso-
luble en nombres entiers, le discriminant mk — 6m3-hi ? 
ou (m2— 3)2— 8, doit être le carré d'un nombre 
rationnel, soit X2. Posant alors comme ci-dessus 

./» = £ , X = —? 
V 7) 

nous avons 

De'là TJ2="V4, et conséquemment 

' " •' V 1 ( ¡ 1 . * — 3 V * ) Î = ^ H - 2 ( 2 / ) ) 2 . 
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Mais la forme $'2-b 2 V 2 ne peut avoir un diviseur qua-
dratique de la forme JJL-— 3v 2 , à moins que cette der-
nière expression ne soit égale à dt 1 . Pour que 
a 2 — 3v2 devienne égal à ± 1 , il faut que 2(27})2 

devienne égal à 1 , et, de là, Ç et r\ doivent être respec-
tivement égaux à r et o, ce qui est absurde. 

De là, à moins qu'on ait m = o ou ni — oc, résulte 
que le déterminant de l'équation (4) ne peut êlre le 
carré d'un nombre rationnel. 

Lorsque m = o, y — 1 , d'après ( 3 ) et a: = o, 
d'après (2) et (4) . De là, dans l'équation (1) x = o, 
y=z. Lorsque m = oc, x~o, d'après ( 3 ) et (4), et 
y = ± 1 , d'après (2) ; de là, dans l'équation (1) , x = o, 
y — ± z. Donc l'équation (1) est impossible en nombres 
entiers, à moins que z = o, ou bien x = o, y = ± z. 

Si nous divisons l'équation (1) par y 2 , supposé diffé-
rent de zéro, et si la cubique plane résultante 

x- -+- z ( 1 — z2 ) = o 

est coupée par la droite x — mz, nous arrivons à 
l'équation suivante à résoudre en nombres rationnels, 
ce qui est impossible : 

m* 4- 4 = X 2 . 

Si dans (1) nous remplaçons y par 1 , nous avons 
l'équation x2= z(z2—1). De là le produit de t7%ois 
entiers consécutifs ne peut être un carré, à moins 
que l'un de ces entiers ne soit nul. 

o. Produits de quatre entiers consécutifs. — Nous 
avons établi que le produit de deux ou trois entiers 
consécutifs quelconques ne peut être ni un carré, ni 
un cube, à moins que l'un de ces entiers ne soit nul. 

Le produit de quatre entiers consécutifs quelcon-
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ques ne peut non plus être, ni un carrér ni un 
cube. 

Pour le démontrer, nous emploierons, d'après Lucas, 
l'identité 

a(a-h r)(a 4- 2 / ' ) ( a + 3r ) -f- r* = ( a 2 - h 3a /M- r 2 ) 2 . 

Soit /* = i ; alors 

( I ) A(FL + I ) ( A + 2 ) ( A + 3 ) + ! = = ( « « - } - 3 a - 4 - I ) 2 . 

Supposons que a ( à + i ) ( a -4- 2) (a -f- 3) soit un carré, 
non nul. 

La différence des carrés de deux nombres consécutifs, 
sauf (d= 1, o) et (o, riz i) ne peut être en valeur absolue 
inférieure à 3. Pour (o, d= 1) la différence est — 1 , ce 
qui ne s'applique pas à notre cas. Pour (zh 1, o) nous 
devons avoir 

A 2 - H 3 a - 4 - 1 = zt 1 , 

ou 
A — O, — 1, — 2 , — 3 . 

Donc le produit en question ne peut être un carré à 
moins que l'un des quatre entiers ne soit nul 

Si, dans (1), a ( f l + i ) ( a + 2) (a -f- 3 ) est un cubé, 
nous avons l'équation de Gerono citée plus haut 
# 3 4 - i qui est vérifiée seulement par l'une 011 
l'autre des solutions 

x = o, y c=zhi ou x = 2, y=±: 3. 

Donc nous devons avoir 

A 2 H - 3 A - 4 - 1 = Z T 1 OU A = O , — 1 , — 2 , — 3 , 

( 1 ) E. LUCAS, Théorie des nombres, P. 53. 
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ou bien 
a 2 3 a + i = ± 3, 

ce qui esl impossible pour toùte valeur entière de a . 
Donc le produit a ( a + i ) ( a + 2) (a -f- 3 ) ne peut 

être un cube que si l'un des quatre entiers est nul. 
Gerono démontre en outre que l'équation 

xm -h 1 — yn 

est possible en entiers positifs lorsque, et seulement 
lorsque, on a ^ . v 

m = 3, x — 1, n = 2, y = 3, 

si x ou y est supposé être un nombre premier. Nous 
pouvons démontrer par le même raisonnement que 
lorsque a est choisi de telle sorte que a 2 - f - 3 a -f- 1 s'oit 
un nombre premier, le produit a ( a - f - 1 ) (a- j -2) (a- f -3) 
ne peut être une puissance quelconque d'un entier, 
alors que nous avons montré plus haut que ce produit 
ne peut être ni un carré ni un cube pour aucune valeur 
de a . , 

J 'ai établi que le produit de deux, trois ou quatre 
entiers consécutifs quelconques ne peut être ni un 
carré, ni un cube, à moins que l'un de ces entiers ne 
soit nul. Ainsi se présente naturellement la question 
que voici : Le produit d'un nombre quelconque 
d'entiers consécutifs peut-il être un carré ou un 
cube? Et si çela peut être, pour quels entiers? 

J 'ai aussi trouvé que le produit de deux entiers 
consécutifs ne peut pas être un carré, que celui de trois 
ne peut pas être un cube, et que celui de quatre ne 
peut être un carré, et par conséquent n'est pas la 
quatrième puissance d'un entier. Et cette nouvelle 
question se présente aussi naturellement : Le produit 
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de n entiers consécutifs quelconques peut~il être 

la nième puissance d}un entier? 
Ces questions semblent être très intéressanteç'quand 

on les rapproche du théorème de Liouville en vertu 
duquel le produit d'entiers consécutifs 

ne peut être une puissance exacte si dans la suite des 
facteurs se rencontre un nombre premier (f ). 

6. Équation x-y -h z(y2 H- z2) = o. — Au n° i c i -
dessus, j 'ai étudié l'équation x2y -f z (y2— z2) = o, et 
je suis maintenant amené à traiter de la suivante 

( 0 . X*Y + Z ( Y Î O , 

ce qui ne peut se faire par les mêmes moyens. 
L'équation ( i) peut s'écrire 

( 2 ) , x~y -+- z* = o, ; * 

et nous y pouvons supposer que x , y , ^ ne sont pas 
tous nuls et n'ont pas de facteur commun. 

Soient ¿¿, w les plus grands communs diviseurs de 
( y , s ) , ( z , x), (x, y),- respectivement. Nous pôuvons 
poser a 

x =zvwx\ y — wuy'z—uvz'.' 

Substituant ces valeurs de x , y , z dans l'équation (2) , 
nous avons 

(3 ) vwz x'-y' -+- w-11*y'*z' -4- u2v- z'1 = o. 

( * ) LIOUVILLE, Sur le produit m{ M-J~ 1) ( M + - 2 ) . . . ( I ? N - 7 T ~ 1) 

( Journal de Math., t. II, 1857, p. 277). Consulter aussi une Note 
(le MOREÀU (Nouvelles Annotes, 2-sérié, t. II, 1872 , p. 1 7 2 ) d'après 
laquelle le théorème estdù à Mathieu (question 441 des Nouvelles 
Annales). . ; . f 
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On voit que le premier terme vw*x'2 yr doit être divi-
sible par M2. Mais u n'a pas de facteur commun avec i>, 
w et de sorte que yf est divisible par M2. En outre, 
le dernier terme u2v2zJ* est divisible par v'. Mais y1 n'a 
pas de facteur commun avec v et zf, de sorte que u2 est 
divisible p a r D e là 

(4) y = . 

Substituant cette valeur de y ' d a n s l'équation (3) , 
nous «TQ&&-

(5 ) ± vw* a ? * - * - - h v zz'5 = o. 

Le dernier terme v2zr* doit être divisrMe^ir w2\ mais 
w n'a pas dç diviseur commun avec r, ni avec de 
sorte que 

(6 ) w = d b i . 

Substituant cette valeur de w dans l'équation (5), nous 
a vons 

(7 ) ± vx'*-h u^z'-h vz'*—o. 

Le terme du milieu u\z} doit être divisible par mais 
v n'a pas de diviseur commun avec u, de sorte que z[ doit 
être divisible par ç. En outre le premier terme dz vx'2 

doit être divisible par zr. Mais z'et xf sont premiers entre 
eux, de sorte que v doit être divisible par zf. De là 

( 8 ) * z' = ±v. 

Substituant cette valeur de z' dans l'équation (7), nous 
avons 

. ziz x'* dz ( u'+ -+- t>4 ) =5 o; 

d'où ; 

( 9 ) xt% = 
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et les signes, dans les relations (4), (6), (8), doivent 
être combinés comme il suit : 

• ( + + - ) > (-H" - + ) . ( - H- -*-). ( ) . 

Ainsi la question est ramenée à la résolution de l'équa-
tion (7), qui n'a d'autre solution que u = o, v = o et 
xr = o, ce qui s'accorde avec les conclusions de 
B. Frenicle de Bess j ( ! ) . 

Donc l'équation (1) n'a de solution que si l'une au 
moins des quantités y, z est nulle. 

Si nous divisons l'équation (1) par y 3 , supposée non 
nulle, et si la cubique plane résultante 3(1 -f-£2) = <> 
est coupée par la droite x — mzy nous arrivons alors à 
la résolution en nombres rationnels de l'équation 
m k — 4 = X.3, qui est impossible. 

7. Equations x*=yz(y + z), x2 y -\-y2 z ->r z2x= o. 
— Je m'occuperai maintenant de l'équation 

(1) a? = yz{y + z). 

On peut la traiter d'une façon spéciale comme il suit. 

Supposant z différent de zéro, divisons par s 3 , et rem-

plaçons ^ par x et ~ par y. Alors 

(2) + 

x et y étant ici des nombres rationnels, tandis que x, 
y et z dans (1) sont des entiers. 

De même que ci-dessus, considérant (2) comme 
l'équatibn d'une cubique, le point (o, — 1) lombe sur 

(*) Encycl. des Sc. math, pures et appt., t. I, vol. l it , p. 3(3. 
Pour plus de détails, voir B. FRENICLK DE BESSY, Traité des 
triangles rectangles en nombres, p. 1676; 
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cette courbe. Nous prendrons alors la ligne droite * 

( 3 ) y -4-1 = mx,' '*• 

et nous" chercherons les points d'intersection de la 
droite et de la çubique dont les coordonnées sont des 
nombres rationnels. Eliminant}/ entre (a) et (3) , il 
vient r ' 1 

x*~m2x—m. 

Pour que cette équation quadratique en x soit vérifiée 
par des valeurs rationnelles de m et de il faut que 
son déterminant,, jh t 

( 4 ) m>—4m ' 

soit le carré d'un nombre rationnel. Cependant, cela ne 
peut être, comme nous allons le voir. 

Le professeur Hurwitz ( ! ) a montré que les deux 
équations v Vl 

xm y a y m zmXn O 

et '' " " 
Xmi—w«-f-«8 ym^—mn+n- ~m*—mn-\-n'î —~ q 

sont l'une et l'autre à la fois, ou résolubles, ou non 
résolubles en entiers différents de zéro. .. 

Si nous particularisons en posant 2, V== i , nous 
voyons que la première équation • ; 

( 5 ) x*y -T- y1 z s- z2 x = o 

est insoluble, car la dernière . ; î.v. > . 

y3-h z1 =s o ? . ; ; v " 

l'est elle-même en vertu du théorème det Fermât. 
Essayons maintenant de résoudre l'équation (5) par la 
méthode que nous venons d'employer souvent ici-même. 

(M Math. Annfcd LXV, 1908, p. 428. 
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Supposante différent de zéro, divisons par z 3 et rem-

plaçons j p a r x, e t £ par y; nous avons alors 

( 6 ) = o, 

x et y étant maintenant des nombres rationnels, tandis 
que x, y, z dans (5 ) sont tous des entiers. 

Considérant (6) comme l'équation d'une cubique, le 
point (o, o) tombe sur cette courbe. Prenons la droite 

(7) y — mx 

et essayons de trouver les points d'intersection à coor-
données rationnelles de celte droite et de la cubique. 
Eliminant y entre (6) et (7) , nous avons 

mx*-\- m*x -4-1 = 0, 

équation quadratique en x dont le discriminant 
m4 — 4m doit être le carré d'un nombre rationnel. 
Mais cela ne peut être; car autrement l'équation (5) 
deviendrait résoluble, ce qui est absurde. Ce discrimi-
nant n'est autre que le discriminant (4). Donc l'équa-
tion (2) est insoluble en nombres rationnels, et par suite 
l'équation (1) est insoluble en nombres entiers, si l'une 
au moins des inconnues n'est pas nulle. 

Kd. Lucas ( 4 ) a démontré qu'une condition néces-
saire et suffisante pour que l'équation 

(8 ) ^ + A s 3 = o 

soit résoluble en nombres entiers est que À appartienne 
à la forme a 6 ( a - f - 6 ) préalablement débarrassée.de 

(l) Nouv. Ann. de Math., 2* série, t. XVII, 1878, p. fab. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Avril 1916.) 
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ses facteurs cubiques, c'est-à-dire qu'on ait 

( 9 ) \cl £=' ab(a -+- b ), 

a, ¿>, c étant des entiers. 
Posons A = 1 ; alors (8) n'est pas résoluble, de sorte 

que la relation c3 = ab(a -H 6), qui n'est autre que (1), 
est impossible en nombres entiers. 

Ainsi l'équation (1) est impossible. Remplaçons z 
par y - f-1 ; elle devient alors 

En employant le raisonnement par lequel nous avons 
démontré ci-dessus que le produit de deux ou de trois 
entiers consécutifs quelconques ne peut pas être la 
/iième puissance d'un entier (/i> 2), nous pouvons dé-
montrer l'impossibilité de l'équation 

en nombres entiers, et aussi l'impossibilité de l'équa-
tion 

en nombres entiers, puisque deux quelconques des 
trois nombres y, y - f - 1 , 2 y -f- 1 sont premiers entre 
eux. 

De là, le sextuple de la somme des carrés des 
m premiers nombres entiers ne peut être la nièmepuis-
sance d'un ¿entier. 

D'après le théorème de Lucas cité plus haut, la 
relation 

( 1 0 ) 3 c s = a £ ( a -1- b) 

ne peut être vérifiée, puisque l'équation 

# 3 y * __ 3 z s 0 
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est impossible. Si dans (10) nous posons #.==; a.-f-1, 
nous avons . . 

3 c î = a ( a + i ) ( ï a + i ) . 

De là, le triple de la somme des carrés des m pre-
miers nombres entiers ne peut être la nièmepuissance 
d'un entier (n > 2). 

On sait que la somme des cubes des m premiers 

nombres entiers est égale aïi carré Mais 

ii Î 1 • m ( m - f i ) , elle n est pas un cube, puisque n en est pas 

un, d'après la démonstration de Legendre. 

8. Equation x3 = z(x2 ±y2). — Nous pouvons 
traiter quelques autres équations cubiques trinômes 
indéterminées et homogènes par les méthodes appli-
quées ici. Les équations étudiées ci-dessus sont toutes 
impossibles en général. Les suivantes sont au contraire 
possibles : 

( 1) a ? 3 = z{x*zhy*). 

En effet, comme dans ce qui précède, prenant la droite 
y = m(x— 1) et la cubique x3 = x2zLy2, nous 
avons 

x1 = dr m'l{x — 1); 

de sorte que x — 1 ou 1 — x doit être un cajré. 
Si x — 1 est un carré a2 (a rationnel), on a 

, 1 - h a 2 , a 2 ( i -H a 2 ) 
x = I H - a 2 , m = ± , y = ± 

De là, remplaçant a par nous trouvons pour x, y, z, 

dans l'équation ( 1) , avec le signç 
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Un. résultat semblable se présente dans le cas où 
i — x est un carré. 

Si dans l'équation (i) on prend le signe —, les va-
leurs de x, y, z sont respectivement 

a? = p « - ««), y = a«), * = p». 

[K'1] 

S O L U T I O N D U P R O B L È M E D E P A P P I I S G É N É R A L I S É ; 

P A R M . JOSEPH J O F F R O Y , 

Professeur honoraire. 

Ce problème peut s'énoncer ainsi : dans un angle 
quelconque X O Y ou o> inscrire une droite SS ' de lon-
gueur l donnée et passant par P, point de la bissectrice 
de o>. Jusqu'à ce jour le cas particulier de o> droit 
a été seul résolu par l'emploi d'une équation du 

deuxième degré. P {voir la figure) est déterminé par le 
losange A 'OAP de côté a . Posons OS = x, O S r = y . 
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Les triangles semblables O S ' S , APS donnent 

( , ) « = 0U
 = 

Dans le triangle OSS' , on a 

y-—ixy cos tu = 
ou 

( 2 ) (x - h y ) 1 — 2xy(i-\- c o s w ) = /2. 

Eliminant xy entre (1) et (2), j'obtiens 

( E ) — ia{\-+- cost*>)(x -4- y)— /2 = o, 

équation du deuxième degré en x-h y dont la racine 
positive, qui convient à mon problème, est 

x-h y = a( 1 -H cosio) -+-\/a'l( 1 -h costo)2-+- /2 = A. 

J 'ai donc 
x h- y -h A Y • 

et 
xy = Art. 

On sait construire x y et y^K) Pu* s x e l y - On 
calcule x et y qui sont les racines de 

(E') z 1 — A z + A a = o. 

x = OS étant connu, la sécante SS ' est déterminée. La 
sécante symétrique de celle-ci par rapport à la bissec-
trice est la seconde solution. La valeur absolue de la 
racine négative de l'équation (E) déterminerait les 
deux autres droites, solutions, l'une dans l'angle YOX' , 
l'autre dans X O Y ' : on le vérifiera en supposant, 
comme je l'ai fait, le problème résolu. 

Si j'avais éliminé x ou y au Jieu de xy ou x -}-y, 
j'aurais obtenu une équation complète du quatrième 
degré et j 'en aurais conclu que le problème général de 
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Pappus ne peut pas être résolu graphiquement : c'est 
ce qui a été cru jusqu'à ce jour. Quant aux quatre 
racines de cetle équation du quatrième degré en x ou 
en y, leurs valeurs sont celles qui satisfont à l'équa-
tion (E) . En résolvant l'équation du quatrième degré 
on obtiendrait des expressions égales à celles que j 'ai 
trouvées ci-dessus, mais bien plus compliquées (ce 
serait un exercice de concours). 

Voici une solution de mon problème plus élégante 
que ma précédente. 

Soit O J = R perpendiculaire à la sécante SS / qu'il 
s'agit de placer. J 'ai encore 

xy = a(x -h y), (x -h y)~— i xy(i -h c o s w ) = ¿2. 

J 'ai aussi 
xy s inw = R l, 

double du triangle OS S'. 
Éliminant xy et x -+- y entre ces trois équations, 

j'obtiens 

( J) /R*— ia% s inio( i H- COSU>) R — a 2 / sin2to = o, 

R = a [ a ( i H- cosco) ± / a * ( i -H costo)2-*- /*]. 

La valeur positive de R convient pour la construction 
de SPS'. Sa valeur négative convient pour la construc-
tion de la sécante S I S ' , P , solution dans Y O X ' (on le 
vérifiera). J 'ai donc, si j 'appelle R| la perpendiculaire 
OJ , à cette sécante 

R t — a s * n t 0 [— a ( i 4 - cosu>) -r-\fa*(\ -+- cosw)2-*- /*], 

avec 

R = [ « ( ! cosw) - + y a 2 ( I -t- cosu>)2-t- /*] . 
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J'abaisse PB perpendiculaire à O X : j'ai 

a s inB = PB = 6, fl(i + cosw) = OB = c, 

et je puis écrire 

R - j i c + f ê + ^ l R1 == j [ — e - + - ] . 

On voit que R , R< n'exigent que la construction d'un 
seul triangle rectangle et de deux quatrièmes propôr-
tionnelles. 

Construction la plus rapide de R , R j . O K = / est 
perpendiculaire à O X , BK. vaut \/c2-\-i2, OD vaut 
£ s/c2-h l2, OD, vaut — c- j -\/c 2 H-/ 2 , OE égale 
PB = 6. E F est parallèle à K D , E F , est parallèle à K D , . 
La quatrième proportionnelle OF vaut R , la quatrième 
proportionnelle OFÎ vaut R^. De O je décris un cercle 
de rayon R , un cercle de rayon R , . De P je leur mène 
les tangentes P J , PJ< et leurs symétriques par rapport 
à la bissectrice de X O Y . Les quatre tangentes sont les 
quatre solutious du problème de Pappus que j'ai géné-
ralisé et résolu grâce à un changement de variable, 
grâce à une idée bien simple, celle de remplacer x2 -h y2 

par (x -h y)2 — 2 xy ! 

[P '4] 
A U S U J E T D ' U N E N O T E D E M . F O N T E N É ; 

PAR M. R, BRIGARD. 

Dans une Note récente (N. A., 1 9 1 $ , p. 5 i 5 ) , 
M. Fontené a proposé l'étude d'une surface définie de 
la manière suivante : Étant donnés six points dans 
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l'espace, à tout point M correspond un point M' tel 
que toutes les quadriques du réseau ponctuel déterminé 
parles six premiers points et par le point M passent 
aussi, en vertu du théorème de Lamé, par le point M'. 
M. Fontené observe que les droites MM' forment une 
congruence, à savoir la congruence des cordes de la 
cubique gauche (Y) qui passe par les six points, et que 
sur toute droite de cette congruence les couples (M, M') 
sont en involution. La surface dont il s'agit est le lieu 
des points doubles de ces involutions. 

Soient ( D ) l'une des droites de la congruence dont 
il s'agit et P un point double de Tinvolution corres-
pondante. Le point P est tel que toutes les quadriques 
qui contiennent ce point et les six points donnés sont 
tangentes en P à (D), ou ont un point double en P. On 
peut dire aussi que toutes les quadriques tangentes 
en P à (D), ou ayant un point double en P, et passant 
par cinq des points donnés, passent par le sixième. 
Ainsi le cône du second degré qui a son sommet en P 
et qui passe par les cinq premiers points passe par le 
sixième point. Autrement dit, le point P est sommet 
d'un cône de second ordre passant par les six points. 

Réciproquement, tout point qui est sommet d'un 
cône du second degré passant par les six points est un 
point P, car il passe par ce point une corde de la 
cubique gauche (T) et ce point est un point double de 
l'involution qui a eu lieu sur cette droite. 

La surface signalée par M. Fontené n'est donc 
autre que la surface, lieu des sommets des cônes du 
second ordre passant par six points donnés. Cette 
surface est bien connue sous le nom de surface de 
Weddle. Elle est du quatrième ordre. Elle contient la 
cubique gauche (T) qui passe par les six points, puis-
qu'un cône ayant son sommet sur la cubique et ayant 
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la cubique pour directrice est un cône du second degré. 
Une droite de la congruence est une corde de cette 
cubique et rencontre encore la surface en deux points 
P et Q, sommets de deux cônes du second degré pas-
sant pat les six points, et points doubles de ^involution 
sur la droite; comme les points d'appui de la droite sur 
la cubique forment un couple de l'involution, les deux 
points P et Q forment avec ces deux points d'appui une 
division harmonique. 

La surface de Weddle contient évidemment les 
quinze droites joignant deux à deux les six points 
donnés; évidemment aussi, sur chacune de ces droites 
qui sont des cordes de la cubique gauche (T), l'invo-
lution (M, M') est illusoire, puisque les quadriques du 
réseau qui passent par un point de la droite contiennent 
la droite tout entière. 

11 est clair aussi que la surface contient les dix droites 
dont chacune est l'intersection du plan contenant trois 
des six points avec le plan contenant les trois autres. 
Ainsi, quand on se donne le point M sur une des 
droites en question, les quadriques du réseau ponc-
tuel déterminé par les six points donnés et par ce 
point sont tangentes en M à une même droite (D), 
corde de la cubique gauche (F) passant en M; le 
pointM est un point P sur cette droite (D) ; le point Q, 
second point double de l'involution sur la droite, est 
le conjugué du pointM par rapport aux points d'appui 
de la droite sur la cubique. 

L'étude de la surface de Weddle a occupé divers 
géomètres, parmi lesquels on peut citer Cayley, 
R . Sturm, Schottky, G . Humbert. 
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C O R R E S P O N D A N C E . 

M . A . Pel let . — Au sujet de la question 2 1 1 8 . — 
Dans sa solution de cette question, une légère inad-
vertance a fait discuter à M. Vaulot (1915, p. 5^4) une 

M 

courbe tout autre que celle que j'indiquais. Pour fixer 
les idées, supposons e et m positifs dans l'équation 

x — e sin ( m -4- x) = o, 

et inférieurs, e à m à TT. On voit que l'angle en M 

est égal à x, et AM = = p. La relation 0 7 sin/r * 

A — B a — h A - f - B 
tang = r ta ne , b 2 a -h b & 2 

si 
a __ à 

sinA ~~ sinB ' 
donne ensuite 

/ m \ p -h e m 
* tane ( x = - tang— • 

2 ] p — e ® 2 

Lorsque x varie de o à e, le second membre va en 
diminuant, tandis que le premier va en croissant; donc 
en attribuant à x une valeur entre o et edans le second 
membre (¿r0)> ta valeur correspondante de tang f̂ c -f-



donne pour x une quantité xK, et la racine de l'équation 
est comprise entre x0 et x, ; on a donc ainsi un moyen 
pour l'approcher indéfiniment. En particulier, en fai-
sant # 0 = e , 

/ m\ /u e\ m tang i xi -+- ~ J = cot* ( - — - J tang — > 

et la racine est comprise entre x% et e. 

M. d'Ocagne. — Au sujet des enveloppes de cercles 
et des caustiques. — Le théorème généml sur les 
centres de courbure des enveloppes de cercles, qui 
ligure dans une Note récente de M. Goormaghtigh 
(.Nouvelles Annales, 19 16 , p. 5) , est, on le reconnaît 
sans peine, identique à celui qui constitue la seconde 
partie de la question 2169, dont une démonstration 
géométrique extrêmement simple vient de paraître 
dans ce Recueil ( 1 9 1 5 , p. 435 ; note au bas de la page) 
et qui provient d'une Note que j 'ai publiée naguère 
dans les Annales des Ponts et Chaussées (?.e semestre 
1888, p. 76). 

On peut remarquer aussi que la construction par 
points des caustiques par réfraction, obtenue par 
M. Goormaghtigh (loc. p. 3o), est celle même qui 
se rencontre dans les Principes et Développements 
de Géométrie cinématique de Mannheim (p. 66). 
Cette construction est, au reste, moins simple que 
celle de Cornu, dont une démonstration géométrique 
a paru dernièrement dans ce Recueil ( 1 9 1 5 , p. 5o8). 
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N É C R O L O G I E . 

F. F A R J O N . 

Nous venons d'apprendre avec un profond regret le 
décès d'un fidèle collaborateur des Nouvelles Annales 
depuis de longues années. 

Ferdinand Farjon est mort accidentellement à 
Boulogne-sur-Mer, le a5 mars dernier. Ancien élève de 
l'Ecole Polytechnique (promotion de 1860), il occupait 
une importante situation industrielle, avait été député 
du Pas-de-Calais, et était président de la Chambre de 
Commerce de Boulogne. 

Il avait un goût prononcé pour les Sciences mathé-
matiques; il y montrait des qualités très personnelles 
et une sagacité remarquable. 

Récemment encore (numéro de février 1916) , nous 
avions inséré quelques lignes intéressantes de lui, 
dans notre « Correspondance ». 

En exprimant à sa famille nos condoléances les plus 
sincères, nous sommes assurés d'être les fidèles inter-
prètes de nos lecteurs. Mais aux regrets que cause la 
disparition d'une belle intelligence vient s'ajouter, 
pour nous, la tristesse de perdre un ami personnel, 
dont les hautes qualités morales forçaient l'admiration 
de ceux qui l'ont connu. C . -A. L . 
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S O L U T I O N S B E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

606 et 607. 
( 1865, p. 29 et 3o.) 

606. En ordonnant le discriminant A de Véquation 

axw h- 4 bx3 -f- 6ex- -1- 4 dx -4- e = o, 

suivant les puissances de e, posant 

A = \e3 H- 3 Be2 4- 3 Ce D ; 

démontrer qu'on a 

A 2 D 2 — 6ABGD -h 4 AC3 4- 4 B 2 D — 3B2G2 

= — 729 ( « 2 d 4 - 1b3—- 3 a 6 c ) 2 

x (yabed-h 4 « c 3 4 - \ b * d — 36 2 c 2 ) 3 . 

MICHAEL ROBERTS. 

607. Soîé 5,. la somme des puissances r des racines de 
V équation , 

ax$ 4- 5 bx'* -f-1 o ex3 1 o dx* 4- 5 ex 4 - / = o. 

Posons 
s 0 ij 5 4 £3 

a« X 
SI S2 S3 S 4 

s2 s4 s5 

S 3 S ; S 5 S G 

= P / 2 - H 2 Q / 4 - R , 

a / o r i P , Q, R /te renferment pas/. 5 / 

$0 ¿1 
51 SZ 

52 S J 
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démontrer qu'on a la relation suivante 

Q 2 — P R = o. 
M I C H A E L R O B E R T S . 

S O L U T I O N 

P a u M . H . BROCARD. 

Ces deux questions sont tirées d'un article Sur quelques 
théorèmes d'algèbre par Michael Roberts, publié dans les 
Annales de Tortolini, t. IV, i8t>i, p. 5 i . 

Cet article contient la démonstration désirée ou les indi-
cations nécessaires à la solution. 

Le lecteur voudra bien s'y référer. 

851. 
(1868, p. 138.) 

Trouver la suite des fonctions de Sturm pour Véquation 

qui donne tang — quand on connaît tan g a. 

G . D A R B O U X . 

S O L U T I O N 

P a r M . H . BROCARD. 

L'étude proposée a été traitée ici. 

i° f88o, p. 76-31 : Sur une application de la méthode de 
Sturm; p a r C. BIEHLER ; 

20 1880, p. 149-15-2 : Sur une classe d'équations algé-
briques dont toutes les racines sont réelles; par C. 
B I R H L K R ; 

3° 1880, p. 224-^36; Sur quelques propriétés des équations 
algébriques qui ont toutes leurs racines réelles; par E. 
L A G U E R R E ; 

4° 1887, p. 5 -9 ; Sur l'équation de degré m qui donne 

lang ~ lorsqtie Von connaît tang A; par C. BIEHLER. 

La question 851 n'ayant pas été rappelée de façon particu-
lière dans les quatre articles susmentionnés, a dû être consi-
dérée jusqu'à présent comme non résolue; mais il est certain 
que ceux-c i renferment tous les é léments voulus pour la 
solution désirée. 
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1 3 5 9 . 
(1881, p. 144.) 

ABC étant un triangle donné, on le coupe par une 
sécante qui détermine sur ses côtés ou leurs prolongements 
six segments tels que le produit de trois d'entre eux non 
consécutifs soit constant: Trouver Venveloppe de la trans-
versale. BARBARIN. 

SOLUTION 

P a r L'AUTEUR. 

ABC étant pris pour triangle de référence, la transversale 

ux -4- vy -h wz — o 

a pour équation tangentielle 

( i ) 2 l " 2 ( V + W ) — KUVW = o , 

en posant pour abréger 

U = - , V = t > W = - , X = ax, Y — ¿ y , Z = e s , 
a b c 1/1 

et appelant K une constante. L'équation ( i ) peut se ramener 
à la forme plus commode 

(•2) (U -+- V ) ( V h- W ) ( W -+- U ) - K'UVVY = o 

qui accuse une courbe de troisième classe tangente aux. trois 
côtés du triangle et aux. trois parallèles menées par les 
sommets. 

1 5 3 1 . 
(1885, p. 248; 1915, p. 472.) 

Le parallélépipède construit sur trois génératrices quel-
conques d'un hyperboloïde à une nappe a un volume cons-
tant. GENTY. 

D E U X I È M E SOLUTION 

P..R M . J . LEMAIRE. 

Soit ABGDEFGH le parallélépipède construit sur les trois 
génératrices de même espèce AB, FG, DH d'un hyperboloïde 
à une nappe; il suffit évidemment de prouver que son volume 
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ne change pas quand on remplace une seule des trois généra-
trices, DH par exemple, par une autre de même espèce ; celle-ci 
doit couper AD et GH, qui sont des génératrices de l'autre 

espèce, en des points D' et H'. AB et FG restant fixes, il en 
est de même de GH et AD, les points D' et H' déterminent 
sur AD et GH des divisions homographiques, et l'on a une 
relation de la forme 

X.ÂD'. GH'-t- fji AD -+-v. GH -f-p = o . 

lin supposant que D' vienne en A, puis H' en G, puis D' 
et H' en D et H, on obtient 

AD'. GÏÎ' = Â D . G H . 

Le parallélogramme EFGH conserve donc, quand on fait 
varier la génératrice DH, un angle fixe en G compris entre 
des côtés dont le produit est constant; par suite son aire est 
constante; et comme la hauteur correspondante du parallélé-
pipède est invariable, son volume reste bien constant. 

1 5 5 1 . 
(1885, p. 488. ) 

Trouver une courbe plane telle que le produit des dis-
tances d'un point fixe à deux de ses tangentes parallèles 
soit constant. Les coniques sont des cas particuliers. 

B A R B A R I N . 
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SOLUTION 

P a r L'AUTEUR. 

La question n'est pas déterminée. Le point fixe étant pris 
pour origine, la tangente mobile 

x cosa -+- y sina = a f(a) 

satisfait à la condition imposée 

OP X OP' = dz a2 

si 

( 0 / ( a ) / ( a + 7T)=zi=i . 

Il y a évidemment une infinité de fonctions résolvant cette 
équation. Avec le signe positif, la fonction / ( a ) est pério-
dique (période 2ir). Des solutions particulières étant trou-
vées, toutes leurs puissances rationnelles ou non, et leurs 
produits ou quotients sont aussi des solutions. Le problème 
comporte des courbes algébriques, par exemple le cercle 
pour 

/(«) = >, 
les coniques pour 

f ( a ) = v/K cos 2 a -h sin2a — y/K — i cosa, 

mais aussi des courbes transcendantes, par exemple celle qui 
correspond à 

/ ( a ) = e s in a 

et qui a la forme de la méridienne de Vœaf. 
Avec le signe négatif, la fonction / ( a ) est encore pério-

dique. Exemple : 

/ ( a ) = t a n g ^ . 

La famille des courbes proposées a une liaison remarquable 
avec les courbes appelées anallagmatiques par Moutard ; ce 
sont celles qui ont pour podaire par rapport à l'origine une 
anallagmatique; on peut donc les désigner par le terme à'an-
tipodaires d'allagmatiques ; la courbe du dernier exemple 
est une antipodaire de strophoïde. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVI. (Avril 1916.) >3 
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1678. 
(1894, p. 4.) 

Lieu des sommets et enveloppe des axes des paraboles 
conjuguées par rapport à un triangle jixe. 

A . CAZAMIAN. 

D E U X I È M E SOLUTION 

P a r M. H. BROCARD. 

Cette question parait malaisée à traiter par l'analyse, en 
raison de la complication des calculs et de la difficulté de 
dégager les résultats. Cependant elle devient plus abordable 
après intervention de quelques propositions classiques, énon-
cées à diverses reprises dans ce Journal. 

Certaines propriétés remarquables, particulièrement utiles 
à l'étude des paraboles ici désignées, permettent surtout de 
dessiner rapidement la configuration géométrique de ces 
coniques et d'aboutir ainsi à une autre forme de l'énoncé se 
prêtant mieux à l'analyse, et dispensant d'évaluer le paramètre 
de la parabole pour lui substituer la description d'un lieu 
géométrique (A) déduit d'un triangle et du cercle circonscrit, 
et qui a été maintes fois étudié ici et ailleurs : l 'hypocycloïde 
triangulaire, enveloppe de la ligne pédale (ou droite de 
Wallace ou de Simson). 

Rappelons donc les principales propriétés des paraboles 
conjuguées à un triangle ABC : 

a Leurs foyers sont sur le cercle d'Euler ou des neuf points 
du triangle ABC. 

J. Griffiths, question 1865, p. 4^9, résolue 1866, p. 227 
et retrouvée par L. Painvin, 1867, p. 443. 

Voir Noie Wei l l , 1888, p. 43o. 

b. Leurs directrices passent par un point fixe qui est le 
centre O du cercle circonscrit au triangle ABC. 

G. Salmón, 1860, p. 348. 
J. Koehler, Exercices de Géométrie analytique, t. 1,1886, 

p. 194. 

(l) Voir 1916, p. 4L> 
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Poujade, J. de Math, spécquestion 228, résolue 1890, 

p. 

c. Elles sont inscrites au triangle À'B'C' des milieux des 
côtés du triangle ABC. 

Ce triangle A'B'C' est inscrit au cercle d'Euler, lieu du 
foyer F. 

J. Griffiths, 1866, p. 227. 
La question est ainsi ramenée à : 
Construire une parabole inscrite à un triangle A'B'C', ayant 

son foyer en F ( sur le cercle A'B'C') et dont la directrice passe 
par un point fixe O (centre du cercle circonscrit au triangle 
ABC déduit du triangle A'B'C' par des lignes parallèles); 

Autrement dit : 
Construire la parabole inscrite à un triangle et dont le 

foyer est en un point donné du cercle circonscrit à ce 
triangle. 

Depuis que la question a été proposée, il est à croire que 
nombre de collaborateurs ont dû entreprendre une étude 
géométrique et faire intervenir certaines propositions des 
paragraphes (a)(b) (c). Peut-être même sont-ils parvenusà la 
description du lieu (A) , mais alors ils ont été rebutés par la 
complication analytique. 

Cependant, ils auraient pu reconnaître une question anté-
rieure à la proposée, et dont il est fort possible qu'elle ait 
inspiré l'énoncé 1678, mais il fallait s'en souvenir. Il s'agit de 
la question 1505, de M. d'Ocagne (1884, p. 4Î7)-

La question 1678 n'ayant pas retenu mon attention, ce n'est 
qu'à l'occasion de la revision des questions demeurées non 
résolues que je fus amené à m'y intéresser, et si je puis 
aujourd'hui en appporter la solution, c'est que précisément je 
me suis souvenu d'avoir étudié en son temps la question 1505 
et d'en avoir provoqué la solution donnée ici 1902, p. 566-574, 
et 1903, p . 48, par M. H. Lez. 

Les questions 1505 et 1678 étant absolument équivalentes, 
on voit que la solution de la première s'applique à la seconde, 
et qu'ainsi, pour des paraboles conjuguées à un triangle ABC : 

i° Le lieu des foyers F est le cercle circonscrit au triangle 
A'B'C' des mil ieux des côtés; 

20 Le lieu des sommets est une quartique extérieure, tan-
gente et circonscrite au triangle; 



( '84 ) 
3° L'enveloppe des axes est une hypocycloïde triangulaire 

tangente au cercle ABC; 
4° L'enveloppe des tangentes aux sommets et une autre 

hypocycloïde triangulaire tangente au cercle ABC; 
5° Les directrices passent par le point O, centre du cercle 

ABC, et orthocentre du triangle A'B'C'. 

Note. — Il y aurait encore une réponse bien plus courte, 
ainsi qu'une référence bibliographique particulièrement inté-
ressante : je veux parler de l'article de E. Duporcq : Sur 
Vhypocycloïde à trois rebroussements, 1902, p. 168-171, où 
l'on trouve exposées les remarquables propriétés que voici : 

Une même hypocycloide triangulaire est l'enveloppe : i °des 
asymptotes des hyperboles équilatères circonscrites, 20 des 
tangentes aux sommets des paraboles inscrites, 3° des axes 
des paraboles conjuguées ( toutes trois à un même triangle); 
4° des axes des paraboles circonscrites à un même triangle. 

A remarquer aussi qu'un cercle est le lieu : i° des centres 
des hyperboles équilatères circonscrites, 20 des foyers des 
paraboles inscrites à un même triangle; 

Et enfin : i° que les hyperboles équilatères passent par 
Torthocentre du triangle inscrit, 20 que les directrices des 
paraboles passent par le centre du cercle circonscrit au triangle 
conjugué. 

Toutes ces corrélations sont intéressantes à retenir, et 
c'est pourquoi j'ai cru devoir les rappeler et donner ainsi à la 
réponse 1673 plus de développement qu'elle n'exigeait. 

1704 bis. 
(1895, p . 39*; 1915, p. a88.) 

Démontrer que, si un triangle se déplace en restant 
inscrit et circonscrit à deux coniques, le centre du cercle 
circonscrit à ce triangle décrit une conique. Examiner, en 
particulier, 'Les cas où cette conique est un cercle, ou un 
système de deux droites. M . W E I L L . 

S O L U T I O N 
P a r M R . BOUVAIST. 

Désignons par T les triangles envisagés, par S et S' les 
coniques qui leur sont inscrite et circonscrite. Ces triangles T 
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sont conjugués à une conique fi*e On voit facilement en 
effet que si 

u v w x y z 

a p ' y 

Les cercles G circonscrits aux triangles T sont donc ortho-
gonaux au cercle de Monge de S ; il existe de plus une infinité 
de triangles inscrits dans chacun de ces cercles et circonscrits 
à S. 

Soit alors 
e ** r 2 
S = — + -T7 I — o a 2 b2 

et soit 
(x — xqY2-h ( y —y0)2— = o 

le cercle de Monge de 2 ; nous aurons, si 

(x — a ) 2 -+- ( y — P)2 — r» = o 

désigne un cercle G, les deux relations 

(a-x0)*-h(p—y0)3-r2-p2=o, 

fa2-+- a 2 — (32 — r*]2 

cette dernière étant la relation invariante — 4 ^ 6 ' = o 
entre les coefficients de l'équation en X de S et G. 

Éliminons r2 entre ces deux relations, nous aurons l'équa-
tion du lieu cherché : 

(i) \ixQx i y 0 y — x\ - / J + P^ a2-h 62]2 

— 4 [ a 2 # 2 - b + a*'&*] = o. 

C'est une conique dont les directions asymptotiques sont 
perpendiculaires aux tangentes menées du point y o) à la 
conique S. 

Ce sera donc un cercle si le point x0'yo centre de la conique 2 
est un des foyers de S, une hyperbole équilatère ou une para-
bole si ce point est S U T le cercle de Monge (te S ou sur S. 

i3. 
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Po?ir que la conique lieu soit un système de deux droites, 
il faut et il suffit que le discriminant de son équation soit nul, 
ce qui donne la condition 

4[ b*xl -t- a*y\ - aï 6 2 ] [x% y* - a 2 - p2]2 = o. 

L'équation de la conique lieu montre du reste que ce sys-
tème de deux droites sera toujours imaginaire. 

1816. 
( 1899, p. 1̂ 8 ; 19io, p. MW.) 

On considère les pieds des quatre normales menées d'un 
point à une conique G, et les quatre triangles T formés 
par les tangentes menées en ces points ci G : i" ci chaque 
triangle T on peut circonscrire une conique A ayant les 
mêmes axes de symétrie que G; 2° les normales à la 
conique A aux sommets du triangle T sont concourantes 
en un point P; 3° de chaque point P on mène la quatrième 
normale à la conique A correspondante. Les quatre nor-
males ainsi obtenues sont parallèles, et leurs pieds sont en 
ligne droite. ( E . D U P O R O Q . ) 

D E U X I È M E S O L U T I O N 

P a r M . E . F A B R Y . 

Soit l'ellipse représentée par les équations 

Î - * 2
 7 (y Y 

y = ITT2' \~a) + ( ï ) 

La normale a pour équation 
2axt(a-h t2) — by(i — t1*) — ic2t{\ — t2). 

Par un point M(a?0>.Xo) on peut mener quatre normales 
dont les pieds sont donnés par l'équation 

( 0 ^Xo t'* -+- i(axQ-\- c2)*3-+- i(ax0 — c2)t — by0 = o. 

Les quatre valeurs de t sont liées, quel que soit le point M, 
par les deux relations 

( 2 ) Z M Î = O , M i t s * t = —1> 



( > 8 7 ) 
et à quatre valeurs de i, liées par ces deux relations, corres-
pondent quatre normales concourantes.' En éliminant i4 , on a 
la relation 

( 3 ) M i M M î + M s - t - M i ) = i3 . 

Les tangentes aux points et i2 ont pour équations 

bx{ 1 — t\) -H iaytx = ab( 1 -+• t\ ), 

bx(i — t\) lay i2 = a&(n-i2); 

elles se coupent au point de coordonnées 

„ " - M « ( 4 ) 1 -h i1 h 
y — b 

J T _L_ I -I- il i2 

En permutant t\, i2 , i3 , on a les trois sommets du triangle 
formé par les trois tangentes. Une conique, ayant les axes de 
coordonnées pour axes de symétrie, a pour équation 

Â + B = K 

Pour qu'elle soit circonscrite au triangle des trois tangentes 
en tu t2, ¿3, il faut que l'on ait 

( 5 ) 

_ M , ) « H - - G - ( * , - + - F , ) Î = ( 1 -+• M 2 ) 2 , 

{ j- ( i - h h y -H Ç ( h H- h )2 = ( 1 -+- h h )2, 

Ces trois equations, ou ~ e t "g" s o n t inconnues, se rédui-

ront à deux si 

O - M 2 ) 2 ( * ! + « « ) ' (i + M l ) » 

(l — i 2 i 3 ) 2 ( i 2 + Î 3 ) 2 (I-+-Î2Î3)2 

(I - ¿ 3 M 2 ( ¿ S ^ i , ) 2 ( i -* - /«* , ) 1 

= 4 (il — it) ( ' 2 - is) (h — h) [«1 h h 2 i 1 h — (hH- tx H" h)] = o, 

équation qui est vérifiée d'après l'équation (3 ) . 
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Si l'on retranche la seconde équation ( 5 ) de4a première, ét 
si l'on divise par t3— ii9 on a 

a 2 6 2 

(fi) , ¿2 ¿3 - 2) ¿2 + g- (¿1-+- '2 ¿2-H ¿3) = (¿1 ' 2 + h h - ^ 2) ts. 

Les deux dernières équations ( 5 ) donnent de même 

a2 62 

En retranchant ces deux équations, et en divisant par t2— i3 , 
on a 

a 2 62 

( 7 ) M 3 - + - M i — -g = ^ ¿ 2 = M3-4-M1-+-

En multipliant les deux membres par t-2. et en retranchant 
l'équation (6) , on a 

a 2 6 2 , 

•j- h h— - G ( tx -4- -h ¿3 ) = il ¿2 ¿3 

et, en tenant compte de l'équation (3 ) , 

Des équations ( 7 ) et (8 ) on déduit 

a 2 / n - 2 \ 2 b2 / 2 \ 2 

a = ( n i ) ' B = ( m ) ' 

et l'équation de la conique 

On peut représenter cette ellipse, en fonction de 6, par les 
équations 

1 —0* A / e 

Le sommet ( 4 ) du triangle T correspond à une valeur de 0 
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qui doit vérifier les deux équations 

i — 2 i — 62 _ i — t\t<i 0 - 1* + 
i + S i + 02 i - b M i * ' i - h O 2 i-^-titi' 

la première donne 

Qî = txt<t — 2 = 
i — ¿ ! Î 2 2 i — 

et, en tenant compte de ( 3 ) , 

e* = jzIéli±JiL = ¿2 
_ 'i '2 -H-¿3

 3 ' 
1 ¿3 

De la seconde équation on déduit 

n _ (*i-4- M O - * - < ! ) + 
= — h 

h 

Les trois sommets du triangle correspondent aux trois valeurs 
de 0 égales à — tu — t2i — t3. 

La relation ( 3 ) donne ainsi 

0 i M 3 ( M 2 - < - 6 , 6 3 + 6 3 6 1 ) = 0,-4- e2-+- 03 

et montre que les trois normales à la conique (9) sont c o n -
courantes en un point P. Les relations (2 ) montrent que la 
quatrième normale, menée de P à la conique (9), correspond 
à la valeur 64 == — tk. 

Le coefficient angulaire de la normale en ce point, à la 
conique (9), est 

64 / A _ 2/4 ia 
2 y B ~ q — i ~b(T • 2 ) 

Mais les équations (2 ) donnent 

2 = — t ^ t ^ h + h ) , ¿ 4 2 = - I _ I , 
t1 Î2 *3 

= ti>(tA-\- ¿2-f- Î 3 -h ¿4-}- ¿2^3^4-4- ¿1*2*3) 

6/, •t 4 
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en tenant compte de ( i) . Le coefficient angulaire est donc 

égal à c'est le même pour les quatre normales analogues. 
Xq 

Le pied de la normale en 64 à la conique ( 9 ) a pour coor-
données 

axt -+- c2 

~ ' by, ' 

S J = ¿2 ¿3 ¿3 ¿4 — O , 

S3 = t\ Il ¿3 "+" tt i3 ¿4 -+- ¿3 tk Ì, -f- Ì4 tx i2 = 2 
c2 — ax o 

by* 
S4 = — I, 

I -+• hiti-t-tf*- h) — t\ — Ì4 ^ + ^ + 

a 

1 — *4(*1-H + - ¿4 "H ~ -H j J 

2 -r- i 4 ( S | -y S 3 ) — 2 if _ 6^0(1 — t\ ) — iax0tk 

2 - h ¿ 4 ( 8 3 — S i ) - h 2 t\~~a by0(i t'D •+* 2c2 ¿4 

4 \ i l ¿2 * 3 / 

b / . 1 i 1 \ b ( 1
 c — Ì4-h - -h S; 

I - h i J \ il i2 Ì3/ 1-t-if \ Ì4 

Remplaçons partout la première puissance de Ì4 par l'ex-
pression, déduite de (t) , 

by0 \ — t'i 
14 

2 -h t'ì) -h C2(i? — f ) 
O11 aura 

— + + — 0 ] — — i t )  
" U ( n - / ? ) [ a a ? 0 ( n - t i )-+• 0 ] + c 2 U -

£ 1 / i — ¿ g y 

<7^0 \ I - h i'i / ' 

(i — t l ) [ax0(1 -h i f ) -h c 2 ( i ; - i)] -+- (c 2 - aocç) (» — i | ) 

= 4c2 i? 
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On en déduit 

yy o xj;0— c 
4 

Les pieds des quatre normales analogues sont sur cette 
droite. 

Les mêmes calculs s'appliquent à l'hyperbole, en rempla-
çant b par bi et i par — t i , ce qui donne les équations de 
l'hyperbole 

i -h t- . 2 t 
y — b , _ fi ' s " i — t* 

Autre solution par M. J. LEMAIRE. 

R É I M P R E S S I O N D E S A N C I E N N E S Q U E S T I O N S N O N R É S O L U E S . 

Nous commençons aujourd'hui la publication nouvelle des 
énoncés des anciennes questions restées jusqu'ici sans solu-
tions. 

Elle sera continuée dans les numéros qui suivront, autant 
que le permettra la place disponible. Nous espérons que cela 
provoquera l'envoi de réponses nouvelles, et de solutions 
attendues depuis bien des années. 

En principe, nous suivons l'ordre des numéros des ques-
tions. Cependant, pour celles qui émanent de trois auteurs 
(Laguerre, Mannheim et Cesâro) aujourd'hui disparus, nous 
réunirons les questions d'un même auteur, à cause de la con-
nexité qui existe entre plusieurs des énoncés. 

62 (1843, 96) .— Soient un nombre quelconque m de points 
donnés et n un nombre entier moindre que { m — 1 ) ; on 
peut déterminer ( n - \ - 1) points tels que si, des points donnés 
et des points trouvés, on mène des lignes droites à un autre 
point quelconque, la somme des puissances 2 n des ligues 
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menées des m points donnés soit à la somme des puissances m 
des lignes menées des autres points, comme m est à (n -h 1 ). 

M . S T E W A R T . 

126 (1846, 448). — Est-il possible de démontrer que 2 ^ est 
une quantité irrationnelle? 

266 (1852, 4<>i). — S o i e n t trois axes rectangulaires; on les 
divise, à partir de l'origine, chacun en parties égales à l'unité; 
par les points de division d'un axe on mène respectivement 
des plans parallèles au plan des deux autres axes; ces trois 
systèmes de plans parallèles déterminent, par leurs intersec-
tions, tous les points dont les coordonnées sont des nombres 
entiers. Soit un point d'intersection ayant pour coordonnées 
les nombres entiers /?i, n, p; ce point est le sommet d'un 
parallélépipède. Prenons, dans l'intérieur de ce parallélépi-
pède, trois points ayant pour coordonnées entières respec-
tives nii, nj, pi] /?i2, n2r,p2; w 3 , n3 , p3. Le plan qui passe par 
ces trois points partage le parallélépipède en deux portions; 
combien chaque portion renferme-t-elle de nombres entiers ? 

333 (1856, i43) . — Etant donnée une ligne d'intersection 
de deux surfaces de degrés m et n, quels sont les degrés res-
pectifs des surfaces formées par les normales principales, les 
tangentes de la courbe, et les axes des plans osculateurs? 

E R R A T U M . 

Page 7H, ligne 6 en remontant, au lieu de L2i4, lire M24-
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[ A l e ] 
S O M M E D E S C U B E S 

D E N N O M B R E S E N P R O G R E S S I O N A R I T H M É T I Q U E ; 

FAR M. G. FONTENÉ. 

I . 

1. J'aurai à utiliser les faits suivants, dont on trou-
vera plus loin l'historique, et qui deviennent très 
simples si l'on se borne à un exposé synthétique. 

THÉORÈME I . — Si une progression arithmétique 
de raison 2 r, formée de a termes, a pour premier 
terme 

(1) A = a2 — (a — i)r, 

son dernier terme est 

a- H- (a — 1) /-, 

et la somme de ses termes est a3, c*est-à-dire le cube 
du nombre des termes. 

T H É O R È M E I L . — Si, en supposant que r est un 
entier positif, on prend dans la progression con-
sidérée ci-dessus a -H r termes à la suite des a pre-
miers termes, ces nouveaux termes forment une 
progression qui est dans les mêmes conditions que 
la première. 

En effet, le premier terme de la nouvelle progres-
sion est a- -\-(ci -f- i ) r ; au lieu de a (a — /•) -f- /•, on a 

Ann. de Mathémat-, 4e série, t. XVI. (Mai 1916.) l 4 
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donc (a -h r)a -f- r , qui s'en déduit en changeant a 
en ( a - h / ). On aurait pu dire, bien entendu, que ce 
premier terme de la nouvelle progression admet l'écri-
ture (a -f- r)2 — (a -h r — i) r . 

THÉORÈME I I I . — Si une progression arithmétique 
de raison ir a pour premier terme 

A = a 2 — ( a — i ; /*, 

a et r étant des entiers positifs, et si l'on y forme 
des groupes successifs contenant des termes en 
nombre 

a , a - H r , a + 2 / ' , . . . , a -+- { p — i ) r , 

la somme des termes de chaque groupe est le cube 
du nombre des termes contenus dans le groupe, 
soit 

a * , ( a - t - r ) 3 > ( a + 2 / f , . . . , [a -+-(/> — i ) r ] 3 , . . . . 

Gela résulte de ce qui précède. 

2. Le cas particulier a = i, r = 2 , est bien connu. 
On partage la suite des nombres impairs en groupes 
contenant i, a, 3, . . . termes 

i | 3, 5 ( 7 , 9 , i i | , . . . 

et la somme des/? termes du groupe est égale à/>3. 
Dans sa Théorie des nombres (p. 226), Ed. Lucas 
attribue cette propriété à Nicomaque de Gérase, qui 
vivait à la fin du ier siècle de notre ère. 

En 1889, sur une indication d'un de ses élèves, 
G. Brunet, qui avait considéré la suite 

1 | 5 , 9, i 3 | 1 7 , a i , 25 , 29, 33 . . . 

correspondant à a = 1, r = / \ , M. J. Joffroj donnait 
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dans les Nouvelles Annales un résultat presque com-
plet sur lequel je reviendrai dans un instant. 

En 1914? M. Haton de la Goupillière, ayant eu con-
naissance, par une Note parue dans VIntermédiaire 
des Mathématiciensy de la remarque de G. Brunet, 
publiait dans les Comptes rendus de l'Académie la 
solution de la question suivante qu'il s'était posée : 

Si dans une progression arithmétique à termes 
entiers, on forme des groupes successifs contenant 
des termes en nombre 

a, a - 4 - / • , a -+- 2/*, . .., 

quelle doit être la raison R de la progression et 
quel doit être son premier terme A pour que, dans 
chaque groupe, la somme des termes soit le cube 
d1 un entier ? 

J'ai remplacé les notationsp et q, a et r de M. Haton 
par les notations plus expressives a et r, A et R. 

L'auteur trouve 

R = 2 /*, A = a 2 — ar -h r. 

3. M. JoiFroy s'était posé une question moins géné-
rale, en prenant a priori R = a / ' , et en faisant com-
mencer la progression par le terme a, c'est-à-dire en 
prenant A = a. Comme la relation (1) peut s'écrire 

A — a =(a — 1 ) ( a — /*), 

l'auteur trouvait les deux solutions a = 1 , a = r. 
La première est intéressante. On considère la pro-

gression 
I, 1-4-2/' , i - M r , 

et Ton y forme des groupes où le nombre des termes 
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est successivement 

i , i + r , i -f- 2 /*, . . . ; 

les sommes des termes des groupes successifs sont 

i , (i -+-r)3 , ( i + 2 r ) 3 , 

Pour a = /*, on considère la progression 

r, 3 r, 5r, . . . , 

on y forme des groupes où le nombre des termes est 
successivement 

r, 2/-, 3 /•, 

et les sommes des termes des groupes successifs sont 

r 3 , 2 3 x / ' 3 , 3 3 X / ' 3 , 

On peut dire alors : si, dans la suite 

i , 3, 5, 

on forme des groupes où le nombre des termes est 
successivement 

r, ir, 3 r, 

les sommes des termes des groupes successifs sont 

( i 3 , «>3, 33, . . . ) x r2 . 

4. Sans reprendre ici l'analyse de M. Haton, je mon-
trerai comment le calcul fort simple de M. Joffroy 
conduit assez naturellement à prendre R = 2 r , et 
aboutit à la formule (i) quand on ne suppose plus 
A — a. Je rappelle d'abord les formules classiques 

// / / x » c r l — a -h (/i — i ) / ' , S = n, 
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d'où l'on déduit 

c a'-h V l — a'-+- r f , /*'"| 
— 7 i — X ? ' S = a - 4 - ( n — i) — /i. 

Les nombres de termes des groupes successifs étant 
a, 6, c, le premier terme du groupe 
qui contient l - \ - r termes est précédé de termes dont 
le nombre est 

a -+- l l — « + /• v • 

le premier terme de la progression étant A, et la 
raison étant ir, ce terme a pour valeur 

A - h ( a -H / )( / — a -h r); 

la somme des termes du groupe est donc, d'après la 
dernière des formules rappelées ci-dessus, 

[A + ( / + fl)(l-a + r ) + ( l + r - i ) r ] ( / + r ) ; 

si l'on néglige un facteur cubique qui peut être commun 
à tous les termes de la progression, comme l r 
5'exprime linéairement en fonction de son rang 
dans la progression a, b, c, . . . , il apparaît que la 
somme en question doit être le cube de l + /', c'est-
à-dire le cube du nombre des termes contenus dans 
le groupe. 

On doit donc avoir 

A + ( / î - a î ) + 2 / r + a r + r 2 - r = ( / + r ) 2 , 

O U 
A = a2 — (a — i ) r ; 

c'est la formule ( 1 ). 
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II. 

o. Si l'on désigne par SA la somme des puissances 
d'exposant h des n premiers nombres entiers, on a 
( S T U R M , Cours d'Analyse, t. II, p. 3 8 7 ) 

S2/M-1 = S J X CP(S!>, 

S L A - = S , X < K S , ) , 

ff et A étant des fonctions entières à coefficients numé-
riques rationnels. 

Les formules 

S
3
 — s ; , 5 S

4
= S Î X ( 6 S , — I ) 

sont connues depuis longtemps \ la seconde a été donnée 
par Djamchid ben Mas'oud qui vivait au xvie siècle 
(,Nouvelles Annales, 2e série, t. IV, p. 239). Dostor 
a donné les expressions des sommes S5, . . . ,S 1 0 (Nou-
velles Annales, ac série, t. XVIII, p. 5i3), sans voir 
toutefois que les polynomes en n qui multiplient S^ 
et S2 sont des fonctions de S*. 

La démonstration la plus simple de la formule S3 = S^ 
consiste à écrire l'identité 

B P * = P 2 X T P = P * [ ( P 1 Y - ( P - I ) » J , 
d'où 

on donne à p lés valeurs 1, 2 , 3, . . . , n et l'on ajoute 

les égalités obtenues. Si l'on observe que 

est la somme des ^ ^ ^ premiers nombres impairs, 

c'est-à-dire la somme des nombres impairs, à partir 
de i, en nombre 1 -f 2 -h • •. -H (p — 1)-{-/?, tandis 
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partir de i, en nombre i + 2 -f- . . . -f- (p — 1 ), on est 
conduit à la propriété rappelée au début du n° 2; elle 
est obtenue de cette façon dans un article de M. Midy 
(N. A., 1846, p. 640). inversement, il résulte de cette 
propriété que la somme des cubes des n premiers 
nombres entiers est égale à la somme des nombres 
impairs, à partir de 1, en nombre 

6. L'extension donnée à la propriété rappelée au 
début du n° 2 m a permis d'établir la proposition sui-
vante : 

La somme des cubes de n termes consécutifs d'une 
progression arithmétique est liée ci la somme même 
de ces termes par la formule 

a désignant le premier terme et r la raison; s'il s'agit 
de nombres entiers, on voit que : 

La somme des cubes de n nombres entiers en 
progression arithmétique est divisible par la somme 
de ces nombres. 

L'établissement direct de celte formule, ou même 
une simple vérification, serait sans doute assez pénible; 
et l'on ne se rendrait pas compte ainsi du fait arith-
métique auquel elle donne lieu pour a et r entiers. 

I + 2 + . . . + / 1 , 

et cette somme a pour valeur 

( I - F - 1 - H . . . - 4 - / I ) 2 . 
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La marche que nous suivrons, outre quelle est simple, 
explique le fait en question. 

Soient a et r entiers. Dans la progression 

A, A + a r , A-4 -4 r •••> 
o ù 

A = a 2 — ( a — i ) r , 

prenons des termes en nombre 

(3 ) N = fl + ( a + r ) + (fl + 2 r ) + . . . + [fl + ( / i - i ) r ] ; 

leur somme est 
( 4 ) S = a^-t- ( a - h / • ) 3 + ( a + 2 r ) î + . . . + [ a + ( n - i ) r ] . 

D'autre part cette somme a pour expression , d'après 
une formule écrite plus haut, 

S = [A + ( i \ — i ) r ] N , 

ce qui montre déjà que la somme (4) est divisible 
par la somme (3), pour a et r entiers, et en fait bien 
comprendre la raison : cette somme (4) est la 
somme des termes d^une progression arithmétique 
où le nombre des termes est la somme N. 

Gomme on a 

m T / x r l n(n— i) N= a + - i) - n = na-\ -—- r, 

il vient, en tenant compte de la valeur de A, 

S = n ( n ~ 0 r - i ^ r j x N ; 

en supprimant + / • et — r dans le crochet, on a la 
formule (2), pour a et r entiers. 

Si l'on considère cette formule en elle-même, comme 
elle est vraie pour toute valeur entière de a et de /•, 
elle est exacte quels que soient a et r . 
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On aurait même pu se contenter de démontrer la 
formule (2) pour a = 1 et r entier; dans le résultat 

obtenu, on aurait remplacé r par a et r étant quel-
conques. C'est ce que j'avais fait, avant de connaître 
l'extension donnée par M. Haton au résultat obtenu 
par M. Joffroy. Mais il y avait intérêt à établir direc-
tement le résultat pour le cas où a et r sont des 
entiers quelconques. 

III. 

7. Yroici quelques remarques sur le théorème III. 
On peut d'abord, comme l'indique M. Haton, disposer 
par lignes les groupes de termes de la progression : 

a termes, 
a termes, r termes, 
a termes, r termes, r termes, 

et ainsi de suite. 
M. Alezais a fait observer (p. 64 du présent 

Volume) que, si l'on supprime certains groupes au 
début de la progression, on obtient une solution qui 
ne doit pas être regardée comme essentiellement diffé-
rente de celle d'où on l'a déduite; inversement, 
pour on peut introduire au début de nouveaux 
groupes contenant des termes en nombre 

a — r, a — 1 r, . . . ; 

et cette remarque se comprend bien d'après ce qui a 
été dit au n° 1. On peut dès lors se borner, r étant 
donné, à prendre pour a les valeurs 

a = 1, 2 , 3, 

c'est ce que nous ferons dans ce qui suit. 
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Comme A s'exprime en fonction de a par un tri-
nôme du second degré 

A = a 2 — v a - h r, 

si l'on donne à a deux valeurs équidistantes de à 
savoir 

a— i ou r—i, 2 ou r— 2 , 3 ou r— 3, 

on a A pour la même valeur. Une valeur de a ayant 
donné une progression, on obtient donc la même pro-
gression avec un autre groupement des termes, sauf 
pour a = r, et aussi pour a = /•' si r = 2?J. 

Si l'on écrit 

A — 1 = (a — 1 ) [ « — ( / ' — I ) J , 

on voit d'abord qu'on obtient A = 1 en prenant a = 1 
ou a = r — 1 ; pour r = 3, on a les deux groupements 

117, 13, 19, 25 |, . 

1, 7 113, 19, 25, 31, 37 . . . . 

Pour les yaleurs 

a = 2 , 3, r — 3, r — 2 , 

A est négatif ou' nul, nul seulement pour 
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[ D 2 b y ] 
N O T E S U R L A S O M M A T I O N D ' U N E S É R I E ; 

PAR M. I.-J. SCHWATT, 
Professeur à l'Université de Pens^lvanie, 

Philadelphia, Pa. (U. S. A.). 

( Traduit de Vanglais.) 

Il s'agit de trouver la somme indiquée par la formule 

où a et h sont des entiers positifs. 

LA FI *=i J 
Mais 

donc 
a 

( 3 ) S = 
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Si a = h = J , 

(4) S = - l o g i =Iog2. 

II. Soit 
a — b nh ( 6 < h ) ; 

alors 

( 5 ) s = ( _ , ) « [ ¿ ( - o * - . ^ - " ¿ - ^ r i E ï l 

l_À = o k - o J 

L A - O A —I J 

A = 0 A = 1 

Si a < À , la dernière sommation se réduit à zéro. 
Soit maintenant 

k = 0 
et 

2 0 0 r'b-hk/i 

* = 0 

alors 
Si = lim S 2. 

r — 1 

De (7) s'ensuit la relation 

A- = 0 

et, par conséquent, 
r r r (9) s , - / -

6 - 1 
dr. 
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Soit 

^ Ait , O p « ! — --- . = p. « ( I 0 ) — Sic 
ou Sk — e 

Nous avons alors 

Mais 

donc 
sh 

( . » ) A 

et 
'< o 

k S'i 

Sk T ^ - i S ^ F 
A-l h 

i y 4 
h^dsk— r 

k~\ 

h 
De là 

( "4 ) s t = - 1 2 4 l o g ! ^ 

et 
k — 1 

h 

(15) S ^ - I ^ l o g O - * ' ) , 
k-\ 

h 

(16) S = — ^ ^ £cos (2 A — i) ^ -h i sin ( 2 /: — i) 
A = 1 

X log ĵ I — COS ( 2 A' — i ) ^ -+- i sin('2Â — O ^ J > 

[ h ! 
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Puisque 

h 

i ) - ^ = O, 
k= 1 

h 

= o 
A = 1 

et 
h 

= ^ 

s i n x 

on a donc 

<l8> , . b,~iZ c" (' k— >ir l° s' i"^r-
2hsm— A* — 1 

formule où j ^ J représente la partie entière de 

Delà 
r à I 

( 1 9 ) S = ( - I ) [ Ï ] ^ C O S ( , / , _ , ) 

[ I ] 

kh 
A = 1 

i ° S i a = i , h = 2 , 6 = i , J ^ J = o , 

i 
, N C IC 2 / : — I , . 2 A — I 
( 2 0 ) S = - — > C O S 7T l o g SLLL — 71 

4 s i n - * = 1
 2 ^ 

2 

7T 7T , TZ 
= - — cos — log tang — 

4 2 4 

it = — • 
4 
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2 o S i a == i , h — 3 , 

i 
2 V 1 2 A" — I . . 2 A — I 

('2 O s = — — | 2 eos 2 \ 1 T^Qg sin 
6 sin — h=\ j 

3° Si a = i , h = ¿h 

. . c TZ I V * 2 k I . 2 k — L 
< " ) S = _ - 2 ^ c o s — T T l o g s i n - ^ — T T 

8 s i n - ¿ = 1 
4 

TT y/2 1/2. / 71 
_ _ _ l o g ( u > n g -

= ~ 1 T - + - i v / « l o g ( / 2 - h l ) . 
V i 
8 

4 o Si a = 1, h = 5 , 

2 2 
2 A — 1 . . 2 /c — 1 — 7T lo» Sin TC 

10 sin— a —1 
J 

•2-4 / 2 -H ^ i/5 — eos 5 log sin — 
1 o y 5 5 \ 5 10 

• 1 11 77 \ — sin — log eos — 10 0 j j 

-i V H " | y/5 -f- (1 — v/5) log2 -f- y/5 log ( n - y/5)J. 

5 o S i a = 1, /¿ = 6 , 

3 
2 A — 1 , . i k -X . ^ rc 1 V^ 2 * l 1 • • ( 2 4 ) S = - 3 ^ c o s — g — « l o g sin-

12 sin ¿ A - i 
o 

^ - j C O S ^ I o g t a D g ^ * 

= \ + l og (a + / 3 ) . 

- 7T 
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6° Si a = i, h = 8, 

16 sin — A - i 

1 + i ^ c o s i x l o g t a n g ^ T r - f - s i n - T t l o g t a n g - ^ ^ 

= 

- - £ K \ / W Ï + V ^ - l o g [ (v/2 + 1) ( v /a (* - v / ï ) - 0 ] 

-f- \J i — \/'i log [2(^/2 — 1) ( yA-h /2 -1 -1 ) -H 1] ! • 

Les résultats des exemples ci-dessus peuvent aussi 
être obtenus par la méthode suivante. Prenons le cas 
où a — 1 et h = 8, c'est-à-dire 

» 

*=0 
Soit 

(»7) S - 2 < - * > * 8 ï £ t 

Alors 

rk 
} 8 / 

Â=0 

S = lim Si. 

Si Uk représente le (k -f- i)Ume terme de S,, alors 

11 k _ 8 /r—7 
U K - \ ~ 8 / 1 - H 1 ' 

Donc, 
00 - 00 

2 ( 8 k -h 1 ) 1 * k = - r 2 ( 8 k -+- 1 ) I/ /, -T-1 

o u 

(28 ) 8 r ( i + r ) -h ( 1 -}-/') S 1 = 1. 

Résolvant cette équation différentielle en S,, nous 
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obtenons 

<*9) 

et 

(3o) s=f-*L 
J0 i + * 

Le résultat obtenu par l'évaluation de cette intégrale 
est le même que celui qu'indique la formule (25). 

[ K 1 2 d ] 
SUR LE CERCLE DE TAYLOR RELATIF AU TRIANGLE ; 

PAR M. V. THÉBAULT, 

\ . Dans le Bulletin cle Mathématiques élémen-
taires, 1909, p. 248, nous avons donné sous le n° 2422 
la question suivante sur laquelle nous voudrions 
revenir ici : 

Sur les côtés d'un triangle comme diamètres on 
décrit trois circonférences, puis on mène les lignes 
des centres qui coupent les demi-circonférences 
extérieures en six points. Démontrer que ces six 
points sont sur un même cercle. 

A P P L I C A T I O N . — Si des pieds des hauteurs d'un 
triangle on abaisse les perpendiculaires sur les 
côtés, les six points obtenus sont sur un même 
cercle. 

Ann. de Mathémat., 4
e

 série, t. XVI. (Mai 1916.) 

Professeur à Ernée (Mayenne). 
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Soient ABC le triangle; A', B', C les milieux des 

côtés BG, GA, AB; a et a' les points d'intersection de 
B'C' avec les demi-circonférences de centres B' et G' ; 
^ et y et y' les points analogues (fig. i). 

On a 
A ' C = B'A = B'y', 

A'B' = C'À = C'p'. 

On en déduit que A'¡3' est égal à A'y. Donc le 
triangle A'jî'y est isoscèle et il estainsi homothétique de 
chacun des triangles isoscèles C'jî'A et B'Ay. Les 
droites (3'A, Ay, [3'ysont parallèles, ce qui prouve que 

Fig. i . 

la droite ¡3'y passe par A. De même y'a'passe par B et 
a'P par G. Le triangle A'¡3'y est aussi homothétique du 
triangle isoscèle A'j3y', ce qui montre que j3y' est paral-
lèle à ¡3;y. De même, yx' est parallèle à y'a et ajîf est 
parallèle à a'p. 

Le quadrilatère A[3'aB étant inscriptible, il en est 
de même du quadrilatère y/3'ay', puisque yy' et AB sont 
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parallèles. De même, les quadrilatères xy'ßa' et ßa'yß' 
sont inscriptibles. 

D'autre part, les droites ßy' et ß'A étant parallèles, 
on a 

mais, dans le quadrilatère inscriptible Aß'aB, l'angle 
ß'AB est supplémentaire de l'angle Baß' ou y'aß'. Par 
suite, les angles y'ßß' et y'aß' sont supplémentaires et 
le quadrilatère ß'ay'ß est inscriptible. De même, les 
quadrilatères y'ßa'y et a'yß'a sont inscriptibles. 

On obtient ainsi six quadrilatères inscriptibles yß'ay' 
et ya'ßy', ay'ßa'et aß'ya', ßy'aß'et ßa'yß'. Ils ont, pris 
deux à deux, trois sommets communs : yß'ay et ßy'aß', 
ay'ßa' et ya'ßy', ßa'yß' et aß'ya'. Donc ces six quadri-
latères sont inscriptibles dans le même cercle, autre-
ment dit, les six points a, a', ß, ß', y, y' sont sur un 
même cercle. 

Autrement, soit I le point de rencontre des bissec-
trices intérieures du triangle A'B'C'. Les deux triangles 
IA'y' et IA'ß sont égaux; ils ont, en effet, le côté IA' 
commun, les côtés A'y' et A'ß égaux comme rayons 
d'un même cercle, enfin, les angles lA'y'et IA'ß égaux 
comme formés de parties égales deux à deux. Donc 

D'autre part les deux triangles lB'a et IB'y' sont 
égaux; ils ont en effet le côté IB' commun, les angles 
IB'a et IB'y' égaux par construction, enfin les côtés B'a' 
et B'y' égaux, car 

B'a = B'C'-f- C'a = CA'H- G'B = À Y -f- B'A' = B ' f -

Par suite 
ï y ' = la . 
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On a donc 

Ip = I T ' = I a . 
Par analogie 

I I T ' = la = = Iy = la'. 

Les six points a, a', ¡3, ¡3', y, y' swr wrc même 
cercle qui a pour centre le point de rencontre 1 des 
bissectrices intérieures du triang le qui a pour som-
mets les milieux des côtés du triangle ABC. 

Enfin soient d, e, f les points de contact des côtés du 
triangle A'B'C' avec le cercle inscrit 1 à ce triangle; 
a, c, r les éléments habituels du triangle ABC. 

On a par exemple 

1 •> 2 

Par suite le rayon du cercle I des points a, a', (3, j3', 
y, y' a pour expression 

( i ) p = ^ v W ' * 2 -

Application. — Soient un triangle ABC; A ;, B;, G7 

les pieds des hauteurs; a et a'les projections de A'res-
pectivement sur AB et AC; ¡3 et ¡3' celles de B' respec-
tivement sur BC et sur BA ; y et y' celles de C' respecti-
vement sur CA et sur CB (fig. 2). 

Visiblement, en désignant par A", Br, G" les milieux 
respectifs de B'C', C'A' et A'B', les points ¡3' et y sont 
les intersections de A"G" et de B"A" avec la demi-
circonférence A" extérieure à A'B'C' et de diamètre B'C'. 
De même a et a' sont situés sur B"C", y, y' sur A;/B" et 
¡3, ¡3' sur A*G". D'après ce qui précède, les six points 
a, a', [3, ¡3', y, Y sont situés sur une circonférence Q dont le 
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ceatre est l'intersection des bissectrices intérieures du 

triangle A"B , fC f. Le rayon de ce cercle découle de la 
formule (i) : 

p' = R / s i n 2 A sin*B sin* G -4- cos2 A cos 2 B cos2 G (*). 

Ce cercle û est connu sous le nom de cercle de 
Taylor du triangle ABC. 

2. Les côtés B'C', C'A', A'B' sont respectivement 
anti parallèles aux côtés BC, CA, AB du triangle ABC 
dans les angles A, B, C. De même ¡3'y, y'a, a'¡3 sont 
antiparallèles respectivement aux côtés du triangle 
A'B'C dans les angles A, B, C. Par conséquent y{3' est 
parallèle à BC, y'a à CA, a ¡3 à AB, et les triangles 
ABC et MNP sont inversement homo thé tiques, M, N, 
P étant les intersections de ¡3'y et y'a, P'y a'P? 
et y'a. Cherchons leur centre d'homothétie ( f i g . 2). 

(*) Nous ne savons si cette valeur simple de p' a été donnée déjà? 
elle découle des valeurs du périmètre p' et du rayon du cercle 
inscrit r' relatifs au triangle orthique A'B'C' de ABC (V. T.). 

Fig. 2. 

A 
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Soient M', N7, P ;les pieds des hauteurs du triangle MNP. 
B' et P7, C7 et M' sont des couples de points homo-
logues et comme le quadrilatère (MN, BC), (BA, NP) 
est un parallélogramme, la diagonale BN contient 
les milieux de B'C' et M'P'. Donc BN est symédiane 
commune aux triangles ABC et MNP. 

Il en est de même de CM et AP et l'on a ce théorème 
dû à M. Neuberg (Mathesis, question n° 10) : 

Les triangles ABC et MNP sont inversement homo-
thétiques, le centre d'homothétie étant le point K de 
Lemoine commun à ces deux triangles. 

Le triangle MNP nous paraît curieux à d'autres 
points de vue. Soit w' le centre de son cercle circonscrit. 
Les droites M to7, No>', Po>' sont respectivement symé-
triques des hauteurs MM', NN', PP7 par rapport aux 
bissectrices intérieures des angles M, N, P. Soient C,, 
B'4, A, les points où ces rayons coupent respectivement 
les côtés AB, CA, CB du triangle ABC. 

On a, par exemple, visiblement 

ft'C', _ s i n A c o s A _ a cos A _ WCS _ ft'C 
G', a ~~ sinB cosB ~~ b cosB C'A' C'a ' 

et C'4 n'est autre que le pied de la hauteur CC7 du 
triangle ABC. 

Par suite, MC parallèle à CO passe par l'ortho-
centrewdu triangle A'B'C7. D'où ce théorème que nous 
croyons remarquable parce qu'alors le triangle MNP 
est tout à fait analogue à celui A'B'C7 que nous avons 
étudié (Nouvelles Annales, mai 1910 : Sur quatre 
triangles homothétiques), et la figure possède toutes 
les propriétés que nous y avons données : 

Dans un triangle ABC, des pieds A7, B', C7 des hau-
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teurs on abaisse les perpendiculaires qui rencontrent 
respectivement les côtés du triangle en A, A', ¡3, |S ' ,Y ,Y\ 
Les droites t3'y, y'a, v!$ déterminent un triangle MNP 
inversement semblable au triangle ABC qui a même 
point de Lemoine K et dont le centre du cercle circons-
crit est Vorthocentre w du triangle orthique A'B'C' 
de ABC. 

En particulier, si r est le rayon du cercle inscrit au 
triangle A'B'C7, le rapport d'homothétie des triangles 
MNP et ABC est 

t 
expression qui peut se mettre sous les formes 

5 R 2 — Ô H 2 A * - + . 6 * - H C * 
sin2 A -h sin2 B -t- s in 2 C — i = • 

4 R * 4 R 2 

Dans notre Mémoire précédemment cité, nous avons 
établi, page 209, ce théorème : 

Dans un triangle, le centre du cercle circonscrit O, 
le point K de Lemoine, Vorthocentre o> du triangle 
orthique et le centre de gravité du périmètre de ce 
dernier triangle, sont quatre points en ligne 
droite. 

Nous pouvons maintenant préciser la position du 
point de Lemoine sur la droite Oto : 

Dans un triangle ABC le point de Lemoine K 
partage le segment de droite Ow qui joint le centre 
du cercle circonscrit à Vorthocentre du triangle 
orthique A 'B 'C dans le rapport 

aï b2 -+- c2 
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Nous reviendrons sur ce rapport par la suite. 
Entre autres propriétés de la figure on peut ajouter 

que les milieux des côtés du triangle orthique A'B'C/ 
sont également ceux des droites R^S^, RCSC, 
R«j Sa, R^, R0 Sc étant respectivement les points 
ou C'B', B'A', A!a rencontrent PM et NP, MN et NP, 
MN et PM. 

Enfin, Vorthocentre H' du triangle MNP, le 
point K de Lemoine de ABC et Vorthocentre H 
de ABC sont trois points en ligne droite, et 

KH __ a 2 -hb* -4- c2 _ 
H'K 4 R 2 

3. M. Naraniengar a proposé dans Mathesis, avril 
iyi3, sous le n° 1916, la question suivante dont il 
n'était pas parvenu de solution en 1914 : 

Trouver le lieu du point de Lemoine d'un triangle 
variable inscrit à un cercle fixe et ayant son centre 
de gravité en un point donné. 

Soient ABC le triangle, O le centre du cercle cir-
conscrit de rayon R et G le point de concours des 
médianes. 

La droite OG étant fixe contient comme l'on sait 
l'orthocentre H de ABC qui est aussi un point fixe tel 
que GH = 2OG. De plus un tel triangle ABC, variable 
dans un cercle fixe O et ayant pour orthocentre un 
point donné H, a la somme des carrés de ses côtés 
constante. 

Le centre O' du cercle d'Euler de ABC est le centre 
du cercle circonscrit au triangle orthique A'B'C' dont 
le centre du cercle inscrit est H. La relation d'Euler 
donne 

2 R 2 
const. = O' H R r', 
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d'où 

, 4 — R2 
r ~ 7~v>— — const. , 

4K 

r' étant le rayon du cercle inscrit à A'B'C'. 
La question revient donc à trouver le lieu du point K 

de Oo), tel que 

( 2 ) K Z = 4R 2 1 = const. , 

lorsque le triangle A7B7C7 varie tout en étant inscrit au 
cercle fixe O7 de rayon — et circonscrit au cercle fixe H 
de rayon r'. 

Le lieu de to est connu (4) ; il est homothétique à un 

arc de circonférence de centre H et de rayon ^ — , 

le centre d'homothétie étant O' et le rapport 2. 
Par suile, le lieu de K est aussi un arc de circonfé-

rence homothétique à celui que décrit to, le centre 
étant O et le rapport (2) précédent. 

4. Nous terminerons cette Note par une intéressante 
propriété des triangles ABC et A'^C7 7 (Jig. 2). 

Les deux triangles sont homologiques et le centre 
d'homologie est le point R de Lemoine commun à 
ABC et MNP. 

Soient a< le point d'intersection de BC et B7/C7/ et 
les points analogues. 

Le quadrilatère BC a7 a, parexemple, ayant deux côtés 
opposés BC et a7a antiparallèles dans l'angle A, est 
inscriptible, et 

ot| a' x ai a = a, G X olx B. 

(l) Journal de Vuibert, 33e année, p. i55. 
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a, est donc un point de l'axe radical du cercle O cir-
conscrit à ABC et du cercle a, a', ¡3, ¡3', y, y7, c'est-
à-dire du cercle Q de Taylor de ABC. Par conséquent : 

Le triangle ABC et le triangle médian A^B '̂C" de 
son triangle orthique A'B'C sont homologiques, le 
centre étant le point de Lemoine du triangle ABC; 
Vaxe d'homologie est Vaxe radical des cercles cir-
conscrit et de Taylor relatifs à ABC. Cet axe 
d'homologie est perpendiculaire à la droite qui joint 
le centre du cercle circonscrit au point de Lemoine 
du triangle ABC. 

Au triangle MNP correspond un triangle orthique 
M'N'P' ayant M"Nf/P" pour triangle médian. La pro-
priété précédente est évidemment vraie pour les 
triangles MNP et M"N"P" qui sont homologiques, 
K étant le centre et l'axe d'homologie A étant l'axe 
radical des cercles to circonscrit et Qf de Taylor rela-
tifs à MNP. 

Cet axe d'homologie est également perpendicu-
laire à la droite qui joint le centre du cercle cir-
conscrit au point de Lemoine du triangle ABC. 

[M 36a] 

N O T E S U R L E S Q U A R T I Q U E S G A U C H E S U N I C U R S A L E S ; 

. PAR M. M.-F. EGAN. 

Je me propose dans cette Note d'établir, pour la 
courbe rationnelle générale du quatrième ordre, des 
théorèmes analogues à ceux que M. Ch. Michel a 
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donnés, dans ce Recueil (•), pour une classe de ces 
courbes. 

Rappelons d'abord quelques propriétés de ces 
courbes (2). Les quatre coordonnées Xi d'un point de 
la courbe étant proportionnelles à quatre polynomes 
quartiques en un paramètre la condition que les 
points t i ( i = i , 2 , 3, 4) soient dans un même plan 
s'exprime sous la forme 

( 0 / o ^ H - 4/ i<*j-+-6/ 2a 2 -h 4 / 3 ^ 1 - 4 - / 4 = o, 

les f i étant des constantes, et 07 désignant la somme 
des produits des t pris i à la fois. Autrement dit, les 
points donnés par l'équation 

a0 V* h- tz -+- 6a2*2-*- •+- « 4 = a(t) — o 

sont dans un même plan lorsque les formes a(t) 
et f (t) sont apolaires l'une à l'autre, c'est-à-dire 
lorsqu'on a 

(2) «0/4— 4 « i / 3 - ï - 6 ^ 2 / 2 — 4«s/i + « ; / o = o . 

Soit xi = o l'équation de ce plan. On obtient la 
forme a(t) en substituant aux xt les polynomes en t 
qui leur sont proportionnels. Les a/ sont donc des 
fonctions linéaires de et l'on peut considérer les ai 
comme des coordonnées du plan (a). Le nombre 
effectif de ces coordonnées se réduit à quatre en vertu 
de l'identité (2). 

Supposons par exemple que le plan (a) soit un plan 
osculateur de la courbe. La forme a(t) a trois racines 

(*) Nouvelles Annales, 1907, p. 289. 
(2) Voir, par exemple, H . - W . RICHMOND, On rational Space 

Quartic Curves {Transactions of the Cambridge Philosophical 
Society, Vol. XIX). On y trouvera une bibliographie très complète. 
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égales, on a donc 

I ( a ) = a 0 « ¿ — 4 « i •+• 3 a | = o, 

J ( A ) — — — A* A * A 3 — = O. 

11 s'ensuit que les plans oscillateurs touchent la 
quadrique (I) et la surface ( J ) de troisième classe. 

L'équation fondamentale f ( t ) = o donne les quatre 
points de surosculation. Les racines du covariant 
sextique de / , soit se répartissent en trois 
couples. Si l'on désigne par corde principale une 
corde par laquelle passent les plans osculateurs en ses 
deux extrémités, les racines de y(¿) donnent les extré-
mités des trois cordes principales de la courbe. Ces 
cordes se rencontrent en un point, qu'on appelle le 
centre de la courbe; on donne aussi aux trois cordes 
le nom d'axes. 

Ces points étant posés, voici les théorèmes dont il 
est question : 

i° Soient A un point de la courbe et C le centre. 
Par la droite AC on peut mener quatre plans tan-
gents à la courbe, en dehors du plan qui passe 
par C et par la tangente en A. Les points de con-
tact de ces quatre plans sont dans un même plan TZ 
passant par C. 

20 Lorsque A se déplace sur la courbe, le plan TZ 
enveloppe la quadrique (1) inscrite dans la deve-
lo ppab le. 

Pour les démontrer, transformons le paramètre (t) 
homographiquement, de façon que f ( t ) prenne la 
forme canonique 

f(t) = ^ + 1. 
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Les paramètres des extrémités des axes seront alors 

( o , oc), ( ± 1 ) , ( ± 1 ) . 

Prenons pour tétraèdre de référence le trièdre des axes 
et un pian quelconque. On peut alors écrire les équa-
tions de la courbe sous la forme 

( \ 3*1 _ 3*2 _ _ X\ 

^ • t*— t ~ ¿3-+- t ~ t*— I ~~ 

En effet, la courbe rencontre la face xs = o du 
tétraèdre de référence aux points t~o, oo, i, — i ; 
et ainsi de suite. 

La condition ( 2 ) , pour que les points donnés 
par a(t) = o soient dans un même plan, devient 

«o-T- a-4-î- 6 c a 2 = : o. 

Pour que l'équation de ce plan soit 

X, X\ -+- X") X2 -f- = o. 

il faut et il suffit, d'après les équations (3), qu'on ait 

( 4 ) = 0 , « 2 = 0 , 

Soit t o le paramètre du point A, et considérons le 
plan (a), qui passe par A, qui touche la courbe au 
point t = 8 et qui la rencontre encore au point t = ô'. 
Le polynome a(t) devient 

a(t) = {t — U)(l — W)(t — 6)2. 

Pour que ce plan passe par le centre, il faut, d'après 
les équations (4), que 

O2t0W-h 1 = o, 6'(a6-r ¿0) -4- 20/o = o, 

d'où l'équation en 9 

6 ( 0 ) = — 26 — <0= o. 
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qui donne les points de contact des quatre plans 
tangents menés par AG à la courbe, en dehors de 
celui qui passe par G et par la tangente en A. 

On a 
6 0 + 6 4 = 0 , b z = o ; 

donc ces quatre points sont dans un plan T, passant 
par le centre. On a aussi 

= — ¿0 = 

d'où il suit que le plan 71 touche la quadrique (I). 
Lorsque les tangentes de la courbe font partie d'un 

complexe linéaire, il y a une infinité de centres, situés 
sur une corde 1J. Par un point quelconque de IJ on 
peut mener deux cordes principales, qui constituent 
avec IJ un système de trois axes. C'est le cas que 
M. Michel a traité. 

Revenons au cas général. Les plans ~ enveloppent 
un cône quadrique de sommet C. Parmi ces plans se 
trouvent les plans osculateurs aux extrémités des 
axes : en effet, ces plans passent par C et sont tangents 
à la quadriqne (I) . Si l'on projette la courbe du 
point C sur un plan quelconque, on obtient une quar-
tique plane rationnelle à trois points doubles d'in-
flexion. On retrouve ainsi les théorèmes de Laguerre 
signalés par M. Michel (1 ). 

(*) Nouvelles Annales, 1907, p. 296. 
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[M*e] [ 0 ' 2 e ] 

CONSTRUCTION DU CENTRE DE COURBURE 
DE LA SPIRALE HYPERBOLIQUE ; 

PAR M. F. BALITRAND. 

On trouve dans Serret (Calcul différentiel et inté-
gral, 2 E é d i t i o n , p. 36o) Ja remarque suivante à propos 
du centre de courbure de la spirale hyperbolique : 
<( La construction du rayon de courbure n'a elle-même 
aucune difficulté; mais elle n'offre pas assez d'intérêt 
pour que nous nous arrêtions à la développer. » On 
peut cependant donner de ce rayon plusieurs con-
structions géométriques, intéressantes à cause de leur 
simplicité. 

Soient O le pôle de la spirale; M un de ses points; 
IN et T les points de rencontre de la perpendiculaire 
élevée en O, au rayon vecteur OM, avec la normale et 
la tangente en M à la courbe. L'équation de la spirale 
étant, en coordonnées polaires, 

pu) = a , 

l'expression générale du rayon de courbure, 
R = 

p2-i- 2p'2 — pp" ' 

donne dans le cas présent 

_ p Q 2 - h p2)'2 _ MPO _ MN3 

a* OM2 " O N x O T ' 
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Cette formule conduit aux constructions géomé-
triques suivantes du centre de courbure C en M : 

i° En T on élève une perpendiculaire à la tan-
gente et en M une perpendiculaire au rayon vec-

teur OM; ces deux droites se coupent en P; la 
droite PO passe par le centre de courbure C. 

En effet, les triangles semblables OTP, ONC donnent, 
puisque TP = MN, 

NC _ ON 
MN ~ O T ' 

d'où 
MG _ TN _ MN 2 

MÎN " OT " OT x O N ' 

Donc MC est bien égal au rayon de courbure R. 

2° Par le point N on mène une parallèle à la 
tangente MT qui coupe le rayon vecteur OM en Q; 
la perpendiculaire élevée en ce point au rayon vec-
teur passe par le centre de courbure C. 

En effet, les triangles semblables MON, MQC 
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donnent 
MC MQ _ MQ x MO 
MN ~ MO ~ OT x ON # 

Mais le triangle rectangle MNQ donne 

MN* = MQ x MO; 
donc 

MG ___ MN2 

MN """ OT x ON ; 

ce qui prouve bien que C est le centre de courbure. 

3° En M on mène la symétrique du rayon vecteur 
par rapport à la normale ; la parallèle à la tan-
gente menée par N la coupe en R ; la perpendiculaire 
élevée en R à MR passe au centre de courbure C. 

Le triangle MQR étant isoscèle, cette construction 
ne diffère pas au fond de la précédente. 

[ 0 ' 2 c ] 
ÉGALITÉ ENTRE DEUX ARCS D'UNE ELLIPSE 

ET D'UN LIMAÇON DE PASCAL ; 

PAR M. E.-N. BARISÏEN. 

I . 

Considérons tout d'abord l'ellipse d'équation 

b*x2 -h a2y2 — aïb* — o. 

Soit M un point sur l'ellipse dont l'angle d'anomalie 
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Mai 1916.) 16 
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excentrique est cp. Les coordonnées de ce point sont 

x = a coscp, ^ = 6sin<p; 
d'où 

dx . dv , , 
Fig. i. 

y 

M' 
B 

M \ 

NA 

On a donc pour l'élément d'arc d'ellipse 

ds 
d cp =[/ (¡|)M )̂2=v/a2sin2<f+6,cosv 

Or, le demi-diamètre conjugué à OM, OM| a pour 
valeur 

OM t = \J a2 sin2cp -+- b2 cosâ<p. 
D o n c 

£ = OM,. a<p 

Si A est le sommet (a, o) l'arc AM de l ellipse est 
donné par la formule 

( i ) SaM = f \Ja2 «in2cp b2 cos2cp do. 

II. 

Considérons maintenant le limaçon de Pascal dont 
l'équation polaire est 

r = A cosò -+- B. 
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L'élément d'arc de cette courbe est 

= / A 2 - ! - B 1 H - 2 AB COSG 

= y / ( A * - h B « ) ^ c o s * j -h -h 2 A B — 

U B ) î cos* -H (A — B ) « s i n * - . 
' 2 K ' I 

Fig. 2. 

Si O est le point double du limaçon (ou pôle), si C 
et D sont les sommets tels que 

OG = A — B, OD = A -h B, 

les arcs PD et QC correspondant à l'angle 9 ont pour 
valeurs 

( 2 ) * P D = a j r y / ( A + B ) « c o 8 » J - + - ( A - B ) t 5 i n « J r f ( y , 

(3) f QC 

Pour comparer les formules (2) et (3) à la for-
mule (1), posons 

e = 2 ^ = 1800 — 

- = 9°° — CO. 
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On a alors 

r
w=ï , 

( 4 ) 5P = 2 / H- B ) , s i n 2 w -+-( A — B) 2 cos 2 to d u , 
J 7C 6 

" = ï - ï 

( 5 ) s q c = 2 f V ( A . h - B)'sini«J/ -+- ( A — B)*cos»^ «ty. 

Construisons l'ellipse de demi-axes (A B) et (A — B) 
et son cercle principal. 

F i g . 3. 

Soient les demi-axes 

O a = À + B, o p = A — B. 

Soient L/ et K' des points du cercle principal tels que 

WOl = - , K^OS = 
2 r 2 

Si L et K. sont les points de l'ellipse correspondant 
à L' et K/, on a les deux égalités d'arcs 

( 6 ) a r c P D ( l i m a ç o n ) = 2 arc[3K (e l l ipse) , 

( 7 ) a r c Q C ( l i m a ç o n ) = 2 arcLa (e l l ipse) . 

III. 

Périmètre du limaçon. — On l'obtient soit par 
Tare PD, soit par l'arc QC. 
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L'arc PD, formule (2), donne pour l'arc total du 

Les formules (8) et (9) démontrent donc le joli 
résultat suivant : 

Le périmètre d1 un limaçon de Pascal est équiva-
lent au périmètre de Vellipse qui a pour demi-axes 
les distances du point double (ou pôle) à chacun des 
sommets du limaçon. 

Lorsque le limaçon devient une cardioide, alors 
B = A, l'ellipse devient la droite aplatie de lon-
gueur 4 A dont le périmètre est bien 8 A. C'est la lon-
gueur connue de la cardioide dont le cercle de base de 
la conchoïde a pour diamètre A. 

Réciproquement, si l'on pose 

limaçon 

(8) 

L'arc QC, formule (3), donne de même 

( 9 ) 

A = A + B , b = A — B , 

on en déduit 
a— b 

2 2 

On peut donc dire que 
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Le périmètre d'une ellipse donnée est équivalent 

à celui du limaçon de Pascal dont le cercle généra-
teur y base de la conchoidey a pour diamètre le * de 

4 

la somme des axes, et pour constante modulaire le ^ 
de la différence de ces axes. 

[ 0 J 2 e ] 

DÉTERMINATION DU RAYON DE COURBURE EN UN POINT 
DE CERTAINES COURBES PLANES; 

PAR M. R. BOUVAIST. 

THÉORÈME.— Si Von considère un faisceau linéaire 
tangentielde courbes planés/-f-Xcp = o, les courbes 
de base f = o, 0 = 0 étant de classe m : 

i° Le point de contact O de la courbe du faisceau 
qui touche une droite donnée A est Vintersection de A 
avec la droite joignant les pôles de A par rapport 
aux courbes f = o, y = o. 

20 Le rayon de courbure O de la courbe consi-
dérée est donné par la formule 

1 1 

y 1 y 2 

y \ et y2 désignant les distances des pôles P< et P2 de 
la droite A par rapport à f=o et <p = o à cette 
droite; ¡JI4, les tangentes des angles 
que font avec A les tangentes menées de O aux 
coniques polaires de A par rapport à / = o, cp = o. 
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i° Les pôles de A par rapport aux courbes du fais-
ceau considéré sont sur une droite A,, le point de con-
tact de A avec la courbe du faisceau qui lui est tangente 
étant son pôle par rapport à cette courbe, la proposi-
tion est démontrée. 

2° Prenons pour origine le point O, pour axes des x 
et des y la droite A et la perpendiculaire à cette droite 
en O, on voit facilement que le rayon de courbure en O 
d'une courbe w) = o tangente à A en ce point 

est donné par la formule o = 

Ceci posé, nous pouvons écrire l'équation de la 
courbe f(u, w) = o sous la forme 

( W, v.w) 

— [ A T T M + B V 

H- G U m ~ 2 P2 - h . . . H- I tt2 V'"-* -4- L•MP'n-1 + 

-4- w [A, um~i -+- Bj w m ~ 2 p-+- . . . - f -Li l i t " « - 2 K i vm~*] 

+ u ' n - t -4- B, Î> - 4 " . . L 2 -+- K2 p™-*] 

-h w 3 / m _ 3 - h . . . -4- t v » - l y , -f- t^m = o, 

fm-zifm-M désignant des polynomes homogènes 
en w, de degré égal à l'indice dont ils sont affectés. 
Nous supposerons l'équation de la courbe <p (M, w) = o 
écrite sous la même forme, les coefficients des diffé-
rents termes étant A', B', . . . , À'4, B'̂ , . . . . 

Les pôles de A par rapport à / e t cp seront 

u(A)o+v(fi)o-*' w(f'w)o=o, 

" ( ? « ) o •+• = o, 

où ( / , ) • , • • • désignent les dérivées correspon-
dantes dans l'expression desquelles on a fait w = w = o, 
c'est-à-dire 

L M 4 - m R c + K i « ' = o, 

L ' « 4 - W K ' I > 4 - K ' , « ' = o ; 
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les coniques polaires 

w2(<p«Oo-H *>2(<pîOo-t-
-f- 2 )<>-+- o 

seront de même 

2I a 2 - h m ( m — i )K c2-f- î K 2 w2 

-H 2 ( m — î )L uv -î- 2L ¿/w -f- 2 ( /?? — i ) Kt rw = o, 

m(m — i ) K V l + ÎKJ W2 

-h ?.(m — i ) L ' w -h î L ' m w + 2 ( m — i) K'j cw = o. 

Nous avons d'autre part, pour expression du rayon de 
courbure en O, 

9 Kl -H À K'j ' 

or la courbe considérée étant tangente en O à O r , 
nous aurons 

I _ il 
K K' 

K H- XK' = o, d'où p = — 2 
K , _ K 1 
K K 

Si l'on remarque maintenant que les ordonnées des 
pôles de Ox par rapport kf— o, o sont 

m K m K', 
Kt K' 

et que les produits des coefficients angulaires des tan-
gentes menées de l'origine aux coniques polaires de ce 
point sont 

K K' jx, fji2 = m(m — i ) — , JJL'j |X'2 = m(m — i) —>, 
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nous aurons 

P = — — 0 E» r i Ft 

r i 
I 

' Y * 

Construction de la formule donnée. — Désignons 
par P, et P2 les pôles de A par rapport à / = o, <p = o ; 
par p, et jo2 les projections de ces points sur A; 
para«, ¡3,, a2, j32 les intersections des droites P|/>4, 
P2/>2, avec les tangentes issues de O aux coniques 
polaires de A. 

Nous aurons visiblement 

2 

OPx 
jPl«l X p\ Pi 

I = O p\ 
tAPi P s B i X P s P î ' 

ou en désignant par yt et y2 les orthocentres des, 
triangles Oa, Oa2[32, 

Opt  
PîTi3 P2Ï2 

Menons par O les parallèles à P<Yi, P2y2 et désignons 
par P^ et Pg leurs intersections respectives avec P 
P2/>2, nous aurons 

Pi Yi Pi/>i5 
i 

f*i Fi 
OjPî 
/>ÎÏ2 

P i £ î 
ï W 

d'où 
p = — (m — i) P'iJPlX P t p t — P ^ X P . j P , . 

PÎ />« -PI />I 

sous cette forme on voit immédiatement que la droite 

x y i 

Pi/>i P'i/>i i 
P2P2 P2P2 1 
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coupe Oy en un point C tel que 

OC = ( m — i)p. 

D'où la construction suivante : 

Soient O le point de contact de la courbe consi-
dérée avec la droite A, P4 le pôle de A par rapport à 
Vune des courbes de base du faisceau donné, ps la 
projection de P* sur A, les tangentes menées de O à 
la conique polaire de O , par rapport et la courbe de 
base considérée, coupent P,/?, en et ¡3,; soit y4 

Vorthocentre du triangle Oa4 ¡34, la parallèle à P* j i 
menée par O coupe PKpK en P'n la parallèle ci A 
menée par P, coupe la perpendiculaire à A e / i û au 
point K, prenons sur RP', dans le sens KP'j un seg-
ment KR| ^ P , / ? , et construisons de même avec la 
seconde courbe de base le point R2, la droite R4R2 

coupe OK en un point C tel que OC = (/n — 1)0, 
p étant le rayon de courbure cherché. 

Remarque. — La construction précédente s'appli-
quera immédiatement dans les très nombreux cas où 
l'équation tangentielle d'une courbe s'écrira 

P 1 P 2 . . . P „ 4 - X Q 1 Q 2 . . . Q „ = O , 

P, P2 . . . P„, QiQ2 ••• Q„ étant des points ou des 
coniques, différents ou confondus. 

En particulier, elle permet de résoudre immédiate-
ment les problèmes suivants : 

Construire le rayon de courbure en un point 
d1 une conique dont on connaît cinq tangentes. 

Une conique touchant les côtés d^un triangle 
en a, ¡3, y, construire le rayon de courbure en Vun 
de ces points. 
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CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Clermont. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I ° Un disque circulaire, homo-
gène, de masse m et de rayon R, repose sur un plan 

incliné rugueux, qui fait Vangle i avec le plan hori-
zontal. Le coefficient de frottement de glissement du 
disque sur le plan est appelé f et Von néglige le frot-
tement du roulement. 

Le disque étant placé dans un plan vertical, tan g en-
tiellement à une ligne de plus grande pente, on le lance 
avec une vitesse de translation quelconque parallèle à 
cette ligne et une vitesse de rotation quelconque autour 
de son axe. Déterminer son mouvement. Discuter les dif-
férentes phases qui peuvent se présenter, suivant les con-
ditions initiales et suivant la valeur de Vangle i. Déter-t 
miner la réaction en M, dans chaque phase. 

2° On raccorde le plan incliné avec un plan hori-
zontal H, de même nature, au moyen d'une surface 
cylindrique, également de même nature et dont la section 
droite est un certain arc de courbe AB. On suppose qu'au 
moment où le disque arrive en A, il se trouve dans une 

période de non-glissement. En admettant que cette absence 
de glissement persiste, montrer que le disque arrive en B 
avec une vitesse indépendante de la forme de l'arc AB, 
pour une différence donnée entre les niveaux des points 

B H 

A et B. 
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Déterminer le mouvement du disque sur l'arc AB, en 
supposant ce dernier circulaire et de rayon p > R. Mon-
trer que ce mouvement est perpendiculaire et calculer la 
longueur du pendule synchrone. 

3° Le disque roulant maintenant sur le plan hori-
zontaly avec une vitesse de translation v, on imagine quil 
vient heurter un autre disque identique, au repos sur H 
et dans le plan du premier disque. On néglige le frot-
tement des deux disques l'un sur Vautre et on les suppose 
entièrement dénués d'élasticité. Enfin, on admet qu'ils 
restent tous deux en contact avec le plan H. On demande 
de calculer leurs vitesses après le choc. Démontrer qu'ils 
restent ensuite en contact et déterminer leur mouvement 
ultérieur. Calculer les diverses réactions, dans les diffé-
rentes phases de ce mouvement. 

(On admettra que, dès que le glissement d'un des 
disques sur le plan H a cessé, il ne réapparaît plus.) 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On donne trois points fixes A, B, C, 
formant un triangle équilatéral, de côté égal à deux 
et trois mobiles M, N, P, de masse commune égale à i . 

Ces derniers s'attirent deux à deux, suivant des forces 

égales à leurs distances mutuelles. De plus, A, B, C 
attirent respectivement M, N, P, suivant des forces égales 
à AM, BN, CP. 

i® Déterminer la position d'équilibre du système. 
Déterminer le mouvement du système, quand on 

l'abandonne, sans vitesse initiale, dans la position MoNoPo 
telle que 

OM0 = ONo = 2, O P 0 = « . 

Quel est, en particulier, le mouvement du centre de gra-
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vité? On construira les trajectoires de M et de N et l'on 
décrira le mouvement de P, en supposant que P 0 est en O. 
On déterminera, en particulier, les époques et positions 
de rencontre de M et de N. Enfin, on étudiera les varia-
tions de Vénergie cinétique du système. (Juin 1914.) 

Dijon. 

É P R E U V E É C R I T E . — I ° Pendule conique. 
2° Equations de Lagrange. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Deux points fixes sont situés dans 
le même plan horizontal à une distance de 4m . Deux fils 
élastiques identiques ont comme longueur im, et chacun 
d'eux est en équilibre lorsqu'il est vertical, une extrémité 
étant fixe et Vautre supportant un poids de 1008, la lon-
gueur étant alors de im. Chaque fil a une extrémité 
attachée à l'un des points fixes, et Vautre à un point 
matériel du poids de ioog, qui glisse avec frottement sur 
le plan horizontal. A l'instant initial, cette petite masse 
est en repos à ira de l'un des points fixes, entre les deux 
points fixes. On demande de déterminer le coefficient de 
frottement de façon que le point matériel arrive sans 
vitesse à égale distance des points fixes. On sait que la 
tension d'un fil élastique est proportionnelle à l'allon-
gement du fil. (Novembre 1913.) 

Grenoble. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Un fil rigide homogène forme le 
périmètre d'un triangle équilatéral ABC de côté a de 
masse m. Le côté BC peut glisser sur une horizontale 
fixe Oar, le plan xOy du triangle reste vertical. Au 
point A est attaché le fil d'un pendule simple AP dont la 

longueur est — ; la masse du point P est m, celle du fil est 

négligeable. Le pendule oscille dans le plan du triangle. 
Les liaisons sont sans frottement. 
i° Etudier le mouvement du système en supposant qu'à 

l'instant initial les vitesses soient nulles et que P coïncide 
avec le milieu de AB. 

20 Calculer la tension du fil à un instant où il est ver-
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tical; dans les mêmes conditions, déterminer les réactions 
exercées par Ox, en supposant qu'elles se réduisent à 
deux forces ¡3, y appliquées en B et G. 

3° On immobilise brusquement le triangle à un instant 
où F est sur la verticale du point A. Déterminer le mou-
vement ultérieur, la liaison nouvelle étant supposée per-
sistante. Evaluer la force vive perdue. 

Nota. — Prendre pour paramètres l'abscisse x de A et 

Vangle 6 de AP et de la verticale descendante. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un carré de côté l engendre un 
double cone en tournant autour d'une de ses diago-
nales 0 0 ' . Un solide homogène pesant S est limité par ce 
double cône. 

i° Déterminer les moments principaux d'inertie de S 
relatifs à son centre de gravité G et ceux relatifs au 
sommet 0. 

2° On suppose que S est mobile autour du point O qui 
est fixe et qu'à l'instant initial l'axe 0 0 ' est horizontal, 
la vitesse de O' étant nulle. On sait que dans le mou-
vement ultérieur la distance maximum de O' au plan 
horizontal passant par O est //¿cosa. Quelle est la 
vitesse initiale de rotation de S autour de 0 0 ' ? 

Problème. — Une circonférence homogène se meut dans 
un plan vertical fixe et repose sur une horizontale 

fixe Ox de ce plan, sur laquelle elle peut glisser et rouler. 
Un point matériel pesant P peut se déplacer sur la 

y A 

( 

(Juillet 1 9 1 3 . ) 
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circonférence ; ce point et la circonférence ont même 
masse M. 

i° Etudier le mouvement du système. 

2° Calculer les réactions qui s'exercent en P' et au 
point A de contact de la circonférence et de la droite Ox. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Une plaque plane homogène de 
masse M, d'épaisseur négligeable, est limitée par un 
hexagone régulier de côté a. 

i® Former l'équation de l'ellipsoïde d'inertie relatif 
au centre de gravité. 

2° La plaque se mouvant autour de son centre de gra-
vité supposé fixe est animée d'un mouvement à la Poinsot^ 
Déterminer, pour chacun des deux cônes roulettes fixe et 
mobile, le demi-angle au sommet, sachant qu'à l'instant 
initial la rotation instantanée fait un angle de 3o° avec 
le plan de la plaque. (Novembre 1913.) 

Lyon. 

C O M P O S I T I O N É C R I T E . — On donne une circonférence de 
cercle fixe dans un plan vertical. Soient C son centre, 
K l'extrémité supérieure de son diamètre vertical. Une 

tige rectiligne matérielle homogène pesante infiniment 
mince, de longueur il et de centre O, est placée tangen-
tiellement en un point M0 de la demi-circonférence supé-
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rieure, et animée d'une vitesse initiale quelconque, de 
manière cependant que la tige ne sorte pas du plan de 
la circonférence. On suppose de plus que la circonférence 
et la tige sont assez rugueuses pour que cette tige ne 
puisse que rouler sans glisser sur la circonférence et quef 

quand la tige devient horizontale, elle soit en contact 
avec la circonférence par son milieu O, qui vient alors 
toujours ainsi en K. On demande d'étudier le mouve-
ment. Indiquer les différentes méthodes qui peuvent être 
employées en en justifiant l'usage : mais n'employer 
effectivement que l'une d'elles pour établir la ou les 
équations différentielles du mouvement. Celles-ci établies, 
poursuivre l'étude du mouvement en se bornant au cas 
des petits mouvements, et par conséquent en considérant 
comme devant rester constamment petit du premier ordre 

l'angle 8 = KCM. (Novembre 1 9 1 3 . ) 

C O M P O S I T I O N É C R I T E . — Un point matériel pesant est 
assujetti à rester sur la surface d'une sphère; il est attiré 
par un point de la verticale passant par le centre de la 
sphère proportionnellement à la distance. Sa vitesse ini-
tiale est horizontale. Entre quelles limites varie pendant 
le mouvement la hauteur du mobile ? Déterminer le coef-

ficient d'attraction de façon que la vitesse reste con-
stante, et étudier alors complètement le mouvement. 

(Juin 1914.) 

CORRESPONDANCE. 

G. F o n t e né . — Sur la question 2288. — Cette question, 
posée par moi, est manifestement erronée : le lieu du point P 
a deux points de rebroussement aux centres de courbure 
situés sur l'axe que l'on considère. Je m'excuse auprès des 
lecteurs du Journal pour la perte de temps que j'ai pu leur 
causer. 
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[ M ! 5 ] [ M ! 6 h ] 

SUR UN RAPPROCHEMENT REMARQUABLE ENTRE L'IIYPO-
CYCLOÏDE A TROIS REBROUSSEMENTS, LE FOLIUM 
BE DESCARTES ET LA CARDIOIDE ; 

PAR M. R. GOORMAGHTIGH. 

1. Considérons un système d'axes de coordon-
nées xOy et une courbe (T) symétrique par rapport à 
l'axe Ox; son équation est de la forme f ( x ) y2) — o. 
Considérons, d'autre part, la courbe (T') d'équa-
tion f(x, — y 2 ) = o. La transformation qui sert à 
passer de la courbe (T) à la courbe (Y') n'est autre 
que la transformation affine, caractérisée par les équa-
tions 

(i) y ' = i y \ 

elle fait correspondre à des points imaginaires de (F) 
des points réels de (T'), et réciproquement. Les 
courbes (T) et (Yf) étant affines, il existe entre leurs 
propriétés des relations bien connues. Or, on peut 
établir, au moyen de cette transformation et d'autres 
transformations géométriques simples, un rapport 
entre rhypocycloïde à trois rebroussements, certaines 
trisectrices remarquables, le folium de Descartes et la 
cardioïde. On pourra ainsi déduire, des propriétés 
connues de l'hypocycloïde à trois rebroussements, plu-
sieurs théorèmes importants concernant le folium de 
Descartes et la cardioïde. 

Afin, de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Juin 1916.) 17 
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2. Soit (H3) une hypocycloïde à trois rebrousse-

meats dont Je cercle tritangent (C^) a pour centre O 
et pour rayon r , et dont un des points de rebrousse-
ment est le point (—3r , o). La polaire réciproque 
de (H3) par rapport au cercle tritangent 

x z-hyz — r2, 

est la trisectrice de G. de Longehamps (L) ayant pour 
équation 

x{x2- 3y*) — r ^ - ï - y * ) = G> 

Si l'on prend la courbe affine de (L), d'après les 
équations (i), on obtient 

x(x*-\- 3 y * ) — rix*' — y2) = o. 

Cette équation représente un folium de Descartes (F) 
ayant pour asymptote la droite 

3 x -4- r = o ; 

l'origine O est le point double et le sommet de la boucle 
est le point (r, o). 

Considérons maintenant la courbe affine de (F), 
l'axe d'affinité étant l'axe le rapport d'affinité 
étant y/3 ~ i ; on obtient ainsi la trisectrice de Maclau-
r in (M) d'équation 

H- y 2 — 3a?2) = o . 

Considérons enfin le cercle (y) de rayon i r ayant 

pour centre le point O ' Q r , o^. La polaire réciproque 

de la trisectrice de Maclaurin par rapport à ce cercle 
est, d'après un théorème de G. de Longehamps (< ), 

(1 ) Rapprochement entre la trisectrice de Maclaurin et la car_ 
dioïde (Prager Ber., 1^97). 
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une cardioide (G). Celte cardioide a pour point de 
rebroussement le point e t pour sommet le 
point (r , o). 

3. Comme applications des remarques qui précè-
dent, nous déduirons quelques propriétés remarquables 
du folium de Descartes de celles de l'hypocycloïde à 
trois rebroussements. 

Cherchons d'abord quelles sont les coniques obte-
nues en transformant le cercle tritangent (Ci) et celui 
des rebroussements (C2) de (H3), comme on a trans-
formé l'hypocycloïde pour en déduire le folium de 
Descartes. Si l'on transforme (Ci) et (C2) par polaires 
réciproques par rapport au cercle (C4), on obtient le 

cercle (C,) lui-même et un cercle concentrique de 

S U R L E F O L I U M D E D E S C A R T E S ( 4 ) . 

Fig. Í . 

( L ) * O N connaît peu de propriétés de cette courbe ( Voir L O R I A -
SCHUTTE, Spezielle ebene Kurven, t. I , p. 5 8 ) . 
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rayon i r. On voit, par suite, qu'il correspond au 

folium (F), comme transformées de (C, ) et (C2), deux 
hyperboles équilalères (H< ) et (H2). L'hyperbole (H<) 
a pour centre le point double O et pour asymptotes les 
tangentes nodalesdu folium; l'un des sommets de l'axe 
réel de cetle hyperbole est le sommet de la boucle. 
L'hyperbole (H2) est homothétique de (H*) par rap-
port à O, le rapport d'homothétie étant 1 : 3 {fig. 1). 

4. La tangente en un point d'une hypocycloïde à 
trois rebroussements coupe la courbe en deux points, 
qui sont les points associés du point considéré; les 
tangentes en ces points sont rectangulaires, leur inter-
section appartient au cercle tritangent et le point de ce 
cercle diamétralement opposé à cette intersection 
appartient à la première tangente considérée. 

Si l'on transforme ce théorème par polaires réci-
proques, on obtient la propriété suivante de la Irisec-
triee (L) : si, d'un point de la triseetrice, on mène les 
tangentes à la courbe, autres que celle au point consi-
déré, la corde de contact est vue du point O sous un 
angle droit et enveloppe le cercle (C,); cette corde 
passe par le symétrique par rapport à O du point con-
sidéré de la trisectrice. 

Passons ensuite au folium de Descartes; remarquons 
qu'à deux rayons perpendiculaires du cercle (Cj ) cor-
respondent, pour une conique affine, deux demi-
diamètres conjugués et que, pour une hyperbole équi-
lalère, deux directions conjuguées sont symétriques 
par rapport aux asymptotes. Nous aurons donc le théo-
rème suivant : 

Si deux points M et M| d^un folium de Descartes 
sont tels que les droites qui les joignent au point 
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double sont symétriques par rapport aux tangentes 
nodules, les tangentes en ces points se coupent en 
un point P de la courbe et la corde MM1 enveloppe 
une hyperbole équilatère dont les asymptotes sont 
les tangentes nodales; cette corde contient le Symé-
trique P' de P par rapport à O. 

O n v e r r a p l u s l o i n q u e P ' e s t le m i l i e u d e M M 4 . 

o . O n sa i t q u e la d é v e l o p p é e d e l ' h y p o c y c l o ï d e ( H 3 ) 
e s t u n e a u t r e h y p o c y c l o ï d e à t r o i s r e b r o u s s e m e n t s 
h o m o t h é t i c j u e d e ( H 3 ) p a r r a p p o r t à O , l e r a p p o r t 
d ' h o m o t h é t i e é t a n t 3 : i . O n d é d u i t d e là q u e l e l i e u 
d e s p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n d e la t a n g e n t e e n u n p o i n t d e 
la t r i s e c t r i c e ( L ) a v e c la p e r p e n d i c u l a i r e é l e v é e e n O 
s u r la d r o i t e q u i j o i n t ce d e r n i e r p o i n t a u p o i n t c o n s i -
d é r é d e ( L ) e s t la c o u r b e h o m o t h é t i q u e d e ( L ) p a r 
r a p p o r t à O , l e r a p p o r t d ' h o m o t h é t i e é t a n t i : 3 . O n a , 
p a r s u i t e , c e t t e p r o p r i é t é d u f o l i u m d e D e s c a r t e s : 

Le lieu de Vintersection de la tangente en un 
point M du folium avec la symétrique de OM par 
rapport aux tan g entes nodales est un folium homo-
thétique du folium considéré par rapport à O, le 
rapport d'homothétie étant î : 3. 

A p p e l o n s T le p o i n t o ù la d r o i t e OM< r e n c o n t r e la 

t a n g e n t e a u f o l i u m au p o i n t M , le p o i n t o ù la 

d r o i t e O M r e n c o n t r e la t a n g e n t e au f o l i u m a u p o i n t . 

O n a 
3 0 T = 0 M t > 3 0 T , = 0 M , PO = OP' 

e t , p a r s u i t e , 

M P ' = P ' M , , MP = 3 T P , M t P ^ T i P . 

O n d é d u i t d e là c e s t h é o r è m e s : 
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Si deux points M et Mt d'un folium de Descartes 

sont tels que OM et OM< sont symétriques par rap-
port aux tangentes nodales. le milieu de MM, décrit 
le folium symétrique du folium donné par rapport 
au point double. 

Si la tangente en un point d'un folium de Des-
cartes recoupe la courbe au point P, le lieu du 
point T situé au tiers du segment PM à partir de P 
est un autre folium de Descartes. 

6 . La n o r m a l e e n u n p o i n t q u e l c o n q u e d e l ' h y p o c y -
c l o ï d e r e c o u p e la c o u r b e e n t ro i s p o i n t s , d o n t d e u x 
s o n t i m a g i n a i r e s ; les t a n g e n t e s en ces t ro i s p o i n t s c o n -
c o u r e n t s u r le c e r c l e d e s r e b r o u s s e m e n t s ( C 2 ) . E u 
t r a n s f o r m a n t c e t t e p r o p r i é t é on voi t q u e si , d u p o i n t T , 
on m è n e a u f o l i u m les t a n g e n t e s a u t r e s q u e la t a n -
g e n t e M P , l e s p o i n t s d e c o n t a c t d e ces t a n g e n t e s a p p a r -
t i e n n e n t à u n e t a n g e n t e à l ' h y p e r b o l e ( H 2 ) . 

Le lieu des points d'où l'on peut mener au folium 
de Descartes trois tangentes dont les points de con-
tact sont collinéaires est le folium de Descartes 
homothétique du folium considéré par rapport au 
point double, le rapport d'homothétie étant i : 3. 

La droite qui joint les points de contact enveloppe 
l'hyperbole équilatère (H 2 ) . 

7 . A t ro i s n o r m a l e s c o n c o u r a n t e s d e l ' h y p o c y c l o ï d e 
c o r r e s p o n d e n t , p o u r le f o l i u m , t r o i s p o i n t s T c o l l i -
n é a i r e s ; il su f f i t p o u r ce la q u e les p o i n t s M4 c o r r e s p o n -
d a n t s s o i e n t c o l l i n é a i r e s . O r , o n sa i t q u e la n o r m a l e e n 
u n p o i n t d e l ' h y p o c y c l o ï d e à t ro i s r e b r o u s s e m e n t s et 
ce l l es a u x p o i n t s a s soc i é s c o n c o u r e n t e n u n p o i n t d u 
c e r c l e d e s r e b r o u s s e m e n t s . O n d é d u i t d e là u n e p r o -
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p r i é t é q u i c o m p l è t e lè t h é o r è m e d u p a r a g r a p h e 4 . S i 

T o n d é s i g n e p a r R le p o i n t o ù la t a n g e n t e e n P a u 

f o l i u m r e c o u p e la c o u r b e , l e p o i n t s i t u é a u t i e r s d e P R 

à p a r t i r d e R a p p a r t i e n t à la d r o i t e T T \ . Il r é s u l t e d e là 

q u e , si l ' o n a p p e l l e P , l e p o i n t où le s y m é t r i q u e d e O P 

p a r r a p p o r t a u x t a n g e n t e s n o d a l e s r e c o u p e le f o l i u m , 

ce p o i n t P i a p p a r t i e n t à la d r o i t e M M , . 

Si d'un point P du folium on mène deux tan-
gentes PM, PM, ci la courbe, la corde de contact 
contient le point oà le symétrique de OP par rap-
port aux tangentes nodales recoupe la courbe. 

8. Coniques tritangenles au folium de Descartes. 
— O n sa i t q u e l es n o r m a l e s à l ' h y p o c y c l o ï d e ( H 3 ) a u x 
p o i n t s d e c o n t a c t d e la c o u r b e a v e c u n e c o n i q u e t r i -
t a n g e n t e s o n t c o n c o u r a n t e s . O n d é d u i t d e là , e n t e n a n t 
c o m p t e d e s r e m a r q u e s q u i p r é c è d e n t , l a p r o p o s i t i o n 
s u i v a n t e : 

Si M, M', M'' sont les points de contact du folium 
de Descartes avec une conique tritangente, les 
points M|, M'„ M'[ où les symétriques de OM, OM', 
OM" par rapport aux tangentes nodales recoupent 
la courbe sont collinéaires. 

Si l e s n o r m a l e s e n t r o i s p o i n t s d ' u n e h y p o c y c l o ï d e à 
t r o i s r e b r o u s s e m e n t s s o n t c o n c o u r a n t e s , l e u r s p o i n t s 
a s s o c i é s a p p a r t i e n n e n t à u n e c o n i q u e . O n a d o n c , p o u r 
l e f o l i u m d e D e s c a r t e s , l a p r o p r i é t é s u i v a n t e : 

Les tangentes menées de M, M', M" au folium sont 
tangentes à une conique. 

N o u s a v o n s m o n t r é ( 4 ) q u e , l o r s q u e le c e n t r e d ' u n e 

(*) Nouvelles Annales, octobre iyiS. 



( ¡>8 ) 
c o n i q u e t r i t a n g e n t e à u n e h y p o c y c l o ï d e à t r o i s r e b r o u s -
s e m e n t s ( H 3 ) d é c r i t u n e d r o i t e d , c e t t e c o n i q u e p a s s e 
p a r u n p o i n t fixe q u i a p p a r t i e n t à la t a n g e n t e à . ( H 3 ) 
p e r p e n d i c u l a i r e à d . P a r s u i t e , si u n e t e l l e c o n i q u e 
p a s s e p a r u n p o i n t fixe, le l i eu d e s o n c e n t r e s e c o m -
p o s e d e t r o i s d r o i t e s . S i l ' o n t r a n s f o r m e c e t t e p r o p r i é t é 
p a r p o l a i r e s r é c i p r o q u e s , o n vo i t q u e , si u n e c o n i q u e 
t r i t a n g e n t e à la t r i s e c t r i c e ( L ) r e s t e t a n g e n t e à u n e 
d r o i t e fixe, l ' e n v e l o p p e d e la p o l a i r e d e O p a r r a p p o r t 
à c e t t e c o n i q u e se c o m p o s e d e t r o i s p o i n t s . 

P a s s a n t e n s u i t e d e la c o u r b e ( L ) à la c o u r b e ( F ) , o n 
a ce t h é o r è m e : 

Si une conique tritangente à un folium de Des-
cartes reste tangente à une droite fixe, Venveloppe 
de la polaire du point double par rapport .à cette 
conique se compose de trois points fixes. 

S I 11 LA. CARDIOÏDE. 

9 . E n u t i l i s a n t l e s p r o p r i é t é s d u f o l i u m d e D e s -
c a r t e s q u e n o u s v e n o n s d e d é d u i r e d e c e l l e s d e l ' h y p o -
c y c l o ï d e à t r o i s r e b r o u s s e m e n t s , o n p e u t o b t e n i r , au 
m o y e n d e s t r a n s f o r m a t i o n s i n d i q u é e s a u p a r a g r a p h e 2 . 
d e s t h é o r è m e s i n t é r e s s a n t s c o n c e r n a n t la c a r d i o ï d e . 

A p p l i q u o n s d ' a b o r d a u x h y p e r b o l e s ( H , ) e t ( H 2 ) l e s 
t r a n s f o r m a t i o n s p a r l e s q u e l l e s n o u s a v o n s d é d u i t la 
c a r d i o ï d e ( C ) d u f o l i u m ( F ) . L ' h y p e r b o l e a f f i n e d e ( H , ) 
c o r r e s p o n d a n t à la t r i s e c t r i c e d e M a c l a u r i n ( M ) a p o u r 
é q u a t i o n 

— y - — 3 r 2 . 

O n d é d u i t e n s u i t e d e l à , p a r u n c a l c u l s i m p l e , q u ' à la 
c a r d i o ï d e (C) c o r r e s p o n d , c o m m e t r a n s f o r m é e d e ( H , ) , 
u n e a u t r e h y p e r b o l e ( H , ) . L ' u n d e s s o m m e t s d e l ' a x e 
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r é e l d e c e l l e - c i e s t le s o m m e t d e la c a r d i o i d e ( G ) , 
l ' a u t r e e s t l e p o i n t s i t u é a u d i x i è m e d e l a d i s t a n c e d u 
p o i n t d e r e b r o u s s e m e n t a u s o m m e t d e ( C ) . L ' h y p e r -
b o l e ( H ' , ) p a s s e p a r l e s p o i n t s d e c o n t a c t A 4 e t A 2 d e 
la c a r d i o i d e a v e c sa t a n g e n t e d o u b l e ; les t a n g e n t e s 

à ( H 4 ) e n c e s p o i n t s se c o u p e n t au f o y e r s i n g u l i e r O 7 

d e la c a r d i o i d e ( f i g. i ) . 

C o n s i d é r o n s d e m ê m e l ' h y p e r b o l e ( H 2 ) ; à la t r i s e c -
t r i c e d e M a c l a u r i n c o r r e s p o n d , c o m m e t r a n s f o r m é e 
d e ( H 2 ) , l ' h y p e r b o l e 

(i) 3 j 2 = / 2 . 

S o i t ( T | ) le c e r c l e d e b a s e d e la c a r d i o i d e c o n s i d é r é e 
c o m m e c o n c h o ï d e e t ( T \ ) le s y m é t r i q u e d e ce c e r c l e 
p a r r a p p o r t au r e b r o u s s e m e n t d e ( C ) . O n m o n t r e a i s é -
m e n t q u e , si l ' o n a p p l i q u e à l ' h y p e r b o l e ( 2 ) l a t r a n s -
f o r m a t i o n p a r p o l a i r e s r é c i p r o q u e s q u i f a i t c o r r e s p o n d r e 
la c a r d i o i d e ( C ) à l a t r i s e c t r i c e ( M ) , o n o b t i e n t l e 
c e r c l e ( r ' t ) . 

1 0 . N o u s a v o n s c o n s i d é r é ( § 4 ) l e s c o u p l e s d e 
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p o i n t s M , M | d u f o l i u m d e D e s c a r t e s , t e l s q u e l es 
d r o i t e s O M , O M * s o n t s y m é t r i q u e s p a r r a p p o r t a u x 
t a n g e n t e s n o d a l e s . A c e s d e u x p o i n t s M e t M | c o r r e s -
p o n d e n t s u r la t r i s e c t r i c e ( M ) d e u x p o i n t s ¡JL e t u ' t e l s 
q u e Op . e t Ojx' s o n t c o n j u g u é s p a r r a p p o r t à l ' h y p e r -
b o l e ( 2 ) . O r , le c e r c l e ( T ' , ) , p o l a i r e r é c i p r o q u e d e 
c e t t e h y p e r b o l e p a r r a p p o r t a u c e r c l e ( y ) , p a s s e p a r 
l e s p o i n t s A , e t A 2 , e t la t a n g e n t e d o u b l e A | Ao d e la 
c a r d i o i d e e s t la p o l a i r e d e O p a r r a p p o r t a u c e r c l e ( y ) . 
O n d é d u i t d e là q u ' a u x p o i n t s M e t M , d u f o l i u m d e 
D e s c a r t e s c o r r e s p o n d e n t d e u x t a n g e n t e s d e la c a r d i o i d e 
d i v i s a n t h a r m o n i q u e m e n t le s e g m e n t A { A 2 . 

D e s p r o p r i é t é s d u f o l i u m d e D e s c a r t e s t r o u v é e s au 

p a r a g r a p h e 4 , d é c o u l e d o n c , p o u r la c a r d i o i d e , le t h é o -

r è m e s u i v a n t : 

Une tangente à la cardioide coupe la courbe en 
deux points; les tangentes en ces points divisent har-
moniquement le segment compris entre les points 
de contact de la cardioide avec sa tangente double. 

Le lieu de Vintersection de ces tangentes est une 
hyperbole. 

11 . D u t h é o r è m e d u p a r a g r a p h e 6 , o n d é d u i t e n s u i t e 

c e t t e p r o p r i é t é : 

Le lieu des points d^oà Von peut mener à une car-
dioide trois tangentes dont les points de contact sont 
collinéaires est le cercle symétrique par rapport au 
rebroussement du cercle fondamental de la car-
dioide considérée comme conchoïde (4). 

t 1) M. G. Loria a donné comme lieu de ce point le cercle fonda-
mental (Spezie l le ebene Kurven, t. I, p. i55). Ce résultat est 
inexact; on le montre facilement d'ailleurs en vérifiant les calculs 
résumés dans cet Ouvrage. 



( ) 
O n p e u t d ' a i l l e u r s a i s é m e n t c o n s t r u i r e d e s d r o i t e s 

t e l les q u e les t a n g e n t e s e n t ro i s de l e u r s p o i n t s d ' i n -
t e r s e c t i o n avec la c a r d i o ï d e s o i e n t c o n c o u r a n t e s . S o i t , 
e n e f f e t , Q le p o i n t d e c o n t a c t d e la c a r d i o ï d e avec la 
p o l a i r e d u p o i n t ¡JL p a r r a p p o r t au ce rc l e ( y ) . C e t t e 
p o l a i r e c o u p e la t a n g e n t e d o u b l e A , A 2 en u n p o i n t K , 
d o n t l e c o n j u g u é h a r m o n i q u e K ' p a r r a p p o r t a u x 
p o i n t s A | , A 2 es t le pô le d e la d r o i t e O J J I ' p a r r a p p o r t 
au c e r c l e ( y ) . P a r c o n s é q u e n t , la d r o i t e Q K ' e s t la 
p o l a i r e d u p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n T d e Ojjt/ avec la t a n -
g e n t e e n ¡JL à la t r i s e c t r i c e ( M ) . P u i s q u e le p o i n t T c o r -
r e s p o n d à T d a n s la t r a n s f o r m a t i o n a f f ine p a r l a q u e l l e 
on d é d u i t ( M ) de ( F ) , on p e u t m e n e r d e ce p o i n t à la 
t r i s e c t r i c e ( M ) t ro i s t a n g e n t e s d o n t les p o i n t s de 
c o n t a c t s o n t c o l l i n é a i r e s . O n a d o n c le t h é o r è m e sui -
v a n t : 

Soit K; le conjugué harmonique, par rapport aux 
points de contact de la cardioïde avec sa tangente 
double, du point d'intersection K de cette tangente 
double avec la tangente en un point quelconque Q 
de la cardioïde. La droite QK/ recoupe la courbe en 
trois points; les tangentes en ces points sont con-
courantes. 

12. A u m o y e n des c o n s i d é r a t i o n s q u i p r é c è d e n t 
o n d é d u i t e n c o r e d u p a r a g r a p h e 8 les t h é o r è m e s s u i -
v a n t s : 

Les tangentes menées d'un point à la cardioide 
coupent la tangente double en a, ¡3, y; soient a', ¡3', y' 
les conjugués harmoniques de a, p, y par rapport 
aux points At et A2, et av, ¡3% y" les points de contact 
des tangentes menées de a', ¡3', y' à la courbe. Les 
points OL", ¡3% Y sont les points de contact d'une co-
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nique tritangente à la cardioide, et les droites aa% 
fi?ÏT sont encourantes. 

E n p a r i i c u l i e r : 

Si de deux points K et K/ de la tangente double, 
conjugués harmoniques par rapport aux points de 
contact de celle-ci avec la cardioide, on mène deux 
tangentes qui touchent la courbe en Q et Q', les 
droites KQ' et K/Q se coupent sur le cercle, symé-
trique par rapport au rebroussement, du cercle fon-
damental de la cardioide considérée comme con-
choïde. 

Si l ' o n o b s e r v e e n f i n q u e la p o l a i r e d e O p a r r a p p o r t 
au c e r c l e ( y ) e s t la t a n g e n t e d o u b l e d e la c a r d i o i d e , o n 
a c e t h é o r è m e : 

Le lieu des pôles de la tangente double de la 
cardioide par rapport aux coniques tritangentes à 
la courbe passant par un point fixe se compose de 
trois droites. 

[O'Ôa] 

MOUVEMENT D UNE FIGURE PLANE LIÉE A DEUX COURBES 
ROULANT SUR DES ROULEAUX ; 

PAR M. R. BRICARD. 

1 . Jl y a q u e l q u e s a n n é e s , M . le l i e u t e n a n t A . B i e n a j m é 

a p u b l i é i c i m ê m e ( ! ) u n e i n t é r e s s a n t e é t u d e d u m o u -

(1 ) Essai sur le déplacement d'un madrier sur deux rouleaux 
non parallèles (Nouvelles Annales, 4e série, t. III, 1903, p. 



( ¡>53 ) 
v e i n e n t d ' u n e d r o i t e r o u l a n t s u r d e u x r o u l e a u x n o n p a -
ra l l è l e s ( m o u v e m e n t q u ' o n réa l i se a i s é m e n t au m o y e n 
d ' u n e r è g l e d o n t o n a p p u i e u n e a r ê t e s u r d e u x c r a y o n s , 
r o u l a n t e u x - m ê m e s su i u n e t ab le ) . U n d e s r é s u l t a t s les 
p l u s s a i l l an t s o b t e n u s p a r ce t a u t e u r es t q u e l'aire du 
triangle formé par ta droite et par les axes des rou-
leaux (en projection sur le plan de roulement) a une 
valeur constante. 

O n p e u t , p lu s g é n é r a l e m e n t , se p r o p o s e r d ' é t u d i e r le 
m o u v e m e n t d ' u n e figure p l a n e ( F ) d a n s son p l a n , le 
m o u v e m e n t é t a n t dé f i n i p a r c e t t e c o n d i t i o n q u e d e u x 
c o u r b e s de la figure r o u l e n t c h a c u n e s u r u n r o u l e a u . 
L e s d e u x r o u l e a u x s o n t d e s c y l i n d r e s d e r é v o l u t i o n 
é g a u x q u i r o u l e n t t ous les d e u x s u r u n plan pa ra l l è l e 
au p lan d e ( F ) . O n p o u r r a i t s u p p o s e r p l u s g é n é r a l e m e n t 
q u e ces r o u l e a u x o n t d e s r a y o n s d i f f é r e n t s , m a i s a lo r s 
ils d e v r a i e n t r o u l e r s u r d e s p l a n s d i s t i n c t s , d e m a n i è r e 
q u e le p l a n d e ( F ) p û t g l i s s e r s u r l u i - m ê m e . La g é n é -
r a l i s a t i o n n ' e s t d ' a i l l e u r s q u e fictive, c o m m e on le 
r e c o n n a î t a i s é m e n t , e t n e c o n d u i t à a u c u n r é s u l t a t 
d i f f é r a n t de c e u x q u e n o u s a l lons o b t e n i r . 

2 . H f a u t d ' a b o r d d é f i n i r avec p r é c i s i o n le r o u l e m e n t 
d ' u n e c o u r b e s u r u n e s u r f a c e , d a n s les c o n d i t i o n s les 
p l u s g é n é r a l e s . S o i e n t ( S ) e t G u n e s u r f a c e e t u n e 
c o u r b e , m o b i l e s t o u t e s les d e u x en g é n é r a l , e t ce la de 
m a n i è r e à r e s t e r c o n s t a m m e n t t a n g e n t e s . On dit que 
C roule sur (S) si, à un moment quelconque, le vec-
teur vitesse de leur point de contact est le même, 
que Von considère ce point comme lié ci la courbe ou 
à la surface. 

Gela p o s é , s o i e n t C e t C ; les c o u r b e s d e ( F ) q u i 
r o u l e n t r e s p e c t i v e m e n t s u r les r o u l e a u x R e t R / ( f i g . i ) . 
S o i e n t X et X ' l es a x e s d e c e u x - c i . L e s p o i n t s de c o n -
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t ac t M et M ' , d e C e t d e C a v e c l e s r o u l e a u x c o r r e s -
p o n d a n t s s o n t r e s p e c t i v e m e n t , e n p r o j e c t i o n s u r le p l a n 
de la figure, s u r X e t s u r X ' . 

D é p l a ç o n s la figure ( F ) . L a v i t e s se d u p o i n t M , c o n -
d é r é c o m m e a p p a r t e n a n t à R , e s t é v i d e m m e n t p e r p e n -
d i c u l a i r e à X . I l e n e s t d o n c d e m ê m e , e n v e r t u d u 
p r i n c i p e é n o n c é p l u s h a u t , d e la v i t e s se du p o i n t M 
c o n s i d é r é c o m m e a p p a r t e n a n t à C , c ' e s t - à - d i r e à ( F ) . 
D e m ê m e la v i tesse d u p o i n t M' d e ( F ) e s t p e r p e n d i -
culaire à X'. Il résulte immédiatement de là que le 
centre instantané de rotation de la figure (F) est le 
point I, intersection de X et de X ; . 

A u c o u r s d u m o u v e m e n t , l ' a x e X é p r o u v e u n e t r a n s -
l a t i o n , d o n t la v i t e s se e s t é v i d e m m e n t la m o i t i é d e ce l le 
d u p o i n t M . D e m ê m e p o u r l ' a x e X ' e t le p o i n t M ' . 

C e s s i m p l e s c o n s i d é r a t i o n s s u f f i s e n t p o u r t r a i t e r le 
p r o b l è m e p r o p o s é , c o m m e on le v e r r a p l u s l o i n . Ma i s 
il n ' e s t pa s s a n s i n t é r ê t de s i g n a l e r ici u n e p r o p r i é t é 
i m p o r t a n l e d u m o u v e m e n t e n v i s a g é . 

C h e r c h o n s la t a n g e n t e a u l i eu d u p o i n t l . A c e t e f f e t , 

Fig. «. 

X' 
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d é s i g n o n s p a r do l ' a n g l e d e la r o t a t i o n a u t o u r d u 
p o i n t I q u i c o n s t i t u e l e d é p l a c e m e n t i n f i n i t é s i m a l 
d e ( F ) , à p a r t i r d e sa p o s i t i o n a c t u e l l e . L e p o i n t M 
v i e n t e n M , , M M , é t a n t p e r p e n d i c u l a i r e à X , l e 
p o i n t M ' v i e n t e n M j , M ' M ' t é t a n t p e r p e n d i c u l a i r e 
à X ' , e t l ' o n a 

MMi = IM dcp, M M; = IM' d f . 

L e s a x e s X e t X ; s o n t v e n u s e n X t e t X ' t , a y a n t s u b i 

d e s t r a n s l a t i o n s d o n t l e s v a l e u r s s o n t r e s p e c t i v e -

m e n t ¿ M M , e t j M ' M j , d ' a p r è s la r e m a r q u e f a i t e p l u s 

h a u t . S o i e n t I , le p o i n t d e r e n c o n t r e d e X , e t d e X ' 4 , 

P e t P ' s e s p r o j e c t i o n s r e s p e c t i v e s s u r X e t s u r X 

O n a 

<i) ^ P ^ I l M ^ , I , P ' = ilM'rf<p, 

d ' o ù 

s inPHj __ _ j M __ sin FM'M 
~~ l i P ' IM' 

sinP'IÎ! sinIMM' 

M a i s c o m m e 

P l ï t ÎMMVl -f- ÎMM^ 
c e l a e x i g e 

Plt i = ÎM^Î; F l l i = ÎMM . 

O n e n c o n c l u t i m m é d i a t e m e n t que I I , , c'est-à-dire 
la tangente au lieu du point I, se confond avec la 
tangente au cercle IMM'. Tel le est la const ruct ion 
s i m p l e d e m a n d é e . 

O n p e u t é g a l e m e n t c h e r c h e r l es t a n g e n t e s a u x l i e u x 
d e s p o i n t s d e c o n t a c t M e t M ' d e s c o u r b e s C e t C a v e c 
l e s r o u l e a u x c o r r e s p o n d a n t s ( i l s ' a g i t , b i e n e n t e n d u , 
d e s c o u r b e s e n g e n d r é e s p a r l e s p o i n t s q u i s o n t succès-
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sivement p o i n t s d e c o n t a c t ) . On ' r e c o n n a î t q u e la t a n -
g e n t e a u l i e u d u p o i n t M , p a r e x e m p l e , e s t la s y m é -
t r i q u e p a r r a p p o r t à X d e la t a n g e n t e e n M à C . J e n e 
m ' a t t a r d e r a i pas à é t a b l i r ce r é s u l t a t , é t a b l i , a ins i d u 
r e s t e q u e c e l u i q u i p r é c è d e , p a r M . B i e n a y m é , d a n s le 
cas p a r t i c u l i e r où les c o u r b e s C e t C se r é d u i s e n t à u n e 
m ê m e d r o i t e . 

«i. A b o r d o n s m a i n t e n a n t le p r o b l è m e p o s é au n° 1. 
S o i e n t ( jig. 2 ) O y d e u x axes r e c t a n g u l a i r e s 

y 
Uo 

O« av. 

e n t r a î n é s avec les c o u r b e s C et C ' , O 0 # 0 e t O0y0 d e u x 
axes fixes, O 0 M 0 e t O 0 M 0 d e u x d e m i - d r o i t e s p a r a l l è l e s 
a u x axes IM e t I M ' d e s r o u l e a u x s u r l e s q u e l l e s r o u l e n t 

les c o u r b e s C e t C ' . A p p e l o n s ç l ' a n g l e ( o 0 # 0 , 0 . r ) , a 

e t a ' les a n g l e s c o n s t a n ts ( o 0 x 0 , O 0 M 0 ) e t ( o ^ T O o ^ o ) . 
S o i e n t x , y l es c o o r d o n n é e s d u c e n t r e i n s t a n t a n é d e 

r o t a t i o n I p a r r a p p o r t a u x axes m o b i l e s , p et p' les l o n -
g u e u r s 1M e t IM 7 , s u s c e p t i b l e s de s i g n e s , p u i s q u ' e l l e s 
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s o n t p o r t é e s p a r d e s d r o i t e s o r i e n t é e s , p e t p' s o n t d e s 
f o n c t i o n s , d e f o r m e s c o n n u e s , d e s q u a n t i t é s y e t ©. 

N o u s a l l o n s e x p r i m e r a n a l y t i q u e m e n t l e s p r o p r i é t é s 

t r a d u i t e s a u n ° 2 p a r l e s é g a l i t é s ( i ) . G o m m e la q u e s t i o n 

é t u d i é e e s t g é o m é t r i q u e , o n p e u t s u p p o s e r q u e l e m o u -

v e m e n t a l i e u d e m a n i è r e q u e la v i t e s s e a n g u l a i r e 

s o i t c o n s t a m m e n t é g a l e à l ' u n i t é . D a n s c e s c o n d i t i o n s , 
l e s é g a l i t é s ( i ) e x p r i m e n t q u e l e s c o m p o s a n t e s d e la 
v i t e s s e d u p o i n t I ( 4 ) , s u i v a n t l e s d i r e c t i o n s I N e t I N ' 

q u i f o n t l ' a n g l e ~ r e s p e c t i v e m e n t a v e c IM e t IM 7 , o n t 

p o u r v a l e u r s ¿ p e t i p' ( e n g r a n d e u r e t e n s i g n e ) . C e s 

p r o p r i é t é s o n t é t é é t a b l i e s e n c e q u i c o n c e r n e la v i t e s s e 
a b s o l u e d u p o i n t I . M a i s e n v e r t u d ' u n e p r o p r i é t é f o n -
d a m e n t a l e d u c e n t r e i n s t a n t a n é d e r o t a t i o n , elles sont 
également vraies en ce qui concerne sa vitesse rela-
tive. 

O r , la v i t e s s e r e l a t i v e d u p o i n t I a p o u r c o m p o s a n t e s > 
s u i v a n t Ox e t Oy, 

dx __ dx dy __ dy 
dt ~~~ dtp' dt dy 

Sa c o m p o s a n t e s u i v a n t I N e s t d o n c 

dx / tz \ dy 

dx . . dy . x 

(*) Il s'agit, bien entendu, de la vitesse du point, mobile par 
rapport à la figure mobile comme par rapport à la figure fixe, qui 
devient successivement centre instantané de rotation pour les diverses-
positions de la première figure. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Juin 1916.) 18 



O n a d o n c 

( a ) 

O n a là u n s y s t è m e d e d e u x é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s 
l i n é a i r e s e n x e t y , d o n t l ' i n t ég ra t iom fa i t c o n n a î t r e x 
et y e n f o n c t i o n d e <p. 

O n c o n n a î t a ins i le l i eu d u p o i n t I p a r r a p p o r t au 
s y s t è m e m o b i l e , c ' e s t - à - d i r e la courbe roulante d u 
m o u v e m e n t c o n s i d é r é . 

L a so lu t i on d u p r o b l è m e s ' a c h è v e a i s é m e n t . S o i e n t , 
en e f fe t , Î , YJ l es c o o r d o n n é e s d u tp©int O p a r r a p p o r t 
a u x axes f i x e s ; les c o o r d o n n é e s r e l a t i v e s x., y .du. c e n t r e 
i n s t a n t a n é d e r o t a t i o n I s a t i s f o n t a u x r e l a t i o n s c o n -
n u e s 

e t ses c o o r d o n n é e s a b s o l u e s x0, y0 s o n t d o n n é e s p a r 
l es f o r m u l e s 

o, 

(4) 

x e t y é t a n t c o n n u s e n f o n c t i o n d e ta, des f o r m u l e s ( 3 ) 



( ) 
donnent Ç et tj par les quadratures 

( 5 ) 
^ = J ^ S , n ? C0SCP) 

rt = / ( — # coscp-H sincp) dcp, 

e t Les f o r m u l e s ( 4 ) p e r m e t t e n t e n s u i t e d e c o n s t r u i r e la 
c o u r b e b a s e , l i eu d u p o i n t I d a n s le p l a n f i x e . 

L ' i n t é g r a t i o n d u s y s t è m e { 2 ) p r é s e n t e r a le p l u s s o u -
v e n t d e g r a n d e s d i f f i c u l t é s , c o m m e le m o n t r e l ' é t u d e 
d u ca s , c e p e n d a n t l ' u n d e s p l u s s i m p l e s , a priori, 
t r a i t é p a r M . B i e a a j i n é . 

4 . V o i c i u n e x e m p l e a s sez i n t é r e s s a n t . Supposons 
que les courbes C et C! se réduisent à deux droites 
faisant entre elles un angle égal à celui des rou-
leaux correspondants. Ou peut supposer que C' se 
c o n f o n d a v e c O x , la d r o i t e C p a s s a n t p a r l e p o i n t O e t 
f a i s a n t u n a n g l e a av-ec Ox. L a d r o i t e O 0 M ^ s e r a s u p -
p o s é e c o ï n c i d e r a v e c O 0 # * 0 , O 0 M 0 f a i s a n t - l ' a n g l e a 
a v e c O 0 # o - E c r i v o n s l es é q u a t i o n s ( a ) . E n v e r t u d e 
l ' h y p o t h è s e , il f a u t f a i r e d a n s la s e c o n d e aJ — o . 

C a l c u l o n s p. 11 f a u t é c r i r e q u e le p o i n t M e s t s u r la 
d r o i t e C , ce q u i d o n n e 

c o s a f j ' -h p sin(a — ç ) ] = s i n a [ # - h p cos (a — <p)], 

o u 

p [sm a x>os (*—ïp) — cos a «in^a — tp )] = p sin ç = y casa — a? sin st, 

e t 
y cosa — x sin a 

sint© 

L a p r e m i è r e d e s é q u a t i o n s ( 2 ) e s t d o n c 

(6 ) . ^ ¡ » ( ç : - « ) ^ ^ » = dx. . 1 j / .cosa — a? sin a 
dip •2 sincp 
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L a s e c o n d e s ' e n d é d u i t i m m é d i a t e m e n t e n r e m p l a -

ç a n t a p a r z é r o , c e q u i d o n n e 

dx . dy i y 
( 7 ) -T-Sincp 4 - ~ C 0 5 9 = F 

acp ' dip 1 1 smcp 

R e t r a n c h o n s d e l ' é q u a t i o n ( 6 ) l ' é q u a t i o n ( 7 ) m u l t i -
p l i é e p a r c o s a . I l v i e n t , e n s u p p r i m a n t l e f a c t e u r s i n a , 

/ox dx dy . i x ( 8 ) r— COSCP H 7- SII19 = : • df T acp 2 sincp 

I l f a u t i n t é g r e r l e s y s t è m e d e s é q u a t i o n s d i f f é r e n -
t i e l l e s ( 7 ) e t ( 8 ) . A v a n t d e l e f a i r e , r e m a r q u o n s t o u t 
d e s u i t e q u e ce s y s t è m e e s t i n d é p e n d a n t d e a . O n a u r a i t 
d o n c o b t e n u l e m ê m e s y s t è m e e n r e m p l a ç a n t l e s 
d r o i t e s C e t O 0 M 0 p a r d e u x d r o i t e s C ' e t O 0 M ' 0 , 
i n c l i n é e s d ' u n m ê m e a n g l e q u e l c o n q u e ctJ, r e s p e c t i v e -
m e n t s u r O x e t s u r O 0 # o . H r e v i e n t a u m ê m e d e d i r e 
q u e , d a n s l e m o u v e m e n t c o n s i d é r é , t o u t e d r o i t e d e la 
figure m o b i l e , p a s s a n t p a r l e p o i n t O , r o u l e s u r u n 
r o u l e a u f a i s a n t a v e c O0x0 l e m ê m e a n g l e q u e c e t t e 
d r o i t e f a i t a v e c 0$. O n p e u t é n o n c e r c o m m e il s u i t ce 
r é s u l t a t , s u s c e p t i b l e d ' u n e v é r i f i c a t i o n e x p é r i m e n t a l e 
a s s e z s i m p l e : 

Un faisceau de droites, de grandeur constante, 
peut recevoir un mouvement tel que chacune de ses 
droites roule sur un rouleau roulant lui-même sur 
un plan, et les axes des rouleaux restant parallèles 
aux droites d'un faisceau fixe égal au faisceau 
considéré. Ces axes forment d'ailleurs eux-mêmes 
un faisceau à un moment quelconque (puisqu'ils 
doivent tous passer par le centre instantané de rota-
tion correspondant). 

R e v e n o n s à l ' i n t é g r a t i o n d u s y s t è m e d e s é q u a t i o n s (7) 
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e t ( 8 ) . P o u r la f a i r e r a p i d e m e n t , m u l t i p l i o n s la s e c o n d e 

p a r i = \J— 1 e t a j o u t o n s à la p r e m i è r e . I l v i e n t 

( dx . dy \ . [ dy . dx \ 

_ + C0S(f = 

y —ix 
2 sin© ' 

o u e n c o r e 

y— ix 
i sincp ' 

ou e n f i n 

d . 
-r (y —lx) • • 
a c p w i _ cos<p — i sintp 

y—ix 2 sin<p(coscp -h i s inç) asincp ' 

e t e n i n t é g r a n t 

L ( y — ix) = LK -+- ¿0 -i- ^ L s in9 — — «p, 

L K -f - i ô é t a n t u n e c o n s t a n t e , e n g é n é r a l i m a g i n a i r e , 

e t m i s e s o u s u n e f o r m e c o m m o d e p o u r la s u i t e d e s 

c a l c u l s . O n t i r e d e là 

' i 6 ^ ^ 

y—ix = Ky/sincpe \ * / , 

e t , e n s é p a r a n t le r é e l d e l ' i m a g i n a i r e , 

x = K/sin<p sin — 

y = K y/sin f cos ^ — . 

O n r e c o n n a î t a i s é m e n t q u e c e s é q u a t i o n s r e p r é -
s e n t e n t u n e lemniscate a y a n t s o n p o i n t d o u b l e à l ' o r i -
g i n e , c ' e s t - à - d i r e a u s o m m e t d u f a i s c e a u m o b i l e . T e l l e 
e s t d o n c la c o u r b e r o u l a n t e d u m o u v e m e n t . 

P o u r a c h e v e r , i l f a u t a p p l i q u e r les f o r m u l e s ( 5 ) . 
O b s e r v o n s d ' a b o r d q u e l ' o n p e u t s u p p o s e r q u e l e s 
a x e s Ox e t O y s o n t l e s t a n g e n t e s a u p o i n t d o u b l e d e 
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Ja l e m n i s c a t e , c e <$t§i re.yieii£, ©fi l e v o i t a i s é u s e n t , à 
f a i r e 0 = o . O n a a l o r s 

x sin cp —h-y coso = Ky^sincp ^sin^ sin — -+- cos<p cos 

== Ki/s inco c o s 2 , i 

— x cosrf -f-^sintp = K/sincp ^— coscp sin 2 sincp c o s ^ 

= K J s i n o sin —, 
' 2 

d ' o ù 

Ç = K J*/sincp cos 2 dy, YJ = K J*^sincp &in £ rfcp. 

C e s i n t é g r a l e s s o n t e l l i p t i q u e s , c o m m e o n le vo i t 
t o u t d e s u i t e p a r le c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e 

,-î 
e 2 = t. 

L a c o u r b e b a s e d u m o u v e m e n t , c ' e s t - à - d i r e le l i e u d u 
p o i n t (x0l r o ) ? e s t d o n n é e p a r l e s f o r m u l e s ( 4 ) , c o m m e 
o n l 'a v u . 

5 . L ' e x e m p l e p r é c é d e n t m e t e n é v i d e n c e l ' e x i s t e n c e 
d ' u n m o u v e m e n t p l a n , a n COÛTS d u q u e l u n e i n f i n i t é d e 
d r o i t e s d e la figure m o b i l e r o u l e n t c h a c u n e s u r u n r o u -
l e a u . J e va i s m o n t r e r qu'i l" n ' y a la q u ' u n c a s p a r t i c u l i e r 
d ' u n e p r o p o s i t i o n g é n é r a l e , d o n t vo i c i l ' é n o n c é : 

Etant donné un mouvement plan quelconque, il 
existe dans la figure m&bêle mte infinité de courbes 
à&nt chacune peut être eonsvdérêe comme roulant 
sur un romleau, qui roule lui-même sur un plan. 
Toutes ces evurbes se déterminent d'ailleurs sans 
quadrature. 

J ' é t a b l i r a i c e l a p a r mm r a i s © r m e m e o t g é o m é t r i q u e . 



(- ) 
Go ns i d é r a n s u n m o w ^ m e n t< défi n i pa r le r o u l e m e n t 

d e la c o u r b e & s u r la c o u r b e G 0 , et ; c h e r c h o n s u n e 
c o u r b e G, l iée à Cu, qwi1, au c o u r s du m o u v e m e n t , r o u i « 
s u r u n r o u l e a u d o n t Taxe est pa ra l l è l e à la d r o i t e f ixe D 0 

( f i g - A u m o ment i où le c e n t r a i n s t a n t a n é d« r o t a t i o n 

es t e n le p o i n t d e c o n t a c t M d e G e t d u r o u l e a u d o i t 
ê t r e tel ( n ° 2), q u e I M soi t p a r a l l è l e à D 0 , e t i l f a u t en? 
o u t r e q u e la p r o j e c t i o n du . d é p l a c e m e n t i n f i n i t é s i m a l 
d u p o i n t I s u r la t a n g e n t e à la t r a j / ec to i re du p o i n t M 
soi t m o i t i é d u d é p l a c e m e n t d e ce d e r n i e r p o i n t . 

S o i e n t ds le d é p l a c e m e n t d u p o i n t 1 s u r G f t r d'f l ' a n g l e 
d e la r o t a t i o n a u t o u r de I q u i c o n s t i t u e le d é p l a c e m e n t 
é l é m e n t a i r e d e la figure m o b i l e , R e t R 0 l es r a y o n s de 
c o u r b u r e d e s c o u r b e s G e t G 0 au p o i n t L L ' a n g l e rfcp 
e s t , G û m m e il e s t b i e n c o n n u , e t d ' a i l l e u r s é v i d e n t , la 
d i f f é r e n c e d e s a n g l e s d e c o n t i n g e n c e des counbes G * 
e t G . O n a d o n c 
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D ' a u t r e p a r t , l e d é p l a c e m e n t d u p o i n t M e s t é g a l 

à lMûftp e t l a p r o j e c t i o n d u d é p l a c e m e n t d u p o i n t I s u r 
la t a n g e n t e à la t r a j e c t o i r e d u p o i n t M es t 

ds cos [XiT\IM)- t - ^ J = - - ^ s i n ( n \ I M ) , 

I T é t a n t l a t a n g e n t e c o m m u n e a u x c o u r b e s G e t G 0 . 

O n a d o n c 

IM cfy = — ids sin ( lTJ[M ), 
o u 

= - 2 s i n ( f l \ Î M ) 

e t e n f i n 

IM = 2 d
R R ° d s i n ( ï f ^ I M ) = 2 cosNJM, 

n 0 — K n 0 — K-

I N é t a n t la n o r m a l e e n I . 
O n e n d é d u i t i m m é d i a t e m e n t q u e l e p o i n t M d o i t se 

t r o u v e r s u r u n c e r c l e t a n g e n t e n I à G 0 e t G e t a y a n t 
RR p o u r r a y o n — — C e c e r c l e n ' e s t a u t r e q u e c e l u i q u ' o n 

a p p e l l e cercle de roulement, e t d o n t l ' i m p o r t a n c e 
r é s u l t e d u f a i t q u e , p o u r la f o n c t i o n c o n s i d é r é e d e G , 
la d i s t r i b u t i o n d e s c e n t r e s d e c o u r b u r e d e s t r a j e c t o i r e s 
d e s p o i n t s d e la f i g u r e m o b i l e e s t la m ê m e q u e si le 
c e r c l e d e r o u l e m e n t r o u l a i t s u r I T . 

E n v u e d ' a b r é g e r , j ' a i p a s s é r a p i d e m e n t s u r l e s q u e s -
t i o n s d e s i g n e , d a n s l e r a i s o n n e m e n t q u i p r é c è d e . 11 
s e r a i t f a c i l e d e le c o m p l é t e r s o u s ce r a p p o r t . 

L a d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e é n o n c é e s t m a i n t e -
n a n t i m m é d i a t e . E n c h a q u e p o i n t d e l a c o u r b e G , p a r 
e x e m p l e a u p o i n t F , c o n s t r u i s o n s l e c e r c l e r ' q u i 
d e v i e n d r a c e r c l e d e r o u l e m e n t , q u a n d le p o i n t F 
d e v i e n d r a c e n t r e i n s t a n t a n é d e r o t a t i o n . D é t e r m i n o n s 
e n s u i t e l e p o i n t M7 t e l q u ' à c e m ê m e m o m e n t F M ' 
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d e v i e n n e p a r a l l è l e à D 0 . A c e t e f fe t , m a r q u o n s s u r G 0 

le p o i n t i'0 avec l e q u e l v i e n d r a se c o n f o n d r e V ( a r c 

Il'0 = a r c J I ' ) . S o i e n t l ' T ' e t l'0T'0 l es t a n g e n t e s e n I ' e t 

en I'0. L a d i r e c t i o n d e F M ' es t é v i d e m m e n t d o n n é e p a r 

la r e l a t i o n 

L e l i e u d u p o i n t M ' , a in s i d é t e r m i n é , es t u n e c o u r b e C 
j o u i s s a n t d e la p r o p r i é t é é n o n c é e . 

A c h a q u e d i r e c t i o n d o n n é e D 0 c o r r e s p o n d u n e t e l l e 
c o u r b e C e t u n e s e u l e . 

U n cas p a r t i c u l i e r r e m a r q u a b l e es t c e l u i où le m o u -
v e m e n t d o n n é es t un mouvement cycloïdal: la c o u r b e G 
se c o n f o n d a n t avec le c e r c l e d e r o u l e m e n t p o u r t o u t e s 
les p o s i t i o n s d e la figure, t o u t e s l e s c o u r b e s G se c o n -
f o n d e n t aus s i avec G . A u t r e m e n t d i t : 

Quand un cercle roule sur une droite, ce cercle 
roule aussi sur une infinité de rouleaux dont les 
axes, à un moment quelconque, passent par le 
centre instantané de rotation. 

L a r é c i p r o q u e e s t p e u t - ê t r e p l u s f r a p p a n t e , e t le 
l e c t e u r , a p r è s ce q u i p r é c è d e , n ' a u r a n u l l e p e i n e à 
l ' é t a b l i r . E l l e s ' é n o n c e a in s i : 

Assujettissons un cercle horizontal à rouler sur 
deux rouleaux horizontaux, dont les axes, à un 
certain moment, se coupent en un point du cercle : 
i° au cours du mouvement, cette propriété ne cessera 
pas d'avoir lieu; 2° on peut, sans gêner le mouvement 
du cercle, le faire rouler sur un nombre quelconque 
de rouleaux dont les axes concourent avec ceux des 
deux premiers; 3° le mouvement du cercle est le 
même que s'il roulait sur une droite, lieu du point 
de concours des axes des rouleaux. 



( ) 
Je s i g n a l e r a i e n f i n la r e c h e r c h e d e s c o u p.bes G* d a n s 

un mouvement épicyeloïdal. On, vériiiejza que- c e s o n t 
des épicyaloïdes. 

6 . L e s r o u l e m e n t s d e c o u r b e s s u r d e s s u r f a c e s p e n s e n t 
d o n n e r l i eu à b i e n d ' a u t r e s p r o b l è m e s i n t é r e s s a n t s . J e 
m e c o n t e n t e r a i d e s i g n a l e r e n t e r m i n a n t u n e p r o p r i é t é 
d o n t l a déxttomitrafcwm e s t i m m é d i a t e e t q u i p e u t ê t r e 
s u s c e p t i b l e d ' a p p l i c a t i o n s : I m a g ^ m o o S i u n n o w i b c e ^ u e t -
c o n q u â d e Bouleaux, c y l i n d r i q u e s * é g a u x , d o n t l e s a x e s 

fixes ( l e s r o u l e a u x r e p o s a n t s u r d e s c o u s s i n e t s ^ f o r m e n t 
utt faisceau p lan . U n e courbe plane queleoncpue p eu t 
ê tue d é p l a c é e d e m a n i è r e à r o u l e r s a n s g l i s s e m e n t s u r 
l a u s c e s r o u l e a a i x , e t M m m o u v e m e n t » n ' e s t a u t r e q u ' u n e 
r o t a t i o n a u t o u r d u c e n t r e d u f a i s c e a u . 

O n p e u t c o n s t r u i r e p a r e x e m p l e u n e p l a q u e four-
n a n t e , d o n t le b o r d r e p o s e s u r d e s r o u l e a u x à, a x e s c o n -
c o u r a n t s . L a p l a q u e n ' a p a s b e s o i n d ' ê t r e r o n d e p o u r 
f o n c t i o n n e r d ' u n e m a n i è r e s a t i s f a i s a n t e . 

[ M 5 ] 

PROPRIÉTÉ DE CERTAINES FORMES QUADRATIQUES ; 

Pm M. MWTKHSU WEfLL. 

T H É O R È M E . — Le produit de deux formes 

ar-\- £>*"-+- c*— ab — ac — bc 

peut, d'ime infimi té de manié r&$T être représen té pm/x 

une forme de même: espèce. 
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O n a 

a 2 + r«— ac—bc — ab = I [<2 a — b — c)2 3 (6 — c)2]. 

P o s o n s 

ia — b — c = A, 2a ' — 6'— c ' = A ' , 

ô — c = B , 6 — c ' = B \ 

O n a , i d e n t i q u e m e n t , 

( A * - H 3 B 2 ) ( A ' 2 - + - 3 B ' 2 ) = ( A A ' - F - 3 B B " ) T - 4 - 3 ( ÀB* — B A ' ) 2 

P o s o n s 

2 A — P — Y = A A ' 4 - 3 B B ' , 

FI — Y = A B ' — A B / ; • d ' o ù 

2 P = 2 a — A A ' — 3 B B - + - A B — B A ' 

= — 4 a « / — 4 biï — 4 ce' 4 4 ̂  -h 4 

2 Y = 2 a — AA'— 3 BB'— AB'-t- B A' 
= 2a — 4 a a ' — 4 — 4 -+• 4 «c' -+- 4 ôa' -h 4 

D ' a u t r e p a r t , o n a 

(a2-f-62-+- c 2 — a 6 — ac —bc) g'2— a '6'—a'c'— ¿>'c') 

= ^ T ( A 2 - + - 3 B 2 ) ( A ' 2 4 - 3 B ' 2 ) 

= - L [( A A ' -+- 3 B B ' ) 2 4 - 3 ( A B 7 — E A ' ) 2 J' 

4 

P o s o n s - = K , 
2 

aa ' -h ¿6' -h c c ' = X, 
a6' -f- ¿>c' -f- ca! = ¡ji, 
ac' ba'-h cb' =-v , 

L = K - X 4- fx, 
M = K - À + v, 



il v i e n t 
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(a2-i-&2-+-c2—— ac — bc) {a*-\-b'*-\-c"i—a'b'—a'c'—b'c') 

== K*-h L*H- M 1 — KL — KM — LM, 

o ù K e s t arbitraire; l e t h é o r è m e e s t d o n c é t a b l i . 

E n p a r t i c u l i e r , si T o n f a i t K == o , la f o r m e se r é d u i t 

à L 2 - | - M 2 — L M . 

O n p e u t g é n é r a l i s e r b e a u c o u p l e s r é s u l t a t s p r é c é -

d e n t s . 

C o n s i d é r o n s , p a r e x e m p l e , l ' e x p r e s s i o n 

( a + è + c + i / J î + t f l + è - c - ^ 

= 2 a * - f - 2 & 2 - b 2 C * - h 4 a>b -4- t\cd. 

L e p r o d u i t d e d e u x f o r m e s a n a l o g u e s s ' é c r i r a 

( u 2 - f . î>2) (u'* -4- ) = (Uu'-t- vv')2 -+- ( uv — vu'y. 

P o s o n s 
A •+• P -+- Y -+• Ô = MÉ*' -+-

a + ^ — Y — % — uvr — vu' ; 

o n t i r e r a d e là y e t S en f o n c t i o n d e s d e u x a r b i -

t r a i r e s a , jî e t d e s q u a n t i t é s c o n n u e s a , ¿?, . . . , a b 

c ' , ¿ f . D è s l o r s , l e p r o d u i t d e s d e u x f o r m e s 

2 a 2 -h 2 ¿>2 H - . . . - H 4 crf, 

2fl ' î-t- ,26' ! + . . . + 4 c' 

p o u r r a s e m e t t r e , d ' u n e d o u b l e i n f i n i t é d e m a n i è r e s , 
s o u s la f o r m e 
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[0*21), e ] 

SUK LA DÉTERMINATION DE LA TANGENTE EN UN POINT 
DE CERTAINES COURBES PLANES ; 

PAR M. R. BOUVAIST. 

I l s ' e s t g l i s s é d a n s la p r e m i è r e p a r t i e d ' u n e é t u d e 
sur ce sujet ( N o u v e l l e s Annales, 1914? P» 337-354) , 
é t u d e d o n t l e s c i r c o n s t a n c e s m ' a v a i e n t e m p ê c h é d e 
r e v o i r les é p r e u v e s , q u e l q u e s e r r e u r s q u e j e m e p r o -
p o s e d e c o r r i g e r . 

T H É O R È M E . — Soient /-+- XCP un faisceau linéaire de 
courbes planes algébriques, les courbes de base f et <p 
étant de degrés m et n, et Y la courbe du faisceau 
passant par un point O du plan; la tangente à Y 
en O passe par l'intersection des droites homothé-

tiques par rapport à O, dans les rapports ^ et des 

droites polaires de O par rapport à f et cp. 

S o i e n t e n e f f e t 

/ = / m - + - / / « - 1 4 - . . . - + - A07* -h aBarr 
-f- C y * -f- 2 D J -+- 2 E 7 + F = o, 

cp = cp^-h cpn_,-f-.. .-f- A ' ^ + Î B ^ / 

C > * 4- aD'a? + 2 E > + F ' = O. 

L a t a n g e n t e à Y e n O e s t 

F ' i D a r - t - E ^ ) —FÎD^F + E » = 0 ; 
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l e s d r o i t e s p o l a i r e s d e "G p a r r a p p o r t k f e t cp é t a n t 

2 D x -h 2 E / - r - m F = o , 
2 D'a? -f- 2 E'y -h nF' = o, 

la ppcvposf^cm e * t « i ë * » e R t r é e . 

O n e n d é d u i t i i m n é 3 i a t e m e r r t l e s p r o p o s i t i o n s s u i -

v a n t e s : 

i° La tangente en un point quelconque d'une 
courbe du troisième ordre passe par V intersection 
de la droite joignant les points d'intersection à 
distance finie de la courbe et des asymptotes avec 
V homo thé tique dans le rapport de la droite po-
laire du point considéré par rapport aux asymp-
totes. 

La tangente en un point d'une courbe du 
quatrième ordre passe par F intersection de la po-
laire du point considéré par rapport à la conique 
passant par les point d'intersection à distance finie 
de la courbe avec ses asymptotes, avec ly homo thé-
tique dans te rapport ^ par rapport au point consi-
déré, de la polaire de ce point par rapport aux 
asymptotes. 

E x e m p l e s : 

a. Soit T une cubique admettant une asymptote 
de rebroussement A et une asymptote simple rencon-
trant la courbe en A; soient M un point de la courbe, 
O le point d'intersection de D A ; la parallèle à D 

menée par M coupe A en M, ; prenons MM< = 

la parallèle à 0M'{ menée par le milieu ¡JL de MMt 

rencontre la parallèle à A menée par A en T, TM est 
la tangente à T en M. 
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¡3. îSmt T une cubique circulaire de foyer 'singu-

lier F , admettant la droite D pour asymptote, smt M 
un point de la courbey soit enfin A la perpendiculaire 
menée à MF en F^ la jmrallèle & A menée par M 
coupe D en M, , la parallèle à D menée par M coupe A 
en M2, ¡JL étant de milieu de MM2, ia Sroite JJL M1 ¡ren-
contre la tangente ci Y en F en T, MT est la tangente 
à Y en M. 

j . Soit Y une quartique bicircidaire à asymptotes 
d'inflexion ; soient M un point de cette courte, F 
et F' ses foyers singuliers ; la tangente en M à Y est 
parallèle à la polaire de M par rapport aux perpen-
diculaires en F et ¥' cï MF et M F . 

CûttBESPÔNDANCL 

M. G. Fontené. — Sur deux propositions de La-
guen^e, — I. Le cercle pédai d'un pvint fixe par 
rapport aux triangles inscrits à une conique et 
circonscrits à une autre a paur enveloppe une anal-
lagmatique du quatrième ordre. 

L a g u e r r e a é n o n c é ce t h é o r è m e ( N . A1879, 
p . 2 o 5 ) sans e n d o n n e r la d é m o n s t r a t i o n . 

fi. On considère une ellipse; soient u et v les dis-
tances des foyers de T ellipse au centre du cercle, 
de sorte que les puissances de ces foyers par rapport 
au cercle sont P = u2 — R2, P' = v2 — R2. Les condi-
tions de fermetwr-e pour un ùriatngie au wn aqiuaebi-
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latère circonscrit à Vellipse et inscrit au cercle sont 
respectivement 

P P ' = 46 2 R 2 , 
b* R* a» _ i 
PP7" P-H- P 4* 

Cas ou Vellipse est remplacée par un cercle. 

L e s d é m o n s t r a t i o n s d e L a g u e r r e (N. A., 1879, p . 246 
e t 2 5 2 ) s o n t t r è s i n d i r e c t e s ; i l d o n n e la s e c o n d e r e l a -
t i o n e n t r e u el v s o u s u n e f o r m e m o i n s s i m p l e , s a n s 
i n t r o d u i r e P e t P ' . 

M. G. Fontené. — Au sujet de la question 711. — 
D e c e t t e q u e s t i o n p o s é e p a r F a u r e ( 1 8 6 4 , p . 4 4 3 ) , les 
d e u x p r e m i è r e s p a r t i e s o n t é t é r é s o l u e s ( i 8 6 5 , p . 78 , 
e t 1868 , p . 4 4 3 ) . E n ce q u i c o n c e r n e la t r o i s i è m e 
p a r t i e , n o n r é s o l u e , F a u r e s i gna l e u n e c o r r e c t i o n 
( 1 8 8 1 , p . i 4 3 ) ; o n d o i t l i r e : p u i s s a n c e c h a n g é e d e 
s i g n e . I l a j o u t e q u e le t h é o r è m e figure d a n s s o n 
R e c u e i l d e t h é o r è m e s r e l a t i f s a u x s e c t i o n s c o n i q u e s . 
L a q u a t r i è m e p a r t i e e s t m a n i f e s t e m e n t f a u s s e ; l ' a u t e u r 
d i t q u ' u n e é q u a t i o n d e la f o r m e 

x ' n / ( « ) - + - x m ~ x f ( a / O -+- 2 ) 4 - . . . = O, 

o ù f d é s i g n e u n e f o n c t i o n a l g é b r i q u e , a t o u j o u r s d e s 
r a c i n e s i m a g i n a i r e s . I n d é p e n d a m m e n t d u cas m — 1, 
i l s ' e n s u i v r a i t , p o u r m = 2 , q u e l ' é q u a t i o n 

ax*-h(a -1-\)x + ( d + 2 ) = o 

a t o u j o u r s ses r a c i n e s i m a g i n a i r e s , c ' e s t - à - d i r e q u e 
l ' o n a t o u j o u r s 

{a -1- i)2 — 4 a (a -h 2) < o, 
o u 

3 « * - + - 6 A — 1 > O ; 

o r ce t r i n ô m e a d e s r a c i n e s e t p e u t ê t r e n é g a t i f . 



( * 7 3 ) 

M. E.-N. Barisien. — Au sujet du problème de 
Pappus généralisé. — M. J . Joff roy a résolu très 
h e u r e u s e m e n t ce p r o b l è m e d a n s le c a s d ' u n p o i n t P 
d e la b i s s e c t r i c e d ' u n a n g l e ( 0 ( 1 9 1 6 , p . 1 6 8 - 1 7 1 ) , 

J e m e p e r m e t s d ' a j o u t e r d e u x r e m a r q u e s q u i p a -
r a i s s e n t a v o i r l e u r i n t é r ê t . J e c o n s e r v e les n o t a t i o n s d e 
M . J o f f r o y : 

i ° S i / > o n a u r a q u a t r e s o l u t i o n s r é e l l e s : 

S i 1 = 4 a s i n ^ , a l o r s S S ' e s t p e r p e n d i c u l a i r e à O P , 

e t le p r o b l è m e c o m p o r t e t r o i s s o l u t i o n s r é e l l e s ( l ' u n e 

é t a n t d o u b l e ) . 

S i / < 4 « s i " le p r o b l è m e n ' a p l u s q u e d e u x s o l u -

t i o n s r é e l l e s . 

2° O n p e u t a u s s i t r a i t e r l e p r o b l è m e e n p r e n a n t 

p o u r i n c o n n u e s P S = X , P S ' = Y (voir la f i g u r e , loc. 
cit.). 

O n a t o u t d ' a b o r d 

( A ) X + Y = / . 

L e t r i a n g l e P A S d o n n e 

X2 = AS 2 — ia AScosto . 

O r , les t r i a n g l e s s e m b l a b l e s P A S e t P A ' S ' d o n n e n t 

AS X i C a X 
— = V AS = — • 

P a r c o n s é q u e n t 

• . X X2 = a 1 4 Yt j a y c o s w ' 

o u 

( B ) X 2Y 2 = a*(X 2 -H Y 2 ) — 2 a 2 X Y cos to. 
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Juin 1916.) 19 
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E n r e m a r q u a n t q u e 

X 2 - + - Y 2 = ( X Y)2 — 2 X Y = — a X Y , 

o n a l ' é q u a t i o n e n X Y 

X 2 Y 2 = A 2 ( / 2 — 2XY) — 2 A 2 XY C O S C O , 

ou 

(G) X2 Y 2 -h a a 2 ( i -h cosw)XY — a 2 / 2 = o. 

11 e n r é s u l t e 

( D ) XY = — a 2 ( i -h c o s w ) ± a / a * ( i cosw) 2 -+-

O n es t d o n c r a m e n é à r é s o u d r e e t à c o n s t r u i r e X 
e t Y c o n n a i s s a n t X + Y e t X Y p a r (A.) e t ( D ) . 

L a l i a i s o n e n t r e c e t t e s o l u t i o n e t c e l l e d e M . Jo fF roy 
se f a i t p a r l e s r e l a t i o n s s u i v a n t e s : 

()S = x — a-\- AS = a - h OS' = y = fl + À'S' = a + 
Y J \ 

x = a 
( X -4- Y ) al 
— ^ = y = a 

(X + Y ) _ al_ 
X ~ x ; 

a 2 / 2 

X y = " X Y " ' 

tf2 /2 
XY = — , XY = 

^ ^ X Y ; 

L ' e x p r e s s i o n ( D ) p e u t e n c o r e s ' é c r i r e 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

261. 
( 1852, p. 368.) 

Trouver Véquation de la courbe, laquelle coupe sous un 
angle constant toutes les lignes gèodészques sur une sur-
face développable, issues d'un point fixe sur la surface. 

S T R E B O R . 

S O L U T I O N 

Par M. R.-B. 

Quand on développe la surface considérée, les géodésiques 
deviennent des lignes droites. Les trajectoires obli<$ues d'un 
faisceau de droites, sont, comme on sai t r des spirales logarith-
miques. Donc les courbes demandées sont celles qui, après 
développe ment de la développante, deviennent des spirales 
logarithmiques. 

Quant à leur équation, elle sera en générai fort con*pliquée. 

Autre réponse, analogue, de M. H. BROCAUD. 

512. 
( 1860, p. 44.) 

Lorsqu'un corps peut tourner autour de six axes indé-
pendants, on peut le faire tourner autour d'un axe quel-
conque. MÖBIUS. 

S O L U T I O N 

Par M. R.-B. 

L'énoncé est bien vague. On peut le préciser comme il suit : 
supposons un corps indéformable, soumis à des liaisons telles 
qu'à partir d'une de ses poskioms on puisse, tout en respectant 
ces liaisons, lui donner »ix rotations infiniment petites dont 
les axes n'aient pas entre eux de relations géométriques parti-
culières. Alors, en donnant aux rapports mutuels des angles 
de ces rotations toutes les valeurs possibles, elles définiront, 
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par leurs compositions, tous les mouvements infiniment petits 
possibles à partir de la position considérée, et, en particulier, 
toutes les rotations infiniment petites. 

Il s'agit là d'un fait banal. 

5 1 3 . 

( 1860, p. 4i.) 

Lorsqu'on donne un nombre de droites plus grand que 
six, il est toujours possible de trouver des forces qui% agis-
sant suivant ces droites, se fassent équilibre : lorsque le 
nombre des droites est moindre, cette possibilité exige 
encore certaines conditions. MÔBIUS. 

SOLUTION 

Par M. R.-B. 

La proportion est aujourd'hui banale, et il est même surpre-
nant qu'elle ne fût pas telle en 1860. Sept droites prises au 
hasard sont les lignes d'action de forces en équilibre (déter-
minées à un facteur constant près). Si le nombre des droites 
se réduit à 6, 5 ou 4i il faut, pour qu'elles supportent des 
forces en équilibre, qu'elles appartiennent respectivement à 
un complexe linéaire, à une congruence linéaire, à une demi-
quadrique. S'il y a trois droites, elles doivent former un 
faisceau. S'il y en a deux, elles doivent être confondues. 

1 9 8 1 . 

( 1903, p. 432.) 

Toutes les coniques réelles qui passent par le point 
double d'un limaçon de Pascal et lui sont tritangentes 
sont des ellipses égales entre elles. R . BRICARD. 

SOLUTION 

P a r M . E . F A B R Y . 

En posant 
to 

t a n g - = t, 
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le limaçon de Pascal est représenté par les équations 

x = ( a -h b cosw) cosw = - — — — — (i — / 2 ) , 
( i -J- ) 

, , x . a 6 4- (a — 6)¿2 , 
y = ( a -h b cos w) sin w = — — 11. J v } (i -+-*«)« 

Une conique passant par l'origine (point double à tan-
gentes imaginaires) a pour équation 

Aa?*-f- 2Bxy-h •+• zEy = o; 

elle coupe le limaçon en six autres points donnés par l'équa-
tion 

[ a 4 - 6 + ( a — [A (i — / s ) 2 - h 4B<(i f1 ) 4C<*] 
-+• 2 ( 1 4 - Î 2 ) 2 [ D ( I — ¿ 2 ) 4 - 2 E I ] = O-

La conique sera tritangente au limaçon si cette équation a» 
trois racines doubles; son premier membre sera alors de la? 
forme 

( a / ' + ^ ^ + y i + ^ î , 

ce qui donne les sept relations 

A ( a — b) — 2 D = a2, 

iB(b —• a) -h iE = 
A ( 3 & — a ) H- 4 C ( « — b) — 2 D == ¡}2-H2<XY, 

- 4 B 6 - + - 4 E = a8 + pY, 
— A ( 3 6 - F - A ) + 4 G ( A - 4 - 6 ) + A D = Y 2 4 - 2 ^ 8 , 

2 B ( a + 6 ) - f - 2 E = Y Ô , 
À ( a + 6 ) + o.D = o2. 

Les deux premières, les deux dernières, et la somme de 1» 
troisième et de la cinquième, résolues par rapport à A, B, C,. 
D, E, donnent 

2 A a = a 2 -b ô2, 
4 D « = ( a — b)o*— (a-h b)a2, 

4 B a = YÔ — «P, 
/ | E a = ( a + -+- ( « — 
8 G a = ( a H - Y ) 2 - 4 - ( p - i - ô ) 2 . 
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II reste deux relations qui, par d'éiiimûiâiioB d e A, B, C, 

D, E, donnent 

— — < « — t ) * 3 
= 6[aa*-+- 2 S2 — 2P 2 — 2Y 2 H-(a — Y)2 " H P — S)2]. 

a ( > 2 — a 2 ) -h b(v2-+- u2) = — au). 

On peut ainsi exprimer a, p, y» S en fonction de u et p 

4 & A = ( A — 6 ) M , = ( « - + - 3 b ) u , 

4 = ( a -+-•£) p, 4 /P p = ( a — 3 6 ) " , 

et les coefficients de Inéquation de la conique deviennent 

64 A ab2 = i(a — b)2 u2 i (a H- b)2v2, 

64 B ab2 = 

64 G = 2(rt + 6) 2 2(.a — £) 2 p 2 , 

6 4 D a ^ 2 = ( a 2 — 6 2 ) [ ( a + 6 ) e 2 — ( a — ¿>)w2], 

6 4 E « 6 2 = 2 ( a 2 — b2)auv. 

L'équation qui détermine les longueurs des demi-axes ( R ) 
de la conique est 

Posons 

ce qui donne 
Y = a w, (à = 8 — 

am> — 2 b{v. v H- u ), 

R 4 _ R 2 ( A -4-C) A E 2 - + - G D 2 - 2 B D E 
( B2 — AG)2 

( AE»-h GD 2 — 2 BDE) 2 

( B 2 — AC)* 
Or on a 
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Les carrés des demi-axes ont les valeurs positives con-

stantes 
/a + by /a—by { — ) ' { — ) '> 

ces coniques sont des ellipses de grandeur constante, dont le 
centre peut être réel ou imaginaire. 

1992 bis. 
(1904, p. 144.) 

On donne dans l'espace une courbe G. Définir la sur-
face \ la plus générale dont G est la ligne de striction en 
même temps qu'une ligne asymptotique. 

R . B R I C A R D . 

SOLUTION 

P a r L'AUTEUR. 

Soient M un point quelconque de G ( f i g . 0 MT, la tan-

Fig. 1. 

gente en ce point, MG la génératrice, passant en M, d'une 
surface satisfaisante S. Par un point O fixe menons 0 6 pa-
rallèle à MT et Oy parallèle à MG. Quand M varie sur C, 
0 6 engendre le cône directeur 8 de la courbe C, et Oy en-
gendre le cône directeur T de la surface S. 

Gela posé, interprétons sur les cônes & et T les conditions 
de l'énoncé : 

i° G étant la l igne de striction de S, M doit être le point 
central sur la génératrice G; autrement dit, le plan tangent 
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à S en M, c'est-à-dire le plan MGT, est perpendiculaire au 
plan tangent dont le point de contact est rejeté à l'infini 
sur MG. Or ce dernier plan tangent est, comme on sait, 
parallèle au plan tangent à T suivant Oy, et le plan MGT est 
parallèle au plan Oy6. On voit donc que le plan Oy6 doit 
être le plan normal à T suivant O f . 

2° G étant une ligne asymptotique de S, le plan osculateur 

Fig. 2 . 

à G en M doit être tangent à S; autrement dit, le plan oscu-
lateur doit être MGT. Or le plan osculateur dont il s'agit est 
parallèle au plan tangent au cône 8 suivant 0 6 . On voit donc 
que le plan Oy6 doit être le plan tangent au cône 6 sui-
vant 0 6. 

La solution de la question posée résulte immédiatement de 
ces considérations : la courbe G étant donnée, le cône 6 l'est 
également. Le cône Y doit être tel que tous ses plans nor-
maux soient tangents à 8. Sa détermination revient au pro-
blème des développantes sur la sphère. Elle dépend, comme 
on sait, d'une quadrature, et introduit un paramètre arbi-
traire. 

Le cône T étant construit, la surface S doit être considérée 
comme connue. 

2014. 
(1905, p. i 9 i . ) 

Les axes des quadriques de révolution par rapport aux-
quelles deux droites données sont conjuguées engendrent 
un complexe linéaire. 

R. BRICARD. 
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SOLUTION 

P a r L'AUTEUR. 

Remarquons tout d'abord que la conjuguée, par rapport à 
une quadrique de révolution, d'une droite qui en rencontre 
l'axe à angle droit, est une droite qui jouit de ces mêmes 
propriétés, et qui, de plus, est rectangulaire à la première. 

Gela est évident, si l'on considère la seconde droite comme 
intersection des plans tangents à la quadrique aux points où 
la première droite la rencontre. 

Soient alors D et D ' l e s deux droites données, X l'axe d'une 
quadrique de révolution ( Q ) satisfaisante. Je dis que l 'hy-
perboloïde ( H ) défini par D, D' et X est équilatère. 

Il existe en eifet, comme on sait, deux génératrices de (H), 
de système opposé à celui de D, D', X, et rencontrant X à 
angle droit. Soient G et G' ces deux génératrices. Cherchons 
la conjuguée de G par rapport à ( Q ) . Ce sera, d'après la 
remarque initiale, une droite rencontrant X à angle droit. 
En outre, G rencontrant D et D', sa conjuguée doit rencon-
trer D et D'. 

En définitive, cette conjuguée n'est autre que G'. Il résulte 
encore de la remarque initiale que G' est rectangulaire à G. 

Ainsi, les deux génératrices de ( H ) qui rencontrent X à 
angle droit sont rectangulaires entre elles. Cela entraîne bien 
la propriété de ( H ) , énoncée plus haut. 

On est donc ramené à établir que les droites X, qui dé- . 
terminent avec deux droites données D et D' un hyperbo-
loïde équilatère, engendrent un complexe linéaire. 

Voici la démonstration de cette propriété : 
Considérons les hyperboloïdes équilatères ( H ) contenant D 

et D' et passant par un point donné A. Ces hyperboloïdes 
sont assujettis à huit conditions, toutes linéaires par rapport 
aux coefficients de leur équation ponctuelle. Ils forment donc 
un faisceau. La base de ce faisceau comprend les droites D, D', 
la droite menée par A et s'appuyant sur D et D', et doit, par 
conséquent, être complétée par une autre droite G. 

On voit donc que toutes les droites X, déterminant avec D 
et Dr un hyperboloïdc équilatère et passant par un point 
donné A, ont pour lieu un plan ( A , G) . Cela suffit à établir 
la proposition. 
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2078. 

(1907, p . 33:..) 

On appelle un le nihme coefficient du développement 

de ^ — — — e t vn Ie nième coefficient du dévelop-

pement de l—— démontrer qu'en prenant r i -H -h 3x2— x*y 1 r 

X = un+i, Z = 
Y = ¿¿*-f- un+u T = vn-4- vn+u 

on a 
2(X 3 - f - Z 3 ) = Y 3 + T » . 

R . A M S L E R . 

SOLUTION 

P a r M . L . CIIÀNZY. 

Posons en général 

f{x) = h x% -+- p x* -4- q x - 4 - r, 

l'équation f(x) = o ayant trois racines distinctes. Soient 

-Ai) 
et nous aurons l'identité 

Or, dans la question proposée, on peut écrire, suivant une 
remarque de M. A. Gérardin, 

/ ( a r ) = ( * + !)» - 2 , £ = - T . 

On aura donc, en appliquant l'identité ( i) , 

( UN •+• UN+I ) I - 2 « 5 + 1 + ( P „ + VN+X )3 —2 = O, 

ce qui est bien ia relation proposée par M. R. Amsler. 
Démonstration de Videntité ( i ) . — Soient a, b, c les 
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racines supposées distinctes àt f ( x ) = o. On a 

f ( x ) h(x — a)(x — b)(x — c) 
_ i 
~~ h(a — b)(b — c)(c — a) 

( b — c c — a a — b 

Donc 

— a x — b x 

i 
h (a — b)(b — c)(c — a) 

c * i f ¿r X2 

— 

l 1 -
1—: <T \ l 1 - a a 2 

a c i f x x2 

1 4- 1 h -r— 
b \ 1 4- b 62 

6 — a x a?2 

c ! — H 
C 

- h (a — b) {b — c) (c — a ) 1 
c - b 
aii-h 1 fra-h 1 cn-h 1 

On a de même 

y ^ 1 ^ — &x)(i— bx)( i — ex) 

_ — 1 

~ h(a — b)(b — c)(c — a) 

Hb — c)a* (•c — a)b2 (a— b)c2 

I i — aa? i — i — ex 

— 6 ) ( 6 — c ) ( c — a ) 
x [ ( 6 — c ) a 2 ( i 4 - a a 7 4 - a 2 # 2 4 - . . . ) 

-4- ( c — a ) £ 2 ( i 4 - èar-h . . ) 
4- ( a — 6 ) c 2 ( i -+- car -4- c* :r 2 4- . . . ) ] 

Donc 

h(a— b)(b — c) (c — a ) 
X [ ( 6 — c )a"+*4- (c—. ( a — 
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On tire de là 

un - aun+i - h { a _ b ) { b _ c ) { c _ a ) 

G b — a a — c b — a\ 
— a -frn+l çn+l ¿>«+2 

i c'14-2 bn+* 
h (b — c) (bc)"+* ' 

Donc 

De même, 

Vn+l—*Vn un-aun^= {bc)n+* • 

— bvn 

( c f l ) ' l + î 

1— 
(ab)n+* 

Multipliant membre à membre, 

3 f(Vn+l\ 
n» f i Un \ - ^ / 

et comme 

abc = — Ç-y n 
c'est bien l'identité annoncée ( î) . 

Applications. — Outre la solution générale de 

+ Z3) =JK3-+- ¿3 

indiquée par M. R. Amsler, on peut tirer de ( i ) des solutions 
d'équations indéterminées analogues, du troisième degré, 
symétriquefs par rapport à deux couples d'inconnues, en par-
ticularisant le polynome f{x). 

Soit, par exemple, 

/(*)=(*+,)»_*. 
Nous aurons 

( * _ ,)«»+* [ ( « „ H- un+xy- *K» + 1 ] H- pn)»— kv*= O, 
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et , pour n = 3 h 4 - i , cela donnera des so lut ions de 

X»-*-Y« = A:(Zf-4- T3}. 

Soit , par exemple , n = i , 

3 - 3 ( ^ + 2) 

On a, en supprimant les facteurs communs , 

( i + ( k — i) 3 = / : [ ( £ -4- a ) 3 — (A: — i ) 3 ] . 

Pour k = X3, on a un cube somme de trois cubes 

(X 4 4- 2X) 3 = ( a X 3 4 - I ) 3 4 - (X3 — I ) 3 4 - (X 4 — A)3, 

formule équivalente à une formule d'Euler (Cf. S. Œ., 1906, 

P. 93) . 
En partant de 

/ ( * ) = ( * 4 - / ) 3 - * , 

on a plus s implement 

( / 3 4 - m 3 ) [ ( 3 ^ ) 3 4 - ( m 2 ) 3 ] = ( 3 4 - m 5 ) 3 — (i lm*)* , 

d'où un cube somme de cinq cubes . 

Remarques. — i° La démonstrat ion précédente suppose 
que le polynome f{oc) a ses trois racines dist inctes . Un 
calcul analogue démontre que les conclusions subsistent dans 
le cas où il a une racine multiple, ce que des considérations 
de continuité permettaient de prévoir. 

20 Si / = x^-^-px 4 - q, on trouve par un raisonnement 
semblable que 

en posant 

1 
2unxn et — ; 

x*-\-px-t-q qx^-t-px-i-i 

ADDITIONS ET REMARQUES 

P a r M . A . G É R A R D I N . 

Je vais indiquer plusieurs identités donnant de nouvel les 
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solutions dès qu'on en possède une 

a ( a 3 - H b3) = c 3 4 - d3 

sans donner ici de détails sur les méthodes. 
On aura donc pour 

2 ( X 3 - f - Z 3 ) = Y3-+- T3 , 
X = 2 a (a3— c 3 ) , Y = 6 ( 2 a 3 4 - c3), 

Z= c{c3 — 4 a 3 ) , T = d(ia3-h c3). 

On aura encore 

X = ia( a3—d3), Y =b{ia3-^ d3), 

Z = c ( 2 a 3 + c f 3 ) , T = d ( d z — l a 3 ) 

ainsi que 

X = a ( c » + a è 3 ) , Y = ib(b3 — c 3 ) , 
Z = c ( c 3 — T = tf(c3+4&3) 

et enfin 
X = a ( d 3 4 - 2 6 3 ) , Y = ib{b3 — d3), 

Z = T = 4&3). 

J'ajouterai aussi des solutions générales du problème 

(m34- 3RC3)3-H ( M 3 — 3n3)3 = 2 [ ( M 3 ) 3 - 4 - ( 3 / N / I * ) * ] . 

De même 

( 9 M»-H 5®)*-H ( 9 W 3 — * 3 ) 3 = 2 [ ( 9 A 3 ) 3 4 - ( 3 M I » ) 3 ] , 

et si l'on admet les solutions négatives 

(/»•-+- /r - s*)
3

 + (f
1

-fg - g'
1

 y' = 2[(/
2

- (s")
:

• ]• 

Enfin, on peut trouver, par ma méthode universeller 

d'autres identités en utilisant des fonctions de deux variables 
au second degré. 

Note. — Quelques solutions numériques pour finir : 

1 3 12 4 6 . . . « « + 1 = 3 ¿¿„4- 3 M „ - I 4 - uN-2J 

1 — S 6 — 8 . . . rn+t = — 3 vn— 3 f>n-z; 
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X = = 3 l a 46 
Z = 9n = I — 3 6 
Y = K „ + B „ + 1 = 4 i5 58 

T = P/, •+• = — ^ 3 — 8 

comme on pourra le vérifier. 

ANCIENNES QUESTIONS NON RÉSOLUES. 

383 (1857, 182). — Soient donnés dans un même plan : 
i° une courbe algébrique par une équation de degré n\ 20 un 
triangle dont les cotés sont représentés par les trois équations 
linéaires 

P = o, q = o, r = o ; 

d'un point quelconque M, pris sur la courbe, abaissons sur 
les côtés du triangle p , q, r respectivement les perpendicu-
laires P, Q, H; construisons une seconde courbe dont les 

points aient pour coordonnées démontrer : 1® que la 
H. K 

seconde courbe est aussi de degré n\ 20 que l'équation de 
l'enveloppe de la droite qui joint deux points correspon-
dants M, m des deux courbes est de degré 2n . 

400 (1857, 391). — Soit u un« fonction rationnelle et 
entière du degré n d'un nombre quelconque de variables xy 

y, z, . . . , et soient du, d2 u, ..., dnu les différentielles suc-
cessives qu'on obtient, mais en supposant que dx, dy, dz, .. . 
sont constantes (*). Formons l'équation 

tn dn u -+- u tn~l d l i u 4 - n(n — i)tMdn-* u 
4- n{n — \){n — i)t'l~*dn-*u 4 - . . . 
4 - n(n — 1 )(n — 2 ) . . . it du 
4 - 11 ( n — 1 ) ( n — 3 ) . . . 2 . I W = O , 

( ' ) Alors du renferme dx, dy, dz\ d2u renferme dx7, dx dy, 
dy2, . . . et 0. 
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Formons une fonction symétrique quelconque rationnelle et 
entière des différences des racines de cette équation; sa 
valeur est une fonction entière des coefficients dnu, dn~iu, 
d"-*u, ..., du, u et, par conséquent, une fonction de x, y, 
z, ..., dx, dy, dz; si l'on différencie cette dernière fonction 
en traitant dx, dz, . . . comme des constantes, on trouve 
un résultat identiquement nul. MICHAEL ROBERTS. 

NOTE D U RÉDACTEUR. 

Exemple. — Soit 

n = 2, u = ax*-h byx -+- czi, 

du = 2(ax dx -T- by dy -+- cz dz), 

d1 u = i(a dx* H- b dy* -h c dz-); 

l'équation en t est t1 d1 u -h it du -+- iu = o. Choisissons 
comme fonction symétrique la somme des carrés des diffé-
rences des racines; cette somme est 

lud^u)— — \ §[ab(x dy — y dx)* 

-f- ac(x dz — z dx)%-r- bc(y dz — z dy)*]\ 

différentiant cette valeur en regardant dx, dy, dz comme 
constantes, le résultat est identiquement nul. 

ERRATA. 

Page I5I, dernière ligne, au lieu de\— 2ab, lire — iab). 
Page 169, ligne i3, au lieu de x -+• y -h A, lire x-+-y = A. 
Page 170, ligne 9 en remontant, au lieu de M, lire l. 
Page 171, ligne 2, au lieu de as inB, lire asinu). 
Page 201, lignes I2-I3 en remontant, au lieu de du présent 

Volume, lire du Volume de 1915. 
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S U R U N E C U R I E U S E ; F I G U R E R E L A T I V E Ali T R I A N G L E ; 

PAR M. V. THÉBAULT, 
P r o f e s s e u r à E r n é e ( M a y e n n e ) . 

D a n s ce q u i va s u i v r e n o u s c o n s i d é r e r o n s u n 
t r i a n g l e A B C d o n t les c ô t é s s o n t 

BG = a, CA = b , AB = c; 

les h a u t e u r s A A ' , BB ' , C C ' ; O , 1, I \ c l e s c e n t r e s 

d e s c e r c l e s c i r c o n s c r i t , i n s c r i t e t e x i n s c r i l s d e r a y o n s 

D é , Eft, D r , E 0 F c les c o n t a c t s d e ce s c e r c l e s 

a v e c B C , O A , A B r e s p e c t i v e m e n t ; H l ' o r t h o c e n t r e 

{voir la figure). 
Ann. de Mathémat.y 4e série, t. XVI. (Juillet 1916.) 20 
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1. S u r les p r o l o n g e m e n t s d e s c ô l é s d u t r i a n g l e A B C , 

m a r q u o n s , extérieurement au t r i a n g l e , les s e g m e n t s 

A B I = B A , A C 1 = G A , C B 2 = B C , 

G A 2 = A C , B G 3 = G B , B A 3 = A B . 

N o u s o b t e n o n s a i n s i u n h e x a g o n e B, C , A 2 B 2 C 3 A 3 

q u i n o u s p a r a î t i n t é r e s s a n t . 
Les t r i a n g l e s B, A C , , A 2 C B 2 , A 3 B C 3 s o n t r e s p e c t i -

v e m e n t symétriques d u t r i a n g l e A B C p a r r a p p o r t a u x 
b i s s e c t r i c e s e x t é r i e u r e s des a n g l e s de ce d e r n i e r t r i a n g l e . 
.Les d r o i t e s B , C , , A 2 B 2 , A 3 C 3 , a n t i p a r a l l è l e s d e s 
cô tés BC, AB-, CA p a r r a p p o r t a u x a n g l e s A , C , B r e s -
p e c t i v e m e n t s o n t d o n c les s e c o n d e s t a n g e n t e s c o m -
m u n e s e x t é r i e u r e s aux c e r c l e s e x i n s c r i l s et I t., e t 
],M \ a et \ c . D ' o ù ce t t e p r e m i è r e p r o p r i é t é : 

Les eotés d un triangle ABC prolongés découpent 
respectivement sur les tangentes communes exté-
rieures aux cercles exinscrils au triangle des seg-
ments égaux aux côtés de ce triangle. 

C o n s i d é r o n s le t r i a n g l e A B , C , p a r e x e m p l e . La b i s -
s ec t r i c e i n t é r i e u r e LA d e A B C c o n t i e n t aus s i le 
c e n t r e M d u ce rc l e i n s c r i t à A B , C , . C o m m e A M = IA 
e t q u e le p o i n t 1 e s t l ' o r t h o c e n t r e du t r i ang le^ 
M es t u n p o i n t du ce rc l e 0< c i r c o n s c r i t à l«I$T6., c e r c l e 
h o m o t h é t i q u e d u c e r c l e O c i r c o n s c r i t à A B C , le c e n t r e 
d h o m o t h é t i e é l a n t 1 e t le r a p p o r t 

]A _ jî 
1 M ~~ 2 " 

S o i t a l o r s D , le c o n t a c t d u c e r c l e i n s c r i t M avec B | C 4 ; 
D , 1, pa s se en O , e t 

OT DJ = O I M H- M D J == 2 R -4- R. 

D e m ê m e 
O j E i ^ O i F , = : 2 R + r = Oi Di, 
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e t l ' o n a c e r é s u l t a t r e m a r q u a b l e : 

Le triangle formé par les droites B, C| , A2B2, 
C3 A3, c'est-à-dire par les tangentes communes exté-
rieures aux cercles exinscrits \bet Jaet ï^, \aet\c 

du triangle ABC, qui est directement homothétique 
au triangle orthique A 'B 'C , est circonscrit à un 
cercle de centre 0| et de rayon 

L e s a n g l e s d u t r i a n g l e a[5y, r e s p e c t i v e m e n t é g a u x à 
c e u x d u I r i a n g l e o r t h i q u e A ' B ' C , s o n t 

P a r s u i t e l e s c o t é s (ïy, v a , a j ï f o n t r e s p e c t i v e m e n t 

a v e c B C , C A , A B t r o i s a n g l e s 

L e t r i a n g l e ¡3BJB 2 , p a r e x e m p l e , e s t i s o s c e l e e t l e 

m i l i e u d e la b a s e B , B 2 e s t le c o n t a c t E^ d u c e r c l e 

e x i n s c r i t h a v e c C A , c a r 

¡5Eô es t d o n c b i s s e c t r i c e i n t é r i e u r e d u t r i a n g l e a[3y, d e 

m ê m e q u e a D r t e t y F c e t le c e n t r e d u c e r c l e i n s c r i t a u 

t r i a n g l e a p y e s t O » . 

L e t r i a n g l e r e c t a n g l e ¡ 3 0 i D | d o n n e i m m é d i a t e m e n t 

2R + /' = r -h / a + rh -I- rc 

Ti 2 A , 71 — '2 B , TZ — 2 G . 

( G - B ) , ( G - A ) , ( A — B ), 

B j \i(} = c -h p — c — p — 

= Oi p cosB 
= Oi I^H- U p ) cosB 
= 2 R cos B -h ri, 
— 2 R(i — cosB) -h rt,— r 4 î R 4- r = 2R -+- r. 
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N o u s a v o n s a i n s i u n e v é r i f i c a t i o n I r i g o n o m é l r i q u e d e 

la p r o p r i é t é p r é c é d e n t e . 

S o i e n t P , e t Q , l e s c o n t a c t s d u c ô t é ¡3y a v e c les 

c e r c l e s e t I6.. C e s d e u x c e r c l e s é t a n t a u s s i e x i n s c r i t s 

au t r i a n g l e À B, C 4 , 

Pj Cj — p — a, B! Q! = p — a 
e t 

p, QI = p l Ct -4- C, B, B, Qt = b c. 

D e m ê m e 
p 2 Q 2 = a - f - 6 , P3Q3 + 

e t : 

Les segments compris entre les contacts des 
tangentes communes extérieures aux cercles 
et le, ], et \a, 1 a ct sont respectivement égaux 
à la somme des deux côtés correspondants du 
triangle ABC. 

O 1 1 e n d é d u i t q u e l ' on p e u ! t o u j o u r s c o n s t r u i r e u n 

t r i a n g l e 0 a v e c l e s d r o i t e s P | Q i , P2Q2? ^ a Q a -
P a r r a p p o r t a u x é l é m e n t s d e A B C , ce t r i a n g l e a p o u r 

p é r i m c i r e 
•2 ( a b -4- c ) = 4 p ; 

p o u r s u r f a c e 

S — Y/2 p abc = \fcîbc(a -H b -H c ). 

L e c e r c l e i n s c r i t a p o u r r a y o n 

pï = .¿H r = K2 — Ô T \ 

C e r a y o n n ' e s t a u t r e q u e la p e r p e n d i c u l a i r e Oto à 0 1 
en I e t l i m i t é e au c e r c l e c i r c o n s c r i t O au t r i a n g l e A B C . 
L e c e r c l e i n s c r i t à ce t r i a n g l e 9 d é t e r m i n e s u r les 
c ô t é s d e s s e g m e n t s é g a u x a u x c ô t é s a, b, c d u 
t r i a n g l e A B C . 

L e r a p p o r t d h o m o t l i é t i e d u t r i a n g l e a(3y e t d u 



( ) 
t r i a n g l e o r t h i q u e A ' B ' C ' de A B C est 

?.R + r 
'2 R cos A cos B cos G ' 

Î R C O S A c o s B c o s C é t a n t en effet le r a y o n d u c e r c l e 
i n s c r i t à A ' B ' C 7 e n f o n c t i o n des é l é m e n t s de A B C . 

E n d é s i g n a n t p a r at, bt, c{ les cô tés de a j îy , on a 

ei. — B ' C ' ? R - w __(•>. R-+-/*) sin A 
a * i R C O S À C O S B cos G cos B cos G ' 

de m ê m e 

b - ( ' i R + r ) s i n B
 c __ 1 cos A cos G ' cos A cos B 

O n t i re d e là le d e m i - p é r i m è t r e /? , , la s u r f a c e S , et le 
r a y o n R , d u c e r c l e c i r c o n s c r i t , de a[3y : 

p{ = (2 R -h r) t a n g A t a n g B t a n g C , 

S i = ( î R + r ) î tang A t a n g B t a n g G , 

R = + r 
1 4 cos A cos B cos G 

C o m m e d ' a u t r e p a r t peu t s ' é c r i r e 

al = n, t a n g B 4 - rc t a n g G - 4 - b -+- c, 

ou 
a , = r \ ( tang B -1- t a n g G ) , 

et q u e 
A . B C 

n , = 4 R cos — sin — cos — > ri 1 '1 A B • 0 

r c = 4 R cos — cos — sin —> 2 m 2 2 

il r é s u l t e q u e 

r 1 — R ( i -+- cos A -h c o s B H- c o s C ) = R -+- — ̂  • 
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D ' o ù u n e t r o i s i è m e f a ç o n d ' o b t e n i r c e r a y o n d u 
c e r c l e i n s c r i t au t r i a n g l e a p y ( f ) . 

2 . L e s s y m é t r i q u e s d e s p o i n t s B< e t C , , A 2 e t B 2 , 
C 3 e t A,j p a r r a p p o r t a u x s o m m e t s A , B, C d é t e r m i -
n e n t a u s s i u n t r i a n g l e a ' ¡ î ' y ' d o n t les c ô t é s s o n t r e s p e c -
t i v e m e n t a n t i p a r a l l è l e s d e c e u x d u t r i a n g l e A B C d a n s 
l e s a n g l e s A , B , C . C e s c ô t é s d e a ' ^ ' y ' s o n t les l a n -
g e n l e s c o m m u n e s i n t é r i e u r e s a u x g r o u p e s d e c e r c l e s 1 
e t 1 e t 1 e t C e s t a n g e n t e s s o n t les s y m é t r i q u e s 
d e s c ô t é s B C , C A , A B p a r r a p p o r t a u x b i s s e c t r i c e s 
i n t é r i e u r e s d e s a n g l e s d u t r i a n g l e A B C . 

P a r c o n s é q u e n t : 

Les tangentes communes intérieures aux cercles I 
et 1 et\b, I et lc forment un triangle a' ¡3' y' inver-
sement homothétique aux triangles ajîy et A ' B ' C et 
découpent sur les côtés du triangle ABC des seg-
ments respective ment égaux aux côtés de ce 
triangle ABC. 

L e t r i a n g l e a ' ¡3 'y ' a p o u r c e r c l e i n s c r i t le c e r c l e I 

(l) Ces formules ont été signalées dôjà, dans Mathesis notam-
ment, 1911, p. 208-209, par MM. Neuberg et Déprez à propos d'une 
communication de M. Hayashi, professeur au Collège des Sciences 
près de l'Université de Tokio : Sur un théorème japonais. Nous 
renvoyons à cet intéressant article les lecteurs que pourrait inté-
resser l'historique de la question que proposa dans Mathesis, en 
1896, p. 192, M. Neuberg : 

Soient O, I, ïa, IM le les centres du cercle circonscrit et des 
cercles inscrits et exinscrits à un triangle ABC, et soient R, r, 
rai ri>> rc les ray°ns de ces cercles. Les quatrièmes tangentes 
communes à deux des cercles Ia, IM \c forment un triangle Â  BjCj. 
Démontrer que le cercle inscrit à AjBjC, a même centre que le 
cercle circonscrit au triangle lftI/(Tc et qu'il a pour rayon 
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i n s c r i t a u t r i a n g l e A B C . S e s a n g l e s s o n t e n c o r e 

71 — î A , TU — 2B, T. — 2C, 

e t l e s c ô t é s f o n t r e s p e c t i v e m e n t a v e c B C , C A , A B les 
a n g l e s 

( C - B ) , ( C - A ) , ( A - B ) . 

Si P j e t Q j , P'2 e t Q!>, Pi, e t Q'3 d é s i g n e n t les c o n t a c t s 
d e s c ô t é s d u t r i a n g l e a ' j î ' y ' a v e c I e t I e t 1«, I e t I c 

r e s p e c t i v e m e n t , 

P' tQi = a - c , P'8Q'2 = a — b, P^Q '3=b — c 

e t : 

Les segments compris entre les contacts des tan-
gentes communes intérieures aux cercles 1 et 
I et IÔ, I et lc sont respectivement égaux aux 
différences des deux côtés correspondants du 
triangle ABC. 

Le r a p p o r t d ' h o m o t h é t i e d e s t r i a n g l e s a ' ¡S 'y ' e t A ' B ' C 
e s t 

r 
1 R cos A cos B cosC 

E n d é s i g n a n t p a r a\, b\, c\ les c ô t é s d u t r i a n g l e a ' ¡S 'y ' , 

o n a 
, r s inA y __ r sinB r r s i n C 

c o s B c o s G ' 1 cosAcosG 1 cos A cos B 

II e n r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t l e p é r i m è t r e / ^ , la s u r -
f a c e S', e t le r a y o n R^ d u c e r c l e c i r c o n s c r i t à a '¡S'y ' : 

p\ — r tang A tang B tangC, 
s ; = r2 tangA tangB tangC, 
R ' = r 

1 4 cos A cosB cosG 

E n se r e p o r t a n t a u x f o r m u l e s d u p r é c é d e n t p a r a -
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g r a p h e , o n o b t i e n t p a r e x e m p l e 

i R sin A 
ax — a { = — 

cos B cos G 
d ' o ù 

/ sin A -4- sin i B -4- sin 1G \ 
! ( « , - « ' , ) = R ( cos A cos B cosC ) 

= 4 R tang A tang B tan g G, 

S ( a j -h a\) — 4( R -h /•) tang A tang B tangG 

= 2 tan g A tangB tangC(acot A -4- b cot B -h c cot G). 

1.1. L e s t r i a n g l e s a[3y e t z ¡S'y' h o m o t h é t i q u e s à A ' B ' C ' 
s o n t I n v e r s e m e n t h o m o t h é t i q u e s e n t r e e u x . L e c e n t r e 
d h o m o t h é t i e L , e s t u n p o i n t s i t u é s u r I 0 4 , e n t r e 1 
e t O , , e t tel q u e 

I M 0 , 'i R 4- /* 
T T T - — 7 — ' 

d ' o ù 
10 i _ -j>.( R - 4 - ;•) __ •>, R — ra — r 
Lj I /• cfi — r 9 

X\ é t a n t la d i s t a n c e d e L , à B C . 

O n d é d u i t 

^ r(f't>-+~ >'<•) _ r(ru-h /y) _ r(ra-±-rh) 
1 2( R - /•) ' y x ~ -2( R -4- /') ~ 2( R -H r) ' 

y t e t 3, é t a n t les d i s t a n c e s d e L , à C A e t A B . 
L e s c o o r d o n n é e s n o r m a l e s d e L , p a r r a p p o r t au 

t r i a n g l e \ B C s o n t d o n c 

* '* < -h rb, rb -1- /v, ru -+- rc. 
o u 

• A • B S' 
cos2 — , cos2—» cos2— > 

•2 2 2 o u e n c o r e 

1-4-cos A, i-4-COSB, i - f - cosG. 

N o u s r e v i e n d r o n s s u r c e p o i n t t ou t à l ' h e u r e . 
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4 . L e s b i s s e c t r i c e s A ï , BI , G ï r e n c o n t r e n t r e s p e c t i -
v e m e n t le c e r c l e O t c i r c o n s c r i t à e n M , N , P . 
L e s t a n g e n t e s en c e s p o i n t s au c e r c l e O , d é t e r m i n e n t 
le t r i a n g l e tangentiel T d u t r i a n g l e M N P . C e t r i a n g l e T 
e s t i n v e r s e m e n t h o m o l h é l i q u e d u t r i a n g l e a ' f i V . L e 
c e n t r e d ' h o m o t h é t i e L', e s t u n p o i n t d e Î O , tel q u e 

U 1 _ r 
L'jOi ~ 2 R * 

L e s d i s t a n c e s y'.1} d e ce p o i n t a u x c ô t é s d u 

/ • ( 4 R - / V , ) , _ / ( 4 H 

t r i a n g l e A B C s o n t 

-
r(iR-rtt) 

" 2 R • 

L'., a p o u r c o n j u g u é h a r m o n i q u e p a r r a p p o r t à 1 e t 0 1 

u n p o i n t L 2 , c e n t r e d e s i m i l i t u d e e x t e r n e d e s c e r c l e s 1 
et O , c i r c o n s c r i t à I/>I0 q u e n o u s a l l o n s d é t e r m i n e r 
p a r ses c o o r d o n n é e s n o r m a l e s p a r r a p p o r t à A B C . 

C h e r c h o n s l ' i n t e r s e c t i o n L 2 d e s d r o i t e s l „ D e t l ^ E . 
L e s c o o r d o n n é e s n o r m a l e s d e s p o i n t s D , E , F s o n t 

cos2 - . cos2 -

, B cos2 — > 

cos2 - t A 
COS 2 — s 

COS 2 : o, 

c e l l e s d e i a i ï^, \ c s o n t 

( — i , i), 0 , • i , I ) , (i - i ) . 

L e s é q u a t i o n s d e s d r o i t e s I a D , U E s o n t d o n c 

COS 2 -

. G 
cos2 — 

2 
O. 
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OU 

(G B \ B G 

cos2 cos2 — J — 8 COS2 h Y COS2 — = o, 
2 1/ r 2 ' 2 , A ai • A « C\ ,G 

a cos2 h p I cos2 cos2 — ) — v cos2 — = o. 
2 r \ 2 2 / 1 2 

L e s c o o r d o n n é e s n o r m a l e s d e L 2 s o n t d o n c p r o p o r -

t i o n n e l l e s a u x d é t e r m i n a n t s t i r é s d e la m a t r i c e 

cos2 COS2 — 
2 2 

2 A 
COS2 — 

2 

B 
— COS2 — 

2 

1 A * G 
COS2 cos2 — 2 2 

2 C 
cos2 — 

2 

— COS2 — 
2 

G 
o u , a p r è s s u p p r e s s i o n d ' u n f a c t e u r c o s 2 — > a u x q u a n -

t i t é s 

o u 

o u e n f i n 

o B . C , A COS2 h COS2 COS2 — y 
2 2 2 

o G . B COS2 h COS2 COS2 — i 
2 2 2 

. A B G 
COS2 h COS2 COS2 — y 

2 2 2 

A B G sin — COS — COS — 
2 2 2 
B G A 

sin — cos — COS — 
2 2 2 
G A B 

sin — COS — COS — 

2 2 2 

A B G 
tang — y tang —> tang—« 

2 2 2 

C e s o n t c e s c o o r d o n n é e s a u x q u e l l e s n o u s s o m m e s 
a r r i v é g é o m é t r i q u e m e n t d a n s n o t r e M é m o i r e : Sur 
quatre triangles homothétiques {Nouvelles Annales, 
m a i 1 9 1 5 , p . 1 9 3 ) , e n o b t e n a n t les d i s t a n c e s x2, z2 
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d e L 2 a u x c ô t é s B C , C A , A B : 

N o u s d e v o n s ic i a j o u t e r u n e c u r i e u s e p r o p r i é t é d e c e 

p o i n t . 

Il est l'inverse triangulaire, par rapport au 
triangle ABC, du point de Lemoine K' du triangle 

K ' a e n e f f e t p o u r c o o r d o n n é e s n o r m a l e s , p a r r a p p o r t 

a u t r i a n g l e A B C , 

C e t l e r e m a r q u e d o n n e q u e l q u e s p r o p r i é t é s du p o i n t 
d e L e m o i n e d ' u n t r i a n g l e . 

L 2 e s t à l ' i n t e r s e c t i o n d e s t r o i s d r o i t e s 1 I / ,E , I C .F . 
Il e s t d e p l u s le p o i n t d e c o n c o u r s d e s d r o i t e s A D ' , 
B E ' , C F ; , D ' , E ' , F ' é t a n t les p i e d s d e s h a u t e u r s d u 
t r i a n g l e D E F , c a r A , B, C e t D , E , F s o n t d e s p o i n t s 
h o m o l o g u e s d a n s les t r i a n g l e s s e m b l a b l e s A B C 
e t D ' E ' F ' . 

L e s s y m é t r i q u e s A D " , BE" , C F " d e s d r o i t e s A D ' , B E ' , 
C F ' p a r r a p p o r t a u x b i s s e c t r i c e s A l , BT, C I d é t e r m i -
n e n t p a r l e u r i n t e r s e c t i o n l ' i n v e r s e t r i a n g u l a i r e , p a r 
r a p p o r t à A B C , d e L 2 , c ' e s t - à - d i r e le p o i n t K ' d e 
L e m o i n e d u t r i a n g l e 

D o n c d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e : 

Le point K de Lemoine s'obtient en joignant les 
pieds des hauteurs dyun triangle aux symétriques 

la Iò le 

ìv n va , , . 
cot — > cot —, cot— (M. i i i 

C 

(*) J . N K U B E R G , Sur Vhyperbole de Feuerbach (Mathesis, 
avril 1893, p. 81-89). 
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des pieds des hauteurs du triangle des contacts du 
cercle inscrit au triangle orthique par rapport aux 
milieux des côtés de ce dernier triangle. 

O n p e u t t o u j o u r s t r a c e r t ro i s c e r c l e s to n , to/,, (or 

t a n g e n t s r e s p e c t i v e m e n t aux co t é s B ' A ' et A ' C , 
A'IV et O B ' , C ' B ' et A ' C du t r i a n g l e o r t h i q u e et i n t é -
r i e u r e m e n t au c e r c l e c i r c o n s c r i t O au t r i a n g l e A B C . 
S o i e n t V , B", C" les c o n t a c t s d e ces c e r c l e s avec le 
c e r c l e O . 

Les c e r c l e s H , i n sc r i t au t r i a n g l e A ' B ' C ' , e t p a r 
e x e m p l e , on t p o u r ( e n t r e d e s i m i l i t u d e e x t e r n e le s o m -
m e t V ; les c e r c l e s O et o)a on t p o u r c e n t r e de s i m i l i -
t u d e e x t e r n e A ' ; L2 est le c e n t r e de s i m i l i t u d e e x t e r n e 
des ce rc l e s O et IL Ces t ro is p o i n t s V , L2 et A" s o n t 
en l igne d r o i t e . P a r c o n s é q u e n t : 

Si dans un triangle ABC on trace les cercles 
(«)/,, c.),., respectivement tangents, intérieurement, au 
cercle circonscrit O et aux côtés B'A! et A'C', A'B' 
et C'B', C'B' et A ' C du triangle orthique, les 
droites A'A", B'B% C'C" qui joignent les pieds des 
hauteurs aux contacts avec le cercle circonscrit, con-
courent au point L2 inverse triangulaire, par 
rapport à A'B'C', du point K de Lemoine du 
triangle ABC. 

O u e n c o r e , les triangles A ' B ' C ' et A"B"C" sont 
homologiques et le centre dWiomologie est le centre 
de similitude externe des cercles O circonscrit ci ABC 
et H inscrit à A'B'C', c est-ci-dire l'inverse triangu-
laire du point Iv de Lemoine du triangle ABC par 
rapport au triangle orthique A'B'C'. 

L e s c e r c l e s O t e t I , q u i c o r r e s p o n d e n t a u x ce r c l e s 
p r é c é d e n t s O et H d ' u n t r i a n g l e A B C , o n t p o u r c e n t r e 
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d e s i m i l i t u d e i n t e r n e u n p o i n t L , d e I 0 4 q u i n ' e s t a u t r e 
q u e l e c e n t r e d ' h o m o t h é t i e i n t e r n e d e s t r i a n g l e s aj3y 
e t a ' P ' y ' d u p a r a g r a p h e 3 . 

L , a p o u r i n v e r s e t r i a n g u l a i r e p a r r a p p o r t à A B C le 
p o i n t X d e c o o r d o n n é e s n o r m a l e s 

i i i 
I H - C O S A ' I - f - c o s B I - h c o s C 

N o u s a p p e l l e r o n s À le correspondant d u p o i n t K/ d e 
Lemoine de il est situé sur Vhyperbole de 
Feuerbach, i n v e r s e t r i a n g u l a i r e d e la d r o i t e l O O j . 

O n p e u t c o n s t r u i r e a u s s i t r o i s c e r c l e s <0^, r e s -
p e c t i v e m e n t t a n g e n t s a u x c ô t é s BA e t A C , A B e t C B , 
C B e t A C , e t e x t é r i e u r e m e n t au c e r c l e c i r c o n s c r i t O , 
d e K i h h e n A",, B , , C ' , . O n d é m o n t r e c o m m e p r é c é -
demment que les droites AA"f, BB'j, CC'J concourent 
à Vinverse triangulaire L» de A par rapport à ABC 
ou que les triangles homo logiques ABC et A\ B* C] 
ont pour centre d'homologie L,. 

o . C o n s i d é r o n s a u s s i le t r i a n g l e t a n g e n l i e l T ' à A B C 
p a r r a p p o r t a u c e r c l e c i r c o n s c r i t O . Il es t i n v e r s e m e n t 
h o m o t h é t i q u e a u t r i a n g l e a ' j ï ' y ' ; le c e n t r e d ' h o m o -
t h é t i e L 3 e s t e n c o r e u n p o i n t d e 1 0 tel q u e 

L±L - '' • 
L 3 0 H ' 

a u t r e m e n t d i t L 3 e s t le c e n t r e d e s i m i l i t u d e i n t e r n e d e s 
c e r c l e s i n s c r i t e t c i r c o n s c r i t au t r i a n g l e A B C . 

L e s d r o i t e s q u i j o i g n e n t les s o m m e t s d u t r i a n g l e A B C 
a u x c o n t a c t s h o m o l o g u e s d u c e r c l e i n s c r i t a v e c l es 
c ô t é s d u t r i a n g l e a ' [ J ' y ' se c o u p e n t e n L ; { . C o m m e c h a -
c u n e d e c e s d r o i t e s e s t s y m é t r i q u e d e A D , B E , C F , p a r 
r a p p o r t a u x b i s s e c t r i c e s i n t é r i e u r e s d e s a n g l e s d u 
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t r i a n g l e A B C , o n o b t i e n t ici u n e a u t r e d é m o n s t r a t i o n 

d e c e t t e p r o p r i é t é q u e n o u s a v o n s d o n n é e d a n s c e t t e 

R e v u e ( ' ) : 

Dans un triangle, Vinverse triangulaire du point 
de Gergonne J est le centre de similitude interne des 
cercles inscrit et circonscrit. 

L e s t r o i s t r i a n g l e s h o m o t h é t i q u e s a j3y, a ' ¡S 'y ' e t T o n t 

p o u r d r o i t e s h o m o l o g u e s 

î R + r, r et 2R. 

D ' o ù c e t t e p r o p r i é t é r e m a r q u a b l e q u e l ' o n p e u t r a p -

p r o c h e r d e ce l l e c o n t e n u e d a n s n o t r e M é m o i r e : Sur 
quatre triangles homo thé tiques [Nouvelles Annales, 
m a i 1 9 1 5 , p . 206) : 

Toute droite du triangle <*j3y égale la somme des 
droites homologues dans les triangles T et a'|3'y'. 

En particulier, les côtés du triangle at3y égalent 
respectivement la somme des côtés homologues dans 
les triangles T et a'¡S'y'. 

6 . L e s t r i a n g l e s a[3y e t A ' B ' O d e s p i e d s d e s h a u l e u r s 
d e A B C o n t p o u r c e n t r e d ' h o m o t h é l i e u n p o i n t L 4 

d e O f H t e l q u e 

L4H _ 2 R cos A cos B cos G 
LTÔ, ~~ 2 R -+- /• ' 

L e s c o o r d o n n é e s n o r m a l e s d e ce p o i n t , p a r r a p p o r t à 

l ' u n ou à l ' a u t r e d e s t r i a n g l e s A ' B ' C ' e t a 3 y , s o n t 

A B G 
COt — y COt — y COt — • 

2 2 2 

( ' ) R . G O O R M A G H T I G H et V . T H É B A U L T , Sur une question de 
Mannheim et ses applications à la géométrie du triangle (Nou-
velles Annales, t. XVI, 1916, p. io4). 
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D e m ê m e a ' j î ' y ' e t A ' B ' C ' , i n v e r s e m e n t h o m o t h é -

t i q u e s , o n t l e u r c e n t r e d ' h o m o t h é t i e h \ s u r I H d e t e l l e 
f a ç o n q u e 

L 4 I = r 
L'4 H I R cos A cos B cos G 

R sin A sin B sin C R » _ _ 
= r n ~ = — lang A tansrB tangC p cos A cos B cos G />• ° ® ° 

_ tangA -+- tangB -h tangC 
sin A -+- sin B -h sin G 

7 . D a n s le cas p a r t i c u l i e r o ù le t r i a n g l e A B C e s t r e o 
tangle en A , le p r é c é d e n t p a r a g r a p h e p r é s e n t e q u e l q u e 
c u r i o s i t é . 

L e t r i a n g l e o r t h i q u e A ' B ' C ' é t a n t d a n s ce c a s aplati 
s u i v a n t la h a u t e u r A A ' r e l a t i v e à l ' h y p o t é n u s e , d e u x 
c o t é s d e c h a c u n d e s t r i a n g l e s ajSy e t a ' ¡3 'y ' d e v i e n n e n t 
p a r a l l è l e s et p e r p e n d i c u l a i r e s à l ' h y p o t é n u s e . 

O n a , p a r s u i t e , 
ra = r -h rb -f- rc 

o u 

et dans un triangle rectangle la somme des rayons 
des cercles exinscrits dans les angles aigus égale 
V hypoténuse. 

8 . F o r m o n s les t r i a n g l e s D { F { e t D ' , E'4 F [ d e s c o n -
t a c t s d e s c ô t é s d e s t r i a n g l e s aj3y e t a7 ¡3'y' a v e c l e u r s 
c e r c l e s i n s c r i t s 0 « e t I . C e s t r i a n g l e s s o n t , le p r e m i e r 
d i r e c t e m e n t , le s e c o n d i n v e r s e m e n t h o m o t h é t i q u e s a u 
t r i a n g l e A B C . 

O n a e n e f f e t , p a r e x e m p l e , 

f D ^ E , = 9 o°— Ç = G = AcilBi. 

L e s d r o i t e s A D i e t AD' , s o n t d u r e s t e s y m é t r i q u e s 
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d e A D p a r r a p p o r t à U ï t . . L e s t r o i s p o i n t s D , , A e t D', 
s o n t p a r s u i t e e n l i g n e d r o i t e . I l en e s t d e m ê m e d e E« 
B e t E ' } , F , , C e t F ' r 

C e s t r o i s d r o i t e s I ) , A D t , E , B E ' n F , C F ' 4 , s y m é -
t r i q u e s r e s p e c t i v e m e n t d e A D , B E , C F p a r r a p p o r t a u x 
bissectrices Aï, BI, Cl, sont concourantes au point L3 

inverse triangulaire du point de Gergonne J 
de A B C . 

L 3 e s t p a r s u i t e le c e n t r e d e s i m i l i t u d e c o m m u n a u x 
d e u x g r o u p e s d e c e r c l e s c i r c o n s c r i t à D< E f F< e t O , 
O e t 1. 

D e p l u s , e n n o u s r a p p e l a n t n o t r e M é m o i r e p r é c é -
demment cité : Sur une question de Mannheim et 
ses applications à la géométrie du triangle, nous 
o b t e n o n s ce r é s u l t a t : 

Les droites D, AD',, E, BE,, F, CF', rencontrent res-
pectivement le cercle O circonscrit au triangle ABC 
aux points de contact des cercles tangents extérieu-
rement à O et respectivement aux côtés B V et AC, 
A C et C B , C B et B V. 

9 . L e s t r i a n g l e s a[3y e t A B C s o n t h o m o l o g i q u e s ; c a r 
la d r o i t e A a , p a r e x e m p l e , q u i j o i n t les c e n t r e s d e s i m i -
l i t u d e e x t e r n e s V e t a d e s g r o u p e s d e c e r c l e s I e t 
\ n e t O , i n s c r i t au t r i a n g l e a j j y , c o n t i e n t a u s s i le c e n t r e 
d e s i m i l i t u d e e x t e r n e d e s c e r c l e s O , e t 1, c ' e s t - à - d i r e 
u n p o i n t R d e 1 0 , lel q u e 

Ht _ 
ROi ~ Î R 4- /•" 

L e s d i s t a n c e s d e ce p o i n t a u x c ô t é s d u 

t r i a n g l e A B C s o n t 

. r(r-î-rft) /•(/• -+-/•/,) r(r-hrc) = , y\ — r:—- > = — ÏT 
•a R J 'x R 2 R 
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L e s c o o r d o n n é e s n o r m a l e s d e c e p o i n t p a r r a p p o r t 

à A B C s o n t d o n c 

r -h , /' -4- rb, r r,,, 

A B — G . B A — G . G A — B 
sin —cos , sin —cos , sui —cos  

2 2 2 2 2 2 

L e c e n t r e d ' h o m o l o g i e d e s t r i a n g l e s a [¿y e t A B C e s t 
d o n c ce p o i n t R ; T a x e d ' h o m o l o g i e e s t la d r o i t e A 
q u i j o i n t les p i e d s d e s b i s s e c t r i c e s e x t é r i e u r e s d u 
t r i a n g l e A B C . 

L e s t r i a n g l e s a[3y e t l a lô l 6 > s o n t auss i h o m o l o g i q u e s ; 
le c e n t r e e s t 0 4 e t l ' a x e la d r o i t e A p r é c é d e n t e . 

D ' o ù c e t t e p r o p r i é t é : 

Les triangles a[3y, ABC et l a l ô l c sont homologiques 
entre eux ; l'axe commun d'homologie est la droite A 
des pieds des bissectrices extérieures du triangle ABC 
et les centres respectifs sont le centre de similitude 
externe des cercles I et O, de rayon aR + /', le 
point Oj et le centre I. 

[K1 l e ] 

SUR LE BARYCENTRE DES TRIANGLES PSEUDOPODAIRES ; 

PAR M. AURIC. 

C o n s i d é r o n s , d a n s u n t r i a n g l e d e r é f é r e n c e A{ A 2 A S t 

d e u x p o i n t s M , N d o n t l e s c o o r d o n n é e s b a r y c e n t r i q u e s 
s o n t m2, mz ; n u / i 2 , n3. 

P a r M m e n o n s u n e p a r a l l è l e à A , N q u i c o u p e À 2 A* 
e n M , ; o n m è n e d e u x a u t r e s d r o i t e s a n a l o g u e s q u i 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVI. (Juillet 1916.) 21 
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d é t e r m i n e n t d e u x a u t r e s p o i n l s M 2 , M 3 ; le t r i a n g l e 

MiM s M, 

s e r a a p p e l é pseudopodaire d e M p a r r a p p o r t à N ; il 
e s t c l a i r q u e si N e s t l ' o r t h o c e n t r e H d e A , A 2 A 3 , 
M , M 2 M 3 e s t l e t r i a n g l e p o d a i r e d e M ; si M e t N 
v i e n n e n t c o ï n c i d e r e n u n p o i n t q u e l c o n q u e P , o n 
o b t i e n t l e t r i a n g l e c é v i e n o u p é d a l d e P . 

L e s c o o r d o n n é e s b a r y c e n t r i q u e s d e M , , M 2 , M 3 s o n t 

o, 
nt m j n^nit 

o, nt-h n3 

nx m2 
m 3 - t -

n3m2 y 
4 - /i i 

m 3 - t -
« 3 H-

ni m3 m1 H- o . ni -H nt 
m1 H-n{ •+• n2 

o . 

D è s l o r s l e b a r y c e n t r e U d e M , M 2 M 3 a p o u r c o o r d o n -

n é e s 

/ m2 m 3 \ 
\ ni 

l ni \ , / m» = ( i m j + n i \ n2-hn3/ \n2-hn 

u{ = 2 nii -+- rii | \n3-f- ni /ii n\/ 
m-2 m 3 

3 n3-+- fii n{ -+- rc2 

e t d e u x a u t r e s e x p r e s s i o n s a n a l o g u e s . 

L o r s q u e M et N v i e n n e n t c o ï n c i d e r e n P la c o o r -

d o n n é e u s p e u t s ' é c r i r e 

Ui = P i U + + + 

\ Pz-^P\ Pi~i-Pi/ 

- (fi+Pî-^Pz) p 2 -T- p 3 
o u , p l u s s i m p l e m e n t , 

„ _ Pi , Pi Ui 1 ; y Ps + Pi Pl+P* 
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car alors les coordonnées du triangle pédal sont 

P 2 P 3 Oj , , 

Pï-l-Pz P-2-^-pz 
Pl „ Pz y O, j 

Pz-^-Pi Pt-Ï-Pi 
Pi Pl ^ # i , O. Pi-^Pl Pl-+~Pi 

Pour que U soit situé sur la droite MN, on doit avoir 

/ii mj . 
— {JL«! — A nii 

n2-h n3 

ou 

= — - — i — — 
m i /i2-f-«3 

et, par élimination de X et de pi, 

S ni (ni — n\)mim3 = o. 

Lorsque N est donné cette équation représente une 
conique circonscrite au triangle de référence et passant 

par N, par l'inverse de J et par le complé-

mentaire de N( / i a +/ i3 , « 3 / i i - h / i o ) : cette 
conique qui joue un rôle assez important dans la géo-
métrie du triangle est la transformée inverse de la droite 
qui joint un point JN à son inverse (N - 1 ) . 

On a donc le théorème suivant : 
Si N, son inverse ( N e t Vinverse de M(M_I) sont 

en Ligne droite, le barycentre du triangle pseudo-
podaire de M par rapport ci N est sur la droite MN. 

Lorsque M est donné, l'équation précédente repré-
sente une cubique circonscrite au triangle de référence 
et passant par M, par l'inverse de M(M_1), par l'anli-
complémentaire de M 

( m 2 - h m 3 — m u m 3 - h m t — m t l m i + m 2 - m 3 ) 
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et parle barycentre G de AfAoAs. Cette cubique est 
une transformée homographique de la cubique lieu des 
centres des coniques circonscriles à A< A2A3 et dont les 
normales en ces trois points sont concourantes : le lieu 
du point de concours est également, comme on saii, 
une transformée homographique de cette cubique. 

Le barjcentre U vient en N pour X = — 2, c'est-
à-dire 

{JL I '). 

m 1 n2 -+- n3 n^ 

U vient en M pour k =. 1 et X racine de l'équation 
\ 1 \ !—r— — o ; 

(n, -h n2)(n2-+- n3){n3-+- /ii) 

il y a donc trois positions (réelles ou imaginaires) de M 
pour lesquelles N étant donné le barycentre de M, M2 M3 
est en M. 

Lorsque M est le complémentaire de IN 

( / ; ? != / ? 2 - w i 3 , . 
on a 

u 1 = i?ni-h nii = u ( / i i -f- /I2-4- /I^), 

le barycentre de M<M2M3 coïncide avec celui de 
A^ A2A3 et cela était aisé à prévoir puisque, dans ce 
cas, M, est le milieu de A2 A3, M2 celui de A3A,, etc. 
en vertu de la relation 

NG = aGM. 

On peut se demander dans quel cas un triangle pseu-
dopodaire est également pédal, c'est-à-dire homolo-
gique de A,A2A3 ; il suffît d'écrire l'égalité des deux 
termes diagonaux du déterminant formé par les coor-
données de ce triangle. 
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On obtient après réductions 

S n\(n2-f- ns)m2wi3(mî— m3) 

= S/it(fi2 __ nz )m2m3(mi-\- m3). 

Selon qu'on se donne M ou N on a une cubique cir-
conscrite au triangle de référence pour le lieu de 
l'autre point; mais le problème se simplifie beaucoup 
si l'on se place dans l'hypothèse du théorème de 
Kariya(1), c'est-à-dire si l'on admet que les inverses 
de M, de N et du centre d'homologie P, soit (M - 1) , 
(N - 1 ), (P" ' ), sont en ligne droite. 

On trouve aisément que 

» 1 1 

H- m\ = i , n2 n3 

d'où 
A = m\ m\ — m\. 
nx 

Le point {m\, m\y m*) que nous représenterons 
par (M2) est alors le complémentaire de (N - 1 ). 

Le centre d'homologie P de M,M2M3 et A, A2A3 a 
pour coordonnées 

T i i , , , 
m2 -h m3 — m ! m3 -+- 7?ii — m2 mi + m2 — m3 

de sorte que (P~* ) est l'anticomplémentaire de M. 
Le barycentre de M|M2M3 se trouve à la fois sur la 

droite qui joint P à l'inverse de M et sur celle qui 
• • mr • /m} ml 1, • joint M au point l—-> — — - I que nous désignerons 

/M«\ 
P a r \~N~/ * 

On peut donc énoncer le théorème suivant qui est 
une généralisation de celui de Kariya : 

( ' ) Voir Nouvelles Annales, numéro de mai 1910, p. 222. 
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Soit M'i M2M3 le trianglepseudopodaire de iVi par 

rapport à : admettons en outre que M,M2M3 est 
le triangle pédal d'un point P et que M, N, P sont 
sur une conique C circonscrite à AjA^As. Si Von 
prend sur les droites MM,, MM2, MM3 des points Q,, 
Q2, Q, tels que 

les droites A,Q<, A2Q2 , A3Q3 concourent en un 
point Q dont le lieu est précisément la conique C 
lorsque le rapport ci-dessus varie. Le bàrycentre 
de M, M2M3 se trouve à l'intersection des droites 

En particulier, dans le cas du théorème de Kariya 
proprement dit, M est le centre du cercle inscrit 1, 
N l'orthocentre H, P le point de Gergonne, (M~*) le 
point de rencontre des antibissectrices et 

le centre du cercle circonscrit O. 
On a donc la proposition suivante : 

Le centre de gravité du triangle podaire de 1 se 
trouve à l'intersection de la droite 01 avec celle qui 
joint le point de Gergonne à l'inverse de I. 

Cette proposition s'applique également aux cercles 
ex-inscrits à la condition de prendre les points corres-
pondants. 

M M I _ M M 2 _ M M 3 

M Q , ~ M Q 2 ~ FTÏQ^ 
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[ 1 1 3 ] 
SUR LE PRODUIT DES NOMBRES 

DONT CHACUN EST UNE SOMME DE DEUX CARRÉS; 

PAR M . MATHIEU W E I L L . 

Soit un nombre N égal à une somme de deux carrés, 
on aura 

N = a 2 - f - 62 = ( « 4 - bi) [a—bi), 

i étant le symbole imaginaire y/—i. 
Représentons a + bi par A et l'imaginaire conju-

guée a — bi par A,. On aura ainsi 

N = A . A 4 . 

Un autre nombre qui sera aussi une somme de deux 
carrés s'écrira 

N'=c24-^2 = ( c d i ) (c — di) 
= B . B 1 # 

Le produit NN' s'écrira 

N N ' = A A J B B I 

= ( A B ) ( A 1 B 1 ) 

= ( A B 1 ) ( A 1 B ) . 

Or AB et A|B4 sont deux imaginaires conjuguées, et 
leur produit est une somme de deux carrés; de même 
pour AB< et A4 B. On voit donc que le produit de deux 
nombres, dont chacun est une somme de deux carrés 
est, de deux manières, une somme de deux carrés, 
résultat bien connu. 
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Soit, maintenant, un produit de trois nombres N, 
N', N", dont chacun est une somme de deux carrés; on 
aura 

N = A A , , 

N ' = B B , , 

N " = G C I . 

Considérons AB et AB, et adjoignons C et C, suc-
cessivement; nous aurons 

A B C , 

A B C , , 

A B , C , 

ABtCi . 

11 est facile de voir que chacun de ces produits est dis-
tinct des autres, ainsi ABC diffère des trois autres, l'un 
par le changement de C en C,, l'autre par le change-
ment de B en B, ; et le dernier par le changement de BC 
en son conjugué B, C, ; de même ABC| diffère des deux 
qui le suivent; enfin AB, C diffère de AB, C,. 

Dès lors, le produit NN'iN" sera, de quatre manières 
différentes, une somme de deux carrés, car on aura 

\ N ' I Y = ( A B G ) ( A 1 B 1 C 1 ; 

= ( A B C I ) ( A I B , G ) 

= ( A B 1 G ) ( A L B C I ) 

= ( A B J C I ) ( A I B G ) , 

les facteurs entre parenthèses étant deux à deux con-
jugués. 

En considérant, de même, quatre nombres 

N = A A J , 

N ' - B B , , 

N " = C C I , 

N"' = DDi , 
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on considérera les huit facteurs obtenus en adjoi-
gnant D e tD , à chacun des quatre précédents, 

A B G D , 

A B G D T , 

A B C , D , 

A B C I D , , 

A B T G D . 

Il est facile de voir que ces huit facteurs sont tous dif-
férents, et, en adjoignant à chacun son conjugué, on 
aura huit décompositions, distinctes de N, N', N", N'" 
en une somme de deux carrés. On a donc enfin le théo-
rème général suivant, que je me proposais d'établir : 

T H É O R È M E . — Le produit de p nombres, dont cha-
cun est une somme de deux carrés, est une somme 
de deux carrés, de iP~K manières, et les résultats 
sont, tous, différents. 

Considérons, par exemple, le produit de cinq 
nombres, qui s'expriment par 

Considérons le produit 

P = O i - h bii)(a2-h b% i) .. . ( a 5 - h b-a i). 

Il est facile de le mettre sous la forme A -+- B¿, ce qui 
permet de mettre le produit des cinq nombres sous la 
forme A2-f- B2. On a, en effet, 

• ' - » . » . • • • » . f î H - t r H ' 

Le calcul n'offre aucune difficulté, mais il est de plus 
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en plus compliqué, à mesure que le nombre des fac-
teurs, qui, ici, est de cinq, devient plus grand. On voit 
qu'au moyen des imaginaires, le calcul est praticable. 
Le calcul direct présente des difficultés insurmon-
tables, quand le nombre des facteurs est un peu grand. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
EN 1 9 1 6 H -

SUJETS DES COMPOSITIONS. 

Mathématiques. 
Première composition. 

I. Intégrer Véquation différentielle 

( E ) '2X(X — — l X r - + - I = 0 ( V = ^FCJ* 

Une intégrale étant déterminée par la valeur 
qu'elle prend pour une valeur particulière de x, 
dans quel intervalle de variation de x cette inté-
grale demeure-t-elle définie? Que devient Vinté-
grale aux limites de cet intervalle? 

II. Faire dans Véquation (E) le changement de 
variables 

( L-F- U )* 1UV nr — : L.. v — • 

déduire du résultat de ce calcul une représentation 

(*) Il n'y a pas eu de concours en igiS. Celui-ci est ouvert pour 
l'admission de 70 élèves. 
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paramétrique des intégrales de l'équation (E). 
Cette représentation est-elle valable pour toutes les 
valeurs réelles de x? La comparer au résultat de 
Vintégration directe de Véquation (E). 

III. On propose de satisfaire à Véquation (E) par 
un développement de la forme 

V\*\ 

oil et sont deux séries entières en x et 
ou | x | désigne la valeur absolue de x. Trouver les 
séries v(x) et Dans quel intervalle le nouveau 
mode de représentation des intégrales ainsi obtenu 
est-il valable? Le comparer au résultat de Vinté-
gration directe. 

IV. Forme de la courbe y = Forme des 
diverses courbes intégrales. (4 heures.) 

Deuxième composition. 

Un plan vertical est rapporté à deux axes Ox 
et O y; l'axe Ox est horizontal; O y est vertical et 
dirigé vers le haut. Dans ce plan se trouve la tra-
jectoire d'un point de masse unité, libre, pesant et 
subissant de la part de l'air une résistance R tan-
gente à la trajectoire. Les unités choisies étant la 
seconde de temps et le mètre, la trajectoire a pour 
équation 

( i ) y — cix — 8x* — .r3 (a > o). 

Le projectile part de l'origine O sur l'arc OFM 
situé dans l'angle des coordonnées positives; il 
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monte au point le plus haut F et retombe ensuite 
sur Ox en son point de ehute M. 

I. Calculer, en fonction de a, le coefficient angu-
laire m de la trajectoire au point de chute M et la 
flèche / , ordonnée du point F. 

II. Exprimer, en fonction du temps t, V abscisse x 
du mobile et calculer le temps T qu'il met à par-
courir l'arc OFM. Déterminer, en fonction de x, la 
composante X suivant Ox de la résistance R. 

III. Evaluer le travail des forces agissant sur le 
mobile pendant le trajet OFM. Trouver la gran-
deur VM de la vitesse au point de chute. 

IV. Calculer l'aire balayée par le vecteur vitesse 
durant le même trajet. 

V. Divers mobiles identiques partent simultané-
ment de l'origine sur les cubiques qui correspondent 
aux différentes valeurs de a. Trouver, à un instant 
ultérieur quelconque, le lieu de leurs positions, l'en-
veloppe de leurs vitesses et l'enveloppe des normales 
à leurs trajectoires. 

Nota. — Ce problème se rattache au tir du canon de cam-
pagne de 7 >. 

(4 heures.) 

Calcul. 

L échelle des abscisses horizontales étant icm pour 
5oom; l'échelle des ordonnées verticales, icm pour 
om,5o, si l'on prend pour unité le centimètre du 
dessin, la trajectoire du projectile de est repré-
sentée approximativement par la formule 

y — ax — 8 a?2 — x'd, 
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Vorigine O étant au point de départ du projectile. 
A u deuxième point M d}intersection avec Ox, le coef-
ficient angulaire m de la tangente à la courbe (i) 
est 

( 2) m = 8\/a -h 16 — ici — 32. 

La durée en secondes du trajet jusqu'au point de 
chute M est, dans le même système d'unités, donnée 
par la formule 

( 3 ) T = — î — { ( 6 / Î T Î 6 — 8 ) ^ - 0 4 !. 
9 v Y 

où y est l'accélération de la pesanteur dont la gran-
deur est 981 C.G.S. 

La lettre ^désignant l 'angle de la trajectoire vraie 
avec le plan horizontal au départ, on fait varier a 
par degrés de o° à 10". Calculer, pour chacun des 
points de chute correspondants M, les éléments sui-
vants : 

i° En mètres, la portée réelle OM; 
20 En secondes, la durée T du trajet ; 
3° En degrés, Van g le JJL que fait la trajectoire 

réelle avec le plan horizontal en M. 
(1 heure.) 

Épure de Géométrie descriptive. 

Un hyperboloïde de révolution a pour axe la ver-
ticale (O, X'), pour génératrice la droite de front 
(D, D ;). On considère le solide S limité par /' hyper-
boloïde et les deux plans horizontaux P, et P!,. 

Un cylindre de révolution a pour axe la droite 
(D, D') et, pour génératrice celle des génératrices de 
Vhyperboloïde qui est parallèle à (D, FV). 
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On représentera ce qui reste du solide S supposé 

opaque, quand on en supprime la partie située à 
Vintérieur du cylindre. 

On se conformera, pour la mise en place, aux 
données du croquis. Le point O serapris sur le grand 
axe de la feuille, à i20mnî au-dessus du bord infé-
rieur de celle-ci. (4 heures.) 

CORRESPONDANCE. 

H. Bouvaist. — Au sujet de deux articles. — I. La 
solution du problème de Pappus généralisé, parue dans 
le numéro d'avril 1916 (M. Joffroy), n'est pas nouvelle. 
(Voir, par exemple, les Exercices de géométrie, par 
F. G. M.) 
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L'enveloppe d'un segmentde longueur constante dont 

les extrémités décrivent deux droites Ox et O y est 
évidemment une courbe de quatrième classe admettant 
pour axes les bissectrices de l'angle xOy. 11 en résulte 
immédiatement que, quelque soit l'angle xOy, le pro-
blème de Pappus dépend de la résolution de deux équa-
tions du second degré et est, par suite, susceptible 
d'être résolu avec la règle et le compas. 

II. Dans le numéro de mai 1916, M. Barisien dé-
montre que le périmètre d'un limaçon de Pascal est 
équivalent au périmètre d'une ellipse qui a pour demi-
axes les distances du point double à chacun des som-
mets du limaçon. 

Cette proposition résulte immédiatement des deux 
suivantes, qui sont presque classiques : 

a. Lorsqu' une courbe fermée roule sans glisser 
sur une droite fixe, Varc de roulette décrit par un 
point P quelconque, attaché à cette courbe mobile, 
est égal à Varc de podaire compris entre les projec-
tions de P sur les deux tangentes à la courbe mobile, 
qui coïncident avec la droite fixe à l'origine et à la 
fin du mouvement. 

[Théorème dû à Steiner et dont on trouvera une 
démonstration dans un article de M. Balitrand ( N . A ., 
juin 191 5, p. 254).] 

¡5. Un cercle de rayon a roule sans glisser sur 
une droite fixe, en entraînant un point M situé à 
une distance l de son centre ; Varc de roulette décrit 
par le point M pendant une révolution complète du 
cercle mobile est égal au périmètre d'une ellipse 
dont les demi-axes sont a~\~l et a — L 

La proposition de M. Barisien n'est d'ailleurs qu'un 
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cas particulier de la suivante, due à William Roberts : 

Lorsqu une cartésienne se compose de deux boucles 
fermées dont L'une est complètement intérieure ci 
Vautre, les rayons vecteurs issus d'un foyer coupent 
ces deux boucles en deux points correspondants M 
et M'; la différence de deux arcs correspondants est 
égale à un arc d'ellipse. 

ANCIENNES QUESTIONS NON RÉSOLUES. 

Questions de Laguerre (*). 

546 (1860, 4o4). — Etant donnée une conique A, trouver les 
transformations qui la changent en une conique B, de telle 
sorte que les normales à la conique A restent, par la transfor-
mation, normales à la conique B. Même question pour les sur-
faces. 

772 (1866, 384). — Le nombre des sommets ( 2 ) d'une courbe 
algébrique est, en général, donne par la formule 

3 i -h 5 c — 3 d — 3 p, 

dans laquelle i, c, d représentent le nombre des points d ' in-
flexion, la classe, le degré de la courbe donnée, et p le nombre 
des branches paraboliques. 

848 (1868, 137). — Soit une courbe gauche du quatr ième 

( x ) Le lecteur pourra se référer aux Œuvres de Laguerre, où 
il trouvera très probablement des indications utiles pour la solu-
tion de la plupart de ces questions. (Note de la Rédaction.) 

( 2 ) Les sommets sont les points où la courbure est maximum ou 
minimum. 
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ordre résultant de l'intersection de deux surfaces du second 
degré. Il existe sur une telle courbe seize points où la torsion 
est nulle; si, par trois quelconques de ces points, on mène un 
plan, de deux choses Tune : ou ce plan passera par l'un des 
treize autres, ou il touchera la courbe en l'un des trois points 
choisis. 

89i (1868, 336). — On considère un hyperboloïde à deux 
nappes et un point de l'hyperbole focale de cette surface; on 
construit les différents cônes ayant pour sommet ce point et 
pour bases les sections circulaires de l'hyperboloïde; trouver 
le lieu formé par les focales de ces cônes. 

892 (1868, 336). — Une sphère variable coupe le plan d'une 
conique suivant un cercle fixe; la développable circonscrite à 
cette sphère et à la conique a trois lignes doubles, outre la 
conique fixe. Chacune de ces lignes doubles, qui est une 
conique, décrit, lorsque la sphère varie, une surface du second 
degré ayant pour focale la conique donnée ( 1 ) . 

893 (1868, 336). — Si l'on coupe un tore, ou plus générale-
ment une cyclide, par une série de sphères ayant pour centre 
un point fixe donné, toutes les courbes d'intersection ainsi 
obtenues peuvent être placées sur un même cône du deuxième 
degré. 

989 (1870,192). — Une conique passant par quatre points m, n 
et />, q, soit h le point de rencontre des droites mn et pq, et 
désignons respectivement par a et b les points où une tangente 
quelconque à la conique coupe les droites mn et pq. 

Démontrer qu'on a la relation suivante : 

y/am.bp y/an.bq , . 
r -h 1 = C yjah.bh, 

\j h m.hp y hn.hq 

la lettre C désignant une constante. 

(*) Chaslcs a démontré que les trois coniques doubles dont i) 
s'agit sont sur trois surfaces homofocales (Remarque de Bourget, 
rédacteur). 

Ann. de Mathémat4* série, t. XVI. (Juillet 1916.) 22 
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1004 (1870, 432). — Par deux points fixes on mène un 
cercle variable; soient a et b deux des points où ce cercle 
coupe une conique fixe; le cercle variant, la droite ab enve-
loppe une courbe; construire géométriquement les points de 
contact de ab avec son enveloppe. 

1058 (1872, 95). — On donne une cyclide et une sphère; 
leur courbe d'intersection est une courbe du quatrième ordre, 
par laquelle on peut faire passer quatre cônes. Deux des som-
mets de ces cônes se trouvent respectivement sur chacun des 
axes de la surface ( ! ) ; lorsque le centre de la sphère est fixe 
et que son rayon varie, ces deux sommets décrivent les axes; 
quel est le lieu décrit par les sommets des deux autres cônes? 

1092 (1872, 4 /8 ) . — On a deux cercles dans un même plan; 
le premier est parcouru d'un mouvement uniforme par un 
point M, et le second est parcouru en sens inverse et d'un 
mouvement uniforme par un point nt\ la droite élevée à 
chaque instant par le milieu de la corde Mm perpendiculai-
rement à cette corde enveloppe une conique; construire cette 
conique. 

Trouver la propriété analogue dans l'espace. 

1234 (1877, i f o ) . — Intégrer l'équation différentielle 

/ (a?) désignant un polynome du troisième degré. 

1390 (1882, i4 i ) . — Considérons l'équation f(x) = o qui a 
toutes ses racines réelles; k désignant un nombre réel arbi-
traire, supposons que l'équation f(x)-\-k — o ait m racines 
imaginaires. Démontrer que l'équation 

/ ' * ( * ) - / ( * ) / " ( * ) ~ k f { x ) = o 

a m racines réelles, toutes les autres étant imaginaires. 

(l) Voir M A N N I I E I M , Applications, etc. ( 1 8 8 9 , 78). Les axes de la 
cyclide sont les droites fixes par lesquelles passent respectiyement 
les plans des lignes de courbure de chaque système. 



( 3 a 3 ) 

1392 (1882, i4a). — Si l'équation 

a -+- bx -h cx*-\-.. . 4 - kxn = o 

a toutes ses racines réelles, démontrer que, w étant une quan-
tité réelle quelconque plus petite que l'unité, l'équation 

a -I- biàX -f- C b)hX* H- . . . H- k h)n*Xn — o 

a également ses racines réelles. 

1393 (1882, 142). — Soit le polynome 

a0 -f- ax x -h at x2 h- ... -+- an xn ; 

supposons qu'en ajoutant à ce polynome un certain nombre 
de termes de degré supérieur à ny on puisse obtenir un autre 
polynome / ( # ) , tel que l'équation f(x) = o ait toutes ses 
racines réelles; démontrer que l'équation 

a0 ci\X atir* 
[ . 2 . 3 . . . / i 1 . 2 . 3 . . . ( / i — 1) 1 . 2 . 3 . . . ( n — 2) 

1 .2 

a toutes ses racines réelles. 

-H anxn — 0 

1394 (1882, 142). — f ( & ) désignant un polynome quelconque 
à coefficients réels, on peut toujours déterminer un nombre 
positif w, tel que le développement de eUix/(x)i suivant les 
puissances croissantes de x , présente précisément autant de 
variations que l'équation f { x ) = o a de racines positives. 

1435 (1883, 144). — Quatre semi-droites A, B, G et D sont 
données; soit a le point où A est touchée par le cycle inscrit 
dans le triangle ABC, et d le point où D est touchée par le 
cycle inscrit dans le triangle DBG; démontrer que le point 
milieu du segment a d est sur l'axe radical des cycles inscrits 
dans les triangles ABD et ACD. 



( 3 2 4 ) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1582. 
( 1888, p. 160.) 

Les coniques semblablement situées qui ont même cercle 
directeur sont inscrites au même carré. Démontrer aussi 
que, si deux telles coniques se coupent en M, les tangentes 
au point M font des angles égaux avec un côté du carré. 

R . - W . G E N E S E . 

SOLUTION 

P a r UN ABONNÉ. 

L'énonce 1582 n'est pas clair ; peut-être même n'est- i l -pas 
e*act. Que signifie « semblablement situées »? S'agit-il de 
coniques semblables et semblablement situées, c'est-à-dire 
homothétiques; ou bien de coniques simplement semblables. 
Nous choisirons cette dernière interprétation qui est la plus 
large. 

Que faut-il entendre par cercle directeur? Tantôt on désigne 
ainsi le cercle lieu des sommets des angles droits circonscrits 
à la conique (SALMON, Sect. coniqp. 455); tantôt le cercle 
qui a pour centre un foyer de la courbe et pour rayon le grand 
axe. 

Dans le premier cas les coniques sont concentriques et, 
étant déjà semblables, elles sont égales; puisque la somme des 
carrés de leurs axes est constante. Leur enveloppe se compose 
alors de deux cercles ayant même centre que les coniques 
données et pour rayons respectivement le grand et le petit axe 
de ces coniques. 

Dans le second cas les coniques ont un foyer commun et 
sont encore égales. Leur équation générale «st, en prenant 
le foyer comme origine, 

-+• y2 — eî(x c o s o - f - y sincp — p)* = o, 

où e et p sont des constantes. <p est donc la seule variable que 
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renferme l'équation précédente et la recherche de l'enveloppe 
ne présente pas de difficultés. Mais comme résultat on ne 
trouve pas des droites. 

Nous souhaitons qu'un autre abonné soit plus heureux que 
nous et donne de la question 1582 une interprétation qui 
permette de retrouver les résultats qui y sont énoncés. 

1657. 
(1893, p. 5J\) 

On projette orthogonale ment un ellipsoïde sur tous ses 
plans tangents. 

Déterminer : 

i° L'équation de la surface qui limite la région occupée 
par toutes les ellipses de contour apparent ainsi obtenues ; 

2° Le nombre des points de contact de cette surface et 
de Vaxe de ces ellipses. M A N N H E I M . 

SOLUTION 

P a r M . H . BROCARD. 

Sans apporter la solution complète, je pense pouvoir indiquer 
le moyen d'y parvenir. 

Soit t un ellipsoïde, orienté n'importe comment, ayant son 
centre O sur le plan P du tableau qui est alors un plan sécant 
de la surface cherchée 2 . 

Le plan P coupe e suivant une ellipse E ayant pour demi-
axes Ri et Rj. 

Menons une tangente quelconque t et les deux tangentes 
perpendiculaires />',/>", cfui la rencontrent en V, W. 

t est la trace d'un plan I tangent à e perpendiculaire au 
tableau ; p', p" forment les génératrices de contour apparent 
du cylindre projetant e sur I. 

La section de 2 par le plan P est donc le lieu des points V, W 
ou le cercle orthoptique de E. Ce cercle a pour rayon 

/ R î + Rl-

Ainsi, la surface S a une infinité de cercles ayant tous leur 
centre en O, mais les cercles sont de rayon variable, de sorte 
que 2 ne saurait être une sphère. 

D'ailleurs, E contient aussi une infinité d'ellipses t dont 
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chacune provient de la projection orthogonale, sur I, de 
l'ellipse 8 contenue dans le plan J conjugué à la direction p' 
ou/>ff(sa trace est le diamètre de l'ellipse E joignant les points 
de contact des tangentes p \ p"). 

La surface S es t tout ent ière extér ieure à l 'el l ipsoïde e e t a 
s eu lement deux po ints de contact V et W avec chaque el l ipse 
du plan !. 

Revenant a u x axes principaux de e, avec a > b > c, on 
voit que 2 a pour sect ions principales des cercles de rayons 

dans les plans des xy, des xz et d e s ^ z . 2 est donc une sorte 
de di latat ion de t. Elle est au moins du quatrième degré, et 
e l le admet pour plans de symétr ie ceux de e. 

Pour en former l 'équation, la m é t h o d e la plus s imple et la 
plus expédi t ive sera sans doute la suivante , fondée sur la 
génération par les cercles O V W . On y parviendra en uti l isant 
les formules de Painvin proposées dans la quest ion 824 ( 1867, 
p. 43a) , résolue 1868, p. 91 -96 par Maffiotti et p. 280-282 par 
House l . 

L'ell ipsoïde z ayant pour équation 

le plan P ( t o u t à l 'heure plan du tableau) sera représenté par 
l 'équation 

y / « 2 - h 6 2 , / a 2 - h c 2 , 

A ^ + A y + A V — 1 =s o, 
avec 

ix - 4 - fiy - 1 - 1 = 0 , 

et en posant 
1 

= M 

et 
R} Rf = N, 

d'où 

R2-HR2 = MN, 

M et N ayant les valeurs indiquées ( l o c . cit., quest ion et 
réponses 824) , la surface £ sera le lieu du cercle de sect ion, 
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par le plan (1), de la sphère ayant pour équation 

( 3 ) = 

et il restera à éliminer a et p entre les équations ( i ) , (2) , (3 ) . 
M et N se déduisent d'un certain déterminant qui se simplifie 

beaucoup dans le cas particulier, puisqu'il devient le déter-
minant troué 

A 0 O O a 
0 A' O O p 
0 0 A* 0 1 
0 0 0 — 1 0 
a p 1 0 0 

1680. 
(1894, p. 5*.) 

On considère un faisceau de coniques passant par quatre 
points fixes : 

i° Lieu des points de contact des tangentes menées à 
chacune d'elles par un point pris sur Vun des cotés du 
quadrilatère. 

20 Lieu des points de rencontre des tangentes menées à 
chacune des coniques du faisceau par deux points pris sur 
Vune d'entre elles. André CAZAMIAN. 

SOLUTION 
Par UN ABONNÉ. 

i° Le lieu des points de contact des tangentes menées d'un 
point fixe à un faisceau de coniques est une cubique. Cette 
cubique passe par les points de base du faisceau; pour ces 
points la tangente à la cubique passe par le point fixe; elle 
passe aussi par les trois points diagonaux du quadrangle des 
quatre points, pour lesquels la tangente passe par le point de 
concours des polaires du point fixe par rapport aux coniques 
du faisceau. Enfin elle passe au point fixe. C'est le mode de 
génération classique des cubiques, dû à Maclaurin. Si le point 
fixe est sur l'un des côtés du quadrangle, elle se décompose 
en ce côté et une conique. 

2° Faisons une transformation homographique telle que les 
deux points d'où partent les tangentes deviennent les points 
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cycliques. Le problème sera ramené à trouver le lieu des 
foyers des coniques qui passent par quatre points d'un cercle. 
Ce lieu se compose de deux cubiques ( N o u v . Ann., 1889, 
p. 98) . Lorsque les deux points ne sont pas sur une conique 
du faisceau, le lieu est une sextique. 

( Voir KŒHLER, E X . de Géom. analyt.et de Géom. supért. I, 
p. 329.) 

1704*". 
(1915, p. 288.) 

Démontrer que, si un triangle se déplace en restant 
inscrit à une conique et circonscrit à une autre conique, le 
centre du cercle circonscrit décrit une conique. Examiner, 
en particulier, le cas où cette conique est un cercle ou un 
système de deux droites. M. WEILL. 

S O L U T I O N 

P a r L'AUTEUR. 

La solution de cette question se tire aisément d'un principe 
que j'ai établi depuis fort longtemps, relatif aux polygones de 
Poncelet , auxquels j'ai consacré de nombreuses Notes. 

Si l'on exprime les coordonnées d'un point d'une conique en 
fonction rationnelle d'un paramètre t, l 'équation, de degré m 
par rapport à t, qui définit m sommets d'un polygone inscrit 
dans la conique, renferme, lorsque le polygone se déplace en 
restant circonscrit à une autre conique, un paramètre arbi-
traire X; or, j'ai établi que ce paramètre X entre linéairement 
dans les coefficients de l'équation. 

D'après cela, considérons une e l l ipse; les coordonnées d'un 
de ses points sont données par les formules 

i - i * , it 
x = a -> y = 6 • / Î ** I H- ^ l V-

L'équation 

/ 3 -* -X**- f - (>X-f - yX -+-$ = o, 

où X est un paramètre variable, a, p, y, des constantes, 
définit un triangle inscrit dans l'ellipse et circonscrit à une 
autre conique; appelons t \ t". tm les racines de l 'équat ion; 
les coordonnées du centre du cercle circonscrit au triangle 
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sont données par les formules, faciles à établir, 

g» — 6« (i — t'tn)(i — t'tm)(i — ftn') 

— a 2 

les valeurs de x et y renferment, au numérateur et au déno-
minateur, des polynomes du second degré en X : le théorème 
est donc démontré. — J'ai démontré, de même, il y a fort 
longtemps, que le point de concours des médianes d'un triangle 
qui se déplace en restant inscrit dans une conique G et 
circonscrit à une conique G', décrit une conique homothétique 
de G ; théorème qui n'est qu'un cas particulier d'un autre, 
très général, relatif à des courbes de degré m dont l'équation 
renferme un paramètre du degré />, théorème que j'ai établi 
dans le Bulletin de la Société mathématique. 

1 7 5 6 . 
(1897, p. ioo.) 

Diviser un cercle, de rayon donné, en trois parties équi-
valentes et inégales formées par des arcs de cercle. 

EMINE. 
SOLUTION 

Par M. H. BROCARD. 

Le problème est manifestement indéterminé, car il y a une 
infinité d'arcs de cercles de centres quelconques et de rayons 
convenables, détachant d'un cercle donné le tiers de sa 
surface. Il faudra ensuite diviser le restant en deux parties 
équivalentes, ce qui se fera aussi par une autre infinité d'arcs 
de cercles de centres quelconques et de rayons convenables. 

Rien n'ayant été spécifié, l'énoncé est demeuré sans réponse-
Le choix des arcs à employer étant laissé au lecteur, je pro-

poserai les variétés suivantes : 

Deux arcs ayant même centre en un point A de la circon-
férence donnée ; 

2° Deux cercles concentriques avec la circonférence donnée ; 
3° Deux circonférences tangentes intérieurement en un 

même point de la circonférence donnée ; 
4° Etc., etc. 
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Mais s'il est facile d'improviser des variantes, autre chose 

est de pouvoir affirmer qu'il soit possible de les résoudre ou 
même de les mettre en équation. Il me paraît donc inutile de 
poursuivre cette investigation, à moins de nouvelle indication 
précisant la question 1756. 

1796. 
( 1898, p. iy6. ) 

Lorsqu'un polygone convexe se déplace en restant ins-
crit à un cercle et circonscrit à un autre cercle, la somme 
des cosinus des angles reste constante. M. WEILL. 

N O T E 

P a r L'AUTEUR. 

La solution de cette question se trouve dans mon Mémoire 
sur les polygones inscrits à un cercle et circonscrits à un autre 
cercle ( J o u r n a l de Liouville, 1878, p. '¿65-3o4)* 

1834. 
(1900, p. j5, e t 1915, p. 474.» 

Étant données deux coniques S et S', trouver le lieu 
d'un point P tel quon puisse mener de ce point une tangente 
à S et une tangente à S' perpendiculaires entre elles. 

Montrer que ce lieu est une courbe C8 du huitième ordre 
et du premier genre ayant les points cycliques pour points 
quadruples et huit points doubles à distance finie. On 
déterminera la position de ces derniers en montrant que 
ce sont les points communs à distance finie à trois courbes 
du quatrième ordre, dont on formera les équations. On 
établira que les foyers réels et imaginaires des deux 
coniques S et S' et les points multiples de Cg sont sur une 
même courbe C3 du troisième ordre qui dégénère en une 
hyperbole équilatère et la droite de Vinfini lorsque les 
deux coniques S et S' sont concentriques. On donnera une 
définition géométrique de cette courbe C3 . Le lieu cherché 
C8 est tangent en huit points à chacune des coniques 
données ; les seize points de contact sont sur une même 
courbe du quatrième ordre. 

Exprimer les coordonnées d'un point du lieu en fonction 
d'un paramètre. 
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Examiner les cas particuliers où Vune des coniques 
données se réduit à une parabole ou à un couple de droites-

J. FRANEL. 

DEUXIÈME SOLUTION 
P a r M . K. BOUVAIST. 

Soient 

au* -h vbuv + duw -h -xevw fw- = S = o , 

a' w*-+- a b ' u v -4- c'v*-f- d!uw + 2 E V W - f / ' « , î = S ' = o 

les deux coniques données ; les équations aux coefficient» 
angulaires des tangentes à ces coniques issues d'un point P 
seront de la forme 

A /w2 + 2 B » i -+- G = 0 , 

A ' m 2 - h î B ' m + C ' = o ; 

exprimer que le point P est un point du lieu cherché revient 
à écrire que les deux équations 

A / n ! + î B m + G = 0 , 

C / M 2 — I B ' M - H A ' = O 

ont une racine commune, ce qui donne 

(1) ( A A ' - CC') 2 -b 4(BC'-i- AB')(CB'-+- A ' B ) = o, 

or 

A = fx* —idx -+- a , B = — ( f x y — ex — dy -h 6 ) , G = f y1— 

k'—fX*— zd'x-ha', W— — (fxy—e'x—d'y-t-b'), C' = / ' 

On vérifie aisément que les termes de plus haut degré 
sont f i f ' i ( x ' -\-yry ; il est d'ailleurs évident que les seuls 
points à l'infini du lieu sont les points cycliques. 

Les trois courbes du quatrième ordre 

AA'— CC' = o, 

BC -+-AB' = o, 

B A' CB' = o 

ont huit points communs à distance finie et la forme d e 
l'équation (1) montre que ce sont des points doubles de la 
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courbe C8, qui, ayant deux points quadruples et huit points 
doubles est de genre un. 

Les foyers de S et S' sont déterminés par les équations 

A — C = o, A ' - C ' = o , 

B = o, B — o ; 

ils sont sur la cubique circulaire 

B ' (A — C) — B ( A ' - C') = (BC' -4- ÀB') — ( B A ' H- CB') = o, 

cubique circulaire qui est visiblement le lieu des foyers des 
coniques du faisceau S -h X S' = o. On sait que cette cubique 
se décompose en une hyperbole équilatère et en la droite de 
l'infini, lorsque S et S' sont concentriques. 

Soit Pi le point d'incidence sur S d'une tangente commune 
à S' et à la développée de S ; Pj est un point du lieu C8, et 
comme le centre instantané de rotation de l'angle mobile P 
coïncide pour la position Pj avec le contact de S' avec la 
normale à S en Pj, S et C8 sont tangentes en P x et aux sept 
autres points analogues. 

L'équation du lieu peut d'ailleurs s'écrire 

(AA'— CC')2-t- 4 [B* A'C'-f- BB'(AA'-f- CC') 4 - B'2 AG] = o; 

sous cette forme on voit que les deux coniques S et S' qui ont 
pour équations 

B*— AG = o, B' 1— A' C' = o 

sont tangentes à la courbe Cs et que les seize points de con-
tact sont sur la quartique 

À . V + CC'-t- 2 BB' = o, 

qui est le lieu des points tels que les deux tangentes à S 
menées par l'un d'eux forment un faisceau harmonique avec 
les perpendiculaires aux tangentes menées à S' par ce même 
point. 

Pour exprimer les coordonnées d'un point de C8 en fonction 
d'un paramètre, il nous faudra, suivant la méthode générale, 
déterminer l'équation des courbes C6 du sixième ordre passant 
par les points doubles de C8 , admettant les points cycliques 
comme points triples et passant par cinq points donnés de G8. 
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L'équation 

C, = / , ( A A ' - C C ) 4 - / 2 (BC' -+ - AB') - f - / « ( B A ' - h CB') = o, 

fu fu f i représentent les premiers membres des équations 
générales de trois coniques, renfermant dix-sept paramètres, 
est l'équation générale des sextiques circulaires passant par 
les points doubles de C8. 

En supposant que S et S' soient respectivement tangentes 
à Oy et Ox, ce qui nous donnera les conditions 

a — c — o, 

nous mettrons en évidence quatre points de C8, les points 
d'intersections des quatre droites 

A = x(Jx — i d ) = o, C' = y ( f y = o; 

en écrivant que C6 passe par ces quatre points, est tangente 
à l'origine à C8 et admet les points cycliques comme points 
triples, son équation deviendra de la forme 

?iO> y) -+- <?*(*> y) + y) = o, 

et le problème s'achèvera suivant la méthode classique. Ce 
calcul ne semblant présenter aucun intérêt particulier, nous 
ne le ferons pas. 

Si l'une des coniques données devient une parabole, S par 
exemple , nous a u r o n s / = o et le degré de C8 s'abaissera de 
deux unités. 

Les termes de plus haut degré seront 

4 f " 1 ( v ' + - y ' ) 1 ( e x - + - d y ) \ 

la courbe sera dans ce cas une sextique bicirculaire admettant 
la direction de l'axe de la parabole S comme direction asymp-
totique double, la courbe étant en ce point tangente à la droite 
de l'infini, et le nombre des points doubles à distance finie 
s'abaisse à sept. 

Enfin si S et S' sont toutes deux des paraboles, le lieu est 
une quartique circulaire admettant les axes d e c e s d e u x courbes 
comme directions asymptoliques. Si l'une S par exemple se 



( 334 ) 
réduit à deux points, À et B, le Ee« est évidemment l'ensemble 
des deux podaires de S' par rapport » eHjcwai de ces points. 

Autres so lut ions , par M. M. -F . EGAN et M. PÎCABDAT. 

1842. 
( 1900, p. 190.) 

Sur la diagonale extérieure d'un quadrilatère inscrit, 
les intersections de cette diagonale avec les diagonales 
intérieures, les intersections des côtés opposés, les points 
où passent les perpendiculaires menées aux diagonales 
intérieures par Vorthocentre du triangle ayant pour 
sommets les extrémités de la diagonale extérieure et le 
croisement des diagonales intérieures, sont six points en 
involution. G. BLANC. 

S O L U T I O N 

P a r UN ABONNÉ. 

Soient A, B, G, D les sommets du quadrilatère ; E et F les 
points de concours des côtés opposés; M, N, P les sommets 
du triangle diagonal du quadrilatère; H l'orthocentre du 
triangle MEF. 

Les deux hauteurs HE et HF et les perpendiculaires abaissées 
de H sur AG, BD forment un faisceau harmonique, car elles 
sont perpendiculaires aux rayons du faisceau (M. ENFP) qui est 
harmonique. Donc les deux perpendiculaires coupent EF en 
deux points conjugués harmoniques par rapport aux points E 
et F. Gomme il en est de même pour les points N et P, les 
six points considérés sont bien en involution. Le théorème est 
vrai pour un quadrilatère quelconque. 

1872 («). 
( 1900, p. 4I1.) 

Par Vinverjion quadrique définie avec le pôle O et le 
cercle-point V ( c o n i q u e des points unis), un cercle ayant 
le centre V et qui ne passe pas par O est transformé en 
une quartique rationnelle circulaire à point tacnodal, 
qui est ligne d'ombre dun hélicoïde gauche. Construire 
les intersections de la courbe avec une droite ; les tangentes 

(*) Numérotée 1860 par erreur. 
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au point double (qui est aussi un foyer quadruple de la 
courbe), la tangente en un point quelconque et les deux 
tangentes doubles. V. RETÀLI. 

SOLUTION 

P a r UN ABONNÉ. 

Le cercle-point V se confond avec les deux droites isotropes 
issues de ce point et par suite la courbe à étudier est définie 
géométriquement de la façon suivante : « On donne un cercle 
de centre V et de rayon A et un point 0 de son plan ; par O 
on mène une sécante qui rencontre le cercle en P; le point P', 
situé sur cette sécante, et tel que l'angle PVP' soit droit, 
décrit la courbe en question. » Dans ce mode de génération 
on reconnaît la courbe appelée « capricorne ». ( Voir GOMKS 
TEIXEIRA, Courbes spéciales remarquables, t . II . p. 319-320 , 
3 8 6 - 3 8 8 ; PONCELET, Applications dyAnalyse et de Géométrie, 
t. I, p. 4 5 O . ) 

Elle a un point tacnodal au centre du cercle V et un point 
double en O. Elle affecte des formes différentes suivant que 
le point O est à l'intérieur ou à l'extérieur du cercle V. Elle 
dégénère en une strophoïde quand il est sur le cercle et en un 
cappa quand il est à l'infini. ( Voir PONCELET, toc. cit.) 

Prenons comme axe des x la droite VO et comme axe d e s y 
la perpendiculaire Xy. Désignons par h la longueur VO et 
soient xy y les coordonnées du point P ; X, Y celles de P'. 

Les équations des droites OP et VP' étant 

(1) Xy + Y(h-x)-hy = o, 
( 2 ) Xx + Yy = o, 

on en déduit 

( 3 ) X = h y * Y — ~ ~ k x y • 
^ ' x1 H- y* — hx9 x*-i-y2 — h x9 

et, puisque les relations (1) et ( 2 ) sont symétriques en x, y, 
X, Y, on a aussi 

- A Y * __ — A X Y 
( 4 ) X * H - Y * — À X ' x*-h Y * - / * X ' 

Par suite au cercle V 

— a 1 = o 
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correspond la courbe 

( 5 ) A2 Y 2 ( X 2 - h Y 2 ) — a 2 ( X 2 - f - Y 2 — AX) 2 = o. 

On trouve dans Poncelet une construction de la tangente 
basée sur la méthode de Koberval. En voici une différente 
obtenue au moyen du théorème de Frégier, appliqué à l'angle 
droit PVP', en observant que O est le point de Frégier corres-
pondant. 

La normale en V à l'axe Y x , la tangente en P au cercle V 
et la tangente cherchée en P' à ( 5 ) coupent les côtés opposés 
du triangle PVP' en trois points situés sur une droite ; ce qui 
suffit à déterminer la tangente en P'. 

Les tangentes au point double O sont les droites qui jo ignent 
ce point aux intersections du cercle V avec O y . 

Pour trouver les tangentes doubles de (5 ) , appliquons les 
formules de transformation ( 3 ) à la droite 

( 6 ) it X - h v Y — i = o 

et à la courbe (5 ) . Nous obtenons ainsi la conique qui a pour 
équation 

(?) h y {u y — vx) — (xi-hyi—Jix) — o, 

et le cercle V. Si la droite ( 6 ) et la courbe ( 5 ) sont bitan-
gentes , il en est de même du cercle Y et de la conique (7 ) et 
réciproquement. Or la conique ( 7 ) est déterminée. Elle passe 
en effet par les points V et O ; au point V elle a V / pour 
tangente ; au point O elle a pour tangente la droite qui joint ce 
point au point de rencontre de Vy avec (6) . Enfin elle passe 
par le point d'intersection du cercle décrit sur VO comme 
diamètre avec la perpendiculaire abaissée de V sur (6) . 

Le problème de la détermination des tangentes doubles de 
la courbe ( 5) et de ses points d'intersection avec une droite 
de son plan se présente donc comme très analogue à celui 
qui a été résolu dans la question 1871 et il paraît inutile 
d'intister davantage. 
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L'INSTITUT MITTAGLEFFLER. 

Par un testament du iG mars 1916, M. et MmcMittag-
Le filer ont légué tous leurs biens à une fondation 
qui prendra le nom d ' Insti tut mathématique des 
épo ux Mittag-Lefjlei•. 

Cet Institut a pour objet essentiel la conservation et 
le développement de la culture des Mathématiques 
pures dans les quatre p-\ys scandinaves : Suède, Dane-
mark, Finlande et Norvège. 

Il s'acquittera de sa tâche : 

Par l'entretien et l'enrichissement de la bibliothèque 
mathématique qui appartient aux testateurs, et se 
trouve, à Djursholm, dans une villa édifiée et amé-
nagée dans ce but; 

Par des bourses accordées, à des étudiants en Mathé-
matiques des deux sexes, appartenant aux pays men-
tionnés ci-dessus, pour la poursuite de leurs études, 
dans leur pays ou à l'étranger; 

Par l'attribution de prix décernés à des lauréats de 
toutes nationalités, pour récompenser de véritables 
découvertes. On exprime l'espoir qu'un prix pourra 
être décerné une fois au moins tous les six ans. 

Tous les six ans aussi, l'Institut célébrera sa séance 
solennelle. 

Suivent quelques dispositions d'ordre administratif 
sur lesquelles nous n'avons pas à insister ici. Par 

Ann. de Malhémat.. 4« série, t. XVI. (Août 1916.) 23 
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contre, il faut signaler le soin constant qu'ont eu les 
testateurs d'affirmer leur sollicitude pour les Matlié-
tiques P U R E S . 

« Notre testament, disent-ils enfin, doit son origine 
» k la vivante conviction qu'un peuple qui n'accorde 
» pas aux Mathématiques un rang élevé dans son 
» estime ne sera jamais en état de remplir les plus 
» hautes tâches civilisatrices. » 

Notons aussi l'hommage rendu par M. Mittag-Le filer 
k l'Institut Pasteur, de Paris, qui, déclare-t-il, a été pour 
lui un modèle. 

Les mathématiciens accueilleront avec reconnais-
sance la manifestation par laquelle le célèbre profes-
seur de Stockbol 111 a marque son joc anniversaire, et a 
laquelle s'est associée la compagne de sa vie. 

Beaucoup regretteront doublement l'ajournement 
forcé du Congrès international des mathématiciens, 
qui devait précisément cette année tenir k Stockholm 
sa (ie Session. L A R É D A C T I O N . 

[ I 1 9 c ] [ I 2 3 a ] 

SUR UN THÉftRÈflE DE M. AXIL THUE ; 
. FAR M . EDMOND M A I L L E T . 

Un important Mémoire de M. Axel Tliue, paru dans le 
Tome 135 (1909) du Journal für Mathematik (Grelle), 
p. 284-3o5; me donne occasion à quelques réflexions ; 
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je ne m'occuperai que des théorèmes I, II et IV, laissant 
de coté le théorème III. 

I. L'auteur s'occupe principalement d'établir le 
théorème suivant (théorème 1) : 

Soit p une racine positive d'un polynome entier de 
degré r à coefficients en tiers ; la relation 

(0 
<1 

ou e et k sont deux quantités positives quel-
conques >> o, n'a qu'un nombre limité de solutions 
en entiers positifs p et q. 

Or il m'a semblé que, dès le début [p. équa-
tion (6) ], l'auteur faisait implicitement la restriction 
que le polynôme F (a?), d^ degré r, à coefficients entiers, 
dont p est racine, et qu'on peut évidemment supposer 
irréductible pour la démonstration du théorème I, 
avait pour coefficient de son terme en xr l'unité, c'est-
à-dire que p élait un nombre entier algébrique (*). Il 
s'ensuivrait dorïc à première vue une restriction impor-
tante des conclusions de M. A. Thue, c'est-à-dire des 
théorèmes I, II et IV dont je m'occupe ici. 

Heureusement, du fait que les racines pi d'une équa-
tion algébrique 

ao^'-f- ct-ix''-1^...-+- x>.= o (a0>oj, 

à coefficients entiers, sont de la forme p, =-2-, où p, 7 k an 1 7 

De toutes façons, ce qui suit montre qu'il suffit d'établir les 
théorèmes I, II de M. Thue en supposant p entier algébrique, et 
qtie ces théorèmes s'étendent ensuite facilement au cas où p est un 
nombre algébrique quelconque. 
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racine de 

pr-4- ai p'*-1 4 - a 2 a 0 p r ~ 2 4 - . . . 4 - a ra[;_ 1 = o, 

est un entier algébrique, les théorèmes I et II de 
M. Thue s'étendent immédiatement à o., si on ne les i * > 

suppose établis que pour p. 

II. Envisageons en effet le théorème 1, supposé 
inexact en ce qui concerne o,; on pourrait écrire, pour 
une infinité de valeurs entières d e p et q, 

\v?i — P\< ~T~> - + k 
9 

et 

| g p — p a0| < ° * 0 = C> (cj analogue à c), 
—h A" - •+- A-

<i\ ? 

ce qui est en contradiction avec (i) ; (î) et le théorème 1 
subsistent donc pour p4. 

Passons au théorème II : soit le développement en 
fraction continue ordinaire de p< : 

pt = a 0 - b I : a i - f - . . .-+-1 : a / i + . . . , 

ou les ai sont des entiers positifs, tous >> o sauf 
Ventier a0 qui peut être nul, et 

P « 
= a 0 ~h i : «1 4 - . . . 4 - 1 : a n _ 

x/t 

Supposant le théorème II établi pour p, je vais le 
démontrer pour pM c'est-à-dire faire voir que l'iné-
galité 

À - + - - 1 
*n> Q« 2 , 

où k est un nombre positif arbitraire donné quelconque 
> o, n'est possible que pour des valeurs limitées de n. 
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En effet, en admettant le contraire, on aurait pour une 
infinité de valeurs de n, avec les notations de M. Thue 
pour les fractions continues, 

Q « 4 - 1 = Q / / - 1 , 

<r 1 - 1 

contrairement au théorème 1 ( ' ) . 

111. Le théorème IV de M. Tliue étant une applica-
tion du théorème I, dont nous venons de vérifier en-
tièrement rexactitude, n'a pas besoin d'être complété. 
Je rappelle son énoncé : 

L'équation q)~ c, ou c est une constante 
donnée, et U un polynome entier homogène et irré-
ductible CL coefficients entiers, n'A qu'un nombre fini 
de solutions en entiers positifs p et q, quand le degré 
de U est >> 2. 

Il est susceptible de sérieuses extensions basées sur 
la méthode employée par M. Thue, méthode dont le 
principe était déjà connu de Lagrange et de J. Liouville 
et qui a été plusieurs fois utilisé (2). Nous allons le 
montrer. 

Soit l'équation de degré /*, irréductible (c'est-à-dire 
de premier membre indécomposable en un produit 

( ! ) Cette démonstration simple est vraisemblablement celle de 
M. Thue qui indique, sans plus de détails, le théorème II comme 
conséquence immédiate du théorème I. 

(2) Voir par exemple mon Mémoire du Journal de Mathéma-
tiques (Jordan), 5e série, t. VI, p. 265. 
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de facteurs de même forme) 

( 2 ) <?rO, y) — [cp^O, y)-h 05-1(3?, y) '-K • .-+- ?o] = o, 

où r ^ > s et où cp/ est un polynome homogène et de 
degré i en x, y, <pr ayant ses coefficients entiers. Soit 
encore x = p, y = q une solution en nombres entiers; 
on peut toujours supposer q positifs, à condition 
de substituer au besoin à (2) l'équation qu'on en déduit 
en y changeant soit x en — x, soit y en — y , soit à la 
fois x ely en — x et — y . Admettant que cpr contienne 
effectivement des tenues en xf e t y r , on écrira, s ip «< q, 
o,, . . . , étant distincts et ^é o, 

(5) y) = 31 j)"t...(a;— «i-f.. .-t- a« = r, 

et si p > g, 

Ce dernier cas où p > se traite d'ailleurs absolu-
ment comme le premier où p<iq il suffit d'inter-
vertir le rôle de x et y: de p et q. Soit donc p <Lq\ 
d'après (2) et (3), on a 

(4) ?r(p, ç) = A(p — pi?)««. . . {p -

où | \ | est une quantité limitée supérieurement en fonc-
tion des coefficients de z>s-> <ps-\, • • <po 5 P a r suite, 

si q est assez grand, un des facteurs du premier membre 
autres que A a son module arbitrairement petit ; ce sera 
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par exemple (*) ; o n e n conclut d'abord 

que est réel ; ensuite, puisque 

diffère arbitrairement peu de ¡3, — ¡3/, qui est ^ o, 
/ \ ,s — r  

( 4 b i s ) (t - = liqs-r, = + \ 

où A,, \ 2 sont analogues à X; si la racine ou le 
facteur x — ¡3,y appartient à un facteur irréductible 
de degré 8 de on a 

( 5 ) o«! : / \ 

et, d'après le théorème I de M. Thue, 

il faudra donc, c étant arbitraire, 

F S ^ O 7 ^ S j 
( 6 ) < — h f t + i, s>r — ai —— a< A" — a*: 

ai ~ 2 2 

on a une condition de même nature pour chacune des 
racines j3; réelles ; dans le cas où o r ( x , y ) est irréduc-
tible, aK = î, o — /*, et 

(6 bis) 

c'est-à-dire 
\ s ï r i — i , si r = i r u 

(6 ter) 
f / ' , , SI / ' = 2 T 1 + ) . 

Ce facteur sera ^ o, car la droite x — $xy ne coupe la 
courbe (2 ) qu'en un nombre fini de points quand est rationnel, 
puisque (2 ) est irréductible. 
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Nous en concluons le théorème suivant : 

T H É O R È M E A. — Véquation indéterminée (2), 
où <p r ( x 1 y ) contient un terme en xr et un en y'\ ne 
peut admettre une infinité de solutions en nombres 
entiers x, y que si s satisfait aux conditions ((}), et 
même, quand cpv(x,y) est irréductible, à la condi-
tion (6 ter). 

Il est assez remarquable que ce théorème ne suppose 
aucunement entiers ni rationnels les coefficients de 

'f0 ( ' ) . Quand on prend s — o et z>r(x,y) 
irréductible, 011 retrouve le théorème IV de M. T'hue. 

Le théorème IV de M. Thue peut, grâce à des trans-
formations convenables, conduire à montrer l'impossi-
bilité d'une infinité de solutions pour des équations 
auxquelles il ne s'applique pas directement. L'auteur 
en a donné divers exemples simples (-) : pour ¡1 >> 2, 
les équations 

.r
 7 -h ( x -h k)'1 = y", a ?

2 — Iv2 = ky", 

( x -i- h )* -f- x* = k y ( x 4- h )* — x'* = kyn, 

avec /i, /¿, k entiers donnés, n'ont chacune qu'un 
nombre fini de solutions en entiers x,y\ on vérifie en 
eflet que, dans le cas contraire, une certaine équation 
de la forme « X " -f- Y " = c, où j a [ b |, | c | sont des 
entiers limités, et à laquelle s'applique le théorème IV 

( 1 ) On v o i t f a c i l e m e n t , il es t v r a i , q u ' u n e é q u a t i o n i n d é t e r m i n é e 

i r r é d u c t i b l e en x et y ne p e u t a v o i r u n e i n f i n i t é de s o l u t i o n s eu 

n o m b r e s e n t i e r s s a n s a v o i r ses c o e f f i c i e n t s r a t i o n n e l s . I l est d o n c 

l o i s i b l e de s u p p o s e r a priori t o u s les c o e f f i c i e n t s e n t i e r s d a n s la 

f o r m u l e ( 2 ) . D ' a p r è s la m ê m e m é t h o d e , le t h é o r è m e A c o m p o r t e 

c e r t a i n e s e x t e n s i o n s au c a s où c?
r
. a un f a c t e u r de la f o r m e x a i y a i . 

(2) Mémoires de la Société des Sciences de Christiania, 1908, 
i r e n o t e , p. 3 3 . 
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de M. Thue, devrait avoir une infinité de solutions en 
entiers X et Y . 

Les méthodes de M. Thue ne donnent malheureuse-
ment pas en général de procédé très pratique pour 
l'évaluation d'une limite supérieure des valeurs absolues 
des solutions en entiers p, q. 

Mentionnons en terminant que, au point de vue des 
applications, le théorème A précédent est à rapprocher 
d'un théorème de M, Runge ( ' ) qui, souvent, ne lait 
pas double emploi avec lui. 

Remarque. — Si l'on pouvait établir pour les quan-
tités | p — $ iq \ (p* réel), quand q est assez grand, une 
limite inférieure cq~h plus avantageuse que celle qui 
résulte du théorème I de M. Thue, la formule (4 bis) 
donnerait lieu à un théorème corrélatif analogue au 
théorème A, mais plus avantageux. 

[ L A 6 a ] 

SUR LA DÉTERMINATION DU CENTRE DE COURBURE 
EN UN POINT D UNE CONIQUE ; 

P A R M . R . B O U V A I S T . 

On trouve dans les numéros de septembre, octobre 
et novembre 1915 des Nouvelles Annales, sous la 
rubrique « Questions proposées », un certain nombre 

( l ) Journal für Mathematik (Grelle), t. 100, p. 434- Pour des 
cas étendus plus particuliers on pourra se reportera mon Mémoire 
du Journal de Mathématiques (Jordan), 5e série, t. VI, 1900, p. 261, 
où les résultats sont obtenus plus simplement que dans le travail 
de M. Runge. 
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de constructions géométriques du centre de courbure 
en un point d'une conique, je voudrais indiquer dans 
les quelques lignes qui vont suivre deux constructions 
très générales, dont il est facile de tirer comme cas 
particuliers les constructions mentionnées plus haut. 

P R E M I È R E CONSTRUCTION . — Soit une conique S tan-
gente à une droite À en un point O; soient A et B deux 
points fixes, M un point variable de 2, les droiiesMA 
et MB coupent A en a et ¡3; quand M varie, les 
points a, ,3 engendrent une division homographique 
dont les deux points doubles sont confondus au 
point O. Soient a' et ¡37 deux points correspondants de 
cette homographie; Ma7, M ¡3' coupent respective-
ment OA et OB en A/ et B; et la droite AB ; passera 
par un point lixe, intersection de AB et de OM. Il en 
résulte que la conique engendrée par les rayons 
homographiques A/a7, B'jb', qui sera tangente à A en O, 
n'aura qu'un seul point commun avec S en dehors 
de O, elle sera donc osculatrice à S en O. 

D'où la proposition suivante : 

Etant données sur une droite A une homographie 
ayant ses points doubles confondus en un point O et 
deux droites Ox et Oy, si Von prend sur ces deux 
droites deux points A et B, toutes les coniques 
engendrées par les faisceaux homographiques obte-
nus en joignant A et B à deux points correspondants 
de Vhomographie donnée sur la droite A seront 
osculatrices eu O, quelle que soit la position des 
points A et B sur Ox et Oy. 

Soit S l'une de ces coniques, la parallèle à A menée 
par B coupe S en B, ; la droite AB1 coupe A en I , qui 
est un point de l'homographie ayant son correspon-
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dant à l'infini. Si S est un cercle, B, sera sur la symé-
trique Oy' de Oy par rapport à la perpendiculaire A< 
à A en O et l'on aura 1B,.Ï.\ = I0" Le point A sera 
donc à l'intersection de Ox avec le cercle inverse (1) de 

Oy par rapport à 1, la puissance d'inversion étant 10. 
Le point de (I) diamétralement opposé à O sera l'inler-
section K de la perpendiculaire à A en 1 avec la per-
pendiculaire OK à Oy en O, et le cercle S coupera A, 
au point L d'intersection de celte droite avec la per-
pendiculaire abaissée de K sur Ox. 

Or si nous considérons les points K, et K> d'inter-
section des perpendiculaires à A en deux poinls cor-
respondants de l'homographie avec les perpendicu-
laires OK, et 0K 2 à Oy et Ox en O, la droite K,K 2 

passera par un point fixe sur A,, point fixe qui n'est 
autre que le point L, puisque KL est une des positions 
particulières de K4 K2. 

D'où la proposition suivante : 

Soient S une conique tangente à la droite. A en O; 
soient A, M, B trois points de cette conique; M/V 
et MB coupent A en a et ¡3, les perpendiculair es OK, 
et 0K 2 à OB et OA coupent les perpendicu-
laires aK,, ¡3 K2 à A en et K2, la droite K, K2 

coupe la normale en O à S au point L, OL est le 
diamètre du cercle oscillateur à S en O. 

Cette construction .est due à P. Serret, qui l'a 
démontrée analytiquement dans sa Géométrie de 
direction. 

E X E M P L E S . — I ° La: tangente en un point O d'une 
hyperbole de centre to coupe les asymptotes en a et p, 
la perpendiculaire en a à at3 coupe la perpendicu-
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laire abaissée de O sur to[3 en K, la perpendiculaire 
abaissée de K sur wa coupe la normale OL en L, 
OL est le diamètre du cercle oscillateur en O. 

2° Questions proposées : 2257, 2271, 2277, 2279. 

D E U X I È M E CONSTRUCTION . —Nous pouvons énoncer la 
proposition suivante, corrélative d'une proposition 
démontrée plus haut : 

Soient sur une droite A trois points A, O, B, par A 
et B on mène deux droites quelconques M A et MB, 
on considère un faisceau homo graphique de som-
met O, admettant pour rayons doubles confondus 
la droite A; deux rayons correspondants Oa et Op 
rencontrent MA en a, MB en ¡3; la droite a ¡3 enve-
loppe une conique S, toutes les coniques S obtenues 
en faisant varier le point M sont osculatrices en O. 

La perpendiculaire en O à Oa rencontre la perpen-
diculaire en B à A en a,, la perpendiculaire en O à 0[3 
rencontre la perpendiculaire en A à A en ¡3,, la 
droite a, ¡3, passe par un point fixe K de la perpendicu-
laire à A eu O. 

Supposons que la conique S soit un cercle de centre <o 
la symétrique de la tangente AM par rapport à Ow 
rencontre AB en A', BM en C. Les rayons OC, Oto se 
correspondent dans l'homographie considérée; par 
suite, si la perpendiculaire en (3 à OC rencontre la 
perpendiculaire à A en A en la droite Bj3, cou-
pera Oto au point K. 

La polaire de C par rapport au cercle I rencontre A 
en I, la division (BI A'O) est harmonique et la perpen-
diculaire abaissée de to sur CO passe par I. Nous 
avons 

Aj^i _ OA Aji, _ A_B 
Oto ~~ oi * K& ~~ ô i r 
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d'où 

K O _ O A . O B 
(1)0 ~ 0 1 . A B ; 

or, puisqu'on a 
J L — 1 1 

0 1 ~ O A + Ô B ' 

il vient 

d'où la proposition suivante': 

Soit une conique S inscrite dans un triangle MAB 
et touchant AB en O, une tangente quelconque à S 
rencontre MA en a, MB en ¡3, les perpendiculaires 
à AB en A et B sont rencontrées respectivement en ¡34 

et 0Lt par les perpendiculaires en O à 0[3 et Oa, la 
droite a, ¡3, coupe la normale en O en un point K, 
OK. est égal à la moitié du rayon de courbure de S 
en O. 

E X E M P L E S . — I ° Soit une hyperbole de centre EU, 
la tangente en un point O dé la courbe coupe les 
asymptotes en a et ¡3; soient K, le point d'intersec-
tion de la perpendiculaire en O à Oco avec la per-
pendiculaire en a à Oa, K.2 le point dyintersection 
de la perpendiculaire abaissée de O sur o)[3 avec la 
perpendiculaire en ¡5 à Oj3. K4 K2 coupe la normale 
en O en K, OK. est égcd à la moitié du rayon de 
courbure en O. 

a" Questions proposées : 2267, 2271. 

T R O I S I È M E CONSTRUCTION . — Je vais indiquer pour 
terminer une troisième construction qui, tout en étant 
d'une application moins fréquente que les deux précé-
dentes, fournit une construction très simple du point 
de contact d'une quasi-normale avec son enveloppe. 
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T H É O R È M E . — Soient A un point d'une conique, 

A7 le second point d'intersection de cette courbe avec 
la normale en A, ¡JL le milieu de A A7, F le point de 
Frégier relatif au point A, c le centre de courbure 
en A ; c est le conjugué heu*monique de ¡JL par rap-
port à A et F. 

Soient en effet AT la tangente en A, AB la seconde 
corde commune à la conique et au cercle osculateur à 
celle-ci en A, AB7 la perpendiculaire à AB en A. 
BB7 coupe la normale AA' au point F. La polaire de F 
par rapport à la conique, qui est la seconde corde 
commune à cette conique et au cercle de rayon nul de 
centre A, est parallèle à AB; les deux droites A A' et AB' 
étant également inclinées sur les axes de la conique, la 
corde A'B' est parallèle à AB. Si donc M est le milieu 
de AB, P l'intersection de AB' et de BV, les trois 
points M, F, P seront sur un même diamètre de la 
conique. Par suite MÎJL passera par le milieu de AP, ce 
qui montre que c étant l'intersection de AA7 avec la 
perpendiculaire à AB en M, le faisceau M ( A J J L F C ) est 
harmonique. 

R E M A R Q U E S . — I ° Ce théorème, joint au théorème 
de Pascal, fournit une cons I ruction assez simple du 
centre de courbure en un point d'une conique donnée 
par cinq de ses points. 

2° Soient M un point variable d 'une conique S, 
a et ¡3 deux points fixes de son plan ; prenons la conju-
guée harmonique de la tangente MT à S par rapport 
à Ma, M¡3, cette droite est la quasi-normale en M. Elle 
rencontre x{3 en y, S en M'; soit y7 le conjugué harmo-
nique de y par rapport à MM'. Soit F le pôle àe la 
corde a7 a' et ¡î' étant fes intersections de S avec Ma, 
M p. D'après la proposition précédente, My touchera 
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son enveloppe au conjugué harmonique de v' par rap-
port à M et F . 

3° Considérons une quadrique 2, soit M un de ses 
points; soient F le point de Fregier relatif au point M, 
M' le second point d'intersection de la normale en M 
avec 2, si Ton désigne par p, et p2 les rayons de cour-
bure principaux en M, on voit facilement que l'on a la 
relation 

2 2 _ i i 
M F ~ ~ M M 7 ~ P 7 + P ^ ' 

[ I 1 9 a ] 

SUR QUELQUES ÉQUATIONS QUADRATIQUES ; 

P A R M . M A T H I E U W E Ï L L . 

I. Cherchons une solution en nombres entiers de 
l'équation 

x 2 -j-y'2 = m z 2 

( x et y devant être premiers entre eux). 
Si m est un nombre premier de la forme /¡p-f-3, 

ou un produit de facteurs premiers dont un, au moins, 
est de cette forme, l'équation est impossible; car on 
sait que tout nombre qui divise une somme de deux 
carrés premiers entre eux est, lui-même, une somme 
de deux carrés, et un nombre premier de la forme \p-\~3 
n'est pas une somme de deux carrés. 

Soit donc m un nombre premier de la forme 4/>-+- 1 > 
on aura 

m = a 2 4-
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et l'équation 

x* + y* = (a2 + b*-)z* 

admet la solution 

x — a, y = b, z — i. 

Pour avoir d'autres solutions, posons 

x = a -+- X8, 

Z = I -H S, 
d'où 

a (a2 -f- b2) — ia\ — ib\' 0 = ' 

~ = ( a — X)2 -4- ( b — X' )- — u--h r2, 

= ( H - V- f- — (u- — r 2 ) 2 -h ( ' ¿uv) 2 = K 2 - h L 2 , 

x>-+-y* = (a2-H + 

x = a K -h bL = a: ( u2 — v2 ) -b 'i buv, 

y = a\j — b\j = a. •.> «y — 6 ( u~ — p2 ), 
^ = II* - f - Ç'-. 

Soit, par exemple, 

y - = ") z-, a = i, b = 2; 

= ¿¿2 — P 2 4 - 4 

= <2 mp — 2 ^ 2 — c;2 ), 
« = H- C2. 

11 . Si /n est un produit de facteur premiers, tous de 
la forme /¡p 4- 1 . on aura m sous la forme d'un produit 
J e nombres dont chacun est une somme de deux carrés, 
le produit est donc, de plusieurs manières, une somme 
de deux carrés, ce qui donne plusieurs groupes de solu-
tions. 

Soit 
ni = I 3 . 1 7 = ( 3 2 -+- A2 ) ( 4 2 - + - 1 2 ) 

= ( 1 4 ^ 5 » ) 
— ( i o 2 - h 112) , 
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d'où 

#2-hjK2 = ( i o 2 4 - i i 2 ) s 2 , 

ce qui donne deux groupes de solutions. 

IIJ. Soit l'équation 

ax*-h by* = (a 4- b)z2, 

elle admet la solution 
x — I, 

y = 
5 = 1, 

d'où, en posant 

x — i -4 - X8, 

7 = i + V S , 
>3=14-0, 

¿r = — a(A — i)2-+- 6X'-— a6XX' — 6 -f- -2X6, 
y = — b (A' — I)2 -h «X2 — 2ail'— a 4- iX'a , 
* = «(X — 1)2. 

On peut, plus généralement, considérer l'équation 

4- by2 = ( a 4- m2 6 ) s2 

qui admet la solution 
x = 1, 

r = 
s =1, 

et [l'on trouve ensuite, comme précédemment, les 
valeurs générales de x, y , z. 

IV. Soit 

ax2 4- by2 = ¿2. 

Si «- f - est un carré m 2 , on a comme solution 
x = 1, y = 1, z = m; 
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on a ensuite la solution générale. 
Soit 

ax2 H- aby2 = z2 

si a est un carré m 2 , on posera 

z = mz\ 
d'où 

d'où 

Soit 

posons 

d'où 

x'1 •+• by2 = z'2, 

# = X 2 — 6 X ' 2 , 
JK = 2 X X ' , 
£ =R M ( X 2 - F - ¿ > X ' 2 ) . 

ax2 -f- by- — z2 ; 

a? = a -4- ¿> {3, 
y = a — « 3 , 

Si a -f- 6 est un carré /?i2, ou est ramené au cas pré-
cédent. 

Si ab est un carré w 2 , en posant = ¡3', on a 

d'où 

et 
a« H- = 

On est ramené à la première équation de cette Note. 
On peut y arriver directement en observant que si, dans 
l'équation 

a x 2 -h by2 = z 2 , 

ab est un carré, on trouve, après avoir enlevé les 
facteurs premiers qui entrent à des puissances paires 
dans a et è , une équation de la forme 

K i 2 + K jr*=z*, 
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d'où 

Remarque. — Il n'existe aucune méthode pour 
trouver une solution de l'équation 

ax*-h by2 = z2. 

En prenant, par exemple, x = i , on est ramené à 
l'équation 

by*=z a, 

équation qui présente les plus grandes difficultés et 
qui n'a pu être résolue que dans un petit nombre de 
cas particuliers. Ceci montre combien l'équation géné-
rale 

ax1 -h by2 = es2, 

même pour des valeurs très simples des nombres a , 6, c, 
est difficile à aborder. 

CORRESPONDANCE. 

M. G. Fontené. — Sur un article de M. Bouvaist. 
— M. Bouvaist a obtenu très élégamment (p. 184) le lieu 
des centres des cercles circonscrits aux triangles T qui 
sont circonscrits à une conique S, conjugués à une 
conique S, inscrits par suite à une conique S' ; ce lieu 
dépend uniquement de la conique S et du cercle 
orthoptique de la conique S. Voici quelques remarques 
concernant les cas où le lieu est un système de deux 
droites : 

i° Quand le lieu se réduit à un point (deux droites 
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imaginaires), l'une des coniques 2 en nombre infini 
qui correspondent à l'un ou à l'autre des deux cercles 
ortboptiques obtenus donne un cercle comme co-
nique S'. Il existe une infinité de triangles inscrits à ce 
cercle et conjugués à la conique 2. 

2° Lorsque la conique S est une parabole, l'un des 
triangles T a pour l'un de ses côtés la droite à l'infini 
du plan, et le lieu comprend la droite à l'infini. Le lieu 
véritable est alors une droite réelle. Pour obtenir ce 
cas dans le calcul de M. Bouvaist, on transporte l'ori-
gine au point de coordonnées —a , o, on fait ^ =/>, 
puis a infini, et l'on trouve 

orr 2 -t- o x y - h OJK2 4 - A;r - i - Hy H- G = o . 

La conique S' passe alors au centre de la conique 2, 
et ses directions asymptotiques sont conjuguées par 
rapport à 2. 

3° Lorsque la conique 2 est une parabole, la ques-
tion est illusoire, le centre d'un cer cle conjugué à une 
parabole étant sur la directrice. En posant alors 

j p x0 = i qy0 = xl -h y* — p2 = G. 

on doit faire G infini, x0, y0 et p infinis, la puissance 
de l'origine par rapport au cercle orthoptique de 2, 
soit x'I -l-J'i; — p-, étant un infiniment grand du même 
ordre que x0 e t y 0 ; le lieu est la droite double 

c'est-à-dire la directrice comptée deux f o i s . 

J'ai été amené à penser aux deux derniers cas en 
partant de la conique S' représentée paramétriquement 
et en regardant les valeurs du paramètre aux sommets 
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d'un triangle T comme données par l'équation 

X/(f)-4-?(*) = o, 

o ù / e t o sont des polynomes du troisième degré; on 
écrit 

Le lieu, représenté paramétriquemenl, peut ainsi se 
réduire à une droite, et l'on obtient les deux cas 
signalés ici. 

M. L. Godeaux. — Remarque sur un précédent 
article. — inséré dans le numéro de février 1916 
(p. 49-61), il a pour litre : « Etude élémentaire sur 
rhomographie plane de période 3 et sur une surface 
cubique. » 

Au paragraphe 9 (p. 6 1 ) , nous écrivons : 

« . . . une surface cubique, possédant Irois points 
doubles biplanaires ordinaires, ne peut pas nécessaire-
ment être représentée par l'équation 

X , X 2 X 3 = X 4 , 

c'est-à-dire que les trois couples de plans tangents à la 
surface aux trois points biplanaires ne sont pas néces-
sairement les faces d'un trièdre; . . . . » 

11 s'agit évidemment d'un trièdre donné, car on sait 
que les trois couples de plans tangents dont il vient 
d'être question sont toujours les faces d'un trièdre. 
Telle que nous l'avions écrite, notre phrase pouvait 
prêter à confusion. 

M. Henri Lebesgue. — A propos d'un article de 
M. Barisien (mai 1 9 1 6 ) . — Soient ( / ) une roulette 
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fixe, (m) une roulette mobile, P un point entraîné 
par (m). Quand le centre instantané I se déplace de ds, 

(m) tourne de ~ -f- R et r étant les rayons de 

courbure en I des deux roulettes ; rayons qu'on affec-
tera du même signe ou non, suivant que les courbures 
sont d'Orientations différentes ou de même orientation. 
Donc le déplacement de P est 

dz = Í P -+- ds. 

Si (m) et ( f ) sont des circonférences, en prenant 
pour variable l'angle 9 des rayons de I et de P dans {m), 
et en posant wP = / (on prendra l du signe de /-), 
on a 

d v = / / 2 - b r 2 — i / r e o s 6 ^ i - h 

C'est la différentielle elliptique de seconde espèce 
qui sert à évaluer un arc d'ellipse, d'où la possibilité de 
définir un arc d'ellipse ayant même longueur qu'un arc 
donné d'une courbe épicvcloïdale générale. 

Je précise : faisons correspondre les points de deux 
courbes épicycloïdales quand ils sont donnés par une 
même valeur de 6. Cette correspondance conservera les 
longueurs des arcs, si l'on a 

U) 7 = 7» + 0 = r , ( , + Î») î 

dans ces relations, les éléments accentués sont relatifs 
à la seconde courbe épicycloïdale. Or, si les éléments 
non accentués sont donnés, on peut calculer les élé-
ments accentués en ajoutant même la condition 

R' — — 2 r ' , 

auquel cas la seconde courbe est une ellipse. 
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Les conditions (i) ne sont pas les seules qui assurent 

la conservation des longueurs. Cette conservation a 
aussi lieu avec 

Mais les conditions (i) et ( 1 ) sont en réalité iden-
tiques; il suffit, pour passer d'une forme des conditions 
à l'autre, de changer pour Tune des courbes de mode de 
génération épicycJoïdale. On sait, en effet, que chaque 
courbe épicycloïdale admet une double génération et, 
entre les éléments r , R , R< relatifs à ces deux 

On pourrait encore déduire les conditions (2) des 
conditions (1) en utilisant la remarque suivante : soitP' 
le point conjugué de P, par rapport à (m); son dépla-
cement 

est proportionnel à d<r, que ( f ) soit ou non une cir-
IP' 

conférence, car le rapport est constant. 

(2) 
r- _ i 

l ~ r' 

générations, on a 
r _ A _ 

ANCIENNES QUESTIONS NON RÉSOLUES. 

Questions de Mannheim. 

820 (1867, 335). — On coupe une surface du second degré (S) 
par un plan. On prend, sur la courbe d'intersection C, quatre 
points arbitraires (non en ligne droite) a, b, g, h, et l'on 
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mène en ces points les normales A, B, G, H à la surface ( S ) . 
On construit le couple de droites D, A rencontrant à la fois 
ces quatre normales et l'on détermine la droite I, issue d'un 
point fixe qui s'appuie sur D et A. Démontrer que, lorsque 
l'on fait varier la posit ion des points a , b, g, h sur G, les 
droites tel les que I engendrent un plan. 

82 i (1867, 336). — Les données restant les mêmes (*) , on 
construit c o m m e précédemment le couple de droites D, A. On 
prend les traces de ces droites sur un plan fixe ( P ) ; on jo int 
ces traces par une droite M. 

Démontrer que, lorsque l'on fait varier la posit ion des 
points a, 6 , g, h sur C, les droites te l les que M passent par 
un point fixe. 

1078 (1872, 191). — On donne une courbe plane quelconque 
et la tangente at au point a de cette courbe On mène la 
corde bc paral lè lement à la tangente at. Lorsque bc se rap-
proche indéfiniment de a i , en restant parallèle à cette droite, 
on demande : 

i° La limite des posit ions de la droite ae qui jo int le point a 
au milieu e de la corde bc. On obt ient ainsi à la l imite la 
droite que M. Transon a appelée axe de déviation de la 
courbe en a\ 

La l imite des posi t ions du point de rencontre des axes 
de déviat ion de la courbe en b et c ; 

3° La l imite des posit ions des droites qu'on obt ient en 
jo ignant le point a aux points d' intersection des cercles 
osculateurs de la courbe donnée en 6 et c', 

4° La l imite des posit ions du point de rencontre de la corde 
c o m m u n e à ces deux circonférences et de la tangente at. 

1363 (1881, 192). — On donne une e l l ipse; on prend le 
triangle acb f o smé par les deux tangentes c a , cb à cet te 
courbe et la corde de contact ab, et I on détermine un 
point ni d'où l'on voit sous des angles droits les cô lés du 
triangle abc. Quelle est la surface, lieu des points tels que /??, 
lorsqu'on prend tous les triangles analogues à acb ? 

( l ) Que dans la question 820. 
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1775 (1893, 387). — donne un point O et une droite D 

fixes. Une figure de grandeur invariable formée d'un point o) 
et d'une droite A se déplace de façon que u> reste sur D et 
que A, s'appuyant toujours sur cette droite, passe toujours 
par O. On demande le lieu d'un point arbitraire du plan de 
la figure mobile. Examiner les différentes formes de ce lieu, 
lorsqu'on fait varier les données. 

2015 (19C5, 192). — Un trièdre trirectangle a son sommet 
sur le côté E d'un angle donné. Du point où l'autre côté D 
de cet angle rencontre l'une des faces de ce trièdre, on élève 
un plan perpendiculaire à ce côté. Ce plan coupe E en un 
point d'où l'on abaisse la perpendiculaire A à la face consi-
dérée. On détermine de même B, G pour les autres faces du 
trièdre. Démontrer que les deux droites qui rencontrent A, 
B, G, D sont perpendiculaires à D et perpendiculaires l'une 
à l'autre. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES-

2121. 
( 1009, p. i i2.) 

On demande d'établir les propriétés suivantes de la 
suite ( U ) de Fibonacci, définie par la relation de récur-
rence 

un-h 1 = un -+- un_i, 
avec 

u0 = 0, uv = 1. 

i° Si a désigne un nombre premier, la suite (U) con-
tient une infinité de termes multiples de a. Soit u\ le plus 
petit de ces termes. Le nombre A divise a — 1 si 

et a H- 1 si 
a = 111 u II. 10 db 1 

a = mult. 10 zb 3. 
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2° Si p désigne un nombre premier, on a 

up = mult. i p -f- i si p = mult. 10 zb 1, 
et 

up = mult. 2 /?— i si p = mult. 10 dz 3. 

St n'est pas premier, ses facteurs premiers sont de la 
forme 

<xkp dz r. 

En désignant par a, 3, v, . . . ces facteurs, on a 

up — a ^ v . . . . 

Alors up est le plus petit nombre de la suite divisible 
séparément par les nombres premiers a, ¡3, v, . . . . 

G . H I L L E R E T . 

SOLUTION 

P a r M . A . GÉRARDIN. 

Il serait facile de démontrer rapidement certaines parties 
de cette question non résolue, mais j 'estime préférable d'en 
faire remonter tout l'honneur à Edouard Lucas, en citant 
simplement quelques extraits de ses « Recherches sur plu-
sieurs Ouvrages de Léonard de Pise et sur diverses questions 
d'Arithmétique supérieure », éditées dans le Bullettino du 
Prince Boncompagni (Rome, 1877, p. 129-193 et -239-293) et 
surtout des pages I3I à 170 pour la présente question. 

« . . . Nous signalerons plus particulièrement dans ce tra-
vail, une question fort curieuse du LIBER ABBACI qui ren-
ferme le premier exemple de séries récurrentes . . . . On 
retrouve cette série, quatre siècles plus tard, dans la dernière 
d e s a n n o t a t i o n s d ' A l b e r t GIRARD ( m o r t en I 6 3 3 ) , sur la tra-
duction française qu'il fit lu i -même du cinquième et du 
sixième livre de Y Arithmétique de DIOPHÀNTE . . . . En 1753, 
le DL Robert SIMSON . . . a fait remarquer que la série en 
question est donnée par le calcul des quotients et des frac-
tions convergentes des expressions irrationnelles 

sj-ù -h 1 s/z — 
- et 

2 2 
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2 sin — 

io 
et 2 sin 3 — 

io 
it 

» Gabriel LAMÉ . . . , dans un travail présente à l 'Académie 
des Sciences dans la séance du 28 octobre 1844? indiati« 
l'application qu'on peut faire de cette série, à la détermi-
nation d'une limite supérieure du nombre des opérations à 
faire dans la recherche du plus grand commun diviseur de 
deux nombres entiers, lorsque l'on emploie la méthode ordi-
naire de la division . . . . 

» Jacques BINET . . . , dans un travail présenté à l'Académie 
des Sciences dans la séance du 4 novembre T844> remarque 
que la série de Lamé 1, 2, 3, 5, 8, i3 , . . . est identique à 
celle qui lui avait donné le dénombrement des combinaisons 
discontiguës , et dont il avait parlé dans un autre travail pré-
senté à la même Académie le 25 septembre i843 . . . . 

» La série dite de Lamé, mais considérée pour la première 
fois par Léonard de Pise, ainsi que nous venons de le dire, 
est une série récurrente donnée par la relation 

( i ) Wrt+jsWrt+i + M,,, 

et par les deux conditions initiales 

» L'expression d'un terme quelconque de cet te série est 
donnée, en fonct ion de son rang, par la formule 

qu'il est facile de vérifier a posteriori . . . . 
» . . . Les termes de rang impair d e la série de Lamé ne 

peuvent contenir qu'une seu le fois le facteur 2, et seulement 
les facteurs premiers impairs de la forme 4 N o u s 
verrons plus loin que i/2n4-i n e contient le facteur 2 que 
lorsque 2 / 1 4 - 1 est un mult iple de 3 . . . . 

» La série de Lamé peut être considérée comme le résultat 
du calcul des réduites successives de la fraction cont inue 

u0 =0, ii\ — 1. 



( 364 ) 
périodique 

prolongée indéfiniment, qui représente le développement de 
l'irrationnelle 

1 - 4 - v ^ 

» Nous ferons encore observer que la série en question se 
trouve implicitement renfermée dans le tableau des coeffi-
cients des diverses puissances du binôme, c'est-à-dire dans le 
Triangle arithmétique de Pascal . . . . 

» . . . umu est toujours exactement divisible par Um et 
par un. et par leur produit, si m et n sont premiers entre 
eux. On déduit aussi de ce résultat qu'un terme quelconque iij, 
de la série ne peut être premier que lorsque p désigne lui-
même un nombre premier . . . . 

» Si n désigne un nombre impair quelconque, les diviseurs 

de sont des diviseurs de la forme quadratique 5x2— 3y 2 . 
Un 

» On sait d'ailleurs que les diviseurs quadratiques de cette 
forme sont de l'une des formes 

dt(u2 — i5t>2), ±(5u2 — 3 c 2 ) , 

et que les diviseurs linéaires impairs sont compris dans l'une 
des formes suivantes : 

0o<7 r, 4o, i1. 39, Goq -+- 7, 43, 17, 53, . . . . 

» Si n désigne un nombre pair quelconque, les diviseurs 

de -^^-sont des diviseurs de la forme quadratique 5 a:2-f- 3y ' 2 . 
a n 

» On sait encore que les diviseurs quadratiques de cette 
forme sont de l'une des deux formes 

et que les diviseurs impairs correspondants sont 

3 o y - + - i , i 9 , 3oq 17, 9.3, . . . . 
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» Supposons p premier impair et u„ divisible par p o n 

voit alors que upn est divisible par //A_M , et non par une 
autre puissance de /?; de là le théorème suivant qui exprime 
LA LOI D E LA R É P É T I T I O N de la présence d'un nombre premier 
dans la série de Fibonacci : 

» THÉORÈME. — Si n désigne le rang d'un terme de la 
série contenant le facteur premier p à la puissance le 
rang du premier terme de cette série divisible par la 
puissance k -+-1 de /?, et non par une puissance supérieure, 
est égal à pn .... 

» Nous venons plus loin que n est toujours un diviseur 
d e p ± i . . .. » 

Ed. Lucas donne ensuite les diviseurs linéaires des formes 
n 

u,n 

« . . . Nous allons faire voir maintenant que la série de 
Lamé contient sans aucune exception tous les nombres pre-
miers, à des rangs nettement déterminés, et démontrer le 
théorème suivant qui exprime la LOI D E L ' A P P A R I T I O N d'un 
nombre premier, dans cette série : 

» THÉORÈME. — Si p désigne un nombre premier de la 
forme 10 q dz i, le terme de rang p — i dans la série de 
Lamé est divisible par p, et si p désigne un nombre pre-
mier de la forme loq d= 3, le terme de rang p -+- i dans la 
série de Lamé est divisible par /?.... 

» i" En effet, supposons d'abord que le nombre premier/? 
soit de la forme 10q zt 3. On a 

P-i 
2/; tt/>+i = C /J+1,1 + 5 C / ; + 1 )3 + . . . + 5 2 ; 

si l'on remarque que C/M_it/l est divisible par le nombre pre-
mier/?, lorsque n est différent de i ou de p — i, et que C^+^i 
est égal à / ? 4 - i , on obtient, suivant le module />, la con-
gruence 

mi 
'iP up+x == 14- 5 "2 (mod/?) . 

Mais, puisque 5 est non-résidu quadratique de tout nombre 
impair de la forme 5 n ± 2 , le second membre de la con-
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gruence est un multiple de /?, en vertu du théorème de 
Fermât qui donne la relation 

jP-1 — i == o ( m o d / ? ) 

qu'on peut écrire 

P - t ir PZI ] 
5 2 — 11 L^ 2 -+-1J — ° (mod/?). 

» Il en résulte que o.Pu / t-+.et par suite u p +\ , est divisible 
par/?; c'est la première partie du théorème qu'il s'agissait de 
démontrer. 

» Désignons maintenant par p un nombre premier de la 
forme i o q ± i ; on a alors 

p-3 
•>,/' - 2 M r , = C/,-!,! + 5 C / M ) 3 + . . . + 5 2 . 

» Mais si nous remarquons que, pour le module premier/?, 
on a généralement 

(10) = — i (mod />), 

il en résulte r [ i H - 5 - F - 5 2 - B . . . 4 - 5 2 J ( m o d p), 

et, par suite, 

if' u / }- \ = i — 5 2 (mod/?) . 

» Mais, puisque 5 est résidu quadratique de tous les nombres 
premiers qui sont résidus quadratiques de 5, le second membre 
de la congruence est divisible par />, il en est donc de même 
de Up -1 . . . . » 

{Cf. 121 à 123, Disquis. Arith. de Gauss.) 

« . . . TIIÊORÈMK G É N É R A L . — Lorsque, dans la série de 
Lamé, le terme de rang p -+-1 est divisible par py sans 
qu'aucun des termes dont le rang est un diviseur de p 1 
le soit, le nombre p est un nombre premier, et Von a 

p = ioq ± 3] 

de même, lorsque le terme de rang p—i est divisible 
par p, sans qu'aucun des termes dont le rang est un divi-
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seur de p — i le soit, le nombre p est un nombre premier^ 
et Von a 

p — io q ± i . . . . » 
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J 'ajoute que Ed. Lucas a donné le tableau des 60 premiers 
termes de la série de Fibonacc i , avec leurs facteurs propres 
et impropres . 

ADDITION, PAR M . H . BRO:ARD. 

Depuis la publication susment ionnée de 1877, on a obtenu 
la preuve authent ique du décès d'Albert. Girard, non en i633, 
mais dans les premiers jours de décembre i63a (Voir Interni, 
des Math., 1895, p. 193, rép. 373) . 

11 est juste aussi de rappeler que dans le présent journal 
(1853, p. 195) Terquem a, le premier, s ignalé que le titre de 
siamélois d'Albert Girard voulai t dire natif de Sa int -Mihie l 
( chef - l i eu de canton de la Meuse) . 
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QUESTIONS. 

2290. Si d'un point P d'une strophoïde dont les tangentes 
au point double sont O.r et Oy, on mène à la courbe deux 
tangentes PAG, PBD, A et B étant sur O^R, G et D sur Oy, 
on a 

( cTÂ cîb) (CÎC Ô"D) = c o n s l ' 
R . B O U V À I S T . 

2291. Soient O le point double d'une cubique nodale, 0 . r et 
O y les tangentes en ce point, M un point de la courbe, TM la 
tangente en ce point; TM rencontre la courbe en MJ, soit TM, 
la tangente en ce point, la conjuguée harmonique de TM, par 
rapport à OMI, TM rencontre O.r et O y en A et B, la conique 
passant par OAB et tangente en M à la cubique a, avec celle-ci 
en M , un contact du troisième ordre. R . B O U V À I S T . 

2292. Soit H3 une hypocycloïde à trois rebroussements 
tangente à de*»*, d roi tes rectangulaires OA et OB en A et B, 
l'hyperbole équilatère qui touche AB et admet pour asymp-
totes OA et OB a, en dehors des côtés du triangle OAB, trois 
langentes communes avec H3 ; montrer que le centre de gra-
vité du triangle formé par ces trois tangentes est le point O. 

R . B O U V À I S T . 

2293. L'équation 

n = « 

n = 1 

où q réel est inférieur à 0,^56 et les quantités c et 6, quels 
que soient les indices, sont comprises entre — i et - f - i , a 
toutes ses racines réel les . A . P K L L E T . 



( 3 6 9 ) 

[ A l b ] 
SDR DES IDENTITÉS REMARQUABLES; 

PAR M . MATHIEU W E I L L . 

Soit 

d'où 

Considérons 

ab = X, - a -4- b = jx, 

ar = (A a — X, 
6 * = — X . 

P = (A? -+ - ay - 4 - ( . R - F - ¿ ^ - F - A * ) 

= xx -+- Xj* -+- X z2 -+- |jlxy ¡ixz -h ( fA* — 2 X 

Q = (a? + a / + + a / + ¿2 ' ) 
= xx'-h a*yy'-h b2zz'-+- a(xy'-+-yx') -h b(zx'-+- xç') 

-^^(yz'+zy') 
O U 

Q = X - + - a Y 4 - 6 Z , 
en posant 

X = xx'— lyy'-\zz'+\(yz'+zy'), 
Y = pyy1-+-x/ +-yx\ 
Z ** ¡xzz'-h zx'-h xzT. 

Soit 
R = (x -4- ay -4- bz) -4- ¿ ^ -h a-«) 

X (x'-h ay'-+- bz') (x'-h by1 -h az'). 

Ou aura, d'après ce qui précède, 

R = (X + rtY + 6 Z ) ( X + 6 Y + a Z ) 

= X«-hXYi- f -XZ«-h p.XY 4- jjiXZ -h (fx l — aX)YZ. 

R n'est autre que le produit des deux formes : 

x2 -4- \y* -4- X<s*-f- ¡xxy -4- \LXZ -4- ( p 1 — I\)yz, 

x'i x y « h- ( fi1 — 2 \)y'z'. 

Ann. de MathèmaU, 4* série, t. XVI. (Septembre 1916.) 25 
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Dcrncrnous avons le théorème suivant : -

T H É O R È M E . — Le produit des deux formes 

¿pi -f- \ y * -f- X**-f<. . — 
X . . .-f- (|42 —- z ' 

est une forme de même espèce, et cela de plusieurs 
manières, car on peut permuter y avec z, ce qui 
change X, Y, Z; ou y* avec z!. 

En donnant à \ et à ¡A des valeurs particulières, on 
obtient un grand nombre d'identités. 

Faisons, par exemple, \ = 1, JJL = — 1 ; il vient 

(xî-Jt-yi-ï-z2 — xy — xz—yz)(x'^->r y*-{-z'*—x'y'—x'z'—y'z') 
= X 2 - h Y2-f- Z2 - XY — XZ - YZ, 

ave<T 
X = xx' — yy' — zz' -b yz' H- zy\ 
Y = — yy'-hxy'-hyx', 
Z= — zz'zx'-h xz'. 

En permutant x avec y ou avec zy ou x avec yr, .... 
on obtient diverses valeurs pour le système X, Y, Z : 

En particulier, si l'on fait 

x = x', 
y = y\ 

il vient 
( a?2 y* — fry —- xz—yz )2 

= X2-+-'Y2~f- Z*— XY — XZ — YZ, 

avec 
= x2— (y — zy, 

" y*, 

- Z-=. 2 
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On aura aussi, évidemment, 

Yj = %yx — x*, 

X2 = s* — (ar —JK)2, 

Y2 = — a?*, 
y*, 

ce qui donne trois formes distinctes. 
Dans le cas particulier des deux formes 

x2 -hy2 4 - — x y — x z —yz, 

+ — x'y—x'z'^y'W, 

on peut obtenir des résultats différents en partant de 
l'identité 

x2 .^yi + zi—xy — xz—yz 

= (x -h <*y 4- z*z) (x 4- a * y 4- ocz), 

a et a2 désignant les racines cubiques imaginaires de 
l'unité. 

On a .. . ; 

(¿p + a / + a*z) (x'-h ay'-h <x2z') = X -h a Y 4- a*Z, , 

avec 
X = xx'-hyz'-h zy\ 

Y = z z ' x y ' y x \ , 

Z = y y -h xz' 4 - zx'. 

Le produit 

P = (x -H <xy 4 - <x2z )(x -h ai2y + 

X (x'-h -h oi2z'){xr-+- x2yfr+r <xz'i t ; : 

s'écrira donc > :: 
,. ( X a Y 4 - a»Z>(X 4-<X*Y -h a Z ) 

= X*4- Y* 4- Z« — X Y — XZ — YZ. 
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C'est une nouvelle forme du produit 

yt-+-zt—xy—• xz -~yz)(x'*->r y*-hz's—x'y'—x'z'—y'z'). 

En particulier, si l'on prend 

# = y =yf, z = z'y 

on aura 
(xi-+-yi~h z2 — xy — xz —yz)1 

= (a?1-h zyz)*-h (y-h 2xz)*-h (z*-h zxy)* 

— (x*-h iyz) (y%-\~ %xz)—.... 

Reprenant la formule générale, faisons 

|i = ï, z = o, o; 

il vient 

avec 
x = x x — ^ y y ' j 

Y yy'+ xy+yx'> 

et, en faisant X = i, (x* +y'-h xy) ( a ? , * - 4 - / , - h x'y') = X* h- Y» XY, avec 
X = xx'—yy\ 

Y ** yy'+ xy'+yx'. 

Permutant a? avec on aura un nouveau système 

X^yx'— xy\ 

Yi = xy+yy+xx'i 

et ainsi de suite. On voit que l'identité générale que 
nous avons établie conduit à un très grand nombre 
d'identités nouvelles, qui peuvent avoir leur intérêt en 
Algèbre et dansja Théorie des nombres. 
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Considérons l'expression 

K = a 3 4 - 6 3 4 - c 3 — 3 abc 
= (a -4 - b 4- c ) ( a 4- 6 a 4-.ca») ( a 4- 6 a * 4 - c a ) , 

et l'expression 

L = a'*4- 6 ' 3 4- c'3 — 3 a ' 6 ' c ' 
= ( a ' - h 6'-+- c') ( a ' 4 - 6'a 4- c'a») ( a r 4 - 6'a»4- c 'a) . 

Le produit KL s'écrira 

( A 4- B 4- C ) ( A 4- Ba- f - C « * ) ( A 4 - B a 1 4 - * C a ) 
avec 

A = aa! 4 - bb' 4- ccr, 
B == ab' 4 - bc' 4- ca\ 
G = ac' 4 - 6 a ' 4 - cbf. 

Pour le voir, il suffit de faire, séparément, les produits 
de 

a + 6 + c par a ' 4 - & ' 4 - c ' , 
de 

a + ô a + c a ' par a ' 4 - ¿>'as4- c'a, 
et de 

a + 6 a * + c a par fl'+è'a + c ' a V . 

On voit donc que le produit des deux formes 

a* 4- ô 3 4 - c3 — 3 abc, 

est une forme de même espèce. On arrive d'ailleurs à 
ce résultat, immédiatement, en faisant le produit des 
déterminants : 

a b c 

b c a 

c a b 

a! V c' 

b' c' a' 

c' a' b' 

= 3 abc —a*— b1— c3 , 

= 3a '6 ' c '— a'3— b'3— c'3. 
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Leur produit est le déterminant 

A B C 

B G A 

C A B 
= A ' + B * + C » - 3ABC, 

puis 

puis 

A, B, C; ayant les valeurs indiquées plus haut. 
Décomposons la forme 

a3 -f- b3-h c3 — 3abc, 

et faisons le produit 

(a -f- b c ) ( o -f- bat. + ca 2 ) , 

(a -f- b-h~c)(a-+- ca), 

(a -h b a -h ca*) (a -h 6a*-f- c a ) . 

Le premier produit est égal à 

a b c 4 - a(b % — ac) -f- a*(c2 — ab) ; 

le second est égal à 

a\—bc-f- «*(&*—ac)4-a(cî—a6) ; 

le troisième est égal à 

a* — bc-\-bt — ac -+- c1 — aè. 

On a donc l'identité 

( « 3 + 6 3 - 4 - 0 3 — 3 a 6 c ) » = A 3 - 4 - B 3 + C 1 — 3ABG, 

avec 
A = a* — bc, 

B a - ac , 

C = c*—ab. 

La première méthode ne donne pas cette identité. 
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Con sidérons, enfio, le déterminant 

A = 

a b c -d 

b c d a 

c d a b 

d a b c 
-4- 4 6 R F ( A 2 - H E * ) 

Soit 

Ai = 

a' b' c' 

è' c' d' a' 
e' d! .. .. 

d' -ax .. .. 
On aura 

P = A, Ai = —• 

1 2 3 4 
2 3 4 i 
3 4 1 2 
4 i a 3 

en écrivant, pour abréger, 

1 = aa'4- bb' 4 - cc' -h cW, 
2 = 4- bc' -h- cd' da\ 

3 = ac' 4- bd' 4- ca' 4- ¿¿6', 
4 = «¿¿'-h ba! 4- cbr 4- de. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — Le produit des deux f ormes 

di->ra*—c*)(b*'-d*— e*) 
4- ^ bc)(ab — cd)y 

( ¿,'î__ d'2 4- a'* — c'») (6'* — d'* — a'*4- c'2) 

es/ une forme de même espèce, précédée du signe (—). 

Considérons, d'autre part, l'équation binôme 

X* — I as O, ' — i • 
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et soit a Tune des racines; le déterminant 

A = 

a b c d 
b c d a 

c d a b 

d a b c 

peut s'écrire, en remarquant que si l'on pose 

A = a 4- ba -+- ca*-h dtx*, 
on a 

— = b -+- cix -h da* -+- a a3, 
a \ 

— = c + i /a + a a ' + ô a 5 , 

= rf+aa + è ^ + ca 3 ; 
a* . 

i b c d 

A = A 

- c d a 
a 

~ d a b 

— - a b c 

On en conclut, facilement, que A est divisible par le 
produit des quatre valeurs obtenues en remplaçant 
dans A, a, par les quatre racines de xk — i = o, c'est-
à-dire par i, — i, i et — i. Or, le produit des quatre 
polynomes ainsi formés peut s'écrire 

P = + è + c + + [(a-c)*-h(b — rf)«]. 

Çe produit est égal à — A. 
On a donc le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — Le produit des deux formes 

P = ( a - b 6 - K c - + - r f ) ( a — 6 - t - c — d)[(a — c )* -f- (b — d )*], 

P t = (a ' - t -b ' + c '4-(?) (a' — b -h c'— d) [(a — c'y-h (b'— d')*\ 
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est une forme de même espèce, 

R = — [A 4 - B 4 - G-f- D ] [A — B C — D ] 

x [(A — C ) î - f - ( B - D ) * ] 

avec 
A = a a ' + bb' -+- cc' 4 - dd\ 

B = ab' -f- bc' 4- cd!-h da 

G = ac' 4 - W 4 - ca '4 -

D = ad! 4 - ba'4- cb' 4 - de'. 

Le résultat est général. Considérons le déterminant 

A = 

a\ a\ 

a% a j 

an ai 

• . <*n 
an at 

et l'équation binôme 

xn—i — o, 

dont les racines sont at a2 ...a„; on a 
A = = h n ( a t 4 - a , a j 4- a , a } 4 - . . . 4 - a ^ a f " 1 ). 

Si nous remplaçons les ala2..,an par è 2 n o u s 
aurons un autre déterminant de même espèce 

At = dt n ( 6 , 4 - bt «! 4 - . . . 4 - bn*'{-1 ) 

et le produit AA, sera un déterminant de la même 
espèce 

avec 
D = A, Ai = Î I ( A i 4 - Ajocj 4 - . . . 4 - A,,«*?-*) 

Ai = atbi 4- a j 6 j 4 - — 4- anb,,, 

A t = a i ¿ j 4 - ct% bi 4 - . . 4 - an b\, 

d'où une identité très générale. 
D'ailleurs, le déterminant A n'est autre que le résul-
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tant, à un facteur près, des polyûomes 

ai -f-atx -4-.. . -f- anxn~i 

x'1— i. 
et 

Le produit AA, est, d'une part, le produit des résul-
tants des deux polynomes 

ài 4- a2x •+•-...H- anQt*-1, 
bx b^x -H-. ..-+- bnxn~x 

et 
: • • ' - ' ¿F« I , ^ 

et, d'autre part, le résultant du produit 

A = (a, -f- a2x -+-... H- flft^-1) btx . .-h bnxn-1) 

et de 
xn— I. 

On peut, dans tout ce qui précède, supposer nul un 
coefficient, ou même en supposer plusieurs nuls. Con-
sidérons, par exemple, le déterminant 

A = 

et l'équation binôme 

a b c o 

b c o a 

c o a b 

o a b c 

XN— i = o, 
on a 

A = — [ a + 6 + cJ [a — b -+- c] [a -H ib — c] [a— ib — c] 

= — [(a -h c)*— ¿2] [(a — c)*-b b*]. 

Soit 

Le produit AA, sera égal à R, et l'on aura 

R = - [ A + B + C + D ] [ À — B -4- C — D] 
x [ ( A —C)*-4-(B —D)»), 
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avec ' 

A: == bbx ccu 

B = a b t 4R bcu 

G = act 4- cflj, 

L) =? B A T 4 - CBT. 

[ D 2 a ] 

NOUVELLE DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME D'ABEL 
SDR LES SÉRIE& ; 

P A R M . J . - B . P O M E Y . 

Remarque préliminaire. — Soit, dans le plan, un 
ensemble (A) de points Aô, À f , A2, Aw, ... contenus 
dans un cercle C de rayon R; si je forme l'ensemble (B) 
des points B0, B4, B2,..., B„, ... homologues respective-
ment des points A0, A,, ..., Ara, . . . dans une transfor-
mation homothétique opérée à partir d?un point P, 
situé à l'intérieur du cercle G, comme centre d'hôma-
thétie et avec un rapport de similitude X inférieur à 
l'unité mais positif, la figure (B) est contenue dans un 
cercle Crde rayon R' = XR ei le cercle G' est contenu 
à l'intérieur du cercle C; les deux figures coïncide-
raient, naturellement, si \ était égal à l'unité. Je dirai 
pour abréger que j'ôpère sur (A) là transforma-
tion SJ(A) et que j'obtiens l'ensemble (B). J'écrirai 
alors S£(A) = (B). 

Enoncé. — Considérons une suite de vecteurs 
UtjUiy Ha, ... en nombre infini, mais supposons 
que le plus grand des vecteurs 

s0 = M0, S1 = w0 4 - Wi, st = w0 4 J Wi4- «2 . • •, sn = 2 ( Uh) . <. . 
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demeure fini. Supposons que les nombres a0j a4, 
aa, ..., an, . . . soient une infinité de nombres posi-
tifs, rangés par ordre décroissant de façon que chacun 
d'eux soit tout au plus égal au précédent, mais tels 
cependant que, si Ton se donne un nombre e aussi 
petit qu'on voudra, on puisse prendre n assez grand 
pour que tous les nombres à partir de an soient infé-
rieurs à s. Je dis que la série 

a0 u0 -h ai Mi 4-... •+• an ... 

est convergente. 

Démonstration. — Soient B0i Bt, B2, . . . , Bn, . . . 
les extrémités des vecteurs $0, ¿2? • • snj • • • appli-
qués à l'origine, comme le seraient des forces. Je puis 
tracer un cercle C de rayon R assez grand pour con-
tenir à son intérieur tous les points (B) de cet en-
semble, en même temps que l'origine que j'appel-
lerai Q. Je fais la transformation S29(B) et j'obtiens les 
points BJ, BJ, BJ, Le premier BJ est l'extrémité 
du vecteur a0u0 et le vecteur B®^, B" est égal à a0 un• 
Ceci posé, je fais les opérations successives : 

S ; # ( B o B ! . . . B n . , . ) = ( BJ B5 BJ . . . B J . . . ) , 

BJ . . . BJ . . . ) = = (BJ B | B £ . . . B ^ . . . ) , 
"0 

S ^ ( B } B i . . . B ; . . . ) s ( B ï B î B Î . . . B J . . . ) , 
«1 

S^(B?-«BSf l . . . ) »(BSBS+,...), 
"m-1 

Les points BJ, B®, B®, . . . sont compris à l'intérieur 
d'un cercle C0 de rayon R 0 = a 0 R; les points B|, B{, 
BJ, . . . sont compris à l'intérieur d'un cercle Ct de 
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rayon R , = ~ R 0 = a , R ; les points B*, B*, . . . sont 
compris à l'intérieur d'un cercle C2 de rayon 
R2 = — R, == a 2 R; les points BJ, BJ+I, . . . sont com-
pris à l'intérieur d'un cercle Cn de rayon R w = a l t R » 
Or, le cercle G enveloppe le cercle C0 qui enveloppe le 
cercle Gf qui enveloppe le cercle C2, ..., qui enve-
loppe le cercle C,, dont le rayon tend vers zéro 
quand n tend vers l'infini. Donc les centres d'ho-
mothétie successifs Q, B®, B}, Bjj, . . . , B", . . . qui 
sont compris respectivement à l'intérieur de ces 
divers cercles successifs tendent vers un point 
limite S bien déterminé. Maintenant, examinons les 
valeurs de Q BJ, de QBJ, . . . et de QB«. Tout d'abord 
Q BJ est un vecteur égal à aQu0, B® B® est un vecteur 
égal à a0udonc BJBJ est un vecteur égal à 

— x «o = ax u\ aQ 

et QB} est, par suite, égal à 

(t0
 uÎ> 

D'une façon générale, je dis que le vecteur QB" est 
égal à 

a0 Uo -+• « î Mi -+- . . . 4 - an un, 

car la même formule subsiste quand on change n 
en n -h i. En effet, il suffit de considérer les vec~ 
leurs B® B°+ | , B;,B«+1, B*B*+t, . . . pour voir qu'ils 
sont égaux respectivement à 

^Î^fl+lj •••> 

puis, quand nous prenons B* pour centre d'homo-
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thétie, nous avons enfin 

B « B S i } = Î Î 2 ± i B » B i i + , - « „ « „ + ! = «im-I 
a n <tn 

ce qui établit la loi et prouve en même temps que la 
limite de Q B " ou %aniin est le vecteur bien déter-
miné Q 2. 

[ D l c ] [ S 2 ] 

GÉNÉR\US\TION m TBÏORÏMÏ M m i l 
ET APPLICATION A LA PHYSIQUE ; 

P A R M . J . - B . P O M E Y . 

i ° Considérons, dans le plan, un champ de force 
limité par un contour simple; soit F la force; suppo-
sons que l'on ait r o t . F = o , que F soit bien déter-
minée, finie et continue, et dirigée,en tous les points du 
contour, suivant la normale vers l'intérieur du champ. 
Je dis qu'il y a un point du champ (au moins) où F 
s'annule. 

En effet, le travail accompli en allant à l'intérieur du 
champ d'un point A à un point B ne dépend pas de la 
forme du chemin parcouru et s'annule si A et B sont 
tous deux sur le contour, qui est une ligne de niveau. 
Si I on choisit entre ces deux points du contour un 
chemin quelconque dans le champ, le travail, partant 
de la valeur zéro, est d'abord positif, puis revient à la 
valeur zéro; il a donc dû passer par un maximum. 11 y 
a ainsi un maximum sur chaque segment d'ordonnée 
intercepté par le contour et il y a un maximum maxi-
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morum sur le lieu desdits maxima. En ce point, le 
travail est maximum ; on y a donc F = o. Ce point est 
un centre d'équilibre. 

On peut généraliser en admettant que la force F 
puisse éprouver une discontinuité finie sans change-
ment de signe le long d'une portion de ligne de niveau. 
Car, en traversant cette ligne, le travail varie d'une 
façon continue, malgré la discontinuité et dans le 
même sens que si celle-ci n'existait pas. L'existence 
d'un maximum maximorum en dehors de cette ligne 
de discontinuité, qui pourrait donner lieu à difficulté, 
continue donc à être établie. 

a° Supposons que la force, restant soumise aux 
mêmes conditions générales de continuité, satisfasse à 
la condition div. F = o en tous les points du champ 
et soit tangente au contour en tous ses points. On 
obtiendra des conclusions analogues en envisageant le 

flux de force à travers un chemin AB (au lieu du tra-
vail). Et la même généralisation supplique. II y a un 
point où F s'annule. On peut appliquer ces considéra-
tions au mouvement d'un fluide; le système envisagé 
est cylindrique et, si l'on fait abstraction de la troisième 
dimension, il s'opère en vase clos. Ce qu'on démontre' 
dans le premier cas, c'est que, dans le mouvement irrota-
tionnel d'un fluide comprimé dé toutes parts, il y a au 
moins un élément de convergence au repos à l'époque 
considérée, et ce qu'on démontre dans le second c'est 
que, dans le mouvement d'un liquide incompressible 
dans un vase à parois rigides, il y au moins un élément 
de tourbillon au repos à cet instant. Il est facile de 
généraliser dans l'espace à trois dimensions. 
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U N E E X T E N S I O N D ' U N T H É O R È M E B E P O N C E L E T ; 

PAR M. F. GONSETH, 

Assistant à l'École Polytechnique fédérale de Zurich. 

Ce théorème, bien connu, s'énonce ainsi : 

S'il existe un polygone inscrit dans une co-
nique C2, et circonscrit à une autre conique r 2 , 
il existe une infinité de pareils polygones inscrits 
dans C2 et circonscrits à T2. 

Il est susceptible d'une extension dans l'espace. 
Supposons qu'une conique C2, d'un plan n, et une 

cubique gauche C3 soient rapportées projectivement; 
soit M'le point de C2 correspondant au point M de C3. 

Transformons C3 dans une corrélation focale arbi-
traire. A tout point M, de C3, va correspondre un 
plan ¡A, passant par M; l'enveloppe des plans ¡JL est une 
seconde cubique gauche r 3 . Un plan ¡JL coupe C3 en 
deux points M, et Ma différents de M. Soient M', 
Mj et M'a les correspondants sur C2. Joignons M' à M', 
etMg*, les droites M'M', et M'M'â, lorsque M décrit la 
cubique C3, enveloppent une même conique r 2 . En 
effet : les seuls plans p. passant par M sont le plan focal 
de M et ceux de M, et de M2; ces plans ne contiennent 
que les deux cordes MM, et MM2 de C3, passant par M ; 
l'enveloppe des droites M'M', et M'M2 est donc bien 
une conique. 

Toute corrélation focale détermine, comme on sait, 
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un complexe linéaire de droites, L. Les droites telles 
que MM, et MM2 appartiennent au complexe L déter-
miné par la corrélation introduite plus haut. L est 
d'ailleurs déterminé par cinq de ces droites, et la 
conique T2 par les cinq droites de it qui leur cor-
respondent. 

Ainsi, à tout système focal correspond une conique T2 

et réciproquement. 
Supposons maintenant qu'il existe un polygone de 

n côtés inscrit à C2 et circonscrit à T2. On voit immé-
diatement qu'en pareil cas il existe un polygone gauche 
fermé, de n côtés, dont les sommets sont sur C3, et 
dont les plans (joignant deux côtés consécutifs) sont 
osculateurs à T3 ; et le théorème de Poncelet se trans-
forme dans le suivant : 

S'il existe un polygone gauche dont les sommets 
sont sur une cubique gauche, C3, et dont les plans 
(joignant deux côtés consécutifs) sont osculateurs 
à une seconde cubique gauche r 3 , si de plus C3 et Ts 

sont réciproques dans un système focal arbitraire, 
il existe une simple infinité de pareils polygones 
inscrits dans C3 et circonscrits à r 3 . 

CORRESPONDANCE. 

Un abonné. — Au sujet du problème de Pappus 
généralisé. — Maintenant que M. Joffroy a démontré 
(N. A., 1916, p. 168) que le problème de Pappus 
généralisé est résoluble au moyen d'équations du 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVI. (Septembre 1916.) 26 
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second degré, il; est facile de fournir une explication 
de ce fait. Pour sa solution, M. Joffroy emploie les 
deux équations 

a?2-h y*—z&ycoso) — / * = o , 

xy— a(x-^y) = o. 

La première représente une conique ayant pour 
axes les bissectrices de l'angle xQy; la seconde une 
hyperbole ayant pour centre le point P, pour asymp-
totes les parallèles à Ox et Oy menées par P, pour 
sommet le point O. Les deux coniques ont donc OP 
pour axe de symétrie commun et l'on est par suite 
assuré que la détermination de leurs points d'intersec-
tion dépend d'équations du second degré. 

Et en elFet, si l'on substitue k x et y les valeurs 

v . w v w O) O) 
X sin H Y cos — X sin Y cos — 

2 2 2 2 
X = : , y = : j 

sinw sinto 

ce qui revient k prendre pour nouveaux axes de coor-
données les bissectrices de l'angle xOy} les équations 
précédentes deviennent 

. a OJ , N . tu , N l% s in2w 
X2 sin- — (i — cos w) Y2 cos1 — (i -+- cosio) = o, 

2 2 2 
_. „ . „OJ _ (x> . (O 
X2 sin2 Y2 cos2 2 a sin to sin — X = o ; 

2 2 2 

d'où, par élimination de Y 2 , 

X 2 — 2 a cos — (î 4- c o s a > ) X — l2 cos2 — = o, 
2 2 

équation d'où l'on déduirait des résultats analogues à 
ceux donnés par M. Joffroy dans son article. 

Un abonné. — Au sujet de la sur/ace de H eddle. 
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— Au sujet de la surface de Weddle, on peut rappeler 
que Chasles a traité un problème plus général que la 
recherche de la surface lieu des sommets des cônes du 
second ordre qui passent par six points donnés. 

11 a examiné le cas (Comptes rendus, t. LII, 1861, 
p. 1157-1162) où les cônes divisent harmoniquement 
six ou sept segments donnés. Dans le premier cas, le 
lieu des sommets est une surface du quatrième ordre; 
dans le second, une courbe gauche du sixième ordre. 

Il fait dériver ces propositions du théorème général 
suivant sur les figures homographiques : 

Si Von a quatre figures homo graphiques dans 
l'espace, le lieu d'un point par où passent quatre 
plans homologues des quatre figures est une surface 
du quatrième ordre. 

F. Balitrand. — Une propriété des courbes de 
Ribaucour. — Les courbes de Ribaucour sont carac-
térisées, au point de vue géométrique, par la propriété 
suivante : Le rayon de courbure en un point quel-
conque est partagé dans an rapport constant par 
l'axe des x. 

Analytiquement, cette propriété se traduit par 
l'équation différentielle 

dp n . / dy \ 

ou bien 

d'où 

P dp n, ., p dp dy 
dy yK " " 1-+-/>» y 
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On déduit de là 

et comme en vertu de (i) on a, p désignant le rayon de 
courbure, 

P = » r n 

on obtient finalement 

Ainsi : Le rayon de courbure en un point quel-
conque d'une courbe de Ribaucour est propor-
tionnel à une puissance de Vordonnée de ce point. 

Cette propriété peut remplacer, parfois avec avan-
tage, la définition habituelle des lignes de Ribaucour; 
car elle les caractérise, de même que la suivante qui 
est une conséquence immédiate de ce qui précède. 

La normale (partie comprise entre le point d'inci-
dence et Taxe des x) en un point quelconque d'une 
ligne de Ribaucour est proportionnelle à une puis-
sance de Vordonnée de ce point. 

Parmi les courbes célèbres qui font partie de la 
classe des lignes de Ribaucour, figurent notamment la 
cycloïde, la chaînette et la parabole pour lesquelles on 
a respectivement 

/i = - A , P 2 = y (cyc lo ïde) ; 

y1 
n = J , p = (chaînet te ) ; 

n = = V (parabole). 

Differentions l'équation (2), nous obtenons 

k n cn J 
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Mais, si s| est l'arc de la développée, on a dp = ds{ et 
si yh est l'ordonnée du centre de courbure, on trouve 
facilement que 

y =
 71 

y\ I — n 
Par suite, 

d'où 

, ( n - H i ) nn y 7 , 
dsj = ) —- — dv\ ; 

nn ytt-¥\ 
S i ~ ( l — C * ' 

Les développées des lignes de Ribaucour sont donc 
caractérisées par cette propriété que Varc est propor-
tionnel à une puissance de Vordonnée. ( Voir 
E . CESARO, NOUV. Ann1914, p- 1 0 2 . ) 

E.-N. Barisien. — Sur le problème de Pappus. — 
La remarquable solution de ce problème (1916, p. 168-
171) m'a suggéré l'idée d'étudier ce problème lorsque 
Vangle XOY est droit et que le point P est en dehors 
de la bissectrice. En conservant les notations de M. J. 
Joffroy (/oc. cit.), et posant 

PA = 6, P A ' = a , OS = x, OS' = y, 

on a à résoudre les deux équations 

(1) xt-hy*=l*, 

( 2 ) xy = bx -h ay. 

Algébriquement, l'élimination dey entre ces deux 
équations donnera une équation du quatrième degré 
en x, qui ne se décomposera en deux équations du 
second degré que si a = b. 

Géométriquement, si T est le quatrième sommet du 
rectangle OSTS', on déterminera les quatre points tels 
que T, par l'intersection du cercle (i)avec l'hyperbole 
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équilatère (2), facile à construire. Son centre est en P, 
ses asymptotes sont les droites PA et PÀ', et l'hyper-
bole passe par O. Avec ces données, on peut construire 
cette hyperbole par points avec toute la précision pos-
sible. On projettera sur OX et OY les quatre points 
d'intersection de (1)'et (2) et l'on aura les quatre 
droites SS ; de longueur l. Gomme vérification gra-
phique, ces quatre droites doivent passer par P. 

Si les droites OX et OY font entre elles l'angle <0, 
on aura à résoudre les deux équations 

( 3 ) %xy coso> = 

( 4 ) xy ~ bx ay, 

ou à construire l'intersection de l'ellipse (3) avec l'hy-
perbole équilatère (4)-

E.*N. Barisien. — Sur des décompositions de cer-
tains nombres en sommes de carrés. — On sait, par 
les identités de Lagrange, décomposer tout nombre IN 
de la forme 

N = ( a « 4 - 6 * ) ( c * 4 - b^d*) 

en somme de deux carrés (de douze façons) et en 
somme de quatre carrés (de six façons), ainsi qu'en 
une somme de huit carrés. 

i° Voici deux décompositions de IN en somme de 
trois carrés 

(1) N = [ a b ( c 8 =p [cd(a* ± b*)p+ (a»c* 4- b*d*)*. 

20 On a de même pour le nombre N' 

( 2 ) N ' = [ab(c*+ ¿ * ) ] 2 4 - [cd(a*± (a*d*-h b*c*)*. 

3° Il résulte de là en faisant le produit des formules ( 1 ) 
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et (2) que si N " = N N ' , tout nombre W de la forme 

N" = ( a * - h b*)*(<?• + ¿ » I H a ï c i + è î ^ X f l î ^ + é î c » ) 

est de quatre façons différentes une somme de neuf 
carrés. 

Dans deux de ces décompositions, deux des neuf 
carrés sont des bicarrés. 

Je signale cette curieuse décomposition du nombre N" 
qui est peut-être inédite. En tout cas, sa démonstration 
directe semble devoir être assez ardue si Ton ne connaît 
pas les formules (i) et (2). 

ANCIENNES QUESTIONS NON RÉSOLUES. 

Questions de Cesàro. 

1402 (1882, 240). — La somme des pièmei puissance» des divi-
seurs de n est égale, en moyenne, à 

» ' ( ' + ¿ 3 + ski + • • • ) • 

1403 (1882, 240). — a, b, c, . . . étant les diviseurs de R, 
on a, en moyenne, 

P P P * 1 , I — h 1 b . . . = H h -z -K. . . -+-a-hp b-h p c-h p 2 3 p 

1433 (1883, I 4 4 ) ( 1 )• — Il n'y a que d ix-hui t espèces de 

(*) Cette question ne figurait pas dans les liftes des questions 
- non résolues publiées récemment. Mais comme nous n'avons pu-, 
malgré nos recherches, retrouver aueune trace d'une solution 
publiée, il nous a semblé opportun d'en reproduire ici l'énoncé.-
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polyèdres aux sommets desquels les faces de même ordre 
concourent en même nombre. 

2° Il n'y a que dix-huit espèces de polyèdres, dont chaque 
face contient les sommets de même ordre en même nombre. 

3e Ces polyèdres sont les seuls susceptibles de devenir 
réguliers ou semi-réguliers. 

4438 (1883, 239). — La différence entre le nombre des divi-
seurs impairs et le nombre des diviseurs pairs d'un nombre 
entier est égale, en moyenne, à 1%. 

1439 (1883, 239). — Le nombre des diviseurs de n est égal, 
en moyenne, à lu. 

1440 (1883, 239). — La somme des inverses des p'ièmea puis-
sances des diviseurs de n est égale, en moyenne, à 

1 1 
1 ÎP+Ï 

1441 (1883, 239). — Soient a, 6, c, . . . les diviseurs de n. 
-La somme 

a b c 
—- H r H pa pb pc 

est égale, en moyenne, à 1 

p — 

1442 (1883, 239). — f(n) étant la somme des restes du 
nombre entier n, divisé par tous les nombres entiers qui le 
précèdent, on a 

r f(n) Tt* lim* . = 1 
n* 12 

1443 (1883, a4o). —- La somme des p]èmtt puissances des 
diviseurs de n est égale, en moyenne, à anP. La constante a 

est comprise entre - et — -h 1. Déterminer sa valeur. 
P P 
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1444 (1883, *4o). — On a 

/ ( 0 - / ( 3 ) . . ± / ( 2 / i - i) 

= ± j f ( t -f- in) const., 

/ ( a ) - / ( 4 ) + / ( 6 ) - . . . ± / ( a n ) 

= ±: i / ( s + + const., 

pourvu qu'on remplace les puissances de e par les nombres 
d'Euler correspondants, définis par la relation symbolique 

(E + i ^ + t e - O ^ o (/> = i, a, 3, . . . ) . 

1445 (1883, *24o ). — i° La somme des produits m à m des 
n premiers nombres naturels est divisible par tous les nombres 
premiers compris entre m + i et n + 2. et supérieurs à n — m; 

2° La même somme, diminuée de 1 . 2 . 3 . . . , m, est divi-
sible par n — m, si ce nombre est premier. 

1446 (1883, 240). — Les nombres de Bernoulli et d'Euler, 
définis symboliquement par les relations 

(B -f- \)P— Bf = o, 

( E - f - l ) P - H ( E — l ) P = 0 , 

satisfont aux relations symboliques 

( 2 B -+- l)/> = ( 2 — 2/»)B^, 
(4B-+- i)#» = (a — 2P)Bp-pzp-u 

(4B + 3 ) i = (a — >1P)BP + ptp-x. 

1447 (1883, 287). — Soient au at, a s , an des valeurs 
positives de a?*, x3, xn satisfaisant à l'équation de 
coefficients positifs 

Ajari-f- A j - 4 - . . . - + - knxn — 1. 

La probabilité que a t l a s , a 3 , . . . , a „ soient respectivement 
supérieurs à otj, a î t a3, . . a n est exprimée par la (/i — i)1*"* 
puissance de 

1 — ( A, a, H- A j a, -h A 3 a, 4 - . . . -h A„ a„). 
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i486 (1884, 160). — La probabilité que la conique déter-

minée par cinq points, pris au hasard dans un plan, soit une 
ellipse, est infiniment petite. 

1511 (1884, 496) . — On donne au hasard, dans un plan, 
quatre points, et Ton en prend un comme centre d'une conique 
passant par les trois autres. Démontrer que cette conique est, 
avec autant de probabilité, une ellipse ou une hyperbole. 

1522 (1885, r>6). — Le déterminant de.(•» —1) 1 é léments, 
dont l'élément général est égal au nombre des diviseurs 
communs de 1 - 1 - 1 , / - + - » , représente la totalité des entiers, 
non supérieurs à n, dépourvus de diviseurs carrés, autres 
que l'unité. 

1523 (1885, 104). — Soit [ / ( a ? ) ] j j l'expression de Taire 
comprise entre un arc de courbe, l'axe des abscisses et les 
ordonnées extrêmes. A l'arc de courbe on inscrit une ligne 
polygonale, dont tous les côtés ont, sur l'axe des abscisses, 
des projections égales à e. L'expression de l'aire comprise 
entre cette ligne, l'axe des abscisses et les ordonnées extrêmes 
est 

pourvu qu'on remplace les puissances de B par les nombres 
de Bernoulli correspondants. 

1629 (1892, 14*). — Soit B le centre de la sphère oscula-
trice, en A, à la ligne (A) . Soit C le centre de la sphère oscu-
latrice, en B, à la ligne ( B ) . Démontrer que AG engendre une 
surface développable, et chercher les l ignes pour lesquelles AG 
pivote autotir d'un point fixe. 

1631 (1892, 14*>. — Chercher les courbes telles que les 
plans polaires de leurs points, par rapport à une sphère 
donnée, passent par les Gentres des sphères osculatrices cor-
respondantes. 

NOTE D E L À RÉDACT^>N. — Beaucoup des énoncés qui 
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précèdent semblent se rattacher aux travaux publiés par 
l'auteur dans les Mémoires de la Société royale des Sciences 
de Liège sous le titre « Sur diverses questions d'arithmé-
tique ». Son livre « Excursions arithmétiques à l'infini » traite 
aussi de sujets analogues. Il est profondément à regretter que 
l'auteur n'ait pas accompagné l'envoi de ses questions de 
solutions, au moins indiquées. Il faut souhaiter que cette leçon 
du passé soit profitable à l'avenir, et qu'on ne laisse pas 
transformer en rébus indéchiffrables des questions qui 
auraient pu constituer d'utiles problèmes instructifs. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1364. 
( 1881, p. 38» et 528.) 

i° Les équations réciproques telles que, en posant x = it, 

leurs transformées soient également réciproques, peuvent 

se mettre sous la forme 

F désignant une fonction entière et homogène de (x -4- i)4 

et(x — i)4. 
On suppose que l'équation proposée n'admet pas pour 

racine -h i ou — i. 
2° Les équations réciproques telles que, en posant 

leurs transformées soient également réciproques, peuvent 
se mettre sous la forme 

(x9-*- x -4-i)" ( x 1 — x-hi)n' 
x F [(#*-+-a?-h i)2 , (x* -— a? -f-1)*] = o, 

F désignant une fonction entière et homogène des quan-
tités (x* - H X - 4 - I ) 4 , ( ¿ F 2 — X - 4 - J ) * . P E L L E T . 
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S O L U T I O N 
Par L ' A U T E U R . 

Cette question, insérée au Tome XX de la i* série, p. 38o, 
a été rectifiée dans son énoncé, page 59.8, même Tome. 

F(ÎP) = O étant une équation réciproque, n'ayant pas de 
racine égale à -t-i ou à — i , si Ton effectue ia transfor-

d -+- y ,,, - I 
mation x = ^ 1 équation en y est paire, puisque le 

changement d e ^ en — y , transforme x en Cette remarque 

donne immédiatement la solution de la question. 

Si en posant x-h ^ = it, l'équation en t est réciproque, la 

transformée par la substitution t = - — — est paire, Fj ( y 2 ) =; o ; 

remplaçant^ par sa valeur 

t — — ' 1 X ( x
 — 1 ) 2 

t i ~ xr-h i 2X ~~~ (a7-4-i)2' 

et multipliant par une puissance convenable de (ar-bi) 1 , on 
voit que F (x) doit être une fonction homogène de (x-hiy 
el(x — iy. 

Si, en posant x-h — = t, l'équation en t est réciproque, 
alors 

t — i _ x1 -h i — x 
t i x1-+- î - h x1 

et l'équation F (x) = o peut se mettre sous la forme 

(x*-+- X - H Ï ) N ( X 1 — X -+- I ) " ' 

X Fj [(x*-hx •+• i)*, (x*-x-h i)*] = o, 

Fi désignant une fonction entière et homogène de 

x -h i)* et (x2 — x -+-i)2. 
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1871 (»). 
(1900, p. 431.) 

Étant donnés, dans un plan, un cercle G1 ayant le 
centre 0 et un cercle-point non $ituè sur C*, prenons sur 
le rayon qui unit O avec le point variable P de G1, le con-
jugué harmonique de P par rapport au cercle-point ; le 
lieu de P' est une courbe de Jérabek ; construire la tangente 
au point P', les tangentes au point double, les tangentes 
doubles, Vintersection de la courbe avec une droite. 

V . RKTALI. 

SOLUTION 

P a r U N A B O N N É ( 2 ) . 

• 

Soit A le cercle-point ; c'est-à-dire l'ensemble des deux 
droites isotropes issues de A. Les droites AP et AP' étant 
conjuguées harmoniques par rapport aux droites isotropes 
sont rectangulaires; donc le lieu de P' est défini de la façon 
suivante : soient P un point d'une circonférence G1 de centre 0 ; 
A un point fixe de son plan ; AP' une perpendiculaire à la 
droite AP et P' le point d'intersection de AP' et OP ; trouver 
le lieu de P'. Ge lieu est une courbe de Jérabek {voir GOMÈS 
TEIXEIRA, Courbes spéciales remarquables, t. I, p. 317). 

Prenons deux axes rectangulaires ayant pour origine le 
point O ; l'axe des x passant en A. Désignons OA par h et 
soient x, y les coordonnées de P ; X, Y celles de P'. Les équa-
tions des droites OP et AP' sont : 

( 0 X 7 - Y , = O } 

( 2 ) X(h — x) — Y y — h(h — ¿r) = o. 

Numérotée 1859 par erreur. 
( 2 ) Les solutions aux questions 1871, 1872 nous avaient été 

adressées simultanément. Les nécessités de la mise en pages ont 
conduit à publier d'abord 1872 (p. 335-336). L'auteur renvoie, vers 
la fin, à la solution 1871, qu'il supposait devoir être publiée précé-
demment. Il nous suffit d'attirer sur ce point l'attention du. 
l e c t e u r . LA RÉDACTION. 
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On en déduit 

M Y - hx(x — h) hy(x-h) 
{ } xi + yi—hx* x* -ï-yî-hx' 

Les équations ( i ) et (2) étant symétriques en x , X, y , Y, on 
a de même 

m A X ( X - A ) hY(X h) 
u ; Y 2 — /tX ' J r ~ X*-4- Y*-hX' 

Telles sont les formules qui lient les coordonnées des points 
correspondants P et P'. Si le point P décrit le cercle qui a 
pour équation 

x2-hy*— a' = o, 

le point P' décrit la courbe 
(5 ) Y«) (X - h y — a 2 ( X 2 + - Y2— /¿X)2 = o. 

Pour construire la tangente au point P' à cette courbe, il 
suffit d'appliquer le théorème de Frégier à l'angle droit PAP', 
mobile autour de son sommet À ; en observant que le point 
de Frégier est le centre O du cercle G2. On voit ainsi que la 
normale en A à l'axe Ox, la tangente en P au cercle C2 et la 
tangente en P' à ( 5) coupent les côtés opposés du triangle PAP' 
en trois points en ligne droite ; ce qui suffit à déterminer 
cette dernière tangente. 

Le point O est un point double de la courbe et les tangentes 
en ce point ont pour équation 

(et2 — A2 ) X2 — /Î 2 Y2 = o. 

Ge sont les droites qui joignent le centre O aux points 
d'intersection du cercle G* et de la normale en A à Oa\ Ces 
droites sont donc réelles quand cette normale coupe le 
cercle G2 ; c'est-à-dire quand le point A est intérieur au cercle. 
Dans ce cas le point double O est réel; dans le cas contraire 
il est isolé. 

Pour trouver les tangentes doubles de (5 ) , prenons une 
droite quelconque 

(6) mX + PY — j = o, 
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et appliquons-lui les formules (3) . Elle se transforme en une 
conique qui a pour équation 

( 7 ) h(x— h) (ux H- vy) — hx) = o; 

tandis que ( 5 ) e l l e -même se transforme dans le cercle C2 . Si 
la droite est bitangente à la courbe, la conique est bitangente 
à G1. Gomme elle passe à l'origine ainsi qu'au point A où elle 
est normale à Oxt on est ramené au problème suivant : 
« Construire une conique qui ait un double contact avec un 
cercle donné, qui passe par le centre O de ce cercle et par le 
point A, situé sur Oa?, et admettant Qx comme normale en 
ce point. » Voici comment il peut être résolu. 

L'équation d'une conique ayant un double contact avec la 
circonférence 

x2-\-y1— ai = o, 

et passant par le centre de cette courbe, est 

x2 -h y* — a 2 -+- ( a x -+- $y — a )2 = o. 

Faisons-y x = h et exprimons que l'équation en y a deux 
racines nulles, nous obtenons 

p(ct h — a ) = o, A 2 ( i - + - a 2 ) — i a « / i = o. 

La condition CL h — a = o conduit à h = ±a et doit être 
rejetée. Il reste donc les conditions 

a ± s/a*— h* 
M o , h 

On voit ainsi que la corde de contact est parallèle à O y et 
passe par le point d'abscisse 

ah 

~~~ a dt /a2 — A2 9 

ce qui suffit à la déterminer. 
La courbe ( 5 ) étant -dt* quatrième degré, la construction 

des points où elle rencontre une droite arbitraire de son plan 
est impossible avec la règle et le compas. On peut ramener 
cette construction à celle des points communs à une conique 
et au cercle C2 ; mais il faut bien remarquer que c'est remplacer 
un problèm'e insoluble par un autre qui ne l'est pas moins . 
Toutefois , comme c'est probablement la solution envisagée 
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par l'auteur de la question, nous allons l'exposer rapidement. 

La droite ( 6 ) se transforme p*r les formules ( 3 ) en la 
conique (7 ) . Celle-ci passe en A oà elle est normale à Ox; à 
l'origine où elle a pour tangente la droite 

(1 — hu)x — hvy =1 o ; 

c'est-à-dire la droite qui va de l'origine au point de rencontre 
de la droite donnée avec la normale en A à O x . Enfin la 
conique passe par le point d'intersection du cercle décrit sur 
OA comme diamètre avec la parallèle à la droite donnée, 
menée par l'origine. Elle est donc déterminée et ses points 
d'intersection avec C2 correspondent aux points de rencontre 
de la droite avec ( 5 ) ; c'est-à-dire aux points cherchés. 

QUESTIONS. 

2294. Enveloppe du plan d'un triangle ABC, variable, dont 
les sommets décrivent les arêtes d'un trièdre, de façon que le 
point de contact du plan avec son enveloppe soit toujours au 
centre de gravité de masses mu miì irti placées aux sommets 
A, B, C. A. PELLET. 

2295. La somme des carrés, la somme des cubes, la somme 
des quatrièmes puissances des n premiers nombres impairs sont 
données par les formules suivantes : 

c ( 2 / 1 - 1 ) 2 / 1 ( 2 / 1 - 1 - 1 ) 
= y 

1 . 2 . 3 . 
s 3 = S t x ( 2 / i 2 — 1), 

5 S 4 = S 2 x ( n n ! — 7 ) : 

pour /I = 5 À ' D B I , S4 est divisible par S 2 . G. FONTENÉ. 

ERRATUM. 

1916, page 325, ligne i5, au lieu de l'axe, lire l'une« 
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[ 1 1 9 a ] 

SUR CERTAINS SYSTÈMES D'ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES 
DU SECOND DEGRÉ ; 

PAR M. R. GOORMAGHTIGH. 

M. Gérard in a proposé, dans Intermédiaire des 
Mathématiciens, l'élude des systèmes d'équations 
indéterminées 

(y — xy -H x = A 2 , 

( y - x f - y ^ B*; 
(x -hy z)2 zt x = A 2 , 

(x - h y -h z Y ± y = B 2 , 
(x+y + z)*± z = G 2 ; 

(x y -r- zy — (x -hy) = A 2 , 

(x+y + zy— (y-v- *) = B», 
( ¿ r - f - y - F * ) 2 — 5 ) = C«; 

(A? -hy -F- z -h t y — (x - 4 - y -H z) = A 2 , 

(x -hy -4- z -h ty— (x -hy -h t) = B 2 , 
(x -^r y z ty— (x-b- z-h t) — G2, 
(x-hy -f- 2 -+- ty— (y -h z -h t) = D2 ( i ) . 

Nous nous proposons d'étudier ici ces deux systèmes 
généraux, que nous désignerons par \n et \\n : 

( X I -+- X2 -H. . . -+- XTL-I -h xn Y -f- XI — X i , 
{Xi-hX-2-h. . .-h Xn-i-b X n y X 2 — x 2 , 

• .-+- Bn-t-hXny+Xn-i = X „ _ ! , 
( X I H- x2~h- . . - f - XN-I - h Xny -+- XN ~ X « 

(*) Pour les énoncés de ces questions, voir VIntermédiaire des 
Mathématiciens, question 4551, «9i5, p. 19.3 ; questions 4560 et 4561, 
1915, p. 197; question 4576, 1915, p. 221; question 4586, 1915, 
p. 245. 

Ann. de \fathémat.f 4* série, t. XVI. (Octobre 1916.) 2 7 



el 

( 402 » 4 ) 

( -h #2 H- • • • H- xn-x -h Xn — (x2-hx3-h. . . 4- xn ! -4- xn ) = X j , 
(xt-h Xî-h Xn-i-\- Xn)*— (xY 4- . . . 4 - Xn-i-hXn ) = X 2 , 

( x t - h X f i - . . . - h xn i 4 - xny — ( # i 4 - a ? a 4 - . . ^rt ) = X „ _ 1 , 

(a?i 4 - - r 2 4 - . . . 4 - a : « - ! - h xny— (xt 4 - : r 2 4 - . . x n - 2 - h xn-X) = X „ , 

qui admettent les précédents comme cas particuliers. 
Nous indiquerons une méthode qui permet de trouver 
toutes leurs solutions entières et dont on peut déduire 
des formules très générales. En outre, au moyen de 
cette méthode, on peut toujours trouver des solutions 
de ces syslèmes pour lesquelles n — i des inconnues 

, «r2, ont des signes donnés d'avance (4 ). 

É T U D E DU S Y S T È M E \ N . 

1. Si l'on pose 

Xi 4~ X2 4 ~ . . . 4 - Xn-i 4 - Xn — t, 

et si l'on ajoute les équations membres à membres, on 
voit que la résolution du système revient à celle de 
l'équation 

( , ) n * 2 4 - * = X f - h X f 4 " . . . 4 - X J _ ! 4 - X J . 

On a alors 

(i) l 
I Xn-i = X ! — ¿2, Xn= X 2 - ¿2. 

(*) Ainsi, pour le système II4, M. Gérardin a signalé (Intermé-
diaire, 1915, p. 221) de nombreuses solutions numériques pour 
lesquelles deux au plus des inconnues xv x«, x3, xk sont positives, 
et a demandé si trois de ces inconnues peuvent être positives. Il 
résulte de la méthode que nous indiquons que, pour les deux 
systèmes étudiés, n — 1 des inconnues xit xv ..., xn peuvent être 
positives, quel que soit n. 
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( 3 ) Xt=t -+-/?!, Xs^t-hpt, . . . , Xn-^t -hpn-l ; 

on voit que, suivant que t sera positif ou négatif, les 
inconnues x u xn_K auront respectivement les 
mêmes signes que p^ p2, Pn-\ ou les signes con-
traires. Dans ce qui suit, nous désignerons par et 
S/?2 la somme des nombresp { , p2< . . . , / > « e t celle de 
leurs carrés. 

Si l'on porte les valeurs (3) dans l'équation (i), on 
obtient 

t* — {iZp — \)t — X%= o, 

d'où l'on déduit 

t = I | > 2 / > - li^aS/? —o'-ms/^-MX*]. 

Or, le nombre 
N = ( 2 S j 5 — i ) 2 -+-4£ /> 2 

est de la forme + ^ pour toutes les valeurs des 
nombres /?. Soit donc N = a . ¿> ; les nombres a et b sont 
tous deux de la forme l\m — i ou tous deux de la forme 
/ ¡ m + i . Par suite, N est la différence de deux carrés 
dont le plus petit est pair; ce sont les carrés de 

~(a-\-b), - (a — b). 
2 

On a donc 

t = I ^ S / ? — i± = Zp ±L + b I P 2 ) , 

et, suivant qu'on prend les signes supérieurs ou infé-
rieurs, t est positif ou négatif. 

Si l'on remarque en outre que, d'après les relations 
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(2) et (3), on a 

xt = ipit -h p\, xt=ip1t + p\, 

on déduira aisément de ce <|tii précède le résultat 
suivant : 

Ayant. choisi n — 1 nombres quelconques pJ? 

• ••> p/i-i» on décompose le nombre 
N = ( 2 Z p — 1)*-+-4 2/?* 

E/I MAI produit de deux facteurs a et b\ on aura alors 
des solutions du système ln en prenant 

Xi = Pi £2 2/? - \ - p { ± : -+- 6 zp 2 ) j , 

^2 = I 2 S /; -h p2 ztz - ( a -h b +: 2 ) , 

1 xa-\ = S/>-+-/?„_, ± ^ ( a -h ¿> qz 2 )J , 

! ~xn= \zP ± 1 (a + b zr'?.) 1 ( î S p - i J + S ^ , 
( 4 ) <

 1 4

 J 
X , = /?,-+- zb y ( a -+ - 6 z+z 2 ) , 

4 

X2 — 2 -H 2 /? ziz 7 ( a -h b zp 2 ), 

X„._i =pn-\ H- S/7 ZÏZ ^ ( a - + - 6 z p 2 ) , 
I 4 

X / t = i ( a - 6 ) . 
4 

Suivant qu on prend dans ces formules les signes 
supérieurs ou les signes inférieurs là ou figurent 
les doubles signes, les valeurs des inconnues xK, 
JT2, auront les mêmes signes que les nombres 
p{1 p.2, ..., p,t-\f ou les signes contraires. 

Chaque groupe de n — 1 nombres p quelconques 
donnera lieu, pour le système I7i, à plusieurs solutions 
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dont le nombre dépend de la décomposition de N en 
facteurs. 

2. Le résultat que nous venons de trouver conduit 
immédiatement à des formules très générales renfer-
mant n — i paramètres et donnant des solutions du 
système \ n \ prenons, en effet, pour facteurs a et b le 
nombre N et l'unité. Un calcul simple montre qu'en 
employant dans (4) les signes supérieurs là où figurent 
les doubles signes, on a alors les formules générales 
suivantes : 

^, = P l [ <2 ( s P y -i- .2 s + P , ], 

(5) 

X 2 = (2jo)2-+- Zp*~hp2, 

l X „ = ( 2 / > ) 2 - f - 2 / > 2 - 2 / > . 

Si, au contraire, on adopte dans (4) les signes infé-
rieurs là où il y a des doublas signes, on trouve les 
formules 

/ Xx = ~Pi -i-lïp*- 4 2/?-/>1 + 2], 
x2 = — p2[2(Zp)*-h 2 2/?2 — 42p— p2-h 2] , 

) 
XN-\ = — PN- L 2 2Y> 2 — 4 2 / 7 — PN-X - H 2 ] , 

XN = [ ( 2 / > ) 2 - h 2 p 2 — 2 S / > - H l J ( 2 S / > — 1) — 2/>2, 
( 6 ) 

X 1 = ( 2 ) 2 - I - 2 / > 2 — 2 2 / ? — />I + I , 

X 2 = (2/?)2-+- 2 / > 2 — 2 2/> — / ? 2 - h i , 

= ( 2/? )« -4- 2/>2 — 2 2 p — pn-, -h 1, 

= ( 2 / ? ) 2 - h 2 /? 2 — 2/?. 
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On déduit de (6) des formules très simples si l'on 

choisit des nombres p dont la somme est nulle (*); on 
trouve 

X2 = — — Pî-h 2), 

(?) 

1 = — PN-1 ( 2 2 P* — PN -L -+" 2 ), 
rrn = — ( 2 2 / > ! + I ) , 

X j = S /? 2 — -H I , 

X 2 = 2 / > 2 — PI H- I , 

X / I _ 1 = S / ? 2 — / ? „ _ ! • + - I , 

Gomme applications des résultats qui précèdent nous 
traiterons les cas de trois et de quatre équations, en 
donnant pour chaque formule quelques exemples nu-
mériques simples. 

3. Equation l2 . — Pour n = 2 , le système considéré 
devient 

( V I - H & Z ) 2 - * - V I = X F , 

On a alors 
N = a.b = (<2Pl — i)2-i-4/>ï, 

et les formules (4) s'écrivent 

(8) 

Xi = 2/?, : + ^ 2 ) , 

4 

( 1 ) Si l'on introduit celte même hypothèse dans les formules (5) 
on obtient des solutions dans lesquelles xn est nul pour toutes 
valeurs des nombres p, quel que soit n. 
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Ainsi, pour p{ = — 3 , on a 

N = 8 5 , a = 17, 6 = 5 , 

et l'on obtient la solution 

xt — 6 3 , x.2 =—72, X T = 12, X 2 = 3 ; 

pour p{ = — 4} 011 a 

N = I 4 5 , A = 29, b = 5 , 

d'où l'on déduit 

.34 = 1 2 0 , = — 1 3 3 , X J = I 7 , X 2 = 6 ; 

pour = — 5, on trouve 
N = 22 I , a = 1 7 , 6 = [ 3 , 

et l'on a 

x \ = 1 5 5 , x2 =— 1 6 8 , X T = i 8 , X 2 = F . 

D'autre part, les formules (5) deviennent ici 

pï(4p i-+-0> = p1(2pl-hi), 
#2 = — Pl (4/^1 — 0» X2 = />1(2/?1 — I); 

elles donnent, par exemple, pour jo == 1, 

= 5 , ÎP2 = — 3 , X T = 3 , X 2 = I ; 

pour pt = 2, 

X\ = 36 , x2 =—28, — 10, X 2 = 6 ; 

pour />, = 3, 

07T = 1 1 7 , RR2 = — 99» X T = 2 I , X J = I 5 . 

De (6) on déduit encore ces formules donnant des 
solutions du système I2 : 

= —p\(bp\ — 5/>!-+- 2), XT = ip\ — 3/>I-4- 1, 
¿r2 = 4 / ^ — 7 ^ 1 - M / > ï — i> X2 = pl(2pl~ 1). 
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Ainsi, on trouve, pour pA = — i , 

34 = 11, x 2 = — Ï6, Xj = 6, X 2 = 3 ; 

pour pK =— 2, 

3 4 = 5 6 , x 2 = = — 6 9 , X J = I 5 , X 2 = i o ; 

pour = — 3, 

34 = 159, rr2 = — 184, Xj = 28, X j = 2 i . 

Des formules (8) on peut encore déduire des for-
mules générales en prenant pour pK une fonction d'un 
paramètre h, telle que le nombre N correspondant soit 
une fonction de h décomposable en un produit de deux 
facteurs Soit, par exemple, p< — 1 — 5A; on a alors 
successivement 

N = 200 A 2 — 6 O / I - B 5 , a = 5, b = 40 A2 — 12 A -H I , 

et l'on obtient ces formules 

34 = — 100A3-1- Ï25A2 — 46A -B 5, XT = 10A2 — I3A 4- 3, 

x2= 100 A3 — 115 A2 -F- 38 A — 3, X 2 = I O A 2 — 3 A — 1 . 

Posons encore 

= 2 A4 h- A3 — 3 A2 -4- 2 ; 
on a alors 

N = 32 A8-+-32A' — 88A6 —48A5-+-128 A4 -h 28 A3 — 84 A2 -h 25 

= ( 8 A 4— 1 o A 2 2 A -+- 5) (4 A 4+- 4 A3— 6 A2 - 2 A H- 5) , 

et, par suite, 

« = 8 A4 — 10 A2 h- 2 A -+-5, 

¿> = 4A4 + 4 A 3 — 6 A 2 — 2 A - + - 5 , 
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d'où 

x t = A6 — 4^5-f- 3A*-+- 2A3 — 2A 2 , 
= — - H 4 — 4 / è 4 _ ^ / ¿ s ^ 

X , = A*-h A 3 — 2 A2 -4- I, 
X 2 = A> — A3 — A 2 -h A; 

on retrouve donc une formule de M. Gérardin ( ' ) . 

( 9 ) 

i. — Dans le cas où = 3, le système 
s'écrit 

O , ¿r3)2-h x» — X f , 
( x i -h .r2 -h )2 -f- ¿r3 = X 3 . 

On a dans ce cas 

N = a.b = 8 ( p ï + -+-/>!/>*) — 4<>1 h - h - 1, 

et les formules (4) prennent la forme 

2*2 = Pi Pi •+• 3/?2 ± ^ ( a -i- b zp 2 )J , 

— a?3= j/?i-+-/?4=t -h A q= 2)J(2/?,-h 2/?, — 1) -+- p\ -h p\; 

Xt = 2 />!-h p 2 d ~ - («-+- A zp 2) , 
4 

X2 = Pi H- 2 / ? 2 ± i (a-F- A =p 2) , 
*4 

X S = I ( A - 6 ) . 

Prenons, par exemple, = 5, p> = — 4 > o n a alors 
N = 165, d'où a = 15, b — 11. On trouve ainsi 

xt=g5, x2 =— 4°Î R3 = — 4 8 , X1 = 12, X 2 = 3 , X 3 = I. 

( l ) Intermédiaire des Mathématiciens, question 4551, 1915, 
P. «93-
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Avec les mêmes valeurs de et p2, on peut encore 

prendre a = 33, 6 = 5. On en déduit ces deux solu-

De même, avec pK = 2 , p2 = 1, on a N == 45 et, par 
suite, les deux décompositions a = 9, b = 5 et a = 15, 
b = 3 ; on obtient 

a?i =-28 , rp2= » 3, = — 3 5 , X, == 8, X 2 = 7 , X 3 = i ; 

# , = 32, ar2 = i5, a?2 = — 4°> Xj = 9, X 2 = 8 , X 3 = 3 . 

Posons encore pK = 5, = — 1 j 011 trouve 

a — i 7, ¿> = 9 ou a = 5 i , ¿> = 3. 

On en déduit ces solutions : 

Si f i = — p 2 = p , on a N = 8 / ? 2 + i , et les for-
mules ( 9 ) s'écrivent 

tions 
xx = 125, x2 =— 64, — — 5 i , 

X i = i5, X 2 = 6, X3 = 7; 

xx —— 65, x-i = 88, x3 — —32, 

X j = 4, X 2 = 13, X3 = 7. 

N = 153 
d'où 

X\ ~ 1-25, X2 =— 19, Xs = — 96, 

X J = 15 , X 2 = 9, X3 = 2; 

Xi= 195, x2 =—33, x3 =— i45, 

Xt= 22, X2 = 16, X3 = 12; 

xi = — 75, x2 — — 21, xz — 44, 

Xj = 5, X 2 = 11, X 3 = 12. 

r3 = ± -(fl + è + i) - ip-
4 
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Ainsi, avec p = 2, on a 

= 16, x2 = — 8, #3 = —-5, 

X T = 5 , X 2 = 1 , X 3 = 2 ; 

avecp = 4, on trouve ces deux solutions : 

2 4 = 104, xs = — 72, ¿f3 = —- 2 1 , 

X , = I 5 , X 2 = 7, X 3 = 10$ 

Xt = — 80, «r2 = — 1 1 2 , ÎT3 = — 4 4 , 

X 1 = 8, X 2 = 16, X 3 = 10. 

Pour le système I3 , les formules (5) et (6) donnent 
les solutions générales suivantes : 

*i = pi[4(pl + p! -+-P1P2) +Pi]t 

x2 = P2 14 ( P î -+" P 2 -+• P t P2 ) -+• P2 ] , 

— x3 = i(p\ -b-p\^-pxpi)(ipx-b- ip2— i) -f pï-hpl, 

Xx = 2(p\ -h p\ -b-ptpi) -+PU 

X3 = l(pï~hpl -+-PiP*) - Pl — P2 

et 
Xi = — pt [4 (p] + p\ pi P2) — 5pt — 4Pt -f- 2 ] , 

= —/>2[4(/>i + P 1 + / > i / > 2 ) — 4p i — 5/?2-+- 2 ] , 

[>(/>? +¿>1 "h/>l/?2) — ^Pl — 2f>2-f- 1] 
X (ipi+ïpï— i) — p\— pl, 

Xj = 2 (/>?-+-/?! -f- P \ P i ) — 3/>l — 2/) 2 -+- I, 

x2 = 2(/?î-h/?|-f-JPi/?2) — 2/>, — 3/?2+ I, 

Pour pi = 1, /?2 = 2, ces deux formules donnent 

a?i = 29, = 60, x3 = — 75, 

X j = 15, X 2 = 16, X 3 = 11; 

= — 17, x2 = — 32, x3= 40, 

X , = 8, X 2 = 7, X 3 = 11. 

De (7) on déduit aussi cette solution générale, où l'on 
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a posé ph = — p 2 = Pi 

^ 2 = />(4/>2-H/> -4- 2), X 2 = 2 / > 2 4 - / > - H l , 
= — (4 />*4- l ) , x 3 = 2/>2. 

Par exemple, /> = 3 donne 

37, = — i o 5 , = 1 2 3 , x 3 = — 37, 
Xj = 16, X2 = 22, X3 = 18. 

On 
peut toujours déduire de (9) de nombreuses for-

mules générales, si l'on prend pour et p2 des fonc-
tions d'un paramètre h telles que le nombre N corres-
pondant soit toujours un produit de deux facteurs. 
Ainsi pour p, == 19 p2 = 3 h — 1, on trouve 

N = 72A2 — 36A -h 9, 

d'où l'on tire d'abord 

a = 24/¿2— n h 4 - 3, b = 3. 

On a alors les formules 

#1 = 3 ( 4 / * 2 - b i ) , Xi = 2 ( 3 A2 4 -1) , 
v 2 = 36 A3 — 3/i- — 1, X2 = 3 ^ ( 2 / 1 4 - 1 ) , 
; r 3 : = — ^ 3 6 / ^ 4 - 3 / i 2 4 - i ) , X 3 = 3h(ih — i) 

et 

= — 1 2 / 4 * 4 - 1 2 A — 3 , X, = 6 / i 2 — 6 h 4- 1, 
¿r2 = — 36h's 4- 57/i2 — 3 o / i 4 - 5, X 2 = 6 A 2 — 9 / 1 4- 3, 
. r 3 = 36 /¿3 - 5 i / i 2 4 - 2 4 / 1 — 4, X 3 = 3h (2/1 - 1). 

Si l'on prend ensuite 

a = 8 A2 — 4 /* 4- 1, 6 = 

on trouve ces solutions générales : 

4 / i 2 4 - 4 ^ - H 5, X t = 2 / l 2 4 - 2 / i 4 - 3 , 
(3/ t — H- 3), X 2 = 2 A 2 + 5 A + i , 

= — h(vih*-+- 19A 4- 4 ), X 3 = 2 / l 2 — /i — 2 
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xx = — (4A2 — 8/1 + 5), 

X î = — (3h— f ) ( 4 / i 2 _ l i / l _ h 7 ) > 

x3 = 12 A3 — 35 A2 -h 28 A — 5, 

Xt = 2 h2— 4 A -f- 2, 
X 2 = 2 A 2 — 7 / 1 4 - 4 , 
X3 = 2 A2— A — 2. 

É T U D E DU SYSTÈME II7 L . 

5. Si l'on pose encore 

X, 4- • • • -h -+" — t, 

et si I on ajoute les équations membres à membres, on 
voit que, pour résoudre le système I I , i l suffit de 
résoudre l'équation 

(10) nt2 — {n — i)t = X24- X2 4- . . .4- X2_ t4- X2. 

Les inconnues x2, . . . , xn ont alors pour expres-
sions 

Xl==X\ — t2-b-t, ^2 = X f — ¿ 2 4 - Î , Xn= X2 — ¿24- t. 

Posons 

(11) X , = i + /?|, X2=/4-/>2, X„_, = i-+-/?„_!; 

suivant que t sera positif ou négatif, les inconnues x{, 
. . . , auront donc les signes de /?,, /?2, 

ou ceux de — (/?, + 1), — ( ^ 2 + 1), — ( p n - i 4- 1). 
Désignons encore par S/? et la somme des n — 1 
nombres p et celle de leurs carrés; si l'on porte dans 
l'équation (10) les valeurs (11), on trouve 

t2 — ( 2 S / ) 4- n — \)t — S/?2 — X2 = o. 

Considérons d'abord le cas où n est impair, et soit 
n = 1 k + 1. On a alors 

t = 2p 4- k ± /(2/>4- k)2-+- 2/>24- XJ. 
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Pour que le nombre 

N = (S/?-+-

soit une différence de deux carrés, il faut qu'il soit 
impair, ou multiple de 4-

Si k est impair, c'est-à-dire si n est de la forme 
4 m — i, le nombre N est toujours impair, puisque h p 
et S/?2 sont de même parité. 

Supposons ensuite que k soit pair. Si S/? est pair, 
(2p k)'2 est multiple de 4, et il faut, par suite, que 
2p'2 soit aussi multiple de 4 ; il faut donc que le nombre 
de nombres p impairs soit nul ou multiple de 4- Si, au 
contraire, £/? est impair, (Sp-f- / r) 2 est de la forme 
4 m-j- i , et il faut que hp2 soit de la forme 4m — 
Par suite, le nombre des nombres p impairs doit être 
de la forme l\q — i . 

En résumé, pour que N soit différence de deux 
carrés, les nombres p peuvent être quelconques, excepté 
que, si n est de la forme 4 /w + i, le nombre des nom-
bres p impairs doit être de l'une des formes i\q, 4q — i . 
Si l'on décompose le nombre N en deux facteurs de 
même parité a et ¿>, on a 

XH=^(a — b), t = 2 p -h k ± ^(a -h b), 

et, suivant qu'on adopte dans l'expression de t le signe 
-f- ou le signe —, t sera positif ou négatif. 

En réunissant les considérations qui précèdent, on 
obtient le résultat suivant : 

Si n est impair, on choisit n — i nombres pt1 

P2, Pn-\ et Von décompose le nombre 

N = (lp - b £ ) 2 - b 2/>2 

en un produit de deux facteurs a et b de même 



( 4 i 5 ) 

parité; on a alors des solutions du système IIW en 
prenant 

xt=: + A b) (2/?,+ i) -hpf, 

a?«..., = I^S/î + k dz 1 ( a b)J ( n p a - \ + 0 - H p l - i , 

xn=Wp-+k {a-+-b)\('iZp+n — î j + ï ^ i 
(12) / L J 

| X, = pt + 

X2 = p-2 + 

X„_, = p a - i + ^ + + 

1 X„ = i ( a — b). 

Les nombres p sont quelconques ; toutefois dans le 
cas ou n est de la forme il faut que le 
nombre de nombres p impairs soit de Vune des 
formes /\q, 4q — 1 • Suivant qu'on prend dans les for-
mules qui précèdent les signes supérieurs ou infé-
rieurs là où figurent les doubles signes, les incon-
nues x2l auront les signes d e • • • > 
pn_{ ou ceux de —(/?,+ i), — (/>a-M), 

Supposons maintenant que n soit pair; on a alors 

t = i- [a -4- n — i ± v/(2 X p -t- n — i)2 -4- 4 -+- 4 XJ ] . 

Le nombre 
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est alors toujours de la forme 4 m-{-\ et est, par suite, 
au moins d'une façon, la différence de deux carrés dont 
le plus petit est pair. Si N = a.b, on aura 

X,i = | (a — 6) , t = 2 » zh ~{a H- b ± m + 2) , 
4 4 

et l'on obtient, par conséquent, ce résultat : 

Si n est pair, on choisit n— î nombres quelconques 
P\iPi-> pn-i et Von décompose le nombre 

N = ( 2 2 p n — i)2 + 4 2/?2 

en un produit de deux facteurs a, ¿>; /es formules 
suivantes donnent alors des solutions du système n„ : 

= =h j ( a -I- b =b 2 n + 2 )j ( 2 / ^ + 1) -h p\, 

(i3) 
- = p zh ^ ( a -4- b ± 2 n + 2) j ( 2 2 /? -h /i — 2 ) H- 2 / ; 2 

X, Zp± -{a -f- b =h 2/1 + 2 ), 

X 0 = /?.)-+-2p± 7 ( « -+• 2/1 + 2), 

1 = />/i-l 4- b + 2/1 + 2), 

X„ = i ( « 
4 

- f c ) . 

Les inconnues x4, r2, auront les signes 
de pi,p2,pn„< ou ceux de —(/?<-H), — (/^H-i)' - M 
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i) suivant qu'on prend dans ces formules 
les signes supérieurs ou inférieurs là où figurent des 
doubles signes. 

6. Formules à n — i paramètres. — Comme nous 
l'avons fait pour le système \ny nous pouvons déduire 
de ce qui précède des formules générales à n — i para-
mètres pt , p 2 , pn-i ; nous considérons encore trois 
cas : 

a. n de la forme 4 m — i; on a vu qu'alors N est 
toujours impair. Prenons donc a — N, b= i ; on obtient 
ainsi ces formules 

= |~( I :i= k)Sp ± < S p)*± -¡-S p*±. 1 (k 

x2=[(i± k) S/> ± i apï2± ~ i )ï"J (xp, + . )+pi, 

* n - 1 = [ ( » ± *) * P ± { ( S / 0 * * \ «)' j (*/>«-l + 0 + / > ï - i , 

- 37« = i ± A ) ± i (S/>)2zh I S p*± L(k-±i y j (iZp + /I - 2) -h ; 

¡3. n rfe la forme 4 m dans ce cas le nombre de 
nombres p impairs doit être de l'une des formes 4 q , 
4 q — i et N est toujours multiple de 4- Posons donc 
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a = -N, b — 2 : o n a a lors o ' 7 

Xi = 

J 2 = 

( 1 ± i A:) I i 2/>2dz ( i 1) 

Q A-dii ) 2 

k±iY 

2 
- k i l I X, = + (1 ± ¿ / r ) ± i ( S / > ) » ± ( J 

X2 = />2 -f- ( . z t i ^ s ^ i l c s ^ ^ + l s ^ d z ^ ^ i t i y , 

X/t = + 7 
4 4 4 

y. pair. En prenant a = N et b= 1 et en employant 
dans les formules ( i3) relatives à ce cas les signes su-
périeurs, on trouve les formules suivantes : 

= 
x2 = 4 

4 

( 2 p i - h I ) + / > ? , 

(2pi-hl)+p*, 

Vn-1 = 

— orn = 
(16) 

(S/?)2-4- 2 /? 2 h- nZp • n2 

(S/?) 2 h- S/?2-+- -h - / i 2 

4 
( 2 S / ? H- /i — 2) -h S p 2 ; 

X t ( S / ? ) 2 S / > 2 - + - nSjD T / i 2 , 
4 

4 

= H- ( S / ? ) 2 - h 2/>2 H- /l 2 -
4 

4 
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Avec les signes inférieurs on trouve de même 

^ = - [ ( 2 / 0 * -+- z p * y Y * p * -+- o 

) 

Xn-1 = - + S ^ î 4- (n - 2) Z / n - ^ /l - 1 j 2 j (2/?«-! + 4-f>J_l ; 

X , - (S/?)» 4- S/;« 4- ( / i - 2 ) S / > - / ; 1 4 - ( l / i -

^ i / i - «y, 

) 

X/4 = i ) £ / ? 4 - — 2). 

Il j a lieu d'observer que les formules qui précèdent 
prennent une forme simple si l'on choisit des nombres 
pi9 /?2, Pn~\ dont la somme est nulle. 

Nous appliquerons ces considérations générales aux 
cas de n — 3, n = 4, n — 5, qui fournissent des 
exemples des trois cas que nous venons d'envisager. 

7. Système II3. — Pour n = 3, on a le système 

(x{ 4- ¿P24-^3)2 — (^2 4- = X f , 

(¿Cl 4- X3)i— (xt-hx3) = X 2 , 

(X\ 4- 4~ )2 ( 4 - x%) == X | . 

Le nombre N a alors pour expression 

N = a.b = 2( />Î4- /> |4- />i />i4-JDi4- />i ) 4 - 1 , 
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et l'on a, d'après (12), 

( 1 8 ) 

^ 1 = ^ l + ^ i ^ ^ - ^ + l j i ^ i + O + JOÎ, 

= 6 ) 4 - f j (2 ¿>2-H 1)-+-/>!, 

— = | ^ i 4 - / ? 2 i h -h 6 ) 4- I j (2/>i-h 2 / ? 2 4 - i ) -hp] -h pl ; 

X 1 = 2 / > i 4 - / ? î ± ^ ( f l + Ô) + I, 

X2 = J 3 | + 2 j D 2 ± | ( f l + è ) + I, 

X3 - ( a — b). 
1 a 

Si —1, p2 = 2, on trouve N = 2 i , d'où a = 7 , 
6 = 3 et 

j-j = 2 8 , .r2 = 49, = — 6 8 ; 

X, = 10, X 2 = 11, X3 = 2. 

Des formules ( i4) on déduit ensuite, en prenant les 
signes supérieurs : 

n = (p\ 4 - /?®4- /? | />2+ 2/?,4" 2/>24- 2) (2/>! -h l) 4-/?'], 
P \ P ï - h 2/?i4- 2/?2-H 2 ) ( 2 / > 2 4 - l ) 4 - / ? l , 

= ~ (/>? 2/?! 4- 2 ^ + 2) (2/?i 4- 2 / ? 2 4 - l ) — p\ — p\ ; 
X 1 = + 3/?i 4- 2/?2 4- 2, 
X 2 = 4- /? l 2 /?i4- 3 /?2 4- 2, 
X 3 = />?H-p2-+-/?,/?24- />!-+- pt. 

Ainsi, pour pt = 2, p2 — — 1, 011 a 

X \ = 3 9 , T.2 = — 6 , = — 2 6 ; 

X i = 9, X2 = G, X3 = 4. 

Si l'on pose dans ces formules p{ = — p2 — p, on 
trouve ces solutions générales : 

XI— 2 ( / ? 3 4 - /> 2 4 - i p 4 - 1 ) , X 1 = / ? Î 4 - Y O 4 - 2 , 

¿72 = — 2(/?3 —f ; 2 4- 2/7 — l), X2=z pi — 4- 2, 
.r3 = - ( 3 / A - h 2 ) ; X3 = P2 . 
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Pour p = i, on obtient la solution 

crl == io, x2 =— 2, a?3 = — 5 ; 
X , = 4, X2 = X3 = i ; 

pour p = 3, on a 

= 8 6 , = — 4 ^ , # 3 = — 2 9 ; 

X i — 1 4 , X 2 = 8, X3 = 9. 

En adoptant dans ( i4) les signes inférieurs on obtient 
encore ces solutions du système JI3 : 

= — (pi -*-pl-±-p\Pi)(ip\ + 1 ) + / > ? , 
x2 = — (rf +p$-hpip2)(2p2-t- i)-+-p$, 

(pï-hp'ï-h P1P2) (2/?i-f- 2p 2 -+-1) —p\ — pl ; 
Xj = H- p, /?2 — p,, 
X 2 = -h p ^ - h p i p 2 — P2, 

Par exemple, avec p{ = 3, p2 = — 2, on a 

x 1 ——4o> x.2='I5, xa—8; 
Xj = 4, X2 = 9, X 3 = 8. 

En faisant dans les dernières formulesp{ = — = 
on trouve ces solutions générales simples : 

Xx = p(p — i), X2^=p(p -+- I), X 3 = /?2. 

Ainsi, pour = 2, on obtient 

¿ri = — 1 6 , # 2 = 1 6 , = — 4; 
X i = 2, X 2 = 6, X 3 = 4; 

pour p = 3, 

xt=— 54, ¿r2 = 5 4 , :r3 = -—9; 
X'i = 6, X 2 = i 2 , X 3 = 9. 

On peut aussi déduire de (18) de nombreuses solu-
tions générales en choisissant pour pt et p2 des fonc-
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d'un paramètre h telles que le nombre N correspondant 
soit toujours un produit de deux facteurs. Posons, par 
exemple, p{ — ?) h — i, p2 = — 3 h — i; on a 

N = i 8 / Ì 2 4 - 3 , A = 6 A » 4 - i , b = 3 , 

d'où la solution générale 

x i = 6 / t 2 ( 3 / i + i ) , X t = 3 /î ( A -4- t ) , 

¿r2 = — 6 / t 2 ( 3 A — i ) , X 2 = òh(h — i ) , 

r r 3 = i — 9 A 2 ; X 3 = : 3 A 2 — I . 

8. -Système II/(. — On considère donc le système 

(xx - f - X2 - h x3 4 - Xk )2 — (x2 - h # 3 4 - # 4 ) = X?, 

( # 1 4 - .2-2 4 - ^ i ) 2 — + 273 "H # 4 ) = X ^ , 

(#1-4- x2-h a?4>5 — #4) = X$, 
(#! 4- x2-h xz~h Xky— (xx -H X2~h Xz) = X f . 

On a dans ce cas 

N = a.b = + ^ + 

et les formules ( i3) s'écrivent 

Xi — ')p\ 4 - /> 2 4- / ) 3 d r i ( a H- 6 ± 6) , 
4 

X 2 = + />3±-i (a 4- 6 rt 6), 
4 

X 3 = p\ 4 - p 2 + 2 / ) 3 ± 7 ( a + è ± 6 ) , 
4 

X 4 = ¿ ( a - f t ) . 

#1 = / ) i + / J 2 4 - J P 3 ± 7 ( ( H - 6 ± 6 ) 
4 

= /?1 4 - / ? î - h / ? 3 = f c t ( < 3 4 - 6 ± : 6 ) 
4 

# 3 = / > i 4 - / ? 2 4 - / > 3 ± -7 ( a 4- b =fc 6) 

— x k — -1 jOi + /?2 + P 3 ± 7 ( a -H b ± l 6 ) 
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Par exemple, avec pK = 3, p2 = i, = o, on a 

N = 161, a = 23, ¿ = 7 
et 

xx = ioo, x2 — 4o, a 7 3 = i 3 , ¿Fv = — 140 ; 
X t = 16, X 2 = 14, X3 = f 3, X*== 4; 

avec pK = 2, /?2 = i ? = — 3, on trouve 

N = 65, a = i3, 6 = 5 
et 

¿Cl = 34, ^ 2 = i 9 Î — 21, #4 = 26; 
X t = 8, X2 = 7, X3 = 3, X4 = 2. 

D'après les formules (16), on a ensuite ces solutions 
générales à trois paramètres : 

V2 = 2 [pï + pz + pl+pipt + p2p3+pipi'+-'l(pi-+-p2-hps)+ï\ (2/>2-M)H-/>2» 

Xi = 2 {p^-h pl+pl-+- p\p2-Jrpîpz-+-pzp\) -f-5p!-f-4/?2-H 4, 

Ainsi, avec == 1, /?2 = o, /?3 = — 2, on trouve 

( 3 7 1 = 19 , ¿ r 2 = 6 , = — 1 4 , 5; 
(19) / 

( X1== 7, X 2 =6, X 9 = 4, X4 = 5. 

On déduit de même de (17) ces solutions : 

x ( p v + - p t - * - p t - h i ) — p î — p l — p l ; 
Xt = /J1 + 2/ÏÎ+2/Ï3+I, 

X 3 = 2(/??4-/?|-+-/?|-f-/>i/>2-H/>2/?3-h/?3/>1;-f-2/71-+-2/?2-h 
X 4 = '¿(PÏ-I- Pl+ Pl-h P\P2~h P2P3-+- PzP\)+S{P\-+- P2+- P*) -+"2. 
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Pour pt= 2 , p 2 = i J psz= — i, on a 

xx = — 71, = — 44, ¿r3 = i6, # 4 = 8 4 ; 
Xj = i3, X2 = 14, X 3 = i 6 , X4 = 18. 

Si/?i-h Jp 2+/?3=o, et si Ton désigne ^•(p\ -\-p\H-/?*) 

paru , on trouve, comme cas particuliers des formules 
que nous venons d'obtenir, ces solutions : 

X i — l ( TC 4~ 2 ) ( 2 p t l) + / ? ? , Xj = 2(lC -+- 2) + / ? i , 
#2 = 2 ( 71 -h 2) (2/?2~b i) -h-pli X 2 = 2(7T -t- 2) 4-/?2 , 

•>.( T T - f - 2 ) ( 2 / > 3 - + - l ) - r - / ? 5 , X 3 = 2 ( 71 - H 2 ) - + - / > 3 , 

# 4 — — 2 ( 3 71 4 ) ; X 4 = 2 ( 71 4 ~ 1 ) 

et 

#1 — — (27T 4- I ) (2/) t H- 1) -h/??, Xi = 2ir -4-p, -h I, 
#2 = — ( 2 71 + I ) ( 2 / ? 2 -4- I ) "h pl, X2 = 2 TC -h pt 4- I , 

#3 = — ( 2 r 4 - i)(2JD3-+-I)-f-/>jj, X3 = 27: -f-/?3 H- i, 
# 4 = 2 ( 71 - 4 - I ) ; X4 = 2 ( t ï - h 1 ) . 

Signalons encore les formules suivantes, qu'on dé-
duit aisément des premières formules générales à trois 
paramètres qui précèdent et qui donnent des solutions 
du système Il4 pour lesquelles les inconnues XM X2, 
X3, sont en progression arithmétique : 

xx= G ( 1 o A2 4- 1 o A 4- 3 ) ( 2 h 4-1 ) -h ( 3 h -h i 
xt— 2 ( 1 o A2 4- 1 o h -f- 3 ) ( 2 h H- 1 ) -h A2, 
#3 = — 2(IOA2 4- 10A 4- 3) ( 2 h 4- 1) -h (A 4- 1)2, 
#4 — — 4 ( I o A 2 4 - ï o / i - h 3 ) ( 3 / t 1 ) — Ï i 2 — 8 h — 2; 

X t = 20 A2 4- 23 h 4- 7, 
• X 2 = 20 A2 4- 21 A 4- 6, 
X3 = 2 0 h - 4 - 19 A -4- j , 
Xi = 20A-4- I 7 A 4 - 4 -

Pour h = o, on a 

19, # 2 = 6 , #3 #4 — —14 ; 
Xi = 7, X2 = 6, X 3 = 5, X4 = 4; 
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c'est la solution (19). Pour h = 1, on obtient 

X I = 4 3 O , ¿ F 2 = I 3 9 , ¿P3 = — I 3 4 , = — 3 8 9 ; 

5O, X 2 = 4 7 , X 8 = 4 4 , X 4 = 4 T. 

9. Système II5. — Pour le cas de cinq équations, ce 
sont surtout les formules ( i5) prises avec les signes 
inférieurs qui donnent lieu à des solutions générales 
d'une forme assez simple. Ainsi, on a 

^ = - I [(^pY-h s / ? ' ] (iPl + 1) ^ p l 

4 

4 

- P 

— P* 

3 = 7 ( S i P ) 2 + — P*, 

- Z p . 

Rappelons que, pour ce cas, le nombre de nombres 
p impairs doit être o, 3 ou 4- Ainsi, avec p{ = 3, 
P2 = 1, />s = o, /?4 = —• 1, on a 

i — — 26, xt ——14, x:i — —r), xk = 6, = 3 4 ; 

Xj = 2, X2 = 4t X3 = 5, X v = 6, X 5 = 8 . 

Si l'on suppose encore = o, on trouve ces solu-
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tions simples : 

= — + x , = — p u 
4 4 

4 4 

¿R* = — X 4 = L Z P Ï — P , , 

^ = X5 = I s / > » . 
4 4 

Si />< = 2, /?2== — 2, p3 == 4, p4 = — 4? o n a> d'après 
ces formules : 

xx — — 4 6 , ÎF2 = 3 4 , = — 7 4 I 8 6 , = — 1 0 , 

Xj = 8, X 2 = 12, X 3 = 6, X4 = 14, X5 = ro. 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Marseille. 

ÉPREUVE ÉCRITIÎ . — Deux barres OA et ÀB pesantes, 
homogènes et identiques, clouées l'une sur Vautre à 
leur extrémité commune A. 

L'extrémité 0 afe OA est fixe et en outre la barre OA 

01 [A 

B 

est assujettie à rester horizontale. Il n'y a pas de frot-
tement. 
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Le système étant en équilibre, on écarte très peu la 

barre AB de la verticale et Von abandonne le système à 
lui-même sans vitesse initiale. 

Etudier les petites oscillations. 

N. B. — On remarquera que, si Von prend pour axes 
invariablement liés au système, la droite OA pour axe 
des z, la parallèle à AB pour axe des y, la quantité S myz 
n'est pas nulle. 

SOLUTION. 

Rapportons le solide à trois axes liés à lui, O^ dirigé sui-

vant OA, 0 y parallèle à AB et Ox perpendiculaire surj^O^, 
et prenons trois axes fixes dont OZ vertical dirigé vers le 
haut comme 0 y . 

Soit <p l'angle de O y et de OZ. 
Soit ^ l'angle de Oz avec OX. 
Les rotations autour de O x , Oy, Oz sont 

p = sincptj/, q = coscptj/, r = cp'. 

L'ellipsoïde d'inertie du corps par rapport à Oxyz est, en 
désignant par M la mass« de l'une des barres et par a sa 
longueur, 

[5 4 I I "1 

- x* -+- ^ y2 -h - z2 -4- o. - yz . 

La force vive est donc 

iT = Ma 2 

La somme des moments des forces par rapport à OZ étant 
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nulle, la somme des moments des quantités de mouvement 
par rapport à cet axe est constante, et par suite nulle et l'on a 

ôT . ÔT 
—— sin cp H — c o s C D = o, 
dp T dq 1 

ou 
5 • . / 4 i \ - p sin-cp + cos<p = o. 

?> Pt Çt r étant petits, admettons qu'on puisse négliger 
le second ordre, il viendra 

( i ) 8<}/4-3cp'= o. 

Le théorème des moments par rapport à O 2 donne, d'après 
Euler, 

d /àT\ dT dT 1 „ 
dt * a 

ou 

+ [9] +P [ f ? + ï ' ] - < ? X \ p = - I f s l n ? , 

ou approximativement 

(•2) 2<p"-|- 3<!>W-b 3 | (p = o. 

En intégrant ( 1 ) et (2) et posant ~ ^ = À*2, et en suppo-

sant que primitivement soit égale à a et ^ à zéro, on aura 

cp = a cosÀf, 
3 

T = - a( i — cos kt ). 
o 

Le mouvement est donc périodique. L'amplitude de l'oscil-
lation de OA est a et celle (en <|>) de AB par rapport à la 

verticale ^ a. 4 

4 
L'amplitude de l'oscillation de OA est donc les - de celle 

de AB. 
ÉPREUVE P R A T I Q U E . — Un système articulé est formé de 
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onze tiges. Cinq des tiges forment un pentagone régu-
lier ABCDE. Aux sommets B, G, D sont articulées trois 

A B 

tiges BS, GS, DS articulées toutes trois à leur extrémité S. 
Aux sommets À, E, D sont articulées trois tiges AB, ER, DB 
articulées toutes trois à leur extrémité R. 

Ce système est placé dans un plan vertical et il repose 
sans frottement par les sommets R et S sur deux appuis 
situés dans un même plan horizontal. 

On applique aux cinq sommets du pentagone cinq poids 
égaux chacun à 2ook°. Trouver les tensions des tiges. On 
négligera le poids des barres. 

Le côté du pentagone est égal à om, 4o. La ligne BS est 
parallèle à la barre AB, et elle est à une distance de AB 
égale à i"\'io. Enfin, la perpendiculaire DII abaissée de D 
sur RS détermine les deux segments 

R H = i m , go, S H = 2 m , 1 0 . 

(Novembre 1913.) 

E P R E U V E É C I U T E . — Une plaque rectangulaire est mobile 
autour de son centre O qui est fixe. Trouver son mouve-
ment. 

L'un des côtés de la plaque est double de Vautre, de 
sorte que Vellipsoïde d'inertie relatif au point O est, par 
un choix convenable d'unités, 

x2 -h 5y2 -h 4 = 1, 

en prenant pour axe des x la parallèle au grand côté, 
pour axe des y la normale au plan de la plaque et pour 
axe des z la parallèle au petit côté de la plaque. 

La rotation initiale to0 s'effectue autour d'un axe situé 
dans le plan des xy et elle fait avec l'axe des x un angle 

dont la tangente est i / \ de sorte qu'on a pour les compo-
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santés de la rotation initiale 

/ ? 0 = t o 0 â / g , q* = to0 4 / /'o = o. 

On étudiera uniquement le mouvement de Vaxe OZ. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On prend dans un plan horizontal 
quatre points fixes A t , AÎ5 A3, A4 situés aux quatre som-
mets d'un carré de 'im de côté. 

A ces quatre points on attache quatre fils élastiques 
de 4m de longueur chacun et Von réunit leurs extrémités 
en un point B auquel on suspend un poids de iookg. 

Trouver approximativement la tension de chacun des 
fils et la position finale du point B sachant que les fils 
s'allongent proportionnellement à leurs tensions et que 
sous l'action d'un poids de iookg le premier s'allonge de 
1 pour 100, le deuxième de 1 pour 100, le troisième de 
3 pour 100 et le quatrième de 4 pour 100. 

(Juin 1914.) 

E P R E U V E É C R I T E . — Dans un plan vertical, sur une droite 
3 

dont la pente est - •> on place une plaque carrée et un 
4 

disque circulaire, la plaque étant poussée par le disque. 
Les deux corps ont le même poids et sont dépolis. Le 

coefficient de frottement de ces corps entre eux et avec la 

droite est égal à ~ • Primitivement le système est sans 

vitesse; trouver son mouvement. 
Quel devrait être le coefficient de frottement pour qu'il 

y ait équilibre ? 
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S O L U T I O N . 

Soient : 

a l ' incl inaison de la droite sur l 'horizon ; 
f le coefficient de f r o t t e m e n t ; 
M la masse du disque et celle de la plaque ; 
X la composante normale de la pression d'un corps sur l ' a u t r e ; 
Y la composante normale de la pression de la plaque sur la 

droite ; 
Z la composante normale de la pression du disque sur la 

dro i te ; 
T la composante tangentiel le de cette press ion; 
x l 'abscisse du centre du disque dans la direction de la droi te . 

On a d 'abord 
Y == cosa -h X / , 

Z = M g cos a — X / . 

On a ensuite , pour la t ranslat ion de la p laque, 

dt2 

pour la translation du disque , 

dt2 

et, pour la rotation du disque, 

2 dt* J 

En résolvant ce système d 'équat ions , on t rouve 

î/2x 2 sin a — / ( s i n a -+- c o s a ) d*x 

Z = M ^ 
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il y a roulement du disque si l'on a T < Z / , ce qui conduit 

à la condition f ^ > ^ t a n g a , réalisée p o u r y = 

Il y a donc roulement sans glissement et le mouvement des 
deux corps est uniformément accéléré, l 'accélération étant 

égale à ?-g. 

d ' 2 x . 
Si le f rottement était tel qu'on eut —-— — o, il y aurait 

^ dt 2 • J 

équilibre. On aurait , dans ce cas , ' 

2 s i n a f — , 
s i n a - h c o s a 

3 . , 6 
et, pour tanga = - , on aurait J = - . 

4 7 

É P R E U V E PRATIQUE. - Un fil flexible, de poids négli-
geable, A B C D E , est attaché par ses deux extrémités, A et E , 
à deux points fixes A et E situés sur une même horizon-
tale. Les quatre longueurs A B , B C , CD, D E sont égales 
chacune au côté de Voctogone régulier inscrit dans un 
cercle dont le diamètre serait A E . 

On suspend au point G un poids de io k g ; quels poids 
faut-il suspendre en B et D pour que le fil prenne la 
forme d'un demi-octogone régulier? On calculera ces 
poids ci \% près. 

S O L U T I O N . 

P = i o k e ( v ^ + i) = ?4k{S M i . 

(Novembre 1914«) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES 

1908. 
( îyoi, p. 4fe.) 

Un point matériel est sollicité par une force centrale 
qui est fonction'de la distance du point au centre fixe et 
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est exprimée par f(r): démontrer que le rayon de cour-
bure des courbes tautochrones pour ladite force est donné 
par la formule 

p rdr L V U ' « ( r ) J ^ 

après avoir posé 

U ( r ) = j f '/(r)dr, 

r0 étant le rayon vecteur correspondant au point de tau-
tochronisme. VITTORIO N O B I L E . 

S O L U T I O N 

P a r UN ABONNÉ. 

Prenons dans le plan un système de coordonnées polaires r 
et 0, ayant pour origine le centre fixe. La condition de tauto-
chronisme donne la relation 

K2 s2 

( i ) U ( r ) - U ( r 0 ) = — , 

qui n'est autre, au fond, que l'équation de la courbe dans le 
système de coordonnées r et s. 

D'autre part, d'après une formule connue, le rayon de cour-
bure p est égal à 

r dr 

où p désigne la distance du pôle à la tangente de la courbe. 
En appelant V l 'angle sous lequel le rayon vecteur coupe la 
courbe, on a 

. „ r*dO / d?> p = r s i n V = — - — = r i / i ; — • F ds y ds2 

dr 
En tirant la valeur de — de la relation ( i), en la portant dans 

la relation précédente et remplaçant ensuite /?, dans l 'expres-
sion du rayon de courbure, par sa valeur, on trouve la f o r -
mule demandée. 

(*) Formule rectifiée (voir Nouvelles Annales, 1901, p. 192, 
errata ). 

Ann. de Mathémat., 4E série, t. XVI. (Octobre 1916.) 2 9 
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1950. 
( 1902, p. 576.) 

D'un point M du plan d'une ellipse on peut mener huit 
droites coupant l'ellipse en Nj , N 2 , N 3 , . N 8 , sous un 
angle constant 0. Le lieu des points M tels que 

8 
V71 2 

y MN/ = const . 

1 est une conique. E . - N . B A H I S I E N . 

SOLUTION 

P a r UN ABONNÉ. 

Soient a, p les coordonnées de M et ^ , - (¿ = 1 , 2 , 3 , . . . , 8 ) 
celles des points Nj , N 2 , N 3 , . . . , N 8 . 

En désignant par m et m' les coefficients angulaires de la 
tangente à l 'ellipse au point N/ et de la droite MN; et 
posant tangO = k, on doit avoir 

m — m' __ 

Choisissons le signe H- , remplaçons m par sa valeur et sup-
primons provisoirement l 'indice i pour simplifier l 'écriture, 
nous trouvons 

, kaïy-r-b^x m _ ^ — . 
kblx — a1 y 

En exprimant que cette droite, de coeff icient angulaire /??', 
passe eu M, nous obtenons 

b2x2 -f- kc-xy -1- a2y2-H b-(kfi — CL)X — a*(kA -h $)y = o. 

En éliminant successivement x et y entre cette équation et 
celle de l 'ellipse 

x2 ) 2 

on arrive aux deux équations 

k1 c4 — 1 k a- c2 ( k <x -+- ¡3 ) x3 

H- a 2 [ a 2 ( £ a £) 2 -h 62(/c(3 — a)2 — ¿ 2 c 4 ] # 2 - f - . . . = o, 
¿2 ckjA 2 k 6 2 c 2 ( k p — a )yz 

-h 6 2 [ & 2 ( * P — a ) 2 - h a*(ka-h ¡3)2 — ¿ 2 C 4 ]JK 2 +- . . . = o, 

qui donnent les x et les j^ des points Ni à N 4 . 
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En y changeant le s igne de k on obt ient 

2 * a 2 c 2 ( — k a 

+ a 2 [ a î ( - A - a + f ) 2 + 6 2 ( ^ + a)2 — ¿ 2 c 4 ] x 2 - 4 - . . . = o, 

-h ikb^c^i k$ -h aXx3 
-H ¿ 2 [ 6 2 ( * p -+- a)2 -h a2(À"a — £) 2 - ¿2C^]JK2 H- . . . = o, 

qui fournissent de même les coordonnées des points N5 à Ng. 
Gela posé on a 

I 8 

2 MN? = 2 [ ( « - - H P ; 
1 1 

c 'es t -à -d ire 

8 8 8 8 

1 1 1 1 ou bien 

8 8 / V \ 2 / 8 \ - 2 

4 \ 2 / 8 \ 2 4 8 

4 8 

— 2 — a 
1 5 

Cette quantité doit être égale à une constante 
Si, au moyen des équations c i -dessus , on calcule les quan-

tités qui y figurent, on trouve d'abord 

c* 

En calculant ensuite les autres quantités et les remplaçant 
dans la relation proposée, on trouve, après réductions et sim-
plifications, que le lieu du point M(a, p) a pour équation 

a2 ( a 2 — 2 6 2 — ^ - f - P 2 ^ 2 a 2 — ¿ 2 - f - = c H h 2 — a 2 — ¿ 2 ) . 
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C'est une conique ayant mêmes axes et même centre que 
l'ellipse donnée. 

R E M A R Q U E S 

P a r I ' A U T E U R . 

I. Le lieu des points M tels que 

4 

^ j M N / = const. = 4/?2 

î 
est la conique 

— ( « a * — 

-h ^ ^ k * 4 -6 2 ) x j = c2 (2/>2 — a 2— ¿>2 ). 

II. Le lieu des points IV1 tels que 

8 

2 M N ; = const. = 4<72 

5 

est la conique 

_ ' l ( k l ~ bi)xy = c2(' i^2 — a2— b2). 
rC 

¿>2 / -
III. Si A - = — —j- y lorsque a > b y 2, la conique du lie 

2 
MK/ = 4/t2 

î 

se compose alors d'un système de deux droites parallèles au 
grand axe. 

IV. Si A ==±: i , cette conique devient 

a 2 ( a 2 — 3¿>2) -f- £ 2 ( 3 a 2 — = c 2 ( / i 2 — a 2 — 6 2 ) . 
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V. Si A2 = a*-+- quelle que soit la valeur de k, la conique 

se compose de deux droites qui passent par le centre de l'el-
lipse donnée. 

Vï . Les relations 

sont indépendantes à la fois de l'angle dont la tangente est A-, 
et de la longueur h. 

Il en résulte que : le rapport de l'ordonnée (ou de l'ab-
scisse) du centre des moyennes distances des huit points N,-
à l'ordonnée (ou l'abscisse) du point M est constant et 

8 8 

VII. On a aussi la curieuse relation 

4 8 

5 = const. 
4 8 

5 

V i l i . On trouve encore les l ieux suivants : 

i° Le lieu des points M tels que 

X\ x^ Xi> = const. , 

ou y x y ^ y z y w = const. , 

ou x& x6 x-i x6 — const. , 

ou y s y e y i y * = const. 

se compose chacun de deux droites parallèles. 
2° Le lieu des points M tels que 

Z i II Z? Z i = const. 
Xi X% X$ X!> 
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OU 

y±y± n i s = const. 
#5 

est chacun une hyperbole. 

2012. 
(1905, p. m.) 

Le polyèdre homogène à un seul côté de Möbius a six 
sommets pentaèdres A, B, C, D, E, F, et dix faces trian-
gulaires 

BGD, CDE, DEF, EFB, FBC, 

ABD, ADF, AFC, ACE, AEB, 

en mettant par exemple en évidence l'angle pentaèdre 
en A. La quadrique qui touche les plans des faces autres 
que EFD, et celle qui touche les plans des faces autres 
que EFB, ont leurs points de contact avec le plan ADB en 
ligne droite avec A, puisqu'elles touchent cinq mêmes 
plans issus de A; démontrer que le conjugué harmonique 
de A par rapport à ces points de contact est sur DB. (On 
peut remplacer A par C . ) G . F O N T E N È . 

S O L U T I O N 

P a r L ' A U T E U R . 

Le polyèdre de Möbius a un seul côté, et l'on a 

F + S = A + i . 

On peut l'obtenir en partant d'une ligne brisée pentagonale 
BCDEF dont on mène les diagonales pour avoir cinq faces; 
ces diagonales forment une ligne brisée pentagonale BDFCE, 
et les cinq derpières faces sont les triangles qui ont pour 
bases les cotés de cette ligne brisée et pour sommet un point 
donné A. 

Les deux points A et C jouent le même rôle dans la ques-
tion, et il en est de même des deux points B et D; nous 
prendrons le tétraèdre ABCD comme tétraèdre de référence. 
Gomme il s'agit de quadriques tangentes à des plans, nous 
emploierons des coordonnées tangent ia les ; les coordonnées 
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tangentielles M, V, W, r d'un plan étant les produits par des 
constantes des distances des points A, B, C, D à ce plan, 
l'équation tangentielle d'un sommet A est u = o , c'est-à-dire 
que la coordonnée u est nulle pour tout plan passant en A, 
les équations tangentielles d'une arête AB sont u — o, v — o, 
c'est-à-dire que u et v sont nulles pour tout plan passant 
par AB, et enfin 011 a u — o, v = o, w — o pour Je 
plan ABC. 

Les deux quadriques sont tangentes aux plans BDG, BDA; 
la seule coordonnée non nulle étant u pour le premier plan, 
w pour le second, les équations tangentielles des deux qua-
driques manquent de termes en u2 et en w- ; si l'on met en 
évidence les plans tangents menés par AG ( « = 0 , w — o) , 
ces équations sont de la forme 

(1) (p h- ur)(r-\- mv)-+- v(au -h /'(aM + + kuw =0. 

Les deux quadriques ont cinq plans tangents communs 
issus de A, donc même cône circonscrit de sommet A (u — o); 
même observation pour le sommet G ( t * > = o ) ; si l'équation 
ci-dessus représente la première quadrique, on aura l'équa-
tion de la seconde en remplaçant k par k\ 

Les points de contact M et M' avec le plan ABD ont pour 
équations f'w—o, cp[v=o, ou 

cv -+- y r -r- k u = o, cv -h y r H- k' u = o ; 

le point A est sur la droite qui joint ces deux points (on le 
sait a ptnori), ainsi que le point N qui a pour équation 
cv -+- y r = o, point situé sur BD; M et M' seront conjugués 
par rapport aux points A et N si l'on a 

k 4- k' = o. 

Le point E est l'intersection des trois plans tangents EBA, 
EAC, EGD, et le point F est l'intersection des trois plans tan-
gents FDA, FAG, FCB. On a pour les trois plans qui se 
coupent en E 

u = o, c — o, il /• -f- y iv = o, 

u — o, w — o, v H- ¡x r = o, 

w = o, /• = o, mv -h au — o ; 
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et, pour les trois plans qui se coupent en F, 

u = o, 
u = o, 
w = o, 

r = o, 
w — o, 
0 = 0 , 

mp H- cw — o, 
r -+- mv — o, 

¡Ji r -}- a u = o ; 

l'équation tangentielle du point E est alors 

( E ) mv -h au -h m(\ir + p ) = o, 

et celle du point F est 

( F ) pr-+-au\k(mvcw) — o. 

La première quadrique doit être tangente au plan EFB, la 
seconde au plan EFD. L'équation du point B é t a n t e = 0 , les 
équations 

au -h m( (jl/* -h y w) = o, (p-r + + f icw = 0 , 
¡JL R2 -+- r(xu -+- Y w ) -F- = O 

doivent être compatibles; la dernière peut s'écrire 

r({jtr -4- ctu)ywr H- Xrwtv = o, 

et elle devient, en tenant compte de la seconde et en suppri-
mant le facteur w qui n'est pas nul, 

(y — [i.c) r -+- ku == o; 

on doit donc avoir, en considérant les trois équations linéaires 
et homogènes en M, W, r, 

a m Y m\x 

A ¡JL C JJL 

k o y — H1 c 

( Y ' — fi. c ) ( m ¡JL k -+- ¡JL a c — m ay) = 0, 
ac 
m F* 

Si l'on échange P et r dans l'équation (Î) , en échangeant 
les lettres romaines et les lettres grecques, cette équation 
se reproduit; les mêmes échanges ne font qu'échanger les 
points E et F; il en résulte que, pour la seconde quadrique 
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qui doit être tangente au plan EFD, tandis que la première 
était tangente au plan EFB, on a 

_ î ï 
m n 

c'est ce qu'il fallait obtenir. 

2243. 
(Énoncé complété : voir 1915, p. 143 et 1916, p. 47.) 

Etant données deux droites D et A rectangulaires, ne se 
rencontrant pas, et, dans un plan perpendiculaire à D, 
un cercle G ayant son centre O sur celte droite, on consi-
dère la surface réglée du quatrième ordre ayant pour 
directrices D, A et G (bien connue en stéréotomie comme 
constituant Vintrados de la voûte dite « arrière-voussure 
de Montpellier »). 

Démontrer « géométriquement » : 
i° Que la section de cette surface par tout plan perpen-

diculaire à D est une conchoïde de Nicomède de pôle O ; 
2° Que la section de la surface par tout plan P conte-

nant le diamètre de G parallèle à A est une conique dont 
la projection sur le plan II de G rencontre ce cercle en 
deux points fixes, réels ou imaginaires, admet pour foyer 
le point O et pour directrice correspondant à ce foyer la 
projection, sur le plan II, de la trace du plan P sur celui 
mené par A parallèlement À II. M. D ' O C A G N E . 

SOLUTION 
P a r M . J . LEMAIRE. 

I° Prenons le plan sécant pour plan horizontal de projection, 
et un plan perpendiculaire à A pour plan vertical, et soient 

d!\ (8, 8'), (c , c') les trois directrices de la surface; cons-
truisons une génératrice qui s'appuie sur elles en (<i, a ' ) , 
( 6 , 8') et (e} e') respectivement, et a pour trace horizontale 
( m, m') ; on a 

mb m'<>' 
me m'e' 1 

soient k cette constante et f le point de om tel que = k} en 
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désignant par g le point diamétralement opposé à e snr le 
cercle c, et par (o , o') le centre du cercle. 

Sur la droite o/n, prenons le point JJL tel que m\k = of, et 
prouvons que le lieu de p. est une droite : les segments de 
droite qui entrent dans les égalités étant supposés affectés de 
signes, nous pouvons écrire 

mb = k. me, 
m\L = k.gf, 

d'où 
bm -h mix — k(em -+- gf ), 

= k(em H- go -+- o / ) , 
= k(oe h- em -hm p.), 

c'est-à-dire 
b\x = k .0{JL, 

égalité qui prouve que fx décrit une parallèle à 8, et, puisque 
m fjL a une longueur constante, que le lieu de m est une con -
choïde de Nicomède, 
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Le plan P est de bout, et sa trace verticale p' passe en o'; 

(n, n') étant le point où il coupe la génératrice considérée 
ci-dessus, il s'agit d'obtenir le lieu de n. 

Soient ( / , V) la droite de bout du plan P située dans le plan 
horizontal contenant A, ni la distance de n à / , q' et r' les 
points où la ligne de rappel nn' rencontre c' et 3'/', k' celui 
où la ligne de rappel de 8' rencontre c', k et h les points 
communs à cette ligne et à c, s la projection de k sur l; la 
figure donne 

no no 
ni r' 1' 

r'T q'o' no 
8' i e' o' eo 

d'où 
no eo ko 
—• — F7' = ~r = r o n s t - ; ni o l ks 

le lieu de n est donc la conique admettant o pour foyer, l pour 
directrice correspondante, et passant par les points, réels ou 
imaginaires, où la droite 8 coupe le cercle c. 

Autres solutions de M M . R . BOUVAIST et M . F A U C H E U X . 

2 2 4 6 . 

(1915, p. 144) 

On fait rouler intérieurement un cercle, de rayon^-^-, 

sur un cercle de rayon a et Von demande : Venveloppe 
d'un diamètre du cercle mobile invariablement lié à ce 
cercle; le lieu des extrémités de ce diamètre. 

F. BALITRAND. 

SOLUTION 
P a r M . J . LKMAIRE. 

Rappelons que si un cercle (S') de rayon r' = ' ^ roule 

sur un cercle fixe S de rayon r, n étant un nombre entier, de 
manière que ces cercles soient tangents intérieurement, tout 
point du cercle mobile décrit une épicycloïde à n r e h a u s s e -
ments, et que si un cercle S" de ravon r" = — roule n n 
sur le même cercle fixe (S ) , ces deux cercles étant encore 
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tangents intérieurement, tout point du cercle mobile décrit 
une hypocycloïde à n rehaussements . 

Donc si r = a, et r' = les extrémités d'un diamètre MM' 

du cercle (S ' ) décrivent chacune une néphroïde; les points de 
rebroussement de ces deux épicycloïdes sont les extrémités 
de deux diamètres rectangulaires du cercle (S ) . 

D'autre part, on sait que si un cercle (S') roule sur un cercle 
fixe (S ) , un diamètre MM' du cercle mobile enveloppe la 
courbe décrite par un point du cercle ( 2 ) , de rayon moitié de 
celui de (S') , touchant ( S ) au même point et de la même 
manière que (S') [voir, par exemple, le Cours de Géométrie 
de Mannheim]. 

Dans le cas actuel, le rayon de ( S ) valant MM' enve-
loppe une hypocycloïde à quatre rebroussements qui se con-
fondent avec les rebroussements des deux épicycloïdes précé-
dentes. 

Nous allons -établir autrement ces résultats : soient O le 
centre du cercle fixe (S ) , O' celui du cercle mobile (S ) pour 
une position arbitraire de ce cercle, RM l'arc de la courbe ( E) 
lieu de M à partir de la position où ce point coïncidait avec le 
point de contact des deux cercles, y le point de contact de ( S ) 
et (S') , C le point diamétralement opposé à y sur (S ), (A) le 
cerclc de centre O et de rayon i a , qui touche (S') en C*; 
My est la normale en M à (E) , MG la tangente; si B est le 

A' 

|K 

A 
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second point où MG coupe (A) et {S le second point où My 
coupe (S ) , OB passe en ¡3 et est parallèle à MM'. Le rayon OR 
coupant (A) en K, prenons dans le sens de B vers C, l'arc KA 
égal à un quadrant; si a> désigne la mesure en degrés de 

l'angle OyjS, l'arc y M vaut ( 1 8 0 — 2 w) degrés, l'arc y R de 
3 

même longueur vaut - ( 180 — 210) degrés; par suite, l'arc BK 

vaut, comme l'arc BR, un nombre de degrés égal à la diffé-
rence des nombres qui expriment les arcs yR et y(3, c'est-
à-dire (90 — to) degrés. 

Il en résulte que l'arc AB contient a> degrés; et puisque 
l'arc BG en contient ÎW, l'arc AG est le triple de l'arc AB : 
donc, d'après le mode de génération tangentielle des épicy-
cloïdes, la droite BG, tangente en M à la courbe (E) lieu de 
c e p o i n i , enveloppe une épicycloïde à deux rebroussements, 
dont les sommets sont les points A et A' diamétralement 
opposés de (A) et les rebroussements les points R et R' dia-
métralement opposés de ( S ) . 

Le lieu de M' est la courbe obtenue en faisant tourner la 
précédente de 90° autour de O. 

Observons que M est au quart de BG à partir de B. 
Il serait aisé d'obtenir pour l'enveloppe de MM' un mode 

de génération tangentielle analogue; mais on peut aussi 
trouver cette enveloppe comme il suit : N et N' désignant 

les points où MM' coupe RR' et AA', l'angle o l v N vaut, 

com me AOB, U> degrés ; OCVN' = GOB = 2 <0 ; si donc I est le 

point de NN' tel que OIN = 2 to, ce point est le milieu de NN'; 

et comme 01 = 0 0 ' = —, le segment de droite NN' est égal 

au rayon a de (S ) , et la droite MM' enveloppe l'hypocycloïde 
ayant pour rebroussements les points R et R' de ce cercle et 
les extrémités du diamètre perpendiculaire à RR'. 

Autre solution, de l'auteur. 

2 2 5 1 . 

(1915, p. 3 9 1 ) 

Les coordonnées tétraédriques d'une droite MM' étant 
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les quantités 

l — yz—zy\ m = zx'— xz\ n = xy' — yx\ 

X = xt' — fa?', 

la quadrique qui a pour équation ponctuelle 

a pour équation en coordonnées de droites tangentes 

( / y / B G - f - X V / A D ) 2 - f - ( ^ / C Â - f - ¡ X / B D ) 2 - f - . . . = O, 

ou encore 

(l y/ÏÏC — X y / Â D ) 2 4 - (m y/CÂ — fx y/ÏÏD)2 4 - . . . = o 

avec 

y/BG y/ÂD = s/Ck / B D = / Â B / C D . 

génératrices sont données par les relations 

l y/BC = eX y/ÂD 

m y/CA = efj. y/BD ( / X -+- m\x - h n v — o) . 

n y/ÂB = ev y/CD 
G . F O N T E N É . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

L'équation aux p des points d'intersection de MM' avec la 
quadrique donnée est 

p*( A # 2 4 - B + D f 2 ) 

4 - ip(Axx'-+- Byy'-h Czz'-h Dtt ') 

4 - A # ' 2 4 - BJK'2 - b C 4 - D f'2 ) = O. 

MM' sera tangente à cette surface si l'on a 

( A xx' 4 - B y y' 4 - C zz' 4 - D tt' )2 

— ( A # 2 4 - By*~h C * 2 4 - D * 2 ) 

x ( A # ' 2 4 - B y 2 4 - G *'2 4 - D f'2 ) = o, 
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expression qui peut s'écrire 

XB(xy' — yx'Y-h kC(xz' — zx'y-h AD(xt' — fa?')» 

-h BG (yzr— z/f-h BD (yt'~ CD(z*' — tz')* = o, 

ou encore, en supposant 

/ B G / A D = v/GÂ / B D = y/^B / C B = / Â B C D , 

( / y ^ v/ÂÏÏ)2 + [ m / Ç A ± jj. / B D ] 2 

-+-[ n/ÂB± v / G D ] 2 = O, 

/X -f- WfJL + «V = O. 
puisque 

Et si l'on a 
l / B G = eX / Â D , 

M v/GÂ = £{JL / B D , 

N v/ÂB = EV y/GD, 

la droite MM' sera sur la surface considérée, on retrouve 
ainsi les deux systèmes de génératrices. 

2259. 
( 1915, p. 477• ) 

Soit PQR le triangle formé par les tangentes aux pieds 
des normales à une ellipse (E) issues d'un point de cette 
ellipse. Démontrer que le triangle PQR est inscrit à une 
ellipse passant par les sommets de la développée de (E ) . 

T. ONO. 

SOLUTION 
P a r M . J . L E M À I R E . 

Cette proposition a été obtenue comme conséquence de la 
question 1816. Mais en voici une démonstration directe : 
soit M(a, P) un point d'où partent quatre normales MA, Mp, 
Mq, Mr à l'ellipse ( E ) ; les tangentes à l'ellipse aux pieds de 
ces normales forment un quadrilatère complet dont P', Q', R' 
sont trois sommets situés sur la tangente en A, et P, Q, R 
les trois autres sommets respectivement opposés aux précé-
dents; les coordonnées de ces points sont liées à celles de M 
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par les formules de Desboves 

c*x(y*— b2) 
a2 y2 -+- b*x2' 
c2y(x2 — a2) 
a2y2 -+- b2x2 

Si nous écrivons que M est en A sur l'ellipse, nous obtenons 
le lieu géométrique de ces sommets 

c1* b2 x2 (y2 — b2)2 -f- c4 a2y2 (,x2 — a2)2 — a 2 ¿>2 (a 2 . / 2 -f- b2x2)2 — o 

ou 
(ckx2y2 — b*x2 — a6y2)(a2x2-h ¿>2jk2 — c4) = o. 

Le premier facteur donne le lieu de P', Q', R' qui est le lieu 
des pôles des normales de (E); l'autre donne le lieu de P, Q, R 

a 2 x 2 ¿>2^2 — c'+ = o, 

c'est l'ellipse ayant pour sommets les points de rebroussement 
de la développée, ce qui démontre la proposition. 

On peut encore l'établir comme il suit : on sait que P est 
le centre de Ap, en appelant centre d'une droite le point 
dont les projections sur les axes sont symétriques, par rapport 
à l'origine, des traces de la droite sur les mêmes axes. Si 
donc M vient en A, sur l'ellipse, P, Q, R sont les centres des 
normales issues de A; or nous avons démontré (N. A., i g i5 , 
p. 3o4) que le lieu des centres des normales est l'ellipse qui 
a ses sommets aux points de rebroussement de la développée 
de ( E ) ; rappelons aussi que les normales à cette ellipse aux 
points P, Q, R concourent et que le cercle passant par ces 
points contient le centre de ( E ) (N. A., iy i5 , p. 3o8 et 3 i2 ) . 

Autre solution de M. R. B O U V A I S T . Voir aussi, p. 84, Corresp., 
M . F . B A L I T R A N D . 

ERRATUM. 

1916, page 38q. ligne 12, au tieu de 191 lire 1894. 
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[M l 5ka] 
SUR UNE 

MANIÈRE DE CONSTRUIRE LES CUBIQUES CIRCULAIRES; 

PAR M. F. GOMES TEIXEIRA. 

1 . Le nombre des méthodes qu'on a données pour la 
construction des cubiques circulaires non unicursales 
est bien petit. Casejen a donné une dans les Transac-
tions of tlxe Royal Irish Academy (t. X X I V , 1867), 
que nous avons exposée dans notre Traité des 
courbes spéciales (t. I, p. 80), et Czuber en a donné 
une autre dans le Zeitschrift fiir Mathematik 
(t. X X X I I , 1887), laquelle a été indiquée par 
M. Loria dans son Spezielle Ebene Kurven (t. I , 
p. 34). H ne sera donc pas inutile d'en donner ici 
une autre qui n'a pas été encore signalée, crojons-
nous. 

La méthode que nous allons exposer est basée sur 
lé théorème suivant : 

Prenons sur un plan quatre points À, B, A l ? B4 . 
Par le point B menons une droite (D) de direction 
arbitraire et désignons par C le point où elle coupe 
la droite AA<. Ensuite marquons sur cette droite 
un point C, tel que le rapport des distances de C 
et Cj au point A soit égal à une constante donnée c, 
et décrivons une circonférence passant par A i ? B4 

et C|. Cette circonférence coupe la droite (D) en 
deux points qui décrivent une cubique circulaire, 
quand la direction de la droite varie. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVI. ( Novembre 1916.) 3o 
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Prenons pour origine des coordonnées orthogonales 

le point A et pour axe des abscisses la droite AA,, et 
désignons respectivement par (a, 6), o), (a l ? 

les coordonnées des points B, A| et B|. L'équation 
d'une droite arbitraire (D) passant par B est 

(i) y — b = m(x — a\ 

et cette droite coupe Taxe des abscisses en un point C 
dont l'abscisse est déterminée par l'égalité 

b 
Xi — a — — • 

m 

L'équation d'un cercle passant par le point A, et 
ayant le centre en un point (a,, ¡3, ) est 

xz-hy2 — 2 xtx — 2 fiiy = A 2 — 2 A a t , 

et la condition pour que ce cercle passe par le point B4 

est, par suite, 

a2\ "+" ^ï — A A ! « ! — 2 PI b\ = A 2 — 2 A AI. 

Donc, en supposant différent de zéro, l'équation 
des cercles passant par Aj et B! est 

i bi(xi -\-y2) — icLibiX — (a\-\-b]—2aia1-t-2AaI— h2)y 
j = ¿ > ! ( / i 2 - 2 / i a i ) . 

Ce cercle coupe l'axe des abscisses au point A, et 
en un autre point G( dont l'abscisse est déterminée 
par l'équation 

¿r2 = 2 a 4 — A, 

et l'on a par hypolhèse 
m. mn. — h 

(3) x% m(iaLi—A) 

En éliminant maintenant m et oc, entre les équa-
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lions (i), (2) et (3), on obtient l'équation du lieu 
décrit par les points d'intersection de la droite (D) et 
du cercle considéré, quand h varie, savoir : 

(H 1 a)\[bxx+(h — ai)y — hb{] 
W I = c(y - b)[bx(x*+y*)-(a\ + b\-h*)y - bth*], 

ou 
/ cb^xî-hy^y 
) = bbl(c — i)x2-±- [(ch -h a)bx—b(h — ax)]xy 
I - b [ e 0 2 - f - ¿ > f 4- bbi— hax)-+-a{h — at)]y2 

\ -1- bbx h( 1 — c)x -\-[bc(hai — a\ — b\) — ahbx]y. 

On voit, au moyen de l'équation (4), que la courbe 
cherchée passe par les points A, A,, B, B4 et, au 
moyen de l'équation (5), qu'elle est une cubique cir-
culaire, dont l'asymptote est parallèle à la droite AA4 . 

2. En passant maintenant à la question inverse, 
considérons la cubique circulaire représentée par 
l'équation 

(6) (x*-\-y*)y = Kxy -+- Ly2 -+- Mx-±- Njk, 

rapportée à un système d'axes orthogonaux qui ont 
pour origine un point de la courbe et pour axe des 
abscisses une parallèle à l'asymptote réelle. 

Les conditions, pour que les cubiques représentées 
par les équations (5) et (6) soient identiques, sont 

è ( c - i ) = Hc, hb( 1 - c ) = Me, 

c(a\ -+- b\ -+- bbi — a(h — at) = L cbu 

(ch 4- a) bi— b(h — ax) = Kcbi, 

bc(hai— a\ — b\)— ahb\ — Ncbx. 

Nous avons donc cinq équations pour déterminer 
les six constantes c, a, at, bM A, dont une reste 
par conséquent arbitraire; et, comme une de ces 
équations peut être remplacée par celle qui exprime 
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que (a, b) est un point de la cubique, on voit qu'on 
peut prendre le point (a, b) arbitrairement sur la 
courbe. 

Les deux premières équations donnent 

et déterminent donc c et /¿. 
Les deux dernières équations font voir que le 

p o i n t ^ , b{) est l'un des points d'interseclion de la 
droite représentée par l'équation 

( 7 ) ( O A - H a — Kc)y -1- bx = bh 

avec le cercle représenté par celle-ci 

(8) bc(x2-\-y*) -h ( N e -+- ah)y — behx = o ; 

l'autre point d'intersection est le point (A, o). 
Nous pouvons donc construire la cubique (6), et 

d'une infinité de manières, au moyen de la méthode 
qui résulte du théorème énoncé au numéro précédent. 

11 résulte encore, de ce qu'on vient d'exposer, le 
théorème suivant : 

Prenons sur une cubique circulaire quelconque 
quatre points A, A { , B, B, tels que les points A et A( 

soient placés sur une parallèle à Vasymptote réelle 
et le point B, coïncide avec le second point dyinter-
section de la droite (7) avec le cercle (8). Un cercle 
quelconque passant par At et B, coupe la cubique en 
deux points situés sur une droite passant par B, et 
le cercle et la droite coupent la droite A A, en deux 
points Ci et C tels que le rapport de A C à AC4 est 
constant. 

3. Ce qu'on vient de dire aux numéros précédents 
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est applicable aux cubiques circulaires unicursales et 
non unicursales. On en peut déduire, au moyen d'un 
passage à la limite, d'autres théorèmes applicables 
seulement aux cubiques circulaires unicursales. 

Supposons qu'on fasse coïncider le point Af avec le 
point A et que le point B, tende vers le point A, en 
décrivant une droite représentée par l'équation x = ky. 
On a alors, en posant h = o, aK = kbK, et ensuite b{ = o, 
l'équation 

( 9 ) c(x2-i-y2)y = b(c — 1 ) x2-h (a bk)xy 
H- (cb — ak)y2, 

qui représente une cubique circulaire unicursale ayant 
le point double à l'origine A, Les cercles (2), qui 
passent par A, etB,, deviennent à la limite tangentes 
k la droite x = ky au point A. 

Nous avons donc le théorème suivant : 

Prenons sur un plan deux droites (D,) et (D2) 
et un point B. Par ce dernier point menons une 
droite D de direction variable et désignons par G 
le point où elle coupe la droite (D, ). Ensuite mar-
quons sur cette droite un point C, tel que le rapport 
de AC à AC< soit égal à une constante c, et décri-
vons une circonférence tangente à la droite (D2) au 
point A et qui passe par le point C,. Cette circon-
férence coupe la droite (D) en deux points qui 
décrivent une cubique circulaire unicursale ayant 
le point double à A, quand la direction de la droite 
varie. Uasymptote de cette cubique est parallèle à 
la droite (D,). Cette cubique est représentée par 
Véquation (9), k étant la tangente trigonométrique 
de Vangle des droites (D,) et (D2). 

4. Réciproquement, si l'on donne la cubique repré-
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sentée par l'équation 

(x*-\-y*)y = Hx* Kxy-\- Ly*, 

les conditions pour que cette cubique soit identique à 
celle que l'équation (9) représente sont 

(10) b(c— 1) = c H , a-\-bk — c K, cb — ak — ch. 

Ces équations déterminent trois des constantes a, 6, 
c, /r, l'aulre restant arbitraire. 

Si la constante qui reste arbitraire est k, on peut 
déterminer 6, au moyen de l'équation 

H ^ + K ^ + L 

et ensuite c et a, au moyen des deux équations (10). 
Nous avons donc le théorème suivant : 

Prenons sur le plan d'une cubique circulaire 
unicursale deux droites (D,) et (D2) passant par 
son point double A, et dont la première soit paral-
lèle à Vasymptote réelle. Traçons ensuite un cercle 
de rayon variable tangent à la droite (D2) au 
point A. Ce cercle coupe la cubique en deux points 
placés sur une droite qui passe par un point fixe B. 
Cette droite et le cercle coupent la droite (D<) en 
deux points (C) et (C4) tels que\le rapport de A C 
à AC, est constant. 

Si la droité (D2) est perpendiculaire à la droite (D,), 
l'équation (9) prend la forme la plus simple, savoir : 

c{x*-\- y2)y = b(c — 1 )x2 4- axy -h ah y*. 
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[L'13a] 

SLIR L4 PARABOLE TANGENTE A QUATRE DROITES; 

PAR M. E. -N. BARISIEN. 

Soient les quatre droites 

y = mlX-hpu y = m2x -hp2, 

y = m3x -h p3, y = mkx-b pk. 

L'équation à trouver doit être de la forme 

(i) (x — oc)* -h (y — ¡3)2 = coscp -b y sin cp — a)2. 

La condition de tangence d'une droite 

( 2 ) y = m x -h p 

avec la parabole (1) s'obtiendra en exprimant que le 
symétrique Q du foyer F (a, ¡3), par rapport à la 
droite (2) , est sur la directrice 

( 3 ) x coscp -hy sincp— a = o. 

La projection P de F sur la droite (2) s'obtient en 
résolvant les deux équations 

y = mx-^p, y — $ =— ~(x — cl), 

ce qui donne, pour les coordonnées de P, 
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On a, pour celles de Q, 

XQ = 1 XI» — : 
2 ( a -f- P m — pm) 

m2 

a(i — m2) — 2 pm 
1 -h m 2 ' 

m ol -h m2 $ -h p) 
JQ = - y r = - — t + < w; - ' - ¡5 

__ 2 m a — p(i — m2) 2 p 
_ 1 H- m - " 

En portant ces valeurs dans l'équatio.n (3 ) , on a 

[ a ( i — m 2 ) -H 2$ m — 2 pm] cos 9 

ou 

( 4 ) 

[ 2 m a — — m 2 ) - b 2/?] sincp _ 
1 H - m 2 ' 

a [ ( i — m2) coscp -4- 2 m sincp] 

-I- p [2 m coscp — (1 — m 2 ) sin cp] 

— a ( j + m 2 ) -h 2/? (sincp —- m coscp) == o. 

La condition de tangence de la parabole (1) aux 
quatre droites données conduit donc aux quatre rela-
tions 

a[( 1 — m \ ) coscp H- 2/M1 sin cp] 

-f- $ [ 2 m x coscp — (1 — m \ ) sincp] 
— a ( i -h m\) -f- 2/?t(sincp — mt coscp) = o, 

a [ ( i — m\) coscp H- 2 m-2 sin cp] 

-+- ¡3[2m2 coscp — (1 — mf ) sincp] 

— a ( i -h mf ) -+- 2 /?j ( s in^ — m 2 coscp) = o, 

a [ ( i — m \ ) coscp -+- 2 m 3 sin cp] 

-h P [ î m j coscp — (1 — m \ ) s i n 9 ] 

— a ( i -+- m | ) -h 2/>s(sincp — m3 coscp) = o, 

a [ ( i — ml ) coscp -4- 2m^ sincp] 

-h cos© — (1 — m\) sincp] 

— a(i H- m\) -4- 2/?4(sincp — mk coscp) = o. 

( 5 ) 
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Ces quatre relations permettent de déterminer a, 

P, a et <p. 
Comme a, ¡3 et a y entrent linéairement, on aura par 

leur élimination l'équation suivante en co : 

(i — m})coscp-b'2m1sin<p a/?i| coscp — (i — m])sincp 
(*i — /nf) coscp -f-2/n2sincp i m2 coscp — (f — w | ) s i n cp 
(i — coscp-h 2/713 sincp 2/n3 coscp—(i — mf)sincp 
(i — m f ) coscp«a/ra^sin cp mit, coscp — (i—m2)sincp 

(sin cp — wiicoscp) i - h / n f 
/>2(sincp— m2coscp) i -f- m \ 
/>3(sincp— m3coscp) i m \ 
/?4(sin<p — ïïi\coscp) i - h m\ 

* Or, cette équation est du troisième degré en sincp 
et cos cp. 

Le problème paraît donc comporter trois solutions, 
alors qu'on sait qu'il n'y en a qu'une; car il est bien 
avéré qu'il n'existe qu'une seule parabole tangente à 
quatre droites ! 

L'équation (6) peut se simplifier un peu en posant 

toj to2 mx = tang — > m 2 = t a n g — » 

Alors 

10 3 to4 m^— tang—» = tang — • 
j4 2 

im i 
S I N T O I = = -y COS TOI = 

i -h m \ 

(7) 

L'équation (6) peut donc s'écrire 

cos(cp — tot) sin(cp —wj) / ^ c o s ^ - sin^cp — 

cos(cp —w2) sin(cp —to2) /? 2 cos^s in^cp— 

(l>3 . / to3\ cos(<p — to3) sin(cp — to3) /?3cos—- sinf «p — J 

cos(cp—to4) sin(cp— C04) /74cos~-sin^<p— 
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y = o, 

Alors 

y = 

( 458 ) 

Les quatre droites sont : 

y — 2X k, y = — x q. 

m{~ o, 

m3 = 2, 
Pi = o, 

Pi = 

m2 = 

m; = -
/? 2 = o , 

L'équation (6) devient 

coscp — sin<jp o 1 

2 sincp 2 coscp o 2 

4 sincp — 3 coscp 4 coscp-h 3 sincp £(sin cp — 2 coscp) 5 

2 sin c 2 coscp ^(sincp-i- coscp) 2 

J 'ai pris ce cas particulier pour voir si l'équation en 
si nef et coso se simplifie. On a 

4 A(sincp — 2 coscp) 
coscp 
sin <p 

— sin cp 
— 2q{ sin cp 4- coscp) 

X 

coscp 
sin o 

— sin cp 
cos<p 

— coscp 

cos<j> 
4 sincp — 3 coscp 4 coscp 4 - 3 sin cp 

En développant les déterminants, on a 

2£(sincp — 2 coscp) 

X [ cos2cp — sincp coscp 
-i- sin2 cp 4- sin cp coscp -+- cos2cp 4- sin2cp] 

— q (sin cp 4- coscp) 
X [5 cos*cp,4- s i n 9 ( 4 coscp 4 - 3 sincp) 

— s i n cp ( 4 sincp — 3 coscp) 
— coscp(4 sincp — 3 coscp) 
— coscp(4 coscp 4- 3 sincp) 4- 5 sin2cp] = o, 

il 
4À"(sincp — 2 coscp) — q(sincp 4- coscp) x 4 = o, 

¿(sincp — 2 cos cp ) — q (sincp 4- cosf) = o. 
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Dans ce cas, il n'y a qu'une valeur de cp : il n'y a 
bien qu'une seule parabole. 

Mais, dans le cas général, l'équation reste du troi-
sième degré en sino et cos<p. 

Tout cela est bien singulier ! 
Les quatre équations (5) deviennent 

( 9 ) acoscp — fi sincp— a = o, 

(10) a sin© 4- p coscp — a = o, 

(11) a ( 4 sincp — 3 coscp) 
4 - ¡3(4 coscp 4- 3 sincp) — 5 a — 1 k(i coscp — sincp), 

(12) a sincp 4- P coscp H- a = g(sincp 4 - coscp). 

Les équations (9) et (10) donnent 
(13) a = a(cos<p -h sincp), p = « ( c o s c p — sincp). 

Ces valeurs étant portées dans (12), il vient 

«[(coscp 4- sincp) sin cp -h (coscp — sin cp) coscp 4 - 1 ] 
= ^(sincp -h coscp), 

(14) 2 « = </(sincp 4-coscp) . 

Or, d'après (8), 

sin cp 
2 k -h q ik 4 - q 

(«5) 
^(ik q)2-^ (k — q)2 \/5k2-+- xq2-f- 2kq 

c o s o — coscp = — 
V 5 k2 -+- 2 q2 4 - 2 kq 

k - q 

D'après (i3) et (i4), on a 

a = —(sincp 4- coscp)2, p = ^(cos 2 cp — sin'cp), 

« = — (sincp 4- cos cp), 



( 44o ) 
et, d'après (i 5), 

(16) a — 

(17) ? 

(18) a 

?.(5k* -h 2 <?2 -h i k q ) 

Zqk(k iq) 
2 ( 5 k2 -h 2 -h ikq) 

3 kg 
2 s/hk"1-^- iq2-h 'ikq 

L'équation de la parabole tangente aux quatre droites 

y=z O, y = y=2X-hk, y — — x q 

est donc 

(x — a)4H- (y — P)2 — (x coscp y sincp — a ) 2 , 

o u 

(IQ) \x M* I 2 
V l 2 ( 5 A*2 -+- 2q 2 2 kq) J 

I- lqk(k + 2q) 1 
[ / 2(5*» 4- 20*-h 2*0) J 

I 
4 (5 4- 2 <72 4- 2 /rgr) 

[ 2 (£ — q)x-\-2(ik-*-q)y —3 Argr]2. 

Autre particularité curieuse. — Le procédé qui 
vient le plus naturellement à l'esprit pour exprimer 
que (1) est tangent à (2) consiste à former l'équation 
aux abscisses des points d'intersection de (1) et (2), et 
d'écrire que les deux valeurs de x sont égales. 

Au lieu de trouver la relation (4)? linéaire en a, ¡3 
et a, on trouve une relation du second degré en a, ¡3 
et a. Il faut qu'il y ait un facteur parasite ! 

NOTE DE LA RÉDACTION. — Il semble, au premier 
abord, que l'article précédent aurait pu faire l'objet 
d'une question analogue à celles qui prennent place 
dans l'Intermédiaire des Mathématiciens. Mais 
l'énoncé en eût été d'une longueur excessive. A titre 
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exceptionnel, nous avons donc accueilli la demande de 
M. Barisien, qui sollicite la résolution de l'équa-
tion (6) ou (7). Nous recevrons avec reconnaissance les 
observations de nos lecteurs à ce sujet; elles pourront 
faire l'objet d'articles figurant à la rubrique « Corres-
pondance ». 

[0*26] 

CONSTRUCTION DU RAYON DE COURBURE DE LA 
POLAIRE RÉCIPROQUE D'UNE COURBE PAR RAP-
PORT A UN CERCLE ; 

Considérons une courbe (M) et sa polaire réci-
proque (M,) par rapport à un cercle de centre O. 
M et M, étant deux points correspondants et C et C< les 

centres de courbure en ces points, nous nous propo-
sons, connaissant C, de donner une détermination 
géométrique de C,. 

PAR M. F . BAL1TRAND. 

8 
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Nous prendrons pour axes deux diamètres rectangu-

laires du cercle O et nous ferons usage de coordonnées 
tangentielles; c'est-à-dire que (M) sera définie comme 
l'enveloppe de la droite 

ux -h vy — i = o ; 

u et v étant fonctions d'un paramètre. 
Les coordonnées x, y du point de contact M de la 

droite avec son enveloppe seront données par les deux 
équations 

ux H- vy — 1 = 0 , 

x d u y dv o ; 
d'où l'on lire ( 1 ) 

dv — du 
" udv — vdu ^ udv — vdu9 

et par différentiation 

dx — d2u — du d2 y) _ — u(dvd2u — dud2v) 
~~ {udv — vdu)2 ' ~~ (udv — vdu)x 

L'élément d'arc de (M) a pour expression 
1 

/T-I rr (dvd2u — dud2v)(u2-+-v2)2 

ds = y/dx2 -4- dy2 = —- • J (udv —vdu)2 

L'angle de contingence e se calcule aisément et l'on 

(M On peut remarquer que ces formules fournissent une inter-
prétation géométrique simple du rapport des différentielles du 
et dv. On a, en effet, 

du Y 
— = — tang6, 

dv x ® ' 

6 désignant l'angle du rayon vecteur OM. A ce point de vue il y a 
une parfaite réciprocité entre x, y; u et v; car on a 

du _ y dy _ u 
dv ~~ x ' dx v 
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t r o u v e 

udv — v du 
8 ~ U 2 - H C 2 ' 

d'où pour le rayon de courbure p la valeur suivante : 

i 
— d2u — dud2v)(u2-¥- v2)2 

^ ~ (udv — v du)2 

D'autre part, les coordonnées xK, y{ du pôle M, de la 
tangente en M à (M), par rapport au cercle directeur, 
sont 

xi=a2u, yx = a2v \ 

a désignant le rayon du cercle directeur. Il en résulte 
pour le rayon de courbure de (M,) en M, la formule 

l 

p l ~ a dud2v-dvd*u 

Appelons V l'angle sous lequel la courbe (M) est coupée 
par le rayon vecteur OM [ou bien la courbe (M4) par 
le rayon vecteur OM,]; on trouve sans difficulté 

. _ _ (udv — v du)2 

s i n 2 V = - • 

d'où 
ppt sin3 V = a2. 

Telle est la formule cherchée ( , ). Elle conduit à plu-
sieurs constructions géométriques de Ct connais-
sant C. 

Soient MT la tangente en M à (M) et M, T, la tan-

( 1 ) Cette Note nous a été inspirée par un article de M. Chemin 
sur le même sujet (Nouvelles Annales, 1867, P- 49)- La formule 

pp, sin3V = a? 

est de M. Chemin qui l'établit par une méthode différente et n'en 
déduit pas de construction géométrique pour Cl. 
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gente à (M4) en M4. Les droites OM et OM4 sont 
respectivement perpendiculaires sur M4 T4 et MT. 

i° Par le centre O du cercle directeur on élève 
à OM4 une perpendiculaire qui coupe en P la nor-
male à (M4) en M4; la perpendiculaire élevée en P 
à cette normale rencontre OM4 en Q; la perpendi-
culaire abaissée de Q sur la polaire AB de C, par 
rapport au cercle directeur, passe en C*. 

En effet les deux triangles OMC, C4 M4 Q sont sem-
blables comme ayant leurs côtés parallèles. Donc 

MC x ¡VIiG! = OM x M,Q. 
Mais 

OMi 
M|Q = sin2 V 

T et T4 étant les pieds des perpendiculaires abaissées 
de O sur les tangentes en M et M n on a aussi 

OM,= O T ' 

d'où 

par suite 

M ! O = 

sin V OM sin V ' 

a 2 

OM sin3 V y 

a 
MC x M| C! = 

sin3V 

et M| C, e^t bien égal à p4. 
Par une transformation convenable, on peut déduire 

de ce qui précède la nouvelle construction suivante : 

2° Soit R le point où la polaire de C ren-
contre M 4 T,; élevons en ce point à M 4 T 4 une per-
pendiculaire qui coupe en S la perpendiculaire 
abaissée de M4 sur la polaire de C; SO passe en C4. 

Le point R est le pôle de MC et le point M4 est le 



( 465 ). 
pôle de MT; donc OM, et OR sont rectangulaires et 
par suite OR est le prolongement de OP. 

On voit facilement que les deux triangles C«PQ, 
M 4 R S sont homothétiques par rapport au point O ; 
d'où il résulte que SO passe bien en C*. 

CORRESPONDANCE. 

M. F. Balitrand. — Au sujet des questions 5 1 1 , 
5 1 2 , 5 1 3 . — Ces questions, dont on s'est occupé ré-
cemment, se trouvent résolues depuis longtemps dans 
une de ces savantes et curieuses Notes que Terquem 
insérait fréquemment à la suite des articles publiés 
dans les Nouvelles Annales. 

A propos de la démonstration d'un théorème de Sta-
tique par Catalan (iV. A . , 1848, p. 294) Terquem signale 
que ce théorème est déjà connu et il indique que Mö-
bius a traité des questions analogues dans un Mémoire 
sur la composition des rotations infiniment petites 
( Crelle, 1838, p. 189) et a donné notamment les pro-
positions 5 1 1 , 5 1 2 , 5 1 3 . 

M. G. Fontené. — Sur la question 22 14 . — A la fin 
de la solution qu'il a donnée de cette question ( 19 15 , 
p. 077)7 M. Ono observe avec raison que l'identité I 
reste légitime pour le cas où m est entier, avec p^m. 
Elle se réduit d'ailleurs dans cette hypothèse à l'iden-
tité 

(1 H- x)P— C},_mx(i x)P~l -h .. . 

(— l)P'mCPplZ^P-m(l -+- a ? = (1 -H x)»\ 

Ann. de Mathémat4* série, t. XVI. (Novembre 1916.) 3 l 
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OU 

(L H- x)P~m— C j L W # ( L -+- . . 

-+• (— i )p~m C g i ^ x P ~ m = i , 
ou 

(i -h X — x)p~m — I. 

Mais l'énoncé demandait quel résultat on obtient en 
supposant que m, d'abord quelconque, tend vers le 
nombre entier ¡JL, avec Le résultat est mentionné 
dans un Mémoire inséré dans ce journal (1914, p. 3oo), 
l'identité qui forme l'objet de la question ayant été 
fournie par la comparaison des résultats de deux mé-
thodes différentes appliquées à un même problème. 

M. R. Goormaghtigh. — Sur le problème de Pappus 
généralisé. — Ce problème dont MM. Joffroy et Bari-
sien ont donné des solutions analytiques (iV. A., 1916, 
p. 168, 273) avait déjà été résolu par des considérations 
géométriques très simples par M. R. Marchay dans le 
numéro du i5 octobre 1914 du Journal de Vuibert. 

Supposons le problème résolu et conservons les no-
tations de M. Joffroy (p. 168). Sur une droite ss! = l 
construisons des triangles s O V , sO"sr respectivement 
égaux à SOS' et S i O S , ; le quadrilatère O ' s O V est 
indescriptible. D'autre part, si la bissectrice de 
l'angle O' coupe ssf en T et le cercle 0's0"s! en Q, 
les triangles QO's et QsT sont semblables et l'on a 

Q O ' . Q T = Q i . 

Le problème revient donc à construire deux segments 
— 2 

QO' et QT dont on connaît le produit Q s et la diffé-
rence OP. 

M. E.-N. Barisien. — Sur le lieu des points équi-
distants de deux circonférences de cercle. — En 
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remarquant que les distances d'un point à un cercle 
de rayon R sont 8 et 8 -f- 2R, on voit que : 

Le lieu des points équidistants de deux cercles se 
compose de deux hyperboles ayant toutes deux pour 
foyers les centres des cercles et pour grandeur de 
Vaxe focal, pour Vune la différence des rayons des 
cercles, pour Vautre la somme de ces rayons. 

Ce lieu est classique et presque évident par la Géo-
métrie. Cependant, il y a lieu de remarquer qu'en 
général on ne cite comme résultat qu'une seule 
hyperbole, celle dont l'axe focal a pour longueur la 
différence des rayons. 

Remarque. — Les cercles peuvent devenir soit des 
points, soit des droites. On a ainsi : 

i° Pour deux points, le lieu est une ligne droite; 
2° Pour deux droites, le lieu se compose de deux 

lignes droites, qui sont les bissectrices des droites 
données ; 

3° Pour un point et une droite, le lieu est une 
parabole ; 

4° Pour un point et un cercle, le lieu est une 
hyperbole; 

5° Pour une droite et un cercle, le lieu se com-
pose de deux paraboles. 

M. E.-N. Barisien. — Sur une description géomé-
trique de la parabole. — Si l'on considère dans une 
parabole le cercle décrit sur la corde focale prin-
cipale comme diamètre, un point quelconque de 
la parabole est à égale distance de ce cercle et de la 
corde focale principale. Ce point est aussi à égale 
distance de ce même cercle et de la droite symé-
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trique de la corde focale principale par rapport à la 
distance. 

On pourra donc définir la parabole comme lieu géo-
métrique des points équidistants d'un cercle et 
d'une droite passant par son centre (ou d'une droite 
située à la distance du centre du cercle égale à son 
diamètre). D'ailleurs, le lieu des points qui sont 
équidistants d'une droite et d'un cercle se compose, 
en général, de DEUX PARABOLES , parce qu'il y a deux 
distances d'nn point à un cercle. 

M. E.-N. Barisien. — Au sujet du p. g. c. d. et du 
p. p. m. c. de plusieurs nombres. — Dans tous les 
traités d'Arithmétique on formule les règles suivantes 
pour la formation du p. g. c. d. et du p. p. m. c. de 
plusieurs nombres : 

i° Pour former le plus grand commun diviseur 
de plusieurs nombres, on les décompose en leurs 
facteurs premiers; on choisit chacun des facteurs 
premiers communs à tous les nombres, et on l'affecte 
de son plus petit exposant; le produit des nombres 
ainsi obtenu est le p. g. c. d. cherché; 

2° Pour former le plus petit multiple commun à 
plusieurs nombres, on les décompose en leurs fac-
teurs premiers; on prend une fois chacun des fac-
teurs communs ou non communs et on Vaffecte de 
son plus grand exposant. Le produit des nombres 
ainsi obtenu est le p- p- m. c. cherché. 

Ainsi, pour les trois nombres 

2 3 x 3* x 5 x 7, 2 2 x 36 x 52 X II, 24 x 32 x 53 x i3, 

p . g. c. d. = 2 2 x 3* x 5, 

p. p. m. c . = 2* X 36 X 5® X 7 X i l X )3. 
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Si Ton admet que a°= i, on pourra donner des règles 
bien plus simples ainsi formulées : 

i° Pour former le p. g. c. d. de plusieurs nombres, 
on les décompose en facteurs premiers, et Von fait le 
produit de chacun de ces facteurs affectés du plus 
petit exposant (zéro compris); 

2° Pour former le p.p. m. c. de plusieurs nombres, 
on les décompose en facteurs premiers, et Von fait 
le produit de chacun de ces facteurs affectés du 
plus grand exposant. 

Ainsi, 

p. g. c. d. = '2* X 32 X 5 l X 7° X 11° X 130 = 2* X 3« X 5, 

p. p. M. c. = 24 x 3S x 5 3 x 7 1 x 1 1 1 X 131. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

5 4 6 . 
( 18fi0, p. 404.) 

Etant donnée une conique A, trouver les transformations 
qui la changent en une conique B, de telle sorte que les 
normales à la conique A restent par la transformation 
normales à la conique B. Même question pour les surfaces. 

L A G L E U R E . 

S O L U T I O N 

P a r UN ABONNÉ. 

Les coniques A et B étant quelconques, les transformations 
dont il s'agit sont homographiques. A un point M de la pre-
mière correspond un point m de la seconde et au couple de 
droites, formé par la tangente et la normale en M, qui sont 
rectangulaires et par suite conjuguées par rapport aux droites 
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i sotropes issues de M, correspond le couple formé par la tan-
gente et la normale en m , également conjuguées par rapport 
aux droites i sotropes i ssues de m. 

La transformation doit donc conserver les points cycl iques 
et par suite un cercle doi t se transformer en un autre cercle. 
On sait qu'il n'y a que l ' inversion, la s imil i tude et la symétr ie 
qui jouissent de cet te propriété. L'inversion ne répond pas 
à la quest ion et il ne reste par suite que la s imil i tude et la 
symétr ie . 

La quest ion pour les surfaces se résout de même . 

1 4 7 9 . 
( 1883, p. 48o . ) 

g étant une racine primitive de pv, la fonction 

X -h x? •+- xe* -+-... 4- xSpV~Hp-i]-\ 

où tous les exposants de g sont des nombres pairs, est 
divisible par 

xPy— i 

p est supposé un nombre premier autre que i, et v plus 
grand que I . PELLET. 

S O L U T I O N 

P a r L'AUTEUR. 

g étant un ent ier positif racine primit ive de pv, le reste de 
la division du polynome 

x -h x$* -+- xs* -h ... -+-

par ¿r/̂  — î est 

( I ) x -V- + . . . - + - ¿ R A * - I , 

ai é tant le reste de la division de gu par pv; N est égal au 
pv-1 (p __ 

nombre des résidus quadratiques, module pv, 

Il s'agit de démontrer que le po lynome ( i ) est divis ible par 
| 

( 1 ) — = 1 H- XP*~x -h X*P"~* -h . . . -h i T ^ - 1 ^ " 1 . V 7 XP — I 
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Si un nombre est résidu quadratique mod/>, il est aussi 

résidu quadratique mod/?". Donc, à un des nombres «/ infé-
rieur à jt?*'-1, on peut faire correspondre dans la suite des 
exposants du polynome ( i ) les nombres 

«z+î^-1, (p — i)pv-*. 

La somme des p termes correspondants est égale au pro-
duit de xai par le polynome (2) . 

. . . PV~*(P — 1) Le nombre des exposants a* étant égal a ' ^ > on 

épuise ainsi tous les termes du polynome (1). 
v doit être au moins égal à 2, et p > 2. 

1505 O). 
NOTE 

P a r M . J . L E M A I R E . 

La seconde partie de cette question, qui revient à chercher 
l'enveloppe des axes des paraboles inscrites à un triangle, 
peut être traitée géométriquement comme il suit : 

Soient ABC le triangle donné, M un point du cercle cir-
conscrit, Ma la corde perpendiculaire à BC; la droite MP de 
l'énoncé est la perpendiculaire menée de M à Aa : appelons-la A ; 
elle est parallèle à la droite de Simpson D relative au point M' 
diamétralement opposé à M, laquelle passe au milieu de la 
droite HM' qui joint M' à I'orthocentre H du triangle. 

Menons par M'la parallèle A' à A : quand M décrit le cercle O, 
D enveloppe l'hypocycloïde de Steiner ( S ) du triangle, A' en-
veloppe une hypocycloïde homothétique, le centre d'homo-
thétie étant H et le rapport 2; A enveloppe la symétrique de 
celle-ci par rapport à O, c'est-à-dire l'hypocycloïde homothé-
tique de la première dans le rapport — 2 , le centre d'homo-
thétie étant le point qui partage HO dans ce rapport, ou le 
centre de gravité. 

Cette enveloppe est, comme on le voit, l'hypocycloïde de 
Steiner, c'est-à-dire l'enveloppe des droites de Simpson, du 
triangle formé par les parallèles aux côtés de ABC menées 
par les sommets opposés. 

(*) Voir 1915, p. 469; 1916, p. 42î Ie lecteur est prié de faire la 
figure. Rappelons que, page 42, il faut lire 1505 au lieu de 1545. 
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On peut l'obtenir aussi de la manière suivante : traçons la 

corde AD, du cercle circonscrit à ABC, parallèle à BG, et 
soit K le point de l'arc AD situé au tiers de cet arc à partir 
de A; menons la corde KL perpendiculaire à AD, et la tan-
gente en K au cercle circonscrit qui coupe A en N et AD en Q ; 

les angles Q et ALK, ayant même mesure, sont égaux, de 
sorte que AL est perpendiculaire sur NQ, et que les angles N 

et LA» sont égaux; il en résulte que ces angles doivent avoir 
même mesure d'arc, et comme les arcs La et KM sont égaux, 
on en conclut que l'arc KMj est double de Tare KM, en appe-
lant Mj le second point commun à A et au cercle circonscrit 
au triangle; puisque ces arcs sont de sens contraires, la 
droite A enveloppe une hypocycloïde à trois rebroussements 
tritangente à ce cercle, K étant l'un des points de contact. 

1585. 
( 1888, p. 44«.) 

Soit + «3 + .. . une série divergente dont les 
ternies tendent, en décroissant, vers zéro. Démontrer que 
si la série 

et Ui -h e2 -4- £3 "3 -H • • • 

est convergente, la moyenne arithmétique des n premiers 
nombres e ne peut avoir d'autre limite que zéro, lorsque n 
croit à l'infini. 

E . C E S À R O . 

S O L U T I O N 

P a r UN A B O N N É . 

Supposons que l'on ait 

s , - + - e s - * - e s - t - e « . 
11m = A, 

n 

X étant une quantité finie, quand n croît indéfiniment. Je dis 
que la série 

ti ut ~f- e2 Ui -+- £3 w3 -+-... 

est divergente. 
On sait en effet ( E . C E S À R O , Corso di Analisi algebrica, 
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p. i o3 ) que dans les conditions de l'énoncé 1585, on a 

W2 + ... + M„ n 

Par suite la série 

£T UI -H £2 -H £3 "3 -+- . . • 

est bien divergente. 

1588. 
(1888, p. 448.) 

Si, d'un point quelconque du plan d'une ellipse quel-
conque, on abaisse les quatre normales à l'ellipse; si Nj 
N2, N „ N4 sont les distances du point aux pieds des nor-
males, et p1f p 2 , p 3 , p 4 les rayons de courbure correspon-
dant aux pieds des normales, on a la relation 

P* P* , P3 . PV = 2 
P i — N , p 2 — N 2 p 3 — N 3 P4—N* 

E . BARISIEN. 

SOLUTION 
P a r UN A B O N N É . 

La question n° 1588 mériterait une solution particulière, 
mais puisque aucune n'en a encore été donnée, nous indique-
rons qu'elle n'est qu'un cas particulier du théorème général 
suivant dû à M. G. Humbert (Nouvelles Annales, 1887, 
p. 543) : 

Soit G une courbe algébrique ; par un point M de son 
plan menons-lui des normales ; soient P le pied de l'une 
d'elles, R. le centre de courbure en P. On a, quand M varie, 

V» MP 
7 TTTT = const., jLu MR 

la somme étant étendue à toutes les normales issues de M. 

Autre solution par l'Auteur. 
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1677 (t). 
NOTE 

P a r M . M . - F . E G A N . 

Cette quest ion admet une so lut ion très s imple , et qui ajoute 
quelques é léments à l 'énoncé. Soit une conique ( C ) tangente 
aux droites a , 6, c, d. Dés ignons par A, B, C, a, ¡3, y les 
points bc, ca, ab, ad, ôrf, crf, et par P, Q, R les points de 
contact de a , ¿>, c avec la conique . Soient M le second point 
de rencontre de AP avcc ( C ) , m la tangente à ( C ) en M, et ¡x 
le point d' intersection de m et d. Je dis d'abord que [j. reste 
fixe lorsque la conique ( C ) varie. 

En effet, le rapport anharmonique (a^j-iy) des points où la 
tangente d rencontre les quatre tangentes a , b, m , c est 
égal au rapport anharmonique de leurs points de contact P , 
Q, M, R. Or, P et M sont harmoniquement conjugués par 
rapport à Q et R, c o m m e on l 'aperçoit en considérant l ' invo-
Union déterminée sur la conique ( C ) par les cordes menées 
par A. [x est donc conjugué harmonique de a par rapport à ^ 
et -y-

Ensuite , les droites AP et ¡¿M se correspondent un ivo-
quement , puisque l'une ou l'autre suffit à déterminer la c o -
nique ( C ) . Le point d' intersection M de ces droites décrit 
donc une conique ( S ) passant par A et ¡J.. En considérant les 
coniques- l imites Bj3, Cy, on voit que ( S ) passe aussi par B 
et C. 

( S ) est tangente à d en p.. En effet, si le point M vient se 
poser sur d, on trouve sans peine que ( a ^ M y ) est harmo-
nique, donc IM se confond avec JJL. 

En projetant à l'infini l'une ou l'autre des droites a , c, d, 
on obt ient des théorèmes sur les paraboles inscrites à un 
triangle. 

1704 bis. 
( 1895, p . 39*; 1916, p p . 184, 3*2.) 

Démontrer que, si un triangle se déplace en restant 
inscrit et circonscrit à deux coniques fixes, le centre du 
cercle circonscrit à ce triangle décrit une conique. Exa-

( l ) Voir Nouvelles Annales, 1916, p. 567. 
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miner en particulier les cas où cette conique est un cercle 
ou un système de deux droites. M. WEILL. 

NOUVELLE SOLUTION 
Par M. G. FONTENÉ. 

1. En résolvant la question 1832. je montrerai avec le moins 
de calcul possible que le lieu cherché est une conique. J'imi-
terai ici, en améliorant le point de départ, le calcul qui se 
trouve dans le Cours de Géométrie analytique de MM. Im-
bert et Weill pour la recherche du lieu du point de concours 
des hauteurs du triangle de l'énoncé. 

La conique à laquelle les triangles sont inscrits étant sup-
posée être une ellipse, représentée par les formules 

a(i — t1) <ibt 
i + Î. ' 

une équation de la forme 

Xcp(b) -h = o, 

où cp et sont deux polynomes du troisième degré, définit un 
triangle mobile ABC inscrit à l'ellipse et circonscrit à une 
conique fixe, puisque, si l'on se donne une racine t\ X est 
déterminé et l'on obtient pour t deux autres valeurs t", t"'. Les 
sept paramètres apparents de cette relation se réduiront à 
quatre, comme il convient, eu égard à la possibilité de donner 
à trois de ces paramètres des valeurs fixées d'avance, au moyen 
de la substitution 

^ __ ma -h n 

Kn particulier, et c'est en cela que consiste la simplification 
apportée ici à la méthode des auteurs, on peut prendre 

[ ( A X B ) £ — ( C X -T- D ) ] ( Î 2 + I ) + XÎ — i = o ; 

on aura alors t = zti pour X = =p de sorte que, pour X = zpî, 
l'un des trois sommets du triangle ABC sera rejeté à l'infini, 
le cercle circonscrit ( O ) aura son centre à l'infini; les for-
mules qui donneront les coordonnées du point O auront 
donc (X2-I-I) comme dénominateur. 
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Les coordonnées du point O ont pour express ions , en fonc-

tion de t dans trois s o m m e t s , 

__ £2 ( i - t't"){\ — t't"')(\-tnt"')  
X ~~ a (n-*'2)(i-+-^2)(H-T2) ' 

y = b ( i - h i ' 2 ) . . . 

ces formules m'ont été indiquées par M. W e i l l . 
L'équation en t é tant 

( A X -+- B ) F ® — ( C X - + - D ) * 2 + [ ( A X - + - B ) - H X ] I 

- [ ( C U D ) + i ] = o , 
un calcul facile donne 

c2 AX2 + ( B + C)À + D + i 
a X 2 -F- Î 

c2 C X 2 H - ( D — A)X — B 
y~~ b X2 -h i ' 

le lieu du point O est une conique . 

2. J'arrive à la seconde partie de la quest ion. Une conique 
étant représentée paramétriquement , si l 'on en cherche un 
point double , on doit avoir, en dés ignant par a et p deux 
valeurs de X, 

a a 2 + 6 a • 
A a2 -h Ba 

y-

C __ a ( a -4- ¡3) H- b __ b<x$ -h C(OL -h [3) 
~C ~ A ( « + P ) + B ~ B a ¡3 C ( a -+- (3)' 
_ a'(a-h 13)-h y _ ¿fa[3-f-... 

A a ' 2 + . . . A ( « + g ) + B B a 8 

d'où l'on déduit 

— ( a - H g ) t 

C B . A 

c b a 

Si l'on suppose 

= o, 

A B C 

a b c 

a' b' c' 

«P - ( « + P) 
G B 

c' b' 

^ o, 
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ces équat ions donnent 

ap _ a + P _ 
G ~~ — B ~~ A ' 

de sorte que a et p sont les racines de l 'équation 

A X2 -4- B X -f- C = o ; 

mais alors il faudrait que les trois équations 

a X 2 - b bl c = o, 
a'X2 h- 6'X -b c' — o, 
AX- -h BX H- C = o 

eussent une racine commune , ce qui est imposs ible d'après 
l 'hypothèse faite. 

II faut donc supposer 

A B C 

a b c — o, 

a' b' c' 

et les deux relations entre aji et a - + - p sont ident iques; tous 
les points de la conique sont des points doubles . A la vérité, 
on pourrait supposer que deux des trois po lynomes a X 2 - + - . . . , 
a ' X 2 - * - . . . , A X 2 - { - . . . ont une racine commune , qui serait 
alors éga lement racine du trois ième; nous écarterons cet te 
hypothèse inutile, pour retenir seulement la condit ion c i -
dessus; dans ces condit ions , la conique est une droite double, 
les deux valeurs a et ^ du périmètre X qui donnent un même 
point étant l iées par la relation écrite plus haut ; on peut 
écrire 

aB -+- b a ' 8 -4- b' 
y = "B' A 8 -4- B ' 

8 représentant a -4- p. 
Pour la question posée on peut dire : Si un couple de 

triangles ABC fournit deux cercles circonscrits concen-
triques, tous les triangles ABC peuvent être groupés par 
couples jouissant de la même propriété; le lieu du point O 
est alors une droite (fig. 1). La condit ion pour qu'il en soit 
ainsi est 

( B .+. C) 2 - i - ( D — A ) ( D — A 4 - 1 ) = o; 
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on a alors 

A + P _ D — A B -
! _ A P — ( B - 4 - G ) D — A 

et le lieu du point O est la droite 

ax k 

B . 

C2 

3. Le lieu du point O sera un cercle si, pour X = =b i, 

on a I = ± ÊÎ. En supposant a 2 ^ 6 2 , ce qui se comprend, on 

trouve les conditions 

D — A - H I ta 
B - H G = o, D _ A 

mais il faudrait les interpréter. 

QUESTIONS. 

2296. Étant donnés une ellipse E de foyer F, F' et un point M 
de son plan qui se projette en P et Q sur les axes ; si Tj , Tj 
sont les points de contact des tangentes à E issues de M, 
et NI, N2, N3J N4 les pieds des normales à E issues du même 
point M, les onze points suivants 

M , P , Q , F , F ' , T J , T 2 , N I , N „ N 3 , N , 

sont situés sur une même strophoïde oblique dont le point 
double est en M. Cette strophoïde reste la même pour une 
autre ellipse de foyer F et F'. 

Les foyers imaginaires de E sont aussi situés sur cette stro-
phoïde. E.-N. BARISIEN. 

2297. Soient Tt, T 2 , T 3 les trois points de contact des tan-
gentes menées d'un point M à une cardioïde dont le point de 
rebroussement est O. Le lieu du point M tel que les droites 
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0 T 1 ? OTj, OT3 et la tangente de rebroussement forment un 
faisceau harmonique est une quartique. 

E . -N. BARISLEN. 

2298. Étant donnés une parabole et un de ses points M, on 
mène en ce point la normale qui coupe à nouveau la courbe 
en M, et son axe en N. Démontrer géométriquement : 

i° Que le point M et le pôle P de MM h par rapport à la 
parabole, sont équidistants de la directrice; 

Que la perpendiculaire élevée en N à MMÎ et la perpen-
diculaire abaissée de M sur l'axe se coupent sur le diamètre 
du point P. F. BAMTRAND. 

2299. Soient ABC un triangle, O le centre du cercle circon-
scrit, a le pied de la hauteur issue du sommet A sur BG. On 
considère la parabole ayant pour foyer a et pour directrice OA 
et les deux autres paraboles analogues. Démontrer que ces 
trois paraboles ont trois tangentes communes (en dehors de 
la droite de l'infini) et trouver ces tangentes. 

F. BALITRAND. . 

2300. Un cercle mobile roule extérieurement sur un cercle 
fixe; chaque point du cercle mobile décrit une épicycloïde. 
Trouver le lieu des centres de courbure de ces épicycloïdes 
correspondant à une position déterminée du cercle mobile. 

F. BALITRAND. 

2301. Soit un faisceau tangentiel de quadriques, dont une 
sphère S de centre P, et soit F Tune des quatre coniques 
planes du système. Les trois autres coniques du système sont 
les sections, par les plans polaires respectifs de P, de trois 
quadriques ayant F pour focale commune. Chacune de ces 
trois quadriques passe par les deux points limites des sphères 
coaxales avec S ayant le plan de F pour plan radical. 

M.-F. EGAN. 

2302. Le lieu de la projection du centre de courbure en un 
point d'une cissoïde sur la parallèle menée par ce point à 
l'asymptote est une cubique d'Agnesi. 

R. GOORMAGHTIGH. 
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2303. On considère deux hypocycloïdes à trois rebrousse-

ments égales ayant une tangente de rebroussement A t A 2 com-
mune et telles que l'une ait un rebroussement en Ai et le 
sommet opposé en A2, l'autre un rebroussement en A2 et un 
sommet en A1( Si d'un point P de A t A 2 on mène à ces hypo-
cycloïdes les tangentes PM t et PM2 situées d'un même côté 
de AIA2 , la corde des contacts Mj M2 enveloppe une hypo-
cycloïde à quatre rebroussements. R. GOORMAGHTIGH. 

2304. Dans un triangle ABC, les côtés AB et AC déter-
minent, sur la médiatrice relative au côté BC, un segment A .̂ 
Les perpendiculaires, abaissées des sommets B et C sur la 
droite qui joint l'orthocentre du triangle au milieu du côté BC, 
déterminent sur la même médiatrice un segment a Démon-
trer que ces deux segments sont égaux. F . B A L I T R A N D . 

2305. On donne une conique S et un point C dans son plan. 
Il existe deux cercles de centre C tels que la conique S et l'un 
de ces cercles admettent des triangles circonscrits à S et 
inscrits au cercle. Les triangles de chacune des deux familles 
sont conjugués à une conique S ; démontrer que les centres 
des deux coniques 2 sont symétriques l'un de l'autre par rap-
port au centre de la conique S . G . F O N T E N É . 
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[ L 1 1 6 b ] 

SUR DEUX THÉORÈMES DE AUQUEL ET DE CLIFFORD ; 

P A R M . H E N R I L E B E S G U E . 

1. On connaît le théorème de Miquel(') : 

Etant données cinq droites dans un plan, il existe 
cinq paraboles dont chacune est tangente à quatre 
de ces droites; les foyers de ces cinq paraboles sont 
sur une même circonférence. 

Clifford ( 2) a donné une très ingénieuse démonstra-
tion de ce théorème, qui est reproduite par Salmon (3). 
Mais, bien que Salmon donne tout le raisonnement 
de Clifford, il n'énonce pas explicitement le résultat 
plus général de cet auteur, qui constitue run des plus 
simples et des plus élégants théorèmes récurrents qu'on 
puisse citer. 

Le résultat de Clifford peut s'énoncer brièvement 
comme il suit : 

4 chaque système de 2p droites d^un plan on 
peut attacher un point, à chaque système de ik -j- 1 
droites on peut attacher une circonférence de façon 
à satisfaire aux trois conditions ci-dessous : 

i° Le point attaché à un système de %p droites 
est commun aux 2p circonférences attachées aux 

(1) Journal de Liouville, t. I l l , IX et X . 
(2) Messenger of Mathematics, t . V. 
(3) Courbes planés, Chap. IV, n° 140. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. W'I . (Décembre 1916.) 3 '2 
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ip systèmes de 2p— i droites qu on peut déduire 
du système initial par la suppression d'une droite; 

2° La circonférence attachée à un système 
de 2 k -J- i droites passe par les ik -h 1 points atta-
chés aux 2 k —j— 1 systèmes de 2k droites qu'on peut 
déduire du système initial par la suppression dhine 
droite; 

3° Le point attaché à un système de deux droites 
est leur point de rencontre. 

De là il résulte que la circonférence attachée à un 
triangle est la circonférence circonscrite; puis que les 
quatre circonférences circonscrites aux quatre triangles 
que l'on peut former avec quatre droites concourent 
en un point, qui est le point attaché au système des 
quatre droites. 

Pour cinq droites, nous avons le théorème de Miquel; 
la circonférence de Miquel ainsi obtenue est celle qui 
est attachée au pentagone; puis nous voyons que les 
six circonférences de Miquel attachées aux six penta-
gones que l'on peut former avec six droites ont un 
point commun; etc. 

C'est ce théorème de Clifford que je me propose de 
démontrer ici par les méthodes mêmes de Clifford et 
de Miquel. 

Nous ne considérerons que des courbes de classe n 
admettant la droite de l'iniini pour tangente d'ordre 
n — 1. A une telle courbe on ne peut mener qu'une 
tangente parallèle à une direction donnée; donc une 
seule tangente parallèle à chaque direction isotrope. 
Elle n'a donc qu'un seul foyer. Pour la commodité, 
qualifions cette courbe de monofocale. Un point est 
une courbe monofocale de classe 1; une parabole est 
une courbe monofocale de classe 2. 
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L'équation tangentieile d'une courbe monofocale est 

de la forme 
+ «0 = 0; 

elle dépend d'une façon homogène de 

(n -f-1) -h (n) = 2/1-4-1 paramètres. 

Tangentiellement à 2p droites il y a donc une (et en 
général une seule) courbe monofocale de classe p ; son 
foyer sera le point attaché au système des 2p droites. 
Tangentiellement à 2 A*-M droites données, il y a 
un système de courbes monofocales de classe k -f- 1 
qui dépendent linéairement d'un paramètre. A chaque 
courbe de ce faisceau tangentiel on peut faire corres-
pondre une tangente isotrope issue du point cyclique 1 
et une tangente issue du point cyclique J ; d'ailleurs, 
tangentiellement à une droite isotrope, il n'existe 
qu'une courbe de la famille, puisque cette courbe est 
alors déterminée par 2 ^ + 2 tangentes. Donc les tan-
gentes issues de I et de J aux courbes de la famille se 
correspondent homographiquement. Le lieu du point 
de rencontre de ces tangentes, c'est-à-dire le lieu du 
foyer des courbes du faisceau, est donc une circonfé-
rence. C'est la circonférence qui sera attachée au sys-
tème des 2k -{- 1 droites. 

Il reste à vérifier que les trois conditions indiquées 
sont bien vérifiées. Cela est évident pour la troisième. 

Pour la première aussi puisque la courbe monofocale 
de classe p tangente à ip droites, étant tangente 
à 2p — 1 quelconques de ces droites, fait partie de la 
famille des courbes monofocales de classe p tangentes 
à ces 2p — 1 droites. 

Pour s'assurer que la seconde condition est remplie, 
il suffit de remarquer que, parmi les courbes monofo-
cales de classe A* —i— 1 tangentes à ik-\-\ droites, se 
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trouvent les courbes constituées par le point à l'infini 
de l'une des droites et la courbe monofocale de classe k 
tangente aux 2k autres droites. 

Les théorèmes de Miquel et de Clifford sont donc 
démontrés. Cette démonstration est celle de Clifford. 

3. La méthode beaucoup plus élémentaire qui con-
duisit Miquel à son théorème permet aussi d'obtenir la 
généralisation de Clifford. 

Démontrons, avec Miquel, le lemme suivant : 
Soient quatre circonférences C<, C2, C3 , Ch \ désignons 
par a/y, A/y les points communs aux deux circonfé-
rences Ci et C y. Si les points a>2Zi a**, \ sont sur 
une même circonférence, il en est de même des 
points A1 2 , A2 3 , A3.,, A H . 

abcd étant un quadrilatère, concave ou convexe, et la 

notation abc désignant l'un quelconque des angles de 
premier coté ba et de second côté 6c, la relation 

abc -h cda = A 71, 

dans laquelle k est un nombre entier positif, nul ou 
négatif, est la condition nécessaire et suffisante pour 
que les quatre points a, b, c, d appartiennent à une 
même circonférence ou soient en ligne droite. 

Dans les conditions de l'énoncé, on a donc : 

A 12 «12 «23 "H «23 A23 AI2 = A rt, 

«4i«uAi2-b A12AU «41 = kiz, 

A3; «34 «41 -4- A41 A34 = À~7r, 

^23 ̂ 34 A34 -h A34 A23«23 = 
et 

« 4 1 « 1 2 « 2 3 "H « 2 3 « 3 4 « 4 1 = 
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la lettre k ne désignant pas toujours le même entier. 
Mais on peut prendre en particulier : 

«4I a 12 «23 = «41 «12 -+- A 12 «12 «23 j 

«23«34«il = «23«3i A3 V « 3 i « u 
et poser 

A Î 2 A U A3 4 = A12 A u «4!-+- «4 1 A u A3V, 

A3 4 A23 AI2 = A34 A23 «23 •+" «23 A23 A 12. 

Donc, en soustrayant la cinquième relation de la 
somme des quatre premières, on a 

A I O A T ^ A S ^ A ^ A ^ A I 2 = /CIT; 

ce qui démontre le lemme. Mais, d'après la démonstra-
tion même, le lemme n'est exact que si l'on admet que 
la circonférence A iA. 2A 3A4 puisse se réduire à une 
droite. 

Remarquons d'ailleurs qu'une figure formée de 
droites et de circonférences est transformée en une 
figure formée uniquement de circonférences par une 
inversion convenable; les droites de la première figure 
étant transformées en circonférences passant par le pôle 
d'inversion. Donc on pourra, dans l'application du 
lemme de Miquel, considérer les droites comme des 
circonférences particulières qui ont en commun un 
point fictif que nous désignerons par le symbole co, 

4. Nous allons maintenant démontrer de proche en 
proche le théorème de Clifford. 

Les droites du système seront désignées par les 
chiffres i, 2 ,3 , .... Par les symboles 12, 123, 1234, 
on désignera respectivement les éléments (points ou 
circonférences) que le théorème de Clifford permet 
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d'attacher respectivement aux systèmes i, 2; 1, 3 ; 
1 , 2 , 3 , 4 > 

12 est donc le point de rencontre de 1 et de 2 ; 
123 est la circonférence circonscrite au triangle de 
côtés i, 2, 3. Quant aux éléments 1234, 12345, .. ? 

leur existence même est ce que nous allons démontrer. 
Dans ces notations l'ordre des chiffres n'importe pas. 

Cas de quatre droites. — Appliquons le lemme 
aux quatre circonférences 011 droites ia3, 3, 4i , 2 4-

Les deux premières ont en commun i3 et 23. La 
deuxième et la troisième ont en commun 34 et 00. La 
troisième et la quatrième i4 et 24. La quatrième et la 
première 12 et un autre point A. Or les points i3, oc, 
i4, 12 appartiennent à la droite 1; donc les points 23, 
34, 24 et A sont sur une circonférence ; donc 234 passe 
par A. 

De même 23, oc, 24, 12 appartiennent à 2; donc i3, 
34, i4 et A appartiennent à une circonférence; donc 
134 passe par A. 

Les quatre circonférences 123, i34, 124, 234 passent 
donc par le point A, qu'on désignera par 1234. 

Cas de cinq droites. Théorème de Miquel. — 
Appliquons le lemme aux quatre circonférences 123, 
i34, I45, I52 prises dans cet ordre. On trouve les 
couples de points communs 1234, i3 ; i345, 14; 1245, 
i5 ; 1235, 12 . Et comme i3, 14, i5, 12 sont sur la 
droite 1, il en résulte que 1234, i345, 1245, (235 sont 
sur une circonférence. 

Faisant maintenant jouer à la droite 2 le rôle spécial 
que jouait avant la droite 1, on voit que 2134, 2135, 
2i45, 2345 sont aussi sur une circonférence. 

Ces deux circonférences sont donc confondues, c'est 
la circonférence de Miquel 12345. 
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Cas de six droites. — Appliquons le lemme aux 

circonférences 56i23, 563, 564, 56124 prises dans cet 
ordre. Elles nous donnent comme couples de points 
communs 56i3, 5623; 5634, 56; 56i4, 5624; 56i2 et 
un autre point A. Or les points 5613, 56, 56i4, 56i2 
appartiennent à la circonférence 56i, donc les points 
5623, 5634, 56 24, A sont sur une circonférence ; c'est-
à-dire que la circonférence 50234 passe aussi par A. 

De même les points 5623, 56, 5624, 0612 sont sur la 
circonférence 562; donc 5613, 5634, 5614? A sont 
sur une circonférence, c'est-à-dire que la circonfé-
rence 56134 passe aussi par A. 

En faisant jouer à deux droites quelconques le rôle 
spécial des deux droites 56, on voit finalement que les 
six cercles de Miquel passent par le point A qu'on 
désignera par la notation 123456. 

Cas de sept droites. — Appliquons le lemme aux 
quatre circonférences 67123, 6^i34< 67145, 6715sr 
prises dans cet ordre. Nous avons les couples de 
points 671234, 67 i 3 ; 671345, 6714; 671245, 6715 ; 
67 1235, 671 2. Et comme les quatre points nommés en 
second lieu dans chacun des couples sont sur la cir-
conférence 671 , les autres sont sur une circonférence. 
En permutant le rôle des droites 1 et 2, on verrait 
que le point 672345 est aussi sur cette dernière ciicon-
férence. Enfin, en faisant jouer le rôle spécial des 
droites 6 et 7 à deux aulres droites, on voit finalement 
que tous les sept points tels que 123456 sont sur une 
circonférence 1234567. 

Il est inutile de continuer. Si l'on remarque que pour 
passer du cas de quatre droites à celui de six droites il 
nous a suffi de répéter la démonstration relative au pre-
mier de ces cas en ajoutant à chaque symbole de point 
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ou de circonférence les deux chiffres 5, 6 et aussi que, 
pour passer du cas de cinq droites à celui de sept, nous 
avons ajouté simplement 6 et 7 à tous les symboles 
employés, on a la clef des généralisations succes-
sives. 

5. Quelle que soit la méthode de démonstration que 
Ton adopte, il faudrait la compléter par l'examen 
des cas particuliers dont je vais dire rapidement 
quelques mots en m'appuyant surtout sur le mode de 
raisonnement de Clifford. Pour éviter des difficultés * 
accessoires je ne considérerai que les systèmes de 
droites réelles et non parallèles deux à deux. 

a. Si une courbe monofocale est tangente à la droite 
de l'infini en l'un des points cycliques, son foyer est 
confondu avec l'autre point cyclique. 

Lorsqu'une courbe satisfaisant à la définition posée 
pour les courbes monofocales est tangente à la droite de 
l'infini en chacun des points cycliques, elle n'a en réa-
lité pas de foyer; nous conviendrons de dire qu'elle a 
comme foyer le point fictif 00 commun à toutes les 
droites du plan, voici pourquoi : 

Considérons un syslème de 2 k -f- 1 droites et, comme 
au n° 2 le faisceau tangentiel des courbes monofo-
cales de classe k tangentes à ces droites. Le lieu des 
foyers de ces courbes a été obtenu par l'intersection 
des rayons homologues de deux faisceaux homogra-
phiques de sommets I et J. Pour que ce lieu soit une 
droite et non une circonférence, il faut et il suffit qu'à 
la droite de l'infini, considérée comme rayon du fais-
ceau de sommet l, corresponde la droite de l'infini 
comme rayon du faisceau de sommet J. 

C'est-à-dire qu'il faut que les -f-1 droites soient 
tangentes à une courbe monofocale de classe k tan-
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gente à la droite de l'infini en chacun des points 
cycliques. 

b. La partie d'une courbe monofocale qui est à dis-
tance finie, n'ayant qu'une seule tangente parallèle à 
une direction donnée, est indécomposable. Si donc une 
courbe monofocale est décomposable, elle se compose 
d'une courbe monofocale de classe inférieure et de 
points à l'infini. 

Considérons un système de 2k droites; au n° 2 
nous lui avons attaché une courbe monofocale de 
classe k. Cette courbe peut ne pas être déterminée 
d'une façon unique; s'il y en a deux, ces deux courbes 
ont en commun (k — i)2 tangentes à l'infini et ik à 
distance finie, donc/:2-M tangentes communes. Ces 
deux courbes ont donc une partie commune, qui est 
une courbe monofocale et par suite elles ont le même 
foyer. 

Ainsi le point attaché à un système de droites en 
nombre pair n'est jamais indéterminé; ce peut être 
le point fictif 00. 

c. A un système de ik + 1 droites, nous avons atta-
ché un faisceau tangentiel de courbes monofocales de 
classe k; ce faisceau peut être indéterminé, c'est-
à-dire que les courbes de classe k tangentes aux 
2A* -f- 1 droites peuvent dépendre de plus d'un para-
mètre. On peut disposer de deux de ces paramètres 
pour rendre la courbe tangente à deux droites D, et D2 

parallèles entre elles, mais non parallèles aux droites du 
système donné. La courbe monofocale ainsi déterminée 
se décompose alors en le point à l'infini de D4 et D2 et 
une courbe monofocale de classe k — 1 tangente aux 
droites du sjrstème, laquelle peut être elle aussi décom-
posable. Soit C la courbe monofocale de classe la plus 
petite possible qui soit tangente aux droites du système; 
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cette courbe C fait nécessairement partie de toutes les 
courbes de classe k tangentes aux droites du système. 
Donc toutes ces courbes ont le même foyer. 

Donc la circonférence attachée à un système de 
droites en nombre impair ik-\-\ n'est jamais indéter-
minée; elle se réduit à une circonférence de rayon 
nul lorsque les 2k -f-1 systèmes de 2k droites qu'on en 
peut déduire ont tous le même point associé. 

Dans ce qui précède je n'ai pas invoqué explicite-
ment les restrictions faites sur les systèmes de droites; 
mais on a compris que le fait que les droites étaient 
réelles permettait de ne pas s'occuper des courbes 
monofocales tangentes à la droite de l'infini en un seul 
des points cycliques ou des faisceaux de courbes mono-
focales ayant une tangente isotrope fixe et qu'en sup-
posant les droites du système non parallèles deux à 
deux on écartait le cas où seule la partie à l'infini des 
courbes monofocales que l'on considérait aurait été 
déterminée par les tangentes données. 

6. Il est facile de démontrer analytiquement le théo-
rème de ClifFord. Voici un procédé rapide : 

Les droites du système seront représentées par des 
équations de la forme 

"/•>' -- ~ i — o, 

dans lesquelles les deux coordonnées x el y sont iso-
tropes, c'est-à-dire sont données en fonction de deux 
coordonnées rectangulairesX et Y par les formules 

a? = X + i Y , 7 = X - * Y . 

Par la notation 
I ux. u, vy, V 11,2,3,4, 

par exemple, je désignerai le tableau carré ou détermi-
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nant dont les lignes se déduisent de celle écrite, en 
donnant à u et v successivement les indices indiqués i, 
a, 3, 4. 

Par la notation 

IL U X , U, VJR, Ç', I | | l , 2 , 3 , 4 ? 

par exemple, je désignerai le tableau rectangulaire ou 
matrice qu'on obtient par le procédé qui vient d'être 
indiqué. 

Je dirai, comme à l'habitude, qu'une matrice est 
nulle si les déterminants d'ordre le plus élevé possible 
qu'on en peut déduire sont tous nuls. Voici un lemnve 
qu'il est commode d'énoncer : % 

Une matrice à n lignes et n -4- 1 colonnes estnulle si 
deux des déterminants à n2 élémeuts qu'on en peut 
déduire sont nuls; à moins que la matrice formée par 
les colonnes communes à ces deux déterminants ne soit 
nulle. 

Soit par exemple la matrice 

|| a, fi, a , b, c ||if2,3,4 ; 

supposons que les deux déterminants 

| a. a , b, c |i,2.3.4 ; | ¡3, a , 6, c |i,?,.v 

soient nuls et démontrons qu'il en est de même du 
déterminant 

K P, ^ 11,2,3,4-

Par hypothèse il existe deux relations 

À a + p i a + v 6 - f - n j c = o , 

X' ¡3 -+- fjifa -h v'6 -h ns'c = o, 

valables pour les valeurs 1, 3, 4 des indices. Si xs 
est nul, le théorème est démontré puisque alors la 
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matrice 

Il a, b J|l,2,3,4 

est nulle. De même, si rs' est nul. 
Si mm' n'est pas nul, on peut éliminer c entre les 

relations précédentes. Cela donne : 

7,m'A — X' -4- ( ĤT' — u.' w ) a -f- ( VTB' — v' m ) b — o, 

relation dont tous les coefficients ne sont nuls que si X 
et )/ sont nuls; or cela n'a lieu que si la matrice 

|| a, b, c (h,5,s,v 
est nulle. 

7. Cas de deux droites. — En éliminant successi-
vement y, puis x, entre les deux équations des 
droites i, 2, notations du n° 4, on voit que les coor-
données de leur point de rencontre 12 satisfont aux 
relations 

| u x -h 1, v 1 1 = o : | 7 + 1, //1!,2 = o. 

On peut encore écrire ces relations sous la forme 

| ti{ ux -h 1 ). uv ,0 = o ; | v(vy -h 1), uv |i,2 = o. 

Cas de trois droites. — Considérons l'équation 

| u{ ux H- 1), v(vy -h 1), //c 11,2,3 = O'; : : 

étant de premier degré en x et enj' elle représente une 
circonférence. D'après le lemme, cette circonférence 
passe par les points 1 2 ; 20 ; 31, sauf peut-être si tous 
les produits uv sont nuls, c'est-à-dire si toutes les droites 
sont isotropes, cas que nous laissons de côté. On a 
donc là l'équation de la circonférence 123. 

Cas de quatre droites, — L'équation de la cir-
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conférence 120 est la condition que doivent vérifier x 
et y pour qu'il existe des nombres X, JJL, V, non tous 
nuls, vérifiant les trois relations de la forme 

1 u(ux —f— 1 ) -4— ¡J-i^i y ^ 1 ) -f- v uv — o, 

obtenues en allée tant les lettres a et r des indices 1, 

Considérons les quatre relations obtenues à l'aide 
des indices 1, 2, 3, 4- Entre ces relations, éliminons 
d'abord X, ¡¿Y, ¡JL, V, puis \x, A, ¡JL, V; nous obtenons 
les équations 

| u(ux -H 1), v2, vy uv li,S,3,4 = O; 

! Y 0 ' 1(21 U> i n ' I »,2,3,4 = <"•> 

qui déterminent x et y de façon que les quatre rela-
tions aient une solution commune en X, JJL, V. Le 
point x, y est donc commun aux quatre circonfé-
rences 120, 234, 34i, 412- C'est le point 1234. Nous 
écrirons les équations qui déterminent ce point sous 
la forme 

| u2(ux -f-1), 11-v, UP2, uv ¡1,2,3,4 = o ; 

| v2(vy -f-1), u2v, uv2, uv 11,2,3,4 == o. 

Cas de cinq droites. — L'équation 

| u2(ux 1), v2(vy -h 1), u2v, uv2, uv (1,2,3,4,8 = o 

représente évidemment une circonférence qui, d'après 
le lemme, contient les cinq points tels que 1234, sauf 
peut-être dans le cas où la matrice 

Il U2V, UV2. UV }{1 ,2 ,3,4,5 = O 

serait nulle. Or, dans ce cas, en supposant toujours les 
droites non isotropes, elles devaient toutes passer par 
un même point l\ Tous les points tels que 1 234 seraient 
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en P et l'existence d'une circonférence contenant tous 
ces points ¡234 ne se pose alors pas. 

Cas de six droites. — On voit de suite que le point 
attaché au système est donné par 

I 4 - l ) , U*V, U 2 V 2 , UV*Y ttH', UV2 1 1 , 2 , 3 , 4 , 8 , 6 = o ; 

\ v * ( v y -4-r), u 3 v , u2v2
y uv3, uv2 [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 = o . 

Cas de sept droites. — La circonférence attachée à 
sept droites est 

I U*(UX -H 1), V*(vy-R-\), U 3 V , U 2 V 2 , UVA, 1^,^11,2,3,4,5,6,7 

Il ne saurait y avoir doute que pour le cas où la 
matrice 

Il UZV, U 2 V 2 , UV3, u - v , M P 2 1 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 

serait nulle. 
En écartant le cas des droites isotropes, ce qui per-

met de diviser par uv, on reconnaît dans la relation 
obtenue la condition pour que les sept droites soient 
tangentes à une même parabole, auquel cas, d'après le 
n° 5, la circonférence attachée aux sept droites se 
réduit au foyer de cette parabole. Mais il est inutile de 
recourir au raisonnement de Cliflord. En divisant la 
matrice par le produit des v elle s'écrit 

| | M 3 , U2, U 2 V , UV2, UV ( ¡ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 == O , 

et, en se reportant à l'équation qui donne Yx du point 
attaché à un système de quatre droites, on voit qu'elle 
exprime que tous les points tels que 1234 ont la même 
abscisse. Mais on voit aussi qu'elle exprime que tous 
ces points ont la même ordonnée, donc finalement elle 
exprime que tous les points 1234 sont confondus. Et 
il est facile de conclure. 



( 499 ). 
8. Cette démonstration analytique montre, plus net-

tement encore peut-être que les précédentes, qu'il 
s'agit seulement d'une des interprétations géométriques 
dont est susceptible un théorème, que je n'énonce pas, 
sur les correspondances homographiques ayant un 
couple homologue commun. Dans le numéro précédent 
les deux variables sont x, y et le couple commun 
est 00,00. 

Si l'on reprend les raisonnements des nos 3 et 4 en 
y remplaçant les relations d'angle par des égalités de 
rapports anharmoniques, on aura une démonstration 
géométrique générale de ce théorème sur les corres-
pondances homographiques. Le lecteur pourra chercher 
d'autres interprétations géométriques de ce théorème en 
géométrie plane et en géométrie dans l'espace. 

Il s'agit ici de correspondances homographiques 
entre deux variables, donc, si l'on veut, entre deux 
droites. Y a-t-il une proposition analogue pour les cor-
respondances homographiques entre plans? 

J'appelle aussi l'attention sur une proposition de 
Miquel, généralisation à l'espace du lemme du n° 3, 
qu'il y aurait intérêt à étudier. On la trouvera dans les 
Mémoires cités. 

[ K ^ e ] 
SUR DEUX THÉORÈMES DE M. FONTENÉ 

RELATIFS A I/OIITIIOI'OLE ; 
PAR M. V. T H É B A U L T . 

Dans les Nouvelles Annales (juin 1910, p. 274), 
nous avons donné un théorème élémentaire relatif à 
l'orthopôle d'un diamètre du cercle circonscrit à un 
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triangle qui nous a servi déjà à diverses reprises. Nous 
nous proposons de l'utiliser ici pour obtenir une 
démonstration particulièrement simple de deux théo-
rèmes de M. Fontené parus dans les Nouvelles A finales 
en 190(5. 

I. Al. Fontené a proposé sous le 11° 2021 la question 
suivante : 

Soil un triangle ABC et soient M, N, P les milieux 
des côtés. Considérons les projections D, E, F d1 un 
même point sur ces côtés. Si a, ¿>, c sont respective-
ment les intersections des droites NP et EF, PM et FD 
MN et DE, le triangle abc est conjugué par rapport 
au cercle DEF ( ' ). 

L'auteur en a donné (1906, p. 56) une solution ana-
lytique qui fut suivie (p. 59) d'une démonstration 
géométrique de M. R. Bricard. Celui-ci énonce ainsi 
le théorème de M. Fontené : 

Soient ABC un triangle, DEF le triangle podaire 
d'un point S par rapport à ABC, <7, t , c, les inter-
sections respectives des droites NP et EF, PM et FD, 
MN et DE. Les trois droites D a, E 6, F c concourent 
en un point qui appartient au cercle DEF et au 
cercle MNP. 

Sous cette forme, la question 2021 apparaît nette-
ment comme la généralisation delà construction d'Ha-
millon relative au point cp de Feuerbach qui, comme 
l'on sait, est l'orthopôle, par rapport au triangle ABC, 

( ' ) S i D , E , F s o n t les c o n t a c t s du c e r c l e i n s c r i t , le c e n t r e 
d ' h o m o l o g i e des t r i a n g l e s abc e t D E F est le p o i n t cp de F e u e r b a c h , 
l ' a x e d ' h o m o l o g i e des t r i a n g l e s abc et A B C est la t a n g e n t e en 9 . 

( W . H . H A M I L T O N . ) -
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de la ligne des centres 1 0 des cercles inscrit et cir-
conscrit au triangle. 

Or nous avons donné dans cette Revue (mars 1914? 
p. 108) deux démonstrations géométriques de la cons-
truction d'Hamilton dont la première nous paraît être 
assez élégante. Le raisonnement peut être généralisé 
en utilisant notre théorème de 1910 (p. 274) et le 
théorème que donna M. Lemoyne en 1904 : 

Les distances de Vorthopôle v dyun diamètre OS 
du cercle circonscrit à un triangle aux pieds des 
hauteurs égalent respectivement les distances des 
sommets du triangle au diamètre OS. 

Autrement dit : Les projections orthogonales des 
sommets du triangle sur le diamètre OS sont respec-
tivement symétriques de Vorthopôle <p du diamètre 
par rapport aux droites joignant les milieux des 
côtés du triangle. 

Si Von projette un point quelconque S du dia-
mètre OS du cercle circonscrit à un triangle ABC 
sur les côtés de ce triangle e/î D, E, F, /e cercle DEF 
passe par Vorthopôle <p de OS par rapport à ABC. 

Le cercle DEF passe par <p. Le cercle to circonscrit 
au quadrilatère A E S F a pour centre le milieu de AS 
et son symétrique o>' par rapport à NP passe aussi par <p 
en vertu de notre théorème précédent. Ce cercle passe 
aussi en A', pied de la hauteur AA', et par le point D, 
car, S' étant symétrique de S par rapport à NP, 0/ a 
pour diamètre SA'. ( Voir la figure.) 

Les droites EF, NP et oD sont donc les axes radicaux 
des cercles w, DEF et tu' pris deux à deux et se cou-
pent par suite en un même point a (1 ). 

(*) .M. R. Goormaghtigh, utilisant notre raisonnement pour la 

Ann. de Mathémat4* série, t. XVI. (Décembre 1916.) 33 
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Le triangle abc est donc conjugué par rapport au 

cercle DEF. Ce théorème de M. Fontené permet 

alors d'énoncer un grand nombre de propriétés du 
triangle abc. 

En voici quelques-unes parmi les plus intéressantes : 

Le triangle abc a pour orthocentre le centre du 
cerclepodaire de S. 

P/>, Pc sont les puissances des sommets a, b, c 
par rapport au cercle podaire de S et p le rayon de 
ce cercley on a les relations : 

i i i _ i 

ah bc ac ). 

t ' J v + t v p ; = ~ 

démonstration de la constrution d'Hamilton ( Journal de Vuibert, 
38* année, p. 87), donna cette généralisation (même Revue, p. 69). 
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3° 

(a ire abc)2 _ i 
P al'b'Pe 

2. Lorsque S est le centre du cercle inscrit I au 
triangle ABC, on obtient la propriété de W.-R. Hamil-
ton énoncée au précédent paragraphe. 

La démonstration en est simple, la première partie 
étant le cas particulier du théorème de M. Fontené. 

D, E, F sont alors les contacts du cercle inscrit avec 
les côtés de ABC et o le point de Feuerbach de ce 
triangle. 

Les points a, 6, C, situés sur la polaire de C par 
rapport au cercle inscrit, sont en ligne droite; il en est 
de même des points a, B, c et A, c, qui forment 
respectivement deux alignements. 

Par suite, si y' est le point où la tangente en <p au 
cercle ï rencontre AB, la droite ©F, par exemple, 
passant en c, y' pôle de oF appartient à la polaire ab 
de C par rapport au cercle I. De même les points 
d'intersection de bcA avec BC, de acB avec CA, 
appartiennent à la tangente en f au cercle 1. 

Donc le triangle qui a pour sommets les points 
d'Hamilton a, b, e d'un triangle ABC est circon-
scrit ci ABC et homo logique à ce triangle; Vaxe 
dyhomologie est la tangente au cercle inscrit au 
point <p de Feuerbach. 

3. Le cercle podaire to d'un point S du plan d'un 
triangle ABC est également celui de l'inverse triangu-
laire S' de ce point par rapport au triangle. Les points 
d'intersection <p{ et cp2 de ce cercle a> avec le cercle 
d'Euler du triangle, sont respectivement les orthopôles 
des diamètres OS et OS'. 
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M. Fonlené a établi que la condition nécessaire et 
suffisante pour que le cercle to soit tangent au cercle 
dyEuler de ABC est que O, S, S'soient en ligne droite. 

Notre ihéorème de 1910 le prouve immédiatement. 
Pour que le cercle w soit tangent au cercle d'Euler, 

il faut et il suffit que les orthopôles <p, et <p2 de OS 
et OS' soient confondus; par suite il faut et il suffît 
que leurs symétriques par rapport à la droite NP des 
milieux de AB et BC par exemple, soient confondus, 
c'est-à-dire que OS et OS' soient confondus. 

4. Un point R quelconque étant donné, il est inté-
ressant de déterminer les points du diamètre OR tels 
que leurs cercles podaires soient tangents au cercle 
d'Euler du triangle ABC. 

Soient M, M', N, N' les intersections avec OR des 
bissectrices intérieures et extérieures des angles A et B, 
to et <o' les milieux de MM' et NN', S et S' les deux 
points cherchés, inverses triangulaires l'un de l'autre 
par rapport au triangle ABC. 

On a visiblement 

4 w 8 x (0 S', 

4 OJ' S x 10' S' ; 

d'où, (p étant milieu de SS', 

MM'2 = 4 (w (f — Sep*), 

• NN7" = 
et 

consL = MM* — JNN' = 4(w<p~ — OJ'CP ). 

Le milieu de SS' étant déterminé, S et S'le sont aussi. 
Il existe un seul point <p et par suite deux points S ei S' 
qui peuvent être intervertis. 
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[B12a] 

GÉNÉRALISATION DES QUANTITÉS IMAGINAIRES; 

P A R M . J . - B . P O M E Y . 

On sait que les quantités imaginaires peuvent être 
considérées comme les résidus des fonctions entières 
par rapport au module i x2. 

Soit de même la fonction 

X3 Si X* -h Si X — S3, 

dont les racines sont w,, (o2, o>3, de sorte que l'on a 

{x — Wî) (x OJ2) (x — 103) =S ¿F3 — S! a?2 H- stx — s3 , 

identiquement. J'appellerai quantité imaginaire toute 
fonction entière de l'indéterminée x, à la condition 
d'admettre en même temps l'équivalence de ladite 
fonction avec le reste de sa division par 

(x — o>i) (x — oj2) (x — toj). 

De cette façon, les quantités à considérer seront des 
trinômes du second degré en x. La somme de 

M j ^ - t - N i t t - t - P t 
et de 

sera évidemment 

( M T - H M , H - ( N , -+- N , ) A ? H - P , -H P 2 . 

Le produit de deux imaginaires se définira naturel-
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lement par l'identité 

— X(x — toj) (a? — to2) (x — w3) , 

identité au moyen de laquelle il est facile de déter-
miner les valeurs à donner à MN et P, sans parler de 
qui ne nous intéresse pas. 

On obtiendra ces valeurs de la façon la plus simple 
en faisant x égal successivement à coM à a)2 et à to3. Et 
l'on aura les égalités ci-après où l'on a mis f pour 
Mt Wj N < -f- P et pris pour les quantités similaires 
des notations analogues, 

( 0 

Soit 

M W J + N I O J + P = / 1 W I / 2 W I , 

Mcof-t- N(Oj+ P = / 1 W s / 2 W 5 , 
MtoJ -f- N w j + P =/,co3/i(o3. 

tùi 

w2 

w3 

= (u), — w 2 ) ( w 1 - w , ) ( ( 0 2 - w3) . 

On aura, par exemple, 

M = 
/ i w , fl (Di <*>1 I 

/lt02 /20>s W2 I 

fiO)s /2ù)3 I 

On remarquera que ce déterminant s'annule pour 
(Oj = 0)2 ou o)3 et pour u>2 = to3 ; il doit donc être divi-
sible par A et, par suite, M est une fonction entière 
de to2, o>3. D'ailleurs, si l'on échange co4 et o>2, par 
exemple, ce déterminant change de signe, et il en est 
de même de A, tout en gardant même valeur absolue. 
C'est donc une fonction symétrique des racines 
(1)3, to3. Par suite, M est une fonction entière symé-
trique de o*),, <x>2, ; donc elle s'exprimera d'une 
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façon rationnelle et entière en fonction de s{, s2} s3. 
Ajoutons que si ces quantités sont des nombres entiers, 
il en sera de même de M, pourvu que M4 N4 P4, M2 N2 P2 
soient aussi entiers. 

Un raisonnement analogue s'applique à chacune des 
quantités N et P. 

D'ailleurs, on peut vérifier par le calcul ce qui vient 
d'être dit: par exemple, de l'équation 

on tire 
104 = (o3 — s2 u>2 -+- s3 w ; 

d'où 
(0̂  = (sf — S2)to2-f- ( s 3 — SI -h SI SX, 

ce qui montre que le déterminant 

w î toi l (s* — S2)(of -h (s3— SiS2)lOi-hStS3 (Vt I 

w* 0»2 I = 

W3 1 

est égal à (s*— 
On obtiendrait des résultats analogues pour les 

divers déterminants à considérer au cours du calcul 
du déterminant qui figure au numérateur de M. 

Nous aurons donc, en multipliant les équations (1), 

(2 ) ( M w Î + N W 1 + P ) ( M W 2 + N U ) 2 + P ) ( M ^ + N W 3 + P) 
= y y* <*>» fi<*>3x y ^ yiioa. 

Si l'on appelle module d'une quantité imagi-
n a i r e / ^ la racine carrée (ou cubique si Ton veut) 

o n pourra énoncer cette relation en 
disant que le module d'un produit est égal au produit 
des modules. 

Il est facile d'exprimer le produit 

(Ma)] + N i o 1 + P)(Mu>!-<- Noj2-+- P ) ( M w î + N w , + P) , 
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en fonction de sf, s2, s3. Je l'écrirai d'abord sous la 

M 3 ( Ü ) J — A ) ( Ü > ! — ß)(o>2— A ) ( Ü > 2 ~ ß ) ( w 3 - A ) ( U > 3 - ß), 

en posant 

ou sous la forme équivalente, 

M® (a3 — st a2 -h st a — s*) ( ß3 — ^ ß2 -4- s» -+- ß — äs ) 
= M 3 ( a 3 ß3 — 5 , ß 3 a 2 4 - s2 ß 3 a — s 3 ß 3 

— 5, a3 ß2
 + ,ç| a2 St52aß»-+- Î3 ß2 

4 - s* a 3 ß - s 2 a 2 p - h * * a ß — s2sz ß 

= M 3 j a3 ß3 — ÖL-ß2 ( a -H ß) 4- s2 aß [(a 4- ß)2 —'laß] 
- [(a -h ß;3— 3 aß (a -t- P)] 4- s* a2 ß 2 - st aß(a h ß) 
+ si*i[(a+ ß)2— 2aß] 4-¿¡aß - i j i 3 ( a + ß)4-i§ j 

= P» 4 - IL P * N 4 - * 2 P ( N 2 — <> P M ) 4 - sz(N3 — 3 P M N ) 

— s] P 2 M 4- IL P N M 4- Si s3( N 2 — 2 P M ) M 

s t P \ J 2 + 5 2 5 3 IN M 2 4 - si M 3 , 

ou, en ordonnant, 

s i M 3 4 - 5 3 N 3 4 - P 3 4 - S 2 ¿3 M 2 N 4 - ( s \ - 1 Si s3)M* P 

4 - s i S 3 N 2 M 4 - s 2 N 2 P 4 - ( s f — 2 S 2 ) P 2 M 4 - Si P 2 N 

4 - (SiSi— 3 S 8 ) M N P . 

Appelons cette fonction de MNP, ©(M, N, P). Sup-
posons que s2, 53 soient des entiers. Il résulte de 
ce qui vient d'être exposé que si deux nombres entiers 

forme 

— Ä3a34- SiS3a2 — s2s3a 4- s\ ) 



( 5o5 ) 
sont de la forme 

A t ^ ç i M t N j P t ) , 

A 2 = ? ( M 2 N 2 P 2 ) , 

on aura 
A 1 A Î = <p(MNP), 

M, N, P étant des entiers comme M,N4P, et M 2 N 2 P 2 . 
En effet, dans l'égalité (2), on aura 

c p l M t N i P O ^ / i w J U ) , / ^ , 

© ( M 2 N 2 P 2 ) = /îo», / ï w , / s a > „ 

et, par suite, 
Ai A 2 = ©(MNP). 

Un cas particulier intéressant, c'est celui dans 
lequel (i)(, o>2, to3 sont les racines cubiques de l'unité; 
on a alors st = — o, sz = 1 et la fonction co devient 

<p = M 3 - b N 3 - f - P 3 — 3 M N P = 

M N P 

P M N 

N P M 

On peut remarquer que les trois facteurs dont le 
produit constitue <p(M, N, P) dans le cas général sont 
de la forme 

X*M + ÀN + P . 

Chacun de ces facteurs linéaires égalé à zéro repré-
sente une tangente k la conique 

N 2 — 4 M P = o. 

Ce qui caractérise », c'est donc que cette forme soit 
décomposable en trois facteurs représentant des tan-
gentes a cette conique, les trois valeurs de X corres-
pondantes étant racines d'une équation 

XZ — S^X2— STX — ¿3 = O 

à coefficients entiers. 
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[S2a] 
SUR UNE NOUVELLE FIGURE D'ÉQUILIRRE D'UNE MASSE FLUIDE 

EN ROTATION ; 

PAR M. B. G L O B A - M I K H A Ï L E N K O , 

docteur ès sciences. 

Dans ma Thèse de doctorat, imprimée dans le pre-
mier fascicule de Tannée 1916 du Journal de Mathé-
matiques pures et appliquées, j'ai démontré l'exis-
tence d'une infinité de figures d'équilibre d'une masse 
tluide en rotation, infiniment voisines d'un cylindre 
elliptique indéfini. Je me propose ici de résoudre le 
problème suivant : 

Imaginons une masse fluide homogène formant 
une couche de densité 1, limitée par deux cylindres 
elliptiques indéfinis et homothétiques. Les molé-
cules de cette masse s'attirent suivant la loi de 
Newton et la masse, en entier, tourne autour de son 
axe avec une vitesse angulaire constante co. La 
pression extérieure est la même sur les deux faces 
de la couche. Dans quelles conditions cette masse 
sera-t-elle en équilibre relatif ? 

Pour qu'elle le soit, il faut et il suffit, comme nous 
le savons (*), que les surfaces des cylindres limitant 
la masse fluide soient des surfaces de niveau. 

Or, à l'intérieur de la couche fluide (partie creuse), 

(l) Voir A P P E L L , Traité de Mécanique, t. I L L , Chap. X X X I . 
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le potentiel newtonien est constant; donc les seules 
forces qui y agissent sont les forces centrifuges et la 
fonction des forces y est 

u>2 

U = ~ (a?2 -h const. 

Soit 
X* Zl — 
tf Tï ~ 1 

l'équation du cylindre intérieur. Si ce cylindre est 
une surface de niveau, ses coefficients doivent vérifier 
la condition 

o>2 U)2 

— a 2 — d où a = c>; 
2 Oi 

car U doit rester constant dans toute sa surface. Par 
conséquent, la couche cylindrique doit être de révo-
lution. 

Désignons son rayon extérieur par r0, le rayon inté-
rieur par ÂT0, k étant le rapport des deux rayons. 
Alors pour k = o le cylindre est plein, et pour k ~ i 
la couche cylindrique devient infiniment mince. 

Considérons un point à l'intérieur de la masse 
fluide. Soit r sa distance de l'axe. Alors le potentiel 
dans ce point sera ( 1 ) 

V = — u r 2 -f- ir k* r 2 log r 2 -+- const. 

et la fonction des forces 

U = — TU r 2 -f- r . k ^ r l —- r 2 -H const. 

Pour avoir la fonction U sur la surface extérieure et 
sur la surface intérieure de la couche, il faut poser 

(l) Voir APPKI.L, Traité de Mécanique, t. III, p. ioS. 
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dans cette formule 

/* = r0 et r — kr0. 

En écrivant que la fonction des forces prend la même 
valeur sur ces deux surfaces, nous aurons la condition 
d'équilibre 

- T i rl+izk^rl l o g r i + ! ^ f ! 

= -irÂ:*rjj log** ^ l l , 

d'où 
w2 ^ i — ¿2-4- ArMogA2 

t: — I — /v' 

On voit facilement que ^ — i pour Z = o ; elle 

diminue lorsque k croît et devient nulle pour k — i. 
Par conséquent, nous voyons que la couche cylin 
drique devient cylindre circulaire plein pour (o2=r 2tc. 
C'est la vitesse limite pour ce cylindre. Si la vitesse 
décroît, la masse fluide peut affecter soit la figure d'un 
cylindre plein, soit la figure d'une couche circulaire. 
Par conséquent, le cylindre circulaire limite est une 
figure de bifurcation. 

Ainsi, en rattachant ce résultat aux résultats obtenus 
dans ma Thèse, nous voyons que, pour chaque vitesse 
angulaire, il existe au mains deux figures ellipsoïdales 
d'équilibre : cylindre circulaire et couche cylindrique. 
Mais si to2 ne dépasse pas it4, il faut y ajouter la troi-
sième : celle du cylindre elliptique. 
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CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Montpellier. 
É P R E U V E É C R I T E . — Deux points pesants, de masses m 

et m', sont reliés par un fil élastique de masse négli-
geable. Lorsque ce fil n'est pas tendu, sa longueur natu-
relle est a\ s'il est tendu, de manière à prendre la lon-
gueur /(/>«), sa tension est égale à X2(Z — a), \ étant 
une constante donnée. 

On place le fil verticalement, et on le tend de manière à 
lui donner la longueur ia \ puis, maintenant fixe le point 
le plus élevé, on imprime à Vautre une vitesse horizontale 

f m -h m! 
égale à to\ S étant une constante donnée, et 

Von abandonne le système à lui-même. 
On demande d'étudier le mouvement que prend le sys-

tème. 

Nota. — S'il arrive que, dans le cours du mouvement, le 
fil reprenne sa longueur naturelle, on ne poursuivra pas 
Vétude du mouvement. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Une plaque métallique a la forme 

d'un simple té ABCDEFGH. 
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On donne v 

AB = DE = iocm, 

B C = F E = 2cm. 

i° Déterminer la position du centre de gravité. 
Calculer le moment d'inertie de la pièce par rapport 

à un axe situé dans son plan, parallèle à AB, et passant 
par le centre de gravité. 

On supposera la densité de la pièce égale à Vunité. 
(Juin 1911.) 

É P R E U V E É C R I T E . — Une sphère, homogène et pesante, 
peut tourner sans glisser autour d'un axe fixe, vertical, 
passant par son centre, et un point pesant est assujetti à 
se mouvoir sur la surface de la sphère. Les liaisons sont 
réalisées sans frottement; le rayon de la sphère, les 
masses de la sphère et du point sont égaux à l'unité. 

i° Etablir les équations qui font connaître le mouve-
ment du système. 

'2n Calculer la réaction de la sphère sur le point. 
3° Examiner le cas particulier où la vitesse relative 

initiale du point est tangente au parallèle de la sphère 
sur lequel se trouve le point (on ne s'occupera pas de la 
réaction). 

E P R E U V E PRATIQUE. — Une plaque métallique homogène 

D E 

D' E 

B 

F 

F' 

B' 

a la forme d'un double té; les dimensions sont les sui-
vantes : 

AB = i5ocm, 
CD 5otm, 

A A = 2 0 0 " " , 

DD' = ioocm, 
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on fait osciller la plaque autour de Varête AB maintenue 
horizontale. Quelle sera la durée d'oscillation de faible 
amplitude ? 

On prendra 
g — 981e" 1. (Juin I 9 I 3 . ) 

É P R E U V E ÉCRITE. — Un cône de révolution peut tourner, 
sans glisser, autour de son axe qui est maintenu fixe dans 
une position verticale. La base du cône est au-dessus du 
sommet. Un point matériel pesant est assujetti à se mou-
voir sans frottement sur la surface du cône. 

i° Établir les équations qui font connaître le mouve-
ment de ce système matériel. 

Examiner le cas particulier où, à l'époque initiale, 
la vitesse relative du point mobile est tangente au paral-
lèle du cône qui passe par la position du mobile. 

Peut-on, dans ce cas, choisir les données initiales de 
manière que le mobile décrive un parallèle du cône? 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Une manivelle O A , ayant I M de 
longueur, tourne dans un plan fixe, autour de son extré-
mité O qui est fixe, en faisant i 5o tours à la minute. Une 
bielle AB, ayant 4"1 de longueur, est articulée en A à la 
manivelle, tandis que son extrémité B glisse sur une droite 
jixe D, distante du point O de io<l" et située dans le plan 
dans lequel se meut la manivelle. 

Calculer la vitesse du point B : 
i° Lorsque la manivelle est parallèle à D; 

Lorsqu'elle est perpendiculaire à D. 
(Novembre 19 13 . ) 

Nancy. 

1. Évaluer l'intensité de la pression exercée par un 

fluide incompressible homogène pesant sur une paroi 
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plane Q située dans un plan incliné d'un angle donné a 
sur l'horizon. La paroi Q est un quart de cercle OAB 
limité par deux rayons OA et OB dont le premier est 
horizontal; le quart de cercle est plus bas que OA. 

2. Déterminer le plan de charge et évaluer sa distance 
au centre de masse de la paroi homogène Q. 

3. Déterminer le point 0 de Vintersection u du plan de 
charge et du plan de la paroi Q, pour lequel u est axe 
principal d'inertie de Q. 

4. Définir et déterminer le centre de pression cle la 
paroi. 

5. Si, dans le plan incliné donné, la distance de OA au 
plan de niveau du fluide est à notre disposition, comment 
faut-il choisir cette distance pour que le centre de pres-
sion soit aussi élevé que possible? (Juin 1912.) 

Soit ( C ) un corps solide cylindrique pesant, homogène, 
de densité 0,25, ayant pour section droite un segment de 
parabole PSQ, où S est le sommet de la parabole et PQ la 
corde {limite du segment) perpendiculaire à Vaxe à une 
distance donnée d du sommet S ; cette distance d est sup-
posée égale à quatre fois la distance du sommet S au 
foyer F de la parabole. 

On demande de déterminer, dans le solide ( C ) , un 
plan n tel que, si Von place (C) dans un liquide pesant, 

homogène, de densité 8, supposé en équilibre, de façon 
que 71 soit le plan d'affleurement de (C), le solide (G) reste 
en équilibre. (Octobre 1912.) 

Un point matériel pesant A, de masse M, est fixé sur la 
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surface d'une sphère pesante, pleine et homogène, de même 
masse M. Soient O le centre de la sphère et R son rayon. 

Après avoir imprimé à la sphère une rotation u)0 autour 
de OA, on pose la sphère sur un plan horizontal II, et en 
même temps on imprime au centre de masses du système 
une vitesse V0 parallèle au plan II. 

On demande : 
i° D'étudier le mouvement du système; 
2° D'évaluer la pression de la sphère sur le plan II ; 
3° De déterminer, quand V0 = o, le lieu du point de con-

tact de la sphère et du plan. 
On néglige le frottement. ( Ju in 19 13 . ) 

Un solide homogène pesant, ayant un point fixe O, est de 
révolution autour de la droite qui joint O à son centre de 
gravité G. A l'instant initial le point G est situé au-dessus 
du plan horizontal passant par O. 

Soit OG = l ; fixons -+- Oz suivant O G et OÇ suivant la 
zénithale de O. 

Si Oxyz est, un trièdre trirectangle fixé au solide 
et un trièdre trirectangle (de même disposition) 
fixé au repère, la position du solide dans le repère est 
déterminée par les trois angles d'Euler <1, 0, cp relatifs au 
point O. 

Soient A = B et G les moments principaux d'inertie du 
solide relatifs au point fixe O, et p, q, r les composantes 
suivant Ox, O y, O z de la vitesse angulaire de rotation du 
coiyps dans son mouvement autour de O. 

Supposons que, à l'instant initial, les valeurs d'tb cp»> 
db 

et ^o- OJ, des angles d'Euler et de leurs dérivées 

dO do . j -— y ~ soient 
dt dt 

^ 0 = 0 , 0 o = - , <p0 = o , 

2 G n . , , C n e0 = o, = 

où n ( qui est la valeur initiale de r) n'est pas nulle. 
Soient enfin M la masse du solide et NI g son poids, et soit 

3 M ^ / A = 2 C 2 n-, 

Ann. de Ma thé m a t.. 4« s é r i e , t . X V I . ( D é c e m b r e 1 9 1 6 . ) 3 4 
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On demande de décrire le mouvement de Vaxe O z du 

solide dans le repère, et le mouvement du solide autour 
de son axe O z. 

Si, sur - 4 - 0 z, on fixe un point p. à Vunité de distance 
de O, et qu'on désigne par P le pied de la perpendiculaire 
abaissée de fi. sur le plan horizontal O^r,, on demande, 
en particulier, quelle est la forme de la courbe décrite 
par P quand t varie ? ( O c t o b r e 1913.) 

Paris. 

C O M P O S I T I O N . — On considère une plaque carrée homo-
gène pesante, infiniment mince A B C D , de masse M et de 
côté 

A B = BG = 

Cette plaque est assujettie aux liaisons suivantes : 
j" Un point O du côté DA est fixe; 

1" Ce côté DA glisse sans frottement sur un plan hori-
zontal fixe x^Oyi. 

Trouver le mouvement de la plaque en supposant 
d'abord les conditions initiales quelconques. 

•Notation. — On appellera l la distance O L du point 
jixe O au milieu L du côté AD. 
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En prenant pour axes liés à la plaque l'axe Ox con-

fondu avec le côté OLA, l'axe 0 y parallèle à AB, l'axe O s 
normal à la plaque, on appellera 6 l'angle x{Ox compté 
autour de la verticale ascendante OZi et 0 Vangle z^Oz 
compté autour de Oar. 

Cas part i cu l i er .— En supposant qu'à l'instant initial la 
plaque parte du repos dans la position horizontale (6 = 0 ) , 
établir la relation qui lie <J> et Ö. Calculer l'angle dont 
tourne le côté DO A dans le temps que met la plaque à 
passer de la position horizontale à la position verticale. 

Peut-il arriver que, la plaque étant placée dans ces 
con dit io ns in itialesparticulier es Je côté Y^O Ar este im m obile. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Un cylindre droit à base circulaire 
homogène et pesant, de rayon R et de masse M est assu-

jetti à rouler sans glisser sur un plan horizontal fixe HH'. 
En un point A de la circonférence de la section droite 
passant par le centre de gravité G du cylindre est fixé au 
cylindre un point matériel pesant de masse m. {La figure 
représente cette section droite.) 

i° Indiquer la position d'équilibre stable du cylindre. 
20 Le cylindre étant écarté infiniment peu de cette 

position d'équilibre et abandonné sans vitesse, calculer 
en secondes la durée T d'une double oscillation infini-
ment petite. 

3° Application numérique : 

H H' 

On prendra, dans le système G . G . S . , g — 980. 
( Juin 1 9 1 3 . ) 
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C O M P O S I T I O N . — Une barre homogène A B , non pesante, 

se déplace dans l'espace de telle sorte que l'extrémité A 
glisse sans frottement sur la droite dont les équations sont 

y = o, z =z h 

et que l'extrémité B glisse sans frottement sur le plan 
dont l'équation est z — — h. 

On désignera par il là longueur de la barre et par a 

l'angle donné par la formule s ina = -j-, Par oc et y les 

coordonnées du centre de gravité de la barre. 
On suppose que tous les éléments de la barre sont attirés 

par le point O proportionnellement à la distance; on dé-
signera par tu2 l'attraction de Vunité de masse placée à 
l'unité de distance. 

On demande : i° d'étudier le mouvement de la barre et 
de discuter la trajectoire du centre de gravité ; 2° de cal-
culer les réactions en A et B ; 3° d'examiner le cas où 

y'0 = co v / / 2 c o s 2 a — y*, 

dy 
Vo et yr

0 étant les valeurs initiales de y et • 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un volume homogène est formé 
par un cône de révolution de rayon R et de hauteur h et 
par une demi-sphère extérieure au cône et ayant pour 
grand cercle le cercle de base du cône. On demande : 

i° La position du centre de gravité du volume; 
Le rayon de gvration du corps par rapport ci son 

axe de symétrie et par rapport à un axe perpendiculaire 
mené par le sommet du cône; 

3" La longueur du pendule simple isochrone au pen-
dule compose formé par le corps quand Vaxe de rotation 
j>asse par le son\met du cône et est perpendiculaire à l'axe 
de symétrie. 

Application numérique ; h = 8o, R = 12. 
(Octobre 1913 . ) 

Rennes. 

E P R E U V E É C R I T E . — I . Théorèmes généraux de la Dyna-
mique relatifs au centre de gravité. 
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II. Mouvement d'un cerceau appuyé sur une cheville 

cylindrique. 
La cheville a la forme d'un cylindre de révolution dont 

Vaxe est horizontal. Le cerceau se réduit à une circonfé-
rence matérielle pesante et homogène qui reste constam-
ment dans le plan d'une section droite de la cheville et 
roule sans glisser sur la circonférence de cette section 
droite. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un fil flexible et inextensible s'ap-
plique sur la demi-circonférence supérieure de la section 
droite d'un cylindre de révolution à génératrices horizon-
tales. Le coefficient de frottement du fil sur le cylindre 

est égal à Les extrémités libres du fil pendent vertica-
lement; Vune d'elles, A, supporte une charge de ikg. Entre 
quelles limites devra varier la charge de Vautre, B, pour 
que l'équilibre subsiste? ( N o v e m b r e i913.) 

C O M P O S I T I O N É C R I T E . — I . Etude générale du mouvement 
d'un corps solide assujetti à tourner autour d'un axe fixe. 

II. On considère le système formé par une barre hori-
zontale homogène OA et. un disque circulaire ( D ) de 
centre A, dont le plan est perpendiculaire à la barre. La 
barre OA peut tourner sans frottement autour de la ver-
ticale du point fixe O, tandis que le disque (D) roule sans 

frottement sur un plan horizontal. Le centre de gravité G 
du disque ne coïncide pas avec le centre de figure h.. On 
demande d'étudier le mouvement que prend le système 
sous l'action de la pesanteur. 
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EPREUVE P R A T I Q U E . — Un corps solide pesant est muni de 

deux axes de suspension parallèles dont la distance est 
égale à a. En faisant osciller ce corps successivement 
autour des deux axes, on trouve, pour les longueurs des 
pendules simples synchrones correspondants, respective-
ment l et l'. Sachant que le centre de gravité du corps est 
situé entre les deux axes, on demande de calculer : 

i° La distance x du premier axe au centre de gravité; 
2° Le rayon de gyration k du corps autour d'un axe 

parallèle aux axes de suspension et passant par le centre 
de gravité. 

Cas d'impossibilité ou d'indétermination. 
Application numérique : 

a = i m , 7:*), 1= i m , 2 ), /' = i n \ 3o. 

( Ju in 1914.) 

ANCIENNES QUESTIONS NON RÉSOLUES. 

423 (1858, 37) (*). — On a mesuré les trois côtés a, b, c 
d'un triangle rect i l igne ABC; a, ¡3, y sont les erreurs absolues 
respect ives qu'on peut commet tre sur la mesure des trois 
cotés c. Evaluer l' influence de ces erreurs sur les 
angles A, B, C. 

424 (1858, 33 ). — Même quest ion pour le triangle s p h é -
rique. C A I L L E T . 

55-4 (1860, 464). — On a fait arriver dans un poids d'eau x 
un poids p de vapeur d'eau à d degrés sous la pression de 
c cent imètres ; on a ainsi porté la température t de cet te eau 
à la température t' ; l'eau est renfermée dans un vase m é t a l -
lique pesant k k i logrammes et dont la chaleur spécif ique 
est m ; on demande la valeur de x. 

(M La question 423 a été résolue (1859. 277). On n'en reproduit 
l'énoncé que pour rendre compréhensible celui de la question 424. 
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592 (1861, 216). — Soit un cyl indre c irconscrit à une sur-

face de révolution ; de chaque point de la l igne de contac t on 
abaisse des perpendiculaires sur l 'axe; on obt ient une surface 
g a u c h e ; c irconscrivons à ce t te surface un second cyl indre; 
coupant les deux cyl indres par un plan, la sec t ion du s e c o n d 
cyl indre est la déve loppée de la sect ion du premier cylindre* 

M. DUNESME. 

593 (1861, 216). — Un cyl indre é tant c irconscrit à une 
surface de révolut ion engendrée par une s inusoïde , la courbe 
de contact est une hél ice dont la project ion sur un méridien 
est aussi une s inusoïde semblable à la courbe mér id ienne; le 

rapport de similit ude est - ; la sect ion du cyl indre par un plan 

est une cyc lo ïde; opérant c o m m e dans la quest ion précédente , 
la courbe de contact sur la surface gauche est encore une 
hél ice égale à la première hél ice . M. DUNESME. 

598 (1861, 399). — Pour quelle long i tude du Soleil le 
temps que son disque met à traverser le méridien est-il un 
max imum ou un minimum ? 

604 (1862, 29). — Soient donnés un point ayant pour coor -

données %•> f > axes quelconques x, y, z et trois plans 
0 0 0 

kx B y G z „ 
! — -f- h D = o, 

u u a 

Ar x B 'y G' z ^, 
i ¿. H h D = o, 

u u u 

Pi" x B"v Cz 
1 ¿- H h D" = o ; 

u u u 

û et « sont des quant i tés que lconques . Menant par le point 
trois plans respect ivement parallèles aux trois plans, on forme 
un paral lélépipède dont on demande de trouver les arêtes en 

fonct ion de et u. 
0 ù 0 

617 (1862, I56) . — Théorème. — So ient w — u -H iv une 
fonct ion monodrome ou m o n o g è n e ; une courbe fermée 

f{tR,J) = 0 
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dans le plan horizontal des indices de z: un cylindre v e r -
tical qui a f ( x , y)=zo pour base; d e u x plans vert icaux P 
et P' rectangulaires . 

Supposons que w ne dev ienne ni nulle ni infinie dans l ' in-
térieur de f(x, y)z=o et que l'indice de z parcoure f(x,y). 
Sur chaque génératrice (x, y) du cyl indre portons , à partir 
de la base, les longueurs u et v correspondantes ; nous obt ien-
drons ainsi deux courbes U et V. 

L'aire de la projection de U ou de V sur le plan P est égale 
à l'aire de la project ion de V ou de U sur P'. 

D E W U L F . 

643 (1863, 93) . — Théorème concernant les surfaces d'un 
ordre que lconque (à démontrer par des considérat ions de pure 
géométr ie ) . 

Parmi les surfaces de degré n qui forment un faisceau 
donné , il y a en général ( ! ) 

m [ ( m H - 2 n — 3 )2 — ( n — 1 )(n -+- im — 3 )] 

qui touchent une surface donnée du degré m. 
Par e x e m p l e , dans un faisceau de surfaces du degré /i, il \ 

en a 3 ( / i — i)2 qui touchent un plan donné. 
E . DE J O N Q U I È R E S . 

693 (1864, 139). — Trouver l 'équation des courbes paral-
lèles aux ovales de Descartes . S T R E B O R . 

bltlIATA. 

1910, page 401, lignes i~4 en remontant, et page \02, lignes 1-4, 
dans les seconds membres, au lieu de : 

X p X._j, X n _ p x„, 
lire : 

Xî, X2, . . . , X / ^ j , X?,. 

1916, page 4°6, ligne i5, au lieu de trois et quatre, lire deux et 
trois. 

1916, page 4^9, ligne i5, au lieu de v -h uz, lire v -+- |x z. 
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