NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

G. VALIRON

Sur la croissance des fonctions
entieres d’ordre nul

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 13
(1913), p. 97-110

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1913_4_13__ 97 0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1913, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1913_4_13__97_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

(97)

[D4a]

SUR LA GROISSANCE DES FONCTIONS ENTIERES
D'ORDRE NUL;

Par M. G. VALIRON.

Dans un article qui vient de paraitre dans les Ren-
diconti di Palermo ('), M. Mattson revient sur le
théoreme de M. Wiman et, apreés avoir démontré la pro-
position que j’ai donnée moi-méme dans un article
précédent (2), précise le théoréeme de la facon sui-
vante

Si la sérce

<

(1) )

dlo:[anl

converge, on a, dans une (nfinité de couronnes,

Pégalité
gm
H(‘— ) WA
ajdy...a,,

ot m est défini par la condition
lamg<izl<la/u+1|~

En réalité la méthode de M. Mattson suppose que la
convergence de la série (1) a é1é reconnue par la com-

(') Ruben MuarrsoN, Sur les fonctions entiéres d’ordre zero
(Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1912, 1* semestre).

(?) Sur les fonctions entiéres d’ordre nul ( Nouvelles Annales,
1911, §5).
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paraison avec les séries de Bertrand. Je me propose ici
de démontrer la proposition en introduisantl'exposant
net minimum de la suite des zéros, on verra que
le théoréme est encore vrai dans certains cas ou la
série (1) est divergente.

I. Il sera nécessaire d'expliquer briévement la for-
mation de la fonction que Jappelle exposant net mini-
mum. Considérons la suite des zéros d’une fonction
entiere d'ordre nul, solent «a, le n* ™ zéro et r, son

module, la quantité

logn
8
Gy =

logr,

tend vers zéro, lorsque » croit indéliniment, et la suite
des nombres s,logr, est monotone, croissante et illi-
mitée. Marquons dans un plan z Oy, les points A, dont

k4
An i
A
S -
I . \\\ -
I —
[¢] ) L

les coordonnces sont r, et 5,. et & chaque point A,
associons la courbe dont 'équation est

Fulr) - 8y, pour x =1,
logn

Yauld) = > pour xr_r,,

: loga -

cette courbe est constituée, & gauche du point A, par
la parallele & O passant par ce point; et & droite par
une branche de courbe , partant de ce point, décrois-
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sante et asymptote a Oz. On voit que la fonction
_V/l(.’l‘) |Og]‘

est croissante a gauche de la valeur r,, constante
a droite; et que la courbe C, , est enticrement située
au-dessus de la courbe C,. Ceci posé si r est une
valeur de o, comprise entre ), et Iy, on voit facile-
ment que, parmi les nombres y, (),

(0= Ny, Ng=+1, ..o M, M +1, ...),

il y en a un 3y(r), supériear a tous les autres (ou égal
a ceux d’indice moindre). La fonction R(z) qui, pour
chaque valeur 1 de x, est égale a ce nombre yy(7), est
'exposant net minimum. la courbe représentant
cette fonction est formée d’une suite d’arcs des
courbes y,(x), passant par une série de points
Av Axr oees A“t/’ ..., les indices de ces points sont
les indices principauzx. De cette définition résultent
les propriétés suivantes :

1° La fonction R(x) est décroissante et constanle
allternativement ;

2" La fonction R(x)logx croil et est constante
alternativement ;

3" LesnombresR(r,)sontsupérieursaux nombres s,
pour toute valeur de n (supérieure & n,), et égaux a s,
pour les indices principaux;

1° La fonction R(z) est la plus petite des fonctions
Jouissant des trois propriétés précédentes.

Ilrésulte également des propriétés dela fonction R(z)

que la fonction
R(x)zhu

varie de la fagon suivante : lorsque x croit de rs, a RV

la fonction considérée décroit d'abord, puis croit.
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2. Hypothése sur la croissance de rp,. — L’hypo-
thése que nous ferons sur la croissance de r,, et qui
est nécessitée par la méthode de calcul est la suivante :
R(x) étant Uexposant net minimum, on a
(2) lim R(x)z®" =o.

XA =

Cette condition est vérifiée notamment dans le cas
suivant : 1l existe une fonction (fonction type) b(x)
décroissante (ou non croissante), telle que la fonction
h(x)logz croit, telle que

i
Ilé";’“"', n>”0v

et qui vérifie la condition (2). En effet, la fonction R(x)
sera alors inférieure ou égale a §(x) pour chaque valeur
de x, et vérifiera a fortiori la condition (2). En parii-
culier, on voit que si la convergence de la série (1) est
conslatée par les critéres de Bertrand, il existe une fonc-
tion §(x) satisfaisant aux conditions (2), les conclu-
sions que nous obtiendrons seront donc aussi générales
que celles de M. Mattson. Mais on voit aussi que la
condition (2) est vérifice, par exemple, dans le cas ou

Pona
i 1
logr, — nlogrlogyn

et dans ce cas la série (2) diverge; la condition de
M. Mattson est donc trop restrictive.

Examinons maintenant les conséquences de I'inéga-
lité (2); d’apres le mode de croissance de la fonction

U(a) —_ R(.T)z'“"",

il existe une infinité¢ d'indices principaus successifs
J h o
Ny, Ny tels que

U(ra )< Ulray),



/

{ 1o1)

sans quoi la condition (2) ne serait pas vérifiée: on

aura alors dans tout U'intervalle PN PNy
U(z) <U(rs,)

et en particulier

(3) U(I'x,,+l)<U(I'Nq),

je désignerai par M un indice principal jouissant de la
propriété indiquée par cette inégalité, il y a une infinité
de tels indices. Nous aurons donc

" .
(4) R(rme) ryde < R(rw) rgtm:

d’autre part, puisque M est un indice principal, on a

logM

(3) R(rw) = Togrn’

el aussi
o log(M +1)
. > .
(6) R(rmer) 2 Tograar
En uatilisant Pégalité (5) et I'inégalité (6), I'inéga-
lité (4) devient

M )
Riry.) < ‘,\mR(r\l)é

or P'inégalité (6) s’écrit également

1
M1 ; ( M+ |)R“."+'.a

N 1
ce qui donne, en remplacant ——— par la guan-
4 ’ prac R(rwen) P 1
e M0 L oui lui est inféricure

M R(ra) 1 '

M+1 1
M+t 1 ™M R

Mt L N 1
P2 (M) M RO = plby (g >rity
M M T

h
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c’est-a-dire
1 1
- Tty M MR 7y
(7) e >ry =M s

Or pour z = ry 'hypothése (2) nous donne

lim MR(rw) = o,
M=

et par suite nous obtenons I'inégalité

"M+t !

L~ Mh ( =
(8) N . wR(rm)’
valable, quelque grand que sott le nombre positif K.
pour une infinité d’indices principaux M.

3. Démonstration du théoréme. — l.a démonstra-
tion du théoréme signalé au début résulte presque
immédiatement de l'inégalité (8). Considérons une
valeur Ky >> 2, et prenons

w]"

l:l:l =Ty M

d’ou 1l résulte
,

|-

A

' B

|
-

nous avons, p()lll‘ ] < t == 1.

(9) f(“)»ll(l‘—;);)

M

Vv a,
St | (] ()
a1a...ay an/

1 M+1

Dans les deux produits qui ligurent dans cette éga-

., a 3z P
lité, les valeurs absolues de == et — sont inférieures
-~ n
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5 par suite nous avons

! "M I‘\|
VTR <1T—-—=< <1+ —
( ™y 7
L+ —
A ’.
{ r
s <Ll = <+ =
(; —+- L_) Uy ap’ I',,
'/
d’ott nous déduisons
M
n NT
e okl a“T,
(10) l1 1~———) = ¢ =e
3
1
©
1
- 2 =Y
~ MEL N
(11) I I ( =e ;
- \ ap
M +1

les nombres o el 2, étant compris entre — 2 et 1. Mais
Kl
=

3 N ’ o . M ’ B -
d’apres la définition de r, le quotient — est égala M 2|

el, par conséquent, I'écalité (10) devient
P { g

(162w

. . 2

le nombre z, étant compris entre — + et Y,
=t -t

M2 M2

c’est-a-dire arbitrairement petit.
Passons a I’égalité (11), si nous désignons par M’ —

la partie entiére de 7", on a
® w @
R 1 1 1 M—-M I
(13) Z_:Z~+§—- —;
I'n’ T'n' n M +1 In’
M+1 M+1 M+1 M+

AN
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de sorte que nous pouvons écrire

ol * dr _ R(r) M
}-7’;<H,, T —R(r) 1’
Mt 1 .T" TRy Mrl{lrx

or, d’apres la définition de M/, on a

M > R > M—,
donc

1 1
— < = M <1+ pRUY
s

M R

en portant dans P'inégalité précédente, elle prendra
la forme

o

1 R
Z———<hl{(l') ’ h < oy
T

r
M+-1

’ I
ou encore, comme R(s)7%" tend vers zéro avec -,
( .

=
N

D

2 — < 2,

Tne IS

MN+1

on aura

¢, Clanl arbitrairement petit, 4 condition que ry soit
suffisamment grand. Enfin, on a la suite d'inégalités

sulvantes

( Bi\R U KR i 1w
M—MIW—1rhn PR =y M 2 =Me? :

or, de I'inégalité évidente
R(ry)logM < R(ry)M,
résulte que l'exposant de e dans 'inégalité précédente

o, e R . K, C s . 1
reste inférieure a un, tant qué - Teste inférieur 4 K

done
M—M M 1 M

M4 rvg or M Ty
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s, étant arbitrairement petit. Dans ces conditions, on
voit que I'inégalité (13) donne

! 2€9
— < ==,
rn r

M1

et cette valeur portée dans I'égalité (11) donnera

[(—)]=r

M+1

le nombre ¢, étant compris entre —8c, el 4ea,
c'est-a-dire arbitrairement petit. En résumé, on voit
(ue, si petit que soit ¢, on peut trouver M assez grand
pour qu’on ait

G- (-2)| <

M-+1
le module r de s étant compris entre ryM'*s et
h

ryM? (s> o0). Pour de telles valeurs de z on aura
/
donc I'égalité
M

(i) f(:)=—°—lll+a(z)J-

ayay ... ay

[.a proposition en vue est ainsi démontrée.

4. Toute la démonstration précédente résulte de
Phypotheése que 'inégalité (8) a lieu pour une infinité
d'indices principaux; elle exige d’ailleurs simplement
que le nombre K soit supérieur a 2; on pourrait
obtenir ainsi une légére extension du théoréme, mais
on obtiendra une extension plus importante de la facon
suivante : lorsqu’on a

. 'n
lim —— = 0,
n=w n+1
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or a pour n suffisamment grand

(15) lfl(l,ﬂ)
m e (= 2 (1= o )2,

pour les valeurs de |z | vérifiant linégalité
au§|3|_§an+l (1>

On a en effet

n—1| 1

(16) ]l(n-——-) =c "
(7) ll(l—-—) _("‘"'“H,."

nop2

les nombres 2 el 2, étant compris enire — 2 el 1; or,
d’aprés I'hypothése faite, on peut, étant donné un
nombre K supérieura 1, trouver N tel que, pour ¢ > N,
on ait

on aura alors

n =l I
[l . .
3"{<Nr.\""nl/ < Nry+

1 0

et par suile

1 \I\ K rp
;Z 1< IR K=

’n

(') Celte proposition est donnée par M. Mattson dans le cas

n+1

od———<eﬂ".a>n
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cette quantité tend vers zéro lorsque n croit indéfini-

ment, le produit (16) a donc pour limite un. De la
méme fagon, on Irouvera

®©

1 1 K
2.r_i<"n+‘2 K—I’

n+2

le produit (17) a aussi pour limite un et la proposition
est démontrée.

On démontrerait de méme la proposition suivante :
lorsqu’on a, & partir d’une certaine valeur de n,
linégalité

I'n

<Le<LT,

Pn+1

on a pour s suffisamment grand

el 3
(8) 'f'”':rlrg.fr_,,‘_,"\l’—a,m ]1—;; ,
ot nest défini par les inégalités
a8 = r<rp,
et ot A est un nombre fini.
5. Tutorkmr ve M. Wiman. — On sait que le

théoreme de M. Wiman relatif aux fonctions d’ordre
non nul est le suivant : Si f(z) est une fonction
dordre 5 <3, on a sur une infinité de cercles de
rayons indéfiniment croissants Uinégalité

IS (z)] > e,

: étant arbitrairement petit. La proposition se com-
plique nécessairement pour les fonctions d’ordre nul,
pour lesquelles Pexposant de convergence est une fonc-
tion de s; elle est constituée, dans le cas général, par
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I’égalité (10) de mon article déja cité : on a sur une
infinité de cercles (et méme dans des couronnes) de
rayons indéfiniment croissants
. Ty

( ym >1+a ”+°"/.,,Td'
I Z)|={—— =e o
o) 1)l = (5 :
r étant donné par ’égalité

[

(20) r=kry et a fini, A>1;

et N étant un indice principal, p(z) un exposant net,
et J(x) la fonction inverse d’une fonction continue,
non décroissante, définie par I'égalité

re=o(x).

On peut, d’ailleurs, tirer de ’égalité (20) une inéga-
lité tout a fait analogue a celle trouvée par M. Wiman.

Ona

.[ -q’—(;'—ldw >'/’" ﬂ’_(;_) dr > N(logr — logry),
d’o, en appliquant ’égalité (20),

"Y(z) a(l+2) o7 N1—s-
f e > TSN = log e N1

mais, de I'égalité (20), résulte également les égalités
retr
logry=logr(i1—g,), N> el
et 'on a par suite

(‘Zl) ‘f(z)'>rrgu')(l—ﬂ (1)'

(') C'est sous cette forme que j'ai démontré le théoréme de
M. Wiman dans mon article des Mathematische Annalen, t. LXX.
Dans tout ce qui suit les nombres ¢ désignent des quantités positives,

; 1 1 .
tendant vers zéro avec - ou — n’ayant aucune relation entre elles.
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Cette inégalité, moins précise que I'égalité (19) met
bien en évidence le théoréme, si I'on remarque que
I'on a, quel que soit | 3| > ry,

r R
(|+e»f T—dr
N

(22) If(s)<e O < e,

L’application de I'inégalité (21) est d’ailleurs bien
aisée; supposons, par exemple, que 6(x) étant une
fonction décroissante, et §(2)logz une fonction crois-
sante, on ait pour n > n,

(23) n < rlraase]

et pour une infinité de valeurs de n
(24) n > rdrain—e,

et ceci quel que soit le nombre positif ¢, pourvu que »
soil assez grand. Il existera alors une fonction expo-
sant net p(z), vérifiant, quel que soitx >y, les inéga-
lités

0(z)(1—z) < e(r)<H(x)(1+c¢€):

on aura donc, pour une infinité de valeurs de r,
. [] 1—
(23) |f(z)|>r,.(r)( t)

et, quel que soit r,

(26) 1f ()] <o

9 r)(1+e)

On obtiendrait toute une série de résultats en don-
nant a4 §(z) des valeurs particuliéres; mais il est bien
évident que l'égalité (19) qui renferme toutes ces for-
mules, ainsi que l’inégalité (21), est beaucoup plus
précise.

(’estainsi qu’elle donnera les précisions du théoréme
de M. Wiman, dans certains cas de croissance irrégu-
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liere, que )’a1 indiqués dans mon article cité dans la
Note précédente. Mais c’est principalement dans les cas
de croissance réguliére que cette égalité scra utile et
précisera facilement le théoréme général.

1l est bien aisé de voir que, tout au contraire, la pré-
cision fournie par I'égalité (15) ne pourra guere fournir
de résultats généraux, puisque, pour utiliser le résultat
obtenu, il serait nécessaire d¢ connaitre en fonction
simple de r I'expression

o

Iy Ty,

a 14z pres, ce qui ne semble possible que pour des
valeurs trés particulieres de 7y, 7y, ..., 7, ... Cepen-
damt I'égalné (18) peut donner des résultats intéres-
sants; on aura, par exemple, les deux résuhiats sui-
vants :

1. Si, pour n > n,, on a

rp= e+ g, lime,=o;

n=—uwx

on aura, & partir d’une certaine valeur de n.,

. %Uh)gu—'—lo:u] 3 3 .
| f(s)]=\¢ [ — r— — A fini.
Ay Up
. S¢, pour n > ny, on a
ry= e+ g,, lim e, =o,
on aura, /)Oul‘ n Sllﬁls(”n”?ellt é’l'((/l(l,
N s . )
I(Iogl-v'-—-———lufl + hdogr)2 F4 3
1f(s)]=Ae : - — =
Ap vy a,

On obtiendra aisément des résultats analogues.



