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[D4a]

Suit L4 CR0ISS4NCE DES KO\( IIOVS ENTIÈRES
D'ORDRE NUL;

PAR M. G. VALIRON.

Dans un article qui vient de paraître dans les Ren-
diconti di Palermo ( ' ) , M. Mattson revient sur le
théorème de M. Wiman et, après avoir démontré la pro-
position que j'ai donnée moi-même dans un article
précédent (2), précise Je théorème de la façon sui-
vante :

Si la série

y

converge, on a, dans une infinité de couronnes,

n i z \

\ an I

l'égalité

. . a,,,

où m est défini par la condition

En réalité la méthode de M. Ma tison suppose que la
convergence de la série (i) a été reconnue par la com-

(') Huben M\rrsoN, Sur les foiictions entières d'ordre zéro
{Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1912, ier semestre).

(2) Sur les f onctions entières d'ordre nul (Nouvelles Annales,
W*, §5).
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paraison avec les séries de Bertrand. Je me propose ici
de démontrer la proposition en introduisant \ exposant
net minimum de la suite des zéros, on \erra que
le théorème est encore vrai dans certains cas où la
série (i) est divergente.

1. Il sera nécessaire d'expliquer brièvement la for-
mation de la fonction que j'appelle exposant net mini-
mum. Considérons la suite des zéros d'une fonction
entière d'ordre nul, soient an le /?' nit> zéro et rtl son
module, la quantité

tend vers zéro, lorsque // croîl indéfiniment, el la suite
des nombres in\o^rn est monotone, croissante et illi-
mitée. Marquons dans un plan xOy, les points A,, dont

A n j

o ni r

les coordonnées sont /*„ et G*,,, et à chaque point \ n

associons la courbe dont l'équation est

y*(r) - tf,|(

y,,{ x) = -r-2-

pour

pour

x ^ r,, ;

x ^ rn ,

cette courbe est constituée, à gauche du point A,,, par
la parallèle à O.r passant par ce point; et à droite par
une branche de courbe 0,, partant de ce point, décrois-
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santé et asymptote à Ox. On voit que la fonction

est croissante à gauche de la valeur /•„, constante
à droite; et que la courbe C,,+1 est entièrement située
au-dessus de la courbe C,t. Ceci posé si /* est une
valeur de x , comprise entre rm et rm+l, on voit facile-
ment que, parmi les n o m b r e s ^ ( r ) ,

( i = n 0 , n o - \ - i, . . . m , m -f- i , . . . ) ,

il y en a iinr>(/ ') , supérieur à tous le^ autres (ou égal
à ceux d'indice moindre). La fonction R(#) qui, pour
chaque \aleur /' de jt\ est égale à ce nombre y $(/')•, e s t

l'exposant net minimum. La courbe représentant
cette fonction est formée d'une suite d'arcs des
courbes yn{&)j passant par une série de points
AN , ANa, . . . , AN , . . . , les indices de ces points sont
le> indices principaux. De cette définition résultent
les propriétés suivantes :

i° La fonction l\(x) est décroissante et constante
alternativement ;

'A" La fonction R(</) log\r croît et est constante
alternativement;

3° Les nombres R (/*,/) sont supérieurs aux nombres in

pour toute valeur de n (supérieure à n0), et égaux à <jtl

pour les indices principaux;
\° La fonction J\(x) est la plus petite des fonctions

jouissant des trois propriétés précédentes.

llrésulteégalementdes propriétés de la fonction R(.r)
que la fonction

varie de la façon suivante : lorsque x croît de /'N à/N ,
h\ fonction considérée décroît d'abord, puis croît.



2. Hypothèse sur la croissance de ra- — L'hypo-
thèse que nous ferons sur la croissance de /•„, et qui
esl nécessitée par la méthode de calcul est la suivante :
R(x) étant Vexposant net minimum, on a

(j) lim RO);rR<>> = o.
a —

Cette condition est vérifiée notamment dans le cas
suivant : il existe une fonction (fonction type) 9(a?)
décroissante (ou non croissante), telle que la fonction
0(.r) log;r croît, telle que

et qui vérifie la condition (2). En effet, la fonction R(#)
sera alors inférieure ou égale à 8(.r) pour chaque valeur
de x, et vérifiera a fortiori la condition (2). En parli-
culier, on voit que si la convergence de la série (1) est
constatée parles critères de Bertrand, il existe une fonc-
tion 6(J?) satisfaisant aux conditions (2), les conclu-
sions que nous obtiendrons seront donc aussi générales
que celles de M. Mattson. Mais on voit aussi que la
condition [2) est vérifiée, par exemple, dans le cas où
l'on a

et dans ce cas la série (2) diverge; la condition de
M. Mattson est donc trop restricthe.

Examinons maintenant les conséquences de l'inéga-
lité (2); d'après le mode de croissance de la fonction

il existe une infinité d'indices principaux successifs
xN7, Nf+I, tels que



sans quoi la condition (2) ne serait pas vérifiée; on

aura alors dans tout l'intervalle / \ , / \ ,

et en particulier

('*) ü(/-^-hr)<U(rlXf),

je désignerai par M un indice principal jouissant de la

propriété indiquée par cette inégalité, il y a une infinité

de tels indices. Nous aurons donc

(4) IU/^i)r^r '><R(rM)/f I
l /"1 :

d'autre part, puisque M est un indice principal, on a

log M

H) R ( 1 0 = ^

el aussi

(0) R , , ^

En utilisant l'égalité (5) et l'inégalité (6), l'inéga-

lité (4) devient

or l'inégalité (6) s'écrit également

ce qui donne, en remplaçant — par la quan-

tité —-— qui lui est inférieure,

M-+-1
M H - 1 1 « . —rr~
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c'est-à-dire

(7) > ; ,
/M M

Or pour # = rM l'hjpothèse (2) nous donne

lim MR(m) = 0,

et par suite nous obtenons l'inégalité

valable, quelque grand que soit le nombre posilif K.
infinité d* indices principaux M.

3. Démonstration du théorème. — La démonstra-
lion du théorème signalé au débul résulte presque
immédiatement de l'inégalité (8). Considérons une
\ a leur K, ̂ > 2, et prenons

il'
| s | = / = r>, M7 ,

d'où il résulte
r ^ _!_.

M2

nous avons, pour | c | = / ,

Dans les deux produits qui figurent dans cette éga-

lité, les valeurs absolues de ~ et — sont inférieures



à - : par suite nous avons

<>+^;

< ! - + - •

d'où nous déduisons

M

( i o )

( I I )

\v:-¥)

M +-1

V I 'M

= e ' =e

les nombre^ a el a, étant compris entre — 2 et 1. Mais
_ Ki

d'après la définition de /*, le quotient — est égal à M 2 ,

et, par conséquent, l'égalité (10) devient

M

a a
= I — £ l î

le nombre £, étant compris entre et
.M 2

c'est-à-dire arbitrairement petit.

Passons à l'é»alité(i 1), si nous désignons parM ; —

la partie entière de /*R/i, on a

M'
M'—M

M H- l M -+- 1 M'-»- 1

mais on a bien facilement

' V



de sorte que nous pouvons écrire

i r30 dx _ R(r) M'

or, d'après la définition de M', on a

> r > /*"••> M'—i,
donc

—L- < I , M'<n- 7'R"'

en portant dans l'inégalité précédente, elle prendra
la forme

J % i /-Ri'1»

2 _ <*R(r,T, *<,;
M'-hl

ou encore, comme R ( / ) / U ( M tend vers zéro avec - ,

on aura

£2 étant arbitrairement petit, à condition que ;*M soit
suffisamment grand. Enfin, on a la suite d'inégalités
suivantes

M ' - M < M — i < /•«"•> < /-K'v = l/M M2 ) = .M e * :

or, de l'inégalité évidente

R(/'M)logM<R(rM)M,

résulte que l'exposant de e dans l'inégalité précédente

reste inférieure à un, tant que —Preste inférieur à K;

donc
M'— M M i M s2

< ^ <^ _ _ _ <^ — j

M4



t2 étant arbitrairement petit. Dans ces conditions, on
voit que l'inégalité (i3) donne

et cette valeur portée dans l'égalité (i i) donnera

le nombre e', étant compris entre — 8 s 2 et 4£2?
c'est-à-dire arbitrairement petit. En résumé, on voit
que, si petit que soit e, on peut trouver M assez grand
pour qu'on ait

le module /• de z étant compris entre /MM I+^ et

?\M} (s^>o). Pour de telles valeurs de z on aura

donc l'égalité

<i4) /"(-) = [i —s(*)J.

La proposition en vue est ainsi démontrée.

\. Toute la démonstration précédente résulte de
l'hypothèse que l'inégalité (8) a lieu pour une infinité
d'indices principaux; elle exige d'ailleurs simplement
que le nombre K soit supérieur à 2 ; on pourrait
obtenir ainsi une légère extension du théorème, mais
on obtiendra une extension plus importante de la façon
suivante : lorsqu'on a

Jim -^L. = o,



on a pour n suffisamment grand

( l I

pour les valeurs de | s | vérifiant C inégalité

On a en effet

Jv

( 1 7 )

les nombres a el a, étant compris enlre —2 el 1; or,
d'après l'hypothèse faite, on peut, étant donné un
nombre K supérieur à 1, trouver N tel que, pour i> N,
on ait

on aura alors

'V
r,,

et par suite

( ' ) Cette proposition est donnée par M. Mattson dans le cas

où -̂ —! < enn, a > o
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cette quantité tend vers zéro lorsque n croît indéfini-
ment, le produit (16) a donc pour limite un. De la
même façon, on Irouvera

<j__L

le produit (17) a aussi pour limite un et la proposition
est démontrée.

On démontrerait de même la proposition suivante :
lorsqu on a, à partir d'une certaine valeur de n,
l'inégalité

on a pour z suffisamment grand

( .8) | / , 3
' 1 ' 2 • • • ' « - I an f 1

ù n est dé/inipar les inégalités

et où A est un nombre fini.

o. THÉOUÈMK DE M. WIMAJV. — On sait que le
théorème de M. Wiman relatif aux fonctions d'ordre
non nul est le suivant : Si f{z) est une fonction
d'ordre p <[ ̂ , on a sur une infinité de ce/'des de
rayons indéfiniment croissants Vinégalité

î étant arbitrairement petit. La proposition se com-
plique nécessairement pour les fondions d'ordre nul,
pour lesquelles l'exposant de convergence est une fonc-
tion de /•; elle est constituée, dans le cas général, par
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l'égalité (io) de mon article déjà cité : on a sur une
infinité de cercles (et même dans des couronnes) de
rayons indéfiniment croissants

r étant donné par l'égalité

a

( 2 0 ) / = = kr$ e*[Vyt\ a fini, A > i ;

et N étant un indice principal, p(x) un exposant net,
et ty(x) la fonction inverse d'une fonction continue,
non décroissante, définie par l'égalité

On peut, d'ailleurs, tirer de l'égalité (20) une inéga-
lité tout à fait analogue à celle Irouvée par M. Wiman.
On a

d'où, en appliquant l'égalité (20),

dr > ï i i ± i l i N = |Og,., N.-e, ;
p ( ;*> )

mais, de l'égalité (20), résulte également les égalités

et l'on a par suite

rp(r)

N = Jogr(i —s4), N > - ^ T >

( l ) C'est sous celte forme que j'ai démontré le théorème de
M. Wiman dans mou article des Mathematische Annalen, t. LXX.
Dans tout ce qui suit les nombres e désignent des quantités positives,

tendant vers zéro avec - ou —» n'ayant aucune relation entre elles,r n J



Cette inégalité, moins précise que l'égalité (19) met
bien en évidence le théorème, si l'on remarque que
Ton a, quel que soit | z | >* /*<>,

{H-£t ! '-—;— d.r

(22) \f(z)<e r° '* < rr*
r)(i4-e)#

L'application de l'inégalité (21) est d'ailleurs bien
aisée; supposons, par exemple, que 6(#) étant une
fonction décroissante, et 8(#)log# une fonction crois-
sante, on ait pour n^> nQ

et pour une infinité de valeurs de n

(24) /i > rjirju-e^

et ceci quel que soit le nombre positif e, pourvu que n
boit assez grand. Il existera alors une fonction expo-
sant net p(#), vérifiant, quel que soitx >> y, les inéga-
lités

0 ( # ) (1 — £ ) < p ( ^ r ) < Q ( a ? ) ( i - + - E ) :

on aura donc, pour une infinité de valeurs de /*,

On obtiendrait toute une série de résultats en don-
nant à 8(#) des valeurs particulières; mais il est bien
é\ident que l'égalité (19) qui renferme toutes ces for-
mules, ainsi que Pinégalité (21), est beaucoup plus
précise.

C'est ainsi qu'elle donnera les précisions du théorème
de M. Wiman, dans certains cas de croissance irrégu-



lière, que j 'ai indiqués dans mon article cité dans la
Note précédente. Mais c'est principalement dans les cas
de croissance régulière que cette égalité sera utile et
précisera facilement le théorème général.

Il est bien aisé de voir que, tout au contraire, la pré-
cision fournie par l'égalilé (i 5) ne pourra guère fournir
de résultats généraux, puisque, pour utiliser le résultat
obtenu, il serait nécessaire de connaître en fonction
simple de /• l'expression

à i -f-s près, ce qui ne semble possible que pour des
\aleurs très particulières de /',, ;*2, . . . , /•„ . .. Cepen-
dant l'égalité (18) peut donner des résultats intéres-
sants; on aura, par exemple, les deux résultats sui-
vants :

I. Si\ pour n > /?<),, on a

lim Ê,, =

on aura, à partir (ï* une certaine valeur de n,

II. Si, pour n >> nOj on a

rn = e/l*-f- £/, , l i m 6 , 4 = o ,

on aura, pour n suffisamment grand,

^ ( l o j r / - . ' ^ \rhdoçr)i z

A fini.

«n*-l ! i O-n

On obtiendra aisément des résultats analogues.


