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[M'5b]

SUR L'HYPOCYCLOIDE A TROIS REBROUSSEMENTS;
Par M. J. LEMAIRE.

Professeur au Lycée Condorcet.

1. Nous nous proposons d’étudier ’hypocycloide
a trois rebroussements par des procédés élémentaires,
en développant seulement les propriétés et démonstra-
tions que nous croyons nouvelles.

Sur un cercle fixe w, de rayon r, soit A un point
fixe; deux points mobiles B et C, partant de A simul-
tanément, se déplacent sur le cercle d’un mouvement
uniforme, le premier dans le sens direct, 'autre dans
le sens inverse, la vitesse du second étant double de
celle du premier : l'enveloppe (H) de la droite BG
est une hypocycloide & trois rebroussements.

Si m est le point commun & deux positions voi-
sines BC et B'C/ de la droite mobile, le triangle B'C m
est isoscele : la limite de m, quand B/C’ vient coincider
avec BC, est donc le point symétrique de C par rap-
port & B : la droite BC touche son enveloppe au
point M symétrigue de C par rapport a B (fig. 1).

Adoptant les unités d’arc et d’angle de la Trigono-
métrie, nous désignerons par 2¢ la mesure de I'arc AB;
faisant croitre ¢ de zéro a =, nous obtiendrons (H) par
points et tangentes : c’est une courbe fermée tangente
au cercle w en A, A,, A,, sommets d'un triangle équi-
latéral; wA, wA,, wA, sont des axes de symétrie et
des tangentes de rebroussement, les points de rebrous-
sement étant a une distance 37 de w. Le point w, centre
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lernaire, sera dil le centre de la courbe; le cercle
donné, le cercle inscrit ou le cercle tritangent a ’hypo-
cycloide; ces courbes ont leurs convexités opposées.

Fig. 1.

L’hypocycloide n’a pas de point double ordinaire; la
partie du plan qu’elle limite, et qui contient son centre,
est dite région intérieure; toutes les Hy (cette notation
désignant toute hypocycloide a trois rebroussements)
sont des courbes semblables.

Dans la définition de (H), on peut remplacer la posi-
tion initiale de la droite mobile, c’est-a-dire la tan-
gente U'U en A au cercle w, par une autre de ses posi-
tions, c’est-a-dire par une corde quelconque.

La courbe est aussi 'enveloppe des droites sur
lesquelles U'U et wA déterminent des segments
ayant leurs milieux sur le cercle; dans cette défini-
tion, on peut substituer & U'U et wA deux sécantes
rectangulaires B et CY se coupant sur le cercle; la
courbe est tangente a ces sécantes aux points M et N
symétriques de C par rapport aux seconds points ol
elles coupent le cercle.
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2. Classe et degré de (H). — Il est manifeste que
la droite mobile passe successivement, au moins une
fois, par tout point du plan; soient BC1'une de ses posi-
tions quand elle passe par un point determiné P, CY la
perpendiculaire en C & cette droite (fig 2); par P

Fig. 2.

passent autant de tangentes a (H) que de droites sur
lesquelles CY et BC interceptent un segment ayant son
milieu sur le cercle w : ces droites s’obtiennent en
joignant P aux points ot la perpendiculaire & CP en
son milieu coupe w; il existe done, outre PBC, au plus
deux autres tangentes PB'C/ et PB"C’, 4 (H), issues
de P. D’ailleurs, toute tangente PBC faisant avec AB
et U'U un triangle isoscéle ayant sa base sur U'U, on
peut mener une tangente, et une seule, ayantune direc-
tion donnée. Par conséquent (H) est une courbe de
troisiéme classe, bitangente a la droite de Uinfini.

Elle coupe la droite BC aux points pour lesquels les
deux tangentes autres que BC coincident, et en ces
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points seulement, c’est-a-dire aux points E et E/ symé-
triques de C par rapport aux traces D et D', sur BC,
des tangentes i w perpendiculaires a BC; si d et &
sont les points on ces tangentes touchent le cercle, les
tangentes 4 (H) en E et E' sont Ed et E'd’; elles sont
rectangulaires et se coupent en Q sur le cercle w et
sur CY.

Nous voyons que, des tangentes issues de Q, deux
sont perpendiculaires; comme il n’existe qu’une seule
tangente perpendiculaire & une tangente donnée, le
cercle w est le lieu des sommets des angles droits
circonscrits a (H).

Nous pouvons ainsi énoncer ce théoréme : Toute
corde EE' tangente a (H) est égale a 4r; son milieu
est sur le cercle w, a égale distance de son point de
contact M et du second point C oir elle coupe le
cercle; les tangentes en E et E' sont rectangulaires,
et se coupent en un point Q de w; QC est perpendi-
culaire a EE/, et touche (H) en N, symétrique de G
par rapport a Q. La droite MN, joignant les points
de contact de deux tangentes rectangulaires, est tan-
gente a (H).

Les normales a (H) en M, E et E' se coupent au point
symétrique de Q par rapport a B, c’est-a-dire sur le
cercle des rebroussements.

Il existe une normale a (H), et une seule, paralléle
a une tangente donnée CBM : c’est la normale en N;
elle est inversement homothétique de la tangente par
rapport 3 w, le rapport d’homothétie étant 3. La déve-
loppée de (H) est donc une H, inversement homo-
thétique de (H), par rapport & w, dans ce méme
rapport.

SiwM coupe en v la normale en N, v est le centre de
courbure en N, etl’on verrait trés aisément que le rayon
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de courbure Nv vaut huit fois la distance de w a la
tangente en N; nous trouverons autrement ces résul-
tats.

Toute tangente a (H) coupant la courbe en deux
points, U'hypocycloide est du quatriéme degré,
comme il résulte de la formule de Cayley

3m+i=3n+r,

ou m désigne le degré, n la classe, { le nombre des
tangentes stalionnaires, r celui des points de rebrous-
sement.

3. Voici d'autres conséquences de la figure 2 : B’
et B” étant les milieux des deux tangentes PB/C/
et PB"C’, nous pouvons dire que si trois cordes tan-
gentes passent en uu méme point P, chacune d’elles
est perpendiculaire a la droite qui joint les milieux
des deux autres.

Le cercle PB'B’, symétrique du cercle w par rapport
a B'B’, lui est égal; donc le cercle qui passe aux mi-
lieux de deux cordes tangentes et en leur point
commun est égal au cercle inscrit dans (H).

Si P se déplace de maniére que 'angle @ de deux
tangentes issues de ce point conserve une valeur
constante, . symétrique de P par rapport &4 B'B’, res-
tant sur le cercle, B'B" reste constant,d’ou ce théoréme :
Siun angle de grandeur constante se déplace en
s’appuyant par ses deux cétés sur une Hs, la droite
qui joint les milieux des cordes déterminées par la
courbe sur les cétés a une longueur constante, le
centre du cercle passant au point commun auz
cordes et en leurs milieux décrit un cercle de
centre w. La distance des points ou les c6tés de I'angle
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sont coupés par les tangentes qui leur sont respective-

ment perpendiculaires est aussi constante.
Supposons (fig. 2) que P se déplace sur la tan-

. PN
gente CB, la bissectrice de I'angle B'CB" reste fixe,

NS .

celle de B'PB’,symétrique de la précédente par rapport
a B'B", conserve donc une direclion invariable. Ainsi,
les deux tangentes & une Hy, issues d’un point mo-
bile d’une tangente fixe, et autres que celle-ci, font
des angles dont les bissectrices ont des directions
fizes; ces directions sont celles des tangentes aux points
ou la tangente fixe coupe la courbe. On en conclut que
la somme des angles de ces tangentes variables avec la
tangente fixe est constante, puis que la somme des
angles de ces trois tangentes avec une droite fixe est
constante.

On étend de suite le théoréme au cas ou le point se
déplace arbitrairement, et I'on a ceite importante pro-
position :

La somme des angles que font avec une droite

JSizxe les trois tangentes issues d’un point quelconque
est constante.

M. G. Humbert a déduit cette propriété d'un
théoréme sur les courbes ayant tous leurs foyers
a linfini, et en a tiré d’intéressantes conséquences
(Nouv. Ann., 1893).

Si la droite fixe est la tangente U'U au sommet A
de I'hypocycloide, et.si nous appelons «, 3, y les angles
des trois tangentes issues d’un point quelconque avec
la direction U'U, nous trouverons, en considérant une
position particuliéere du point, A par exemple,

a+f3+yag,
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le signe = voulant dire : égale & k= prés (k entier).

Sous cette forme, le théoréme avait été énoncé par
Laguerre (Nouv. Ann., 1870); sa réciproque est
vraie.

4. Tout point d’une H; et la tangente en ce point
sont déterminés par I’angle que fait cetle tangente avec
la tangente U'U en un sommet; nous pourrons dési-
gner par la notation ¢ la tangente correspondant
a l'angle o, que nous pourrons supposer compris
entre zéro et .

Nous appellerons tangente adjointe a une tangente
donnée « la tangente ', différente de «, issue du point
de contact de celle-ci; « et o' sont liés par la relation

(1) 20 + o'=

l\'—'!;‘

St trois tangentes a, 3,y ont un point commun P,
leurs tangentes adjointes o', %', y' ont aussi un point
commun P'; cetle propriété, commune & toutes les
courbes de troisitme classe, peut s’établir comme il
suit : par hypothése, on a

a2+ B+y= .2;:’
™

2at+a=af+f=2y+y=_,

Ia

ar+p/+Y/E ;

~

par suite, 4 cause de la réciproque du théoréme de
Laguerre, les tangentes o/, 8/, ¥/ concourent.

Nous verrons plus tard comment P’ se déduit géomé-
triquement de P.

De la relation (1) résulte que la tangente o’ adjointe

i la tangente a, 'est aussi a la tangente <a -+ 1:) per-
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pendiculaire 4 a; on retrouve que les tangentes aux
extrémités d’une corde tangente sont rectangulaires;
on retrouverait aussi que la troisiéme langente issue
du point commun a ces langentes rectangulaires est
perpendiculaire a la corde; mais nous verrons plus loin
d’autres applications du théoréme de Laguerre.

3

5. Revenant a la figure 2, nous observons que le
cercle , passant au pied G d’une hauteur du
triangle PFG et aux milieux B’ et B’ de deux cotés,
est le cercle des neuf points de ce triangle formé par
la tangente CY et les deux tangentes autres que BC
issues de P; le rayon du cercle O circonscrit a ce
triangle égale 27; les autres hauteurs FC” et GC’ sont
aussi tangentes a ’hypocycloide (2); soit H leur point
commun.

Les points de contact, avec (H), des c6tés, étant les
symétriques de C, C/, C" par rapport & Q, B" et B” res-
pectivement, les normales en ces points concourent au
point K symétrique de H par rapport au centre O du
cercle circonscrit au triangle, c’est-a-dire donné
par oK =—3wH.

Nous étudicrons plus loin les triangles circonscrits
tels que PFG et nous verrons en particulier que I'hy-

pocycloide est 'enveloppe des droites de Simson pour
chacun d’eux.

6. Génération de (H) par roulement d’un cercle.
— Tracons le cercle O tangent en B aun cercle w et égal
a ce cercle (fig. 3), il passe en M; soit E le cercle de
centre v, de rayon 3r, qui touche O en § sur wBO,
et coupe wA en a; soit, dans le sens direct, R le point

de I tel que : mesure de R = %’ R est un point de



(57)
T
rebroussement de (H). Nous pouvons supposer ¢ < &,

. o ., —
© désignant la moitié de la mesure de I'arc AB, el nous
avons

mesure de BR = % mesure de fM = g —29.

Ces arcs sont donc équivalents, et si le cercle O
roule sur le cercle ¥ de maniére que le point de contact,

Fig. 3.

d’abord en R, se déplace vers a, dans le sens inverse,
le point de O primitivement en R décrit '’hypocy-
cloide (H), de R vers M.

Considérant de méme le cercle O’ de rayon 27 tan-
gent intérieurement en C au cercle w et touchant I
en v, nous verrions que ce cercle passe en M, que les
points 3, M, y sont en ligne droite, et que les arcs YM
et YR sont équivalents et ont une longueur double de
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celle des arcs B8M et BR; si le cercle O roule sur 2
de maniére que le point de contact, d’abord en R, se
déplace sur ¥ dans le sens direct, le point de O’ primi-
tivement en R décrit aussi la courbe (H), de R vers M.
Le diameétre MO'M’ enveloppe cette courbe, et le
point M’ la décrit.

7. Développée de (H). — L’arc Ry étant double de
I'arc R, la droite By, normale a (H) en M, enveloppe
une H; touchant en R le eercle T et tritangente a ce
cercle; le centre de courbure p de (H) en M est symé-
trique de y par rapport a 3; et si wE est la distance
de w & la tangente CBM en M, la figure 3 donne

Mp=BM-Pp=038M+8y=43M=8uE,

Ainsi le point M de (H) et le centre de courbure .
en ce point sont conjugués par rapport au cercle des
rebroussements T ; le rayon de courburevaut huit fois
la distance de w a la tangente en M; la développée
est une Hy tangente a = aux points de rebrousse-
ment de (H), c’est-a-dire inversement homothétique
de (H) par rapport a v, le rapport d’homothétie
étant 3.

8. Aire de (H). — m désignant le point commun
aux deux positions infiniment voisines BC e1 B'C/ de
la droite mobile qui enveloppe (H), nous pouvons
écrire (fig. 1), aux infiniment petits d’ordre supé-
rieur pres,

aire m BB'= %aire m CGC'= %aire BB'C'C.

. . T [
Si donc B, est le point du cercle w tel que AB, = 3
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et R le point de rebroussement de (H) correspondant

2
aire AB;R = Eg.,

d’ou il suit que l'aire de la courbe est double de l’aire
du cercle inscrit.

Longueur de (H). — Soient 2¢ et 2(o + Ag) les
mesures des arcs AB et AB', © pouvant éire sup-
posé << 7—(;, et Ao >o0; D, D'les traces de BC et B'CY
sur U'U, M et M’ les points de contact de ces tan-
gentes (fig. 1), m leur point commun; on a sans
peine

BD < BM < Bm, et B'D'< B'm < B'M’,

ce qui montre que la convexité de la courbe est bien
opposée a celle du cercle, et 'on obtient

mM = 4rsinAe cos(3¢ + Ag),
mM' = 4rsinAg cos(3¢ + 249),

mM = mM’ aux infiniment petits du second ordre
prés, et I'on a avec la méme approximation

arc MM'=2mM = 8rsinAg cos(3¢ + A9),
d’ot '

=1a

arc AR=8rf cos3q:dq;= %f_
)

La longueur de la courbe (H) est donc égale
a 16r.

Autrement : si R’ est le centre de courbure en A,
comme le rayon de courbure en R est nul, 'arc RR de
la développée équivaut au rayon de courbure en A,
c’est-a-dire a 87, et 'arc AR de (H), qui vaut le tiers

du précédent, a pour longueur §3—r
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9. Parabole osculatrice. — Une parabole et une Hy
ont six tangentes communes, la droite de l'infini
comptant pour deux; la parabole osculatrice en M
est la parabole II pour laquelle les tangentes com-
munes a distance finie coincident avec la tangente
a (H) en M; elle est la limite de la parabole I tan-
gente en M et M & mM et mM' (fig. 1); la mé-
diane m L. de mMM' donne la direction des diamétres
de Il'; posant

a=LmM. 2=LmM,
nous avous

sina’ mM

_— A’
sinz mM

d’ou nous déduisons, en tenant compte des expressions

de mM, mM' (8),

ot —a

tang
2 3A¢ Ap
—_——— 3 — b
T (ang< @+ 3 )tang 5

3
tang

ou, en remarquant que

a+a Ap
T

'

o' —a 3A
tang —— = tang (369 -+ T)y

d’ou

. ad—a .
lim —_= 39 +km (k entier)

et facilement

. T
hma=—2——3<p.

Nous concluons de la que le diamétre MZ de 11 est
paralléle ¢ wC. Construisons la directrice : cette
parabole ayant méme centre de courbure p que (H)
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au point M, si nous prolongeons pM d’une lon-

gueur M/ = I—“j—“ (fig. 4), o' est sur la directrice de IL.

Fig. 4.
™, w
A
F
M G
Cc E
-
z
e
tl.

Comme Mp'= fjwE, wE distance de v a la tan-
gente MBC, 1’ est sur Cw; la directrice A est la per-
pendiculaire en ce point & Cw.

Si CM, est la tangente a (H) perpendiculaire 3 CM,
la projection F de p' sur MM, est le point ou cetlte
droite touche (H); ' est le point de concours des
normales en M, M, et F.

La tangente en M a II coupant la directrice en G,
et MM, étant symétrique du diamétre MZ par rapport
a la tangente, le foyer de II est la projection F' de G
sur MM,.

w'F et GF' sont paralléles a la médiane du triangle
rectangle p'MG issue de M, donc MF'= MF, et l'on a

ce théoréme énoncé par Laguerre (NVouv. Ann.,1870):
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S¢ F est le point o une By est touchée par la tan-
gente adjointe a la tangente en M, le symétrique F’
de ¥ par rapport a M est le foyer de la parabole
qui a en M un contact du troisi¢cme ordre avec Uhy-
pocycloide.

Nous venons de voir aussi que ce foyer F est la
projection, sur la tangente MF, du milieu p" du
rayon de courbure; le symétrigue de ce milieu,
par rapport & M, est sur le cercle des rebrousse-
ments I, et la tangente en ce point & ce cercle est la
directrice de la parabole.

Enoncons aussi ces propriétés laciles a obtenir :
les paraboles osculatrices aux extrémités d’une
corde tangente ont méme directrice; leur corde
commune touche U'hypocycloide; la distance de
leurs foyers est égale a 8r; ces foyers et celui de
la parabole osculatrice au point de contact ¥ de
la corde déterminent, un cercle qui passe au
deuxiéme point ol ’autre tangente issue de F
. coupe U'hypocycloide.

HyYPOCYCLOIDE A TROIS REBROUSSEMENTS CONSIDEREE
COMME EN\ELOPPE DES DROITES DE SIMSON D'UN TRIANGLE.

10. Soit M un point du cercle O circonserit & un
triangle ABC; 2, B3, y ses projections sur les cotés; A la
droite qui joint ces points; H I'orthocentre du triangle,
A, B, € les milieux des cotés; D, E; F les pieds des
hauteurs; le milieu N de HM est sur A; il est aussi le
milieu du segment 2o’ déterminé sur A par BC et la
hauteur correspondante, et des segments analogues 33"
et vY". Ce point N est sur le cercle des neuf points,

dont nous appellerons v le centre.
Réciproquement, la droite qui passe en N, et qui
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coupe BC et AD en des points équidistants de N, étant
unique, est 2a’, c’'est-a-dire la droite de Simson rela-
tive &8 M; nous sommes ramenés i un mode de généra-
tion de I'hypocycloide (1) : A enveloppe une H, tri-
tangente aw cercle des neuf points du triangle.

Cette courbe touche les cdtés et les hauteurs du
triangle : les cotés aux points A4, By, G, symétriques
des pieds des hauteurs par rapport aux milieux des
cbtés auxquels ils appartiennent; les hauteurs aux
points A', B\, C| symétriques des pieds des hauteurs
par rapport aux milieux a, b,c de HA,HB, HC ( fig. 5).

W
A,
FLL” ﬁ —‘5
AR AT X
‘ A,

Fig. 5.

A A, parallele 4 A'a et a OA, est tangente & I’hypo-
cycloide; de méme B, B/ et G, C/.

Les sommets de 'hypocycloide, c’est-a-dire les points
ou elle touche le cercle des neul points du triangle,
sont les points situés au tiers des arcs A'D, B'E, C'F,
a partir des milieux des cotés.

11. Une Hy quelconque peut d’une infinité de ma-
niéres étre considérée comme Uenveloppe des droites
de Simson d’un triangle : soit en effet une hypocy-
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cloide (H), considérons un triangle quelconque ayant
un cercle des neuf points égal au cercle inscritdans (H);
Ienveloppe des droites de Simson de ce triangle est
une H; égale a (H); si 'on fait coincider ces deux
courbes, le triangle auxiliaire devient un triangle cir-
conscrit a (H), dont cette hypocycloide est précisé-
ment l'enveloppe des droites de Simson. Nous appelle-
rons ces triangles les triangles T de 'hypocycloide (H) :
leurs cercles circonscrits sont tous égauz, leurs cétés
et leurs hauteurs sont tangents & (H), ils ont tous
pour cercle des neuf points le cercle tritangent
a (H).

Ce mode de génération permettrait de retrouver les
propriétés principales de 'hypocycloide; en particu-
lier, on verrait que la somme des angles que font,
avec un coté BC d’un triangle, les deux droites de
Simson passant par un point de ce cdté, est indépen-
dante de ce point, d’ou l'on déduirait le théoréme

de M. G. Humbert (3).

12. UneBjtangente aux cétés et a une hauteur AD
d'un triangle ABC touche les deux autres hauteurs,
et le triangle est pour cette courbe un triangle T :
Si BE' est la troisieme tangente issue de B, on a,
d’aprés le théoréme de M. Humbert, CX étant le pro-
longement de BC,

N AN AN N N
ACX —ABX +ADX = ABC + E'BX,
d’ott .
AN ™
E/BXE;—-G,

A, B, C désignant les mesures en radians des angles
du triangle. Donc BE' coincide avec la hauteur BE,
et hypocycloide est bien tangente aux deux autres
hauteurs du triangle.
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L’enveloppe des droites de Simson de ABC a alors
méme cercle inscrit que cette Hy, car celui de cette
courbe passe en D, E, F, sommets d’angles droits
circonscrits, mémes points de contact avec les cotés
ct avec le cercle inscrit; cette ens cloppe coincide donc
avec la courbe donnée, pour laquelle ABC est bien
alors un triangle T : ainsi tout triangle circonscrit
4 une Hj, dont unc.hauteur touche la courbe, est un
triangle T; nous avons déja rencontré de tels
triangles (3).

I suffit donc, pour obtenir un triangle'T, de mener
d'un point trois tangentes & I'hypocycloide et d’ad-
joindre & deux d’entre elles la tangente perpendiculaire
a la wroisieme; il existe trois triangles T : ABC, ABH,
ACH, ayant un sommet en \. Si A est mtérieur au
cercle tritangent, ces trois triangles sont obtusangles:
s'il est extérieur, un est acutangle: s’il estsur le cercle,
deux des triangles se réduisent  des segments de droite,
et le troisiéme, qui est reclangle, a ses sommets autres
que A sur la courbe.

On peut encore observer qu'un triangle T est acu-
tangle, rectangle ou obtusangle, suivant que son ortho-
centre H est intérieur au cercle circonscrit O, est surce
cerele ou extérieur, c’est-a-dire suivant que OH Zar,
r désignant le ravon du cercle w inscrit dans Phypo-
cvcloide; ou suivant que Owzr, cest-a-dive suivant
que le centre du cercle circonscrit au triangle T
est intérieur aw cercle inscrit dans U hypocycloide,
est sur ce cercle ou extérieur.

Du théoréme de Laguerve (3) et de ce qui précede
il résulte que :

Pour que trois tangentes a, 3, v forment un
triangle U, il faut et (L suffit que 2+ 3 +v=o

)

(a k= prés, k entier).

Ann. de Mathémat., }* série. t. ML (Février 1913.) bl
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13. Si un point A se déplace sur une tangente
fixe AD, les deux autres tangentes issues de A forment
avec la tangente X'DX perpendiculaire a AD (fig. 5)
un triangle T, dont le cété BC a son milien A’ fixe sur
le cercle w inscrit dans 'hypocycloide, puisque w est
le cercle des neaf points de ABC. AO, paralléle & aw,

. . " P .
a une direction fixe; comme BAD = OAC, la bissec-

P :
trice de U'angle BAC, quand A se déplace sur AD,
a une direction invariable.

I.a considération des triangles T conduit & une foule
d’autres propriétés, dont nous donnerons les princi-
pales.

14. Tout point H intéricur a une Hyest'orthocentre
d'un triangle T formé par les tangentes perpendicu-
laires aux tangentes issues du point, et est intérieur au
triangle ayant pour sommets les points de contact des
tangentes; on en conclul que tout cercle de rayon »r
ayant son centre O & l'intérienr d'une Hj est cir-
conscrit & un triangle T et un seul.

La figure (5) donne :

HA, = AD, HB| = BL. Ho, = CF,
HA,.BC = HB.CA = HC). AB,
d’on

o~ o~ -
HAY sin B, HC, = B, sin € HA), = HC)sin X, 11B).

Done, sé ’un point on méne les tangentes cc une Hy,
les produits obtenus en multipliant la distance du
point, au point de contact de chaque tangente, par
le sinus de angle des dleux autres tangentes, sont
égaux.

15. Les normales a une Hy aux points \y, By, C,
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ot elle touche les cotés d'un triangle I concou-
rent en K, point de HwO tel que OK =— OH,
ou oK =— 3wH; nous élablirons plus loin la réci-
proque.

De méme les normales aux points Ay, B}, C; ou la
courbe touche le coté BC, et les hauteurs BE ct CF,
concourent au point K’ de o A tel que oK' =— 3wA,
car HBC est un triangle T ayant A pour orthocentre.
K” et K” désignant les deux autres points analogues,
le triangle K'K"K" est inversement homothétique, dans
le rapport 3, du triangle ABC, par rapport au centre »
de 'hypocycloide; K est 'orthocentre de ce triangle.

Le centre de gravite (v de ABC est sur HO, et I'on
awH=—3wG, de sorte que H est le cenire de gra-
vité de K'K’K”. On a donc ce théoréme :

Si d un point H on méne les tangentes & une Hy,
les normales aux points de contact forment un
triangle dont le cercle circonscrit a pour rayon 6r;
le centre de gravité de ce triangle est le point H;
son orthocentre est le point K de Hw donné par

wK =—3wll.

16. Tracons le cercle HB| € qui coupe H\ en «,,
projection de K/ sur H\ |, et qui passe en K'; H ¢lant
le centre de gravité de K'K"K”, on a Hay=— 2\
et puisque K'a, est parallele & K'K”, le faisceau
(K, a,HB| C|) est harmonique; de la ce théoréme
énoncé par Laguerre ( Vouve. Ann., 1850): Si d’un
point H on méne & une H, trois tangentes dont les
points de contact sont A, B, C, et si sur HA' on
prend «, tel que Ha,—=— 2l_i—¥l, les points a,, H,
B\, C, appartiennent & un cercle qu'ils divisent
harmoniquement.
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Ce théoréme, qu’on pouvait déduire de la propriété
établie au n° 14, permet de construire une H; tan-
gente & deux droites données en deux points donnés.
Il montre aussi que les points de contact des tan-
gentes réelles issues d’un point ne peuvent étre en
ligne droite.

Concevons que H soit sur la courbe, deux des points
de contact, B| et € par exemple, coincident avec H,
le cercle HB (| devient le cercle décrit sur le rayon
de courbure en H comme diamétre: ce cercle inter-
cepte, d’aprés le théoréme ci-dessus, sur HA| la
corde Ha, telle que Hay=— ')._lT—\—'I ; nous relrouvons
ainsi que le cercle de courbure en 1 détermine, sur
la deuzxiéme tangente issue de H, une corde qua-
druple de W\ et de sens contraire (9).

- . ~
ll. L:\ ‘Iglll‘(‘ > donne encore

N
HB, BE AB _ sinC _ sinBHD

HC, 7 CF 7 AC T sinB

A7
sin GHD

HA\| est donc le prolongement de la symédiane
de HB|C, partant de H : Chaque tangente menée
d'un point & une Hy a une direction opposée a celle
de la symédiane partant de ce point dans le triangle
ayant pour sommets le point donné et les points e
contact des deux autres tangentes.

Prenons maintenant sur HB| et HC| deux point- B,

ct Gy tels que
HB,. HB, = HC,.1IC,.

HA' | symédiane pour le triangle HB) C/, est médiane
pour HB,C,; d'ou ce théoréme signalé par M. G. Hum-
beet (Nowe. Ann., 1893) : Si sur les trois 1un-
gentes issues de H on prend des points Ay, B,. €,
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tels que HA,.HA' = HB, .HB| = HC,.HC,, le point H
est le centre de gravité du triangle A, B,C,.

18. Nous avons déja vu que les tangentes adjointes
de trois tangentes concourantes ont un point commuu :
les tangentes adjointes des langentes issues de H,
c'est-a-dive A\, B,B|, C,C| passent donc en un
méme point P, que nous appellerons le point adjoint
de H; tout point P est le point adjoint de quatre
points A, B, C, H, sommets de quatre triangles T.

A, A, parallele 3 OA et & A'wa, est perpendiculaire
a EF, et, \’ étant le milieu de DA, est syméirique, par
rapport & w, de la hauteur du triangle DEF issuede D;
par suite P est le point symétrique, par rapport & v,
de U'orthocentre de DEF.

Lesbissectrices desangles formés par B, P B etC,PC|
étant paralléles aux tangentes en A, et \', nous avons
cette proposition : les bissectrices des angles formes
par les tangentes issues d’un point P sont paral-
léles aux cotés et aux hauteurs d’un triangle T
dont les sommets et 'orthocentre ont P pour point
adjoint.

19. Si 23y est la droite de Simson de M ( fig. 5),
le centre O, du cercle ARy est le milieu de AM et se
trouve sur le cercle de diamétre AO; 'orthocentre H,
de ABy est sur la sxméirique de AO, par rapport a la

AH . .
bisseclrice de \, W‘— est égal a la valeur absolue

de acos A, comme

AO’ AHH, et AOO, soul inverse-

ment semblables, H, appartient au cercle de dia-
métre AH dontle centre a est sur le cercle w; on peut
énoncer ce théoréeme : Deux tangentes fixes AB et AC
d’une H; étant coupées par une tangente variable
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en v et 3, le lieu du centre du cercle Afy est un
cercle égal au cercle tritangent et ayant AO pour
diamétre, O étant le centre du cercle circonscrit
au triangle T, ABC, dont deux cités appartiennent
auzx deux premiéres tangentes. Le lieu de U’ortho-
centre de ARy est le cercle de diametre AH, H ortho-
centre de \BC; le centre de ce cercle est sur le cercle
ritangent.

20. Des propriétés des triangles T, on déduit encore
aisément que les cercles tangents en A a la tan-
gente \\| el passant rvespeclivement aux points de
contact B, et C, des aulres tangentes sont égaux;
leur diamétre est égal au segment BC déterminé
par \B, et AC, sur la tangente perpendiculaire 3 AA;.

Elles permettraient de retrouver la construction du
cenlre de courbure en un point et de la parabole oscu-
latrice : considérons en effet un triangle T ayant un
angle obtus A, el touchant BC en \, et AG en M; le
cercle tangent en M a \C, et passant en A, a pour
limite le cercle osculateur en M quand, la tangeunte
en M restant lixe, le point C vient coincider avec M;
dans les mémes conditions la parabole touchant \C
et BC en M et \, devient la parabole qui a en M un
contact du troisiéme ordre avec 'hypocycloide; cette
remarque conduit sans peine aux résultats connus.

Enfin, en exprimant les divers éléments de la figure 5
en fonction de r et des angles , 3, v que font avec U'U
les cotés du triaugle ABC, on aurait des formules d'ol
Pon déduirait diverses conséquences.

DRoiTES pi SIMSON GENERALISEES.

21. Enoncgons d’abord les propriétés suivantes ana-
logues a celles des droites de Simson :
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I. \X, BY, CZ étant des droites qui font, avec les
directions BC, C\, AB des cotés d'un triangle, un
méme angle 4, compté positivement dans le sens direct
a partir des cotés, les projections 2, 3, v, sur les cotés,
parallélement & ces droites, d’'un point M du cercle
circonscrit O appartiennent 4 une méme droite, que
nous nommerons la droite A(6) du point M; §est com-
pris eontre zéro et =.

Il o/, %, ~" étant les seconds points ou Mo, M3, M+
coupent la circonférence, les droites Ao/, B3, C+' sont
parvalleles a A(§); donc, § étant donué, il existe une
droite A(0), et une scule, de direction donnée.

HI. Les droites relatives a deux powts M et M, font

. “ /\ \ . . ’
un angle égal & MAM,; & deux points diaméiralement

Fig. 6.

opposés correspondent deux droiles rectangulaires,
dont le point commun décrit une circonférence.

IV. Par un point 2 de BC passent deux droites A(9),
qui coincident si 2 vient en G ou G/, traces sur BC des
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tangentes au cercle O paralléles 8 AN ona

GG’: ‘i‘t

sinh
R vayon du cercle ( fig. 6).

V. Mo, M3, M~ font, avec M\, MB, MC respce-

tivenient, des angles ayant méme hissectrice.

V1. Etant donnés un triangle ABC et une transver—
sale a2+, il existe un point M du cercle circonscrit, et
un seul, pour lequel la droite est une A(6) il sobtient
en menant la corde \a’ paralléle a la droite, et joi-
gnant 2'x: c'est le foyer de la parabole inscrite an
triangle et tangente a la transyersale.

-

22. K nveloppe des droites AN). — Etant donnés
un triangle ABG et 23+ la droite A(%) relative a un
point M du cercle circonscric O, [l existe un
triangle AB G\ ayant ses sommets B, et G, sur \B
et NG, pour lequel A(W) est une droite de Simson
ordinaire; § restant constant, ce triangle est invo-
riable quand M parcourt le cercle O, doi 11 suit
gt alors (W) enceloppe wne H.

Soit My le poinL gqui se projette en 3 et vosur AG
et AB (fig. 611 \Z M- et \BM.-" étant inscriptibles,
les points A\, M, M, 3, - sont sur le cercle de dia-
metre \ M,

AM \
—_ I\ = \\ll ou ﬁl}l—{ =] .—l_..
PN AM sinf)
sin A3 M

P PN
Comme de plus MAM, = M3M, =

N

— B (Bestsup-

posé aigu), le lieu de M,, quand M parcourt le cercle (),
est un cercle O, obtenu en faisant tourner, dans le sens
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direct, d’un angle (7: —9), un cercle homothétique
2
Y . . v ! . > .
de O, par rapporta A, dans le rapport oo le centre O,
est sur la perpendiculairec en O au diameétre AOAX’ du

. PSS P
cercle circonscrit, et 'ona OAO, = = —§, dans le sens

direct & partir de AO. ‘

Le cercle O, coupe AB et \C en B, et C, : toute
droite A(6) relative & ABC, § conservant la méme
valeur, est unec droite de Simson relative a \B,(C,,
et réciproquement; M parcourant le cercle O,
A(4) enveloppe donc une H, tangente a \B,. \C,,
By C,, tangente par suite aux trois ¢1és du triangle
priminif ABGC, ce qu’on pouvait voir de suite. AX, BY,
CZ, qui sont des A(H) particuliéres, sont tangentes
a cette Hy, et U'on peut vérifier que B, G, est perpendi-
culaire & \X. Le triangle \B,C, est un triangle T
pour Uenceloppe de A(H): ces résultats s’appliquent
quand § est obtus.

Toute H, peut étre considérée, inversement,
comme ’enveloppe des droites A(8) relatives a un
triangle quelconque qui lui est circonscrit; une
tangenie arbitraire, autre que les cétés du triangle,
détermine 0.

Il résulte de la que quatre tangentes déterminent
une Hj.

23. Les troisitmes tangentes issues des sommets
de ABC érant AX, BY, CZ, le triangle A'B'C’ qu’elles
forment a ses angles égaux & ceux de ABC. d'ou ce
théoréme : S¢ des sommets d’un triangle circonscrit
a une Hyon méne les autres tangentes, leurs angles
avec les co1és opposés ont une méme valeur 4, et for-

ment un triangle semblable au premier.
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Le rapport de similitude du second triangle A’B'C’
au premier ABC vaut 2cosf; 'orthocentre du premier
est le centre du cercle circonscrit au second; les pro-
jections des cotés du premier sur les cOtés correspon-
dants du second sont égales a la moitié de ceux-ci.

Ce théoréme, qui permettrait de retrouver celui du
n® 3, a été établi autrement par M. G. Humbert,
qui a appelé A'B'C' le triangle déricé du premier, et
a démontré d’inléressantes propriétés des triangles
dérivés successifs d’un triangle donné (Nour. Ann.,
1893).

Nous nommerons triangle T(f) d’une H; tout
triangle circonscrit pour lequel cette courbe est'enve-
loppe des droites A(4) : la somme des angles des cotés
d’un tel 1mangle, avec la tangente U'U a la courbe en

un de ses sommets, est égale a <: — ‘J), a hw prés; et
2
véciproquement tout triangle circonscrit pour lequel

cctle somme vaut (Z)‘ — 9) est un triangle T(8).
2

i étant donné, un point A intérieur a une Hy est un
sommet de trois triangles T(4); les cOtés opposés a ce
sommet forment un triangle T (390).

24. Points de contact des cotés de ABC avec Uenve-
loppe de A(§). — La corde CP étant paralléle a BY,
et \, étant la projection de P sur BC, faite paralléle-
ment & AX, la droite A(§) de P est BC qui touche
Ienveloppe en A,; les triangles semblables PA,C
ct PAB, PA, B et PAC, donnent

A PC \ B _PB

AB  PA’ aC T PA’
dot

ﬁ AC PB bsin(b—C)

\,C AB PC ~ rsin(0+B)’
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a, b, ¢ désignant les cotés du triangle; on s’assure que
y Oy g ) q

A B bsin(6—C)

A,C  csin(6+B)

B, et G, étant les points de contact de CA et AB,
pour que AA,, BB, CC, concourent, il faul et il suffit

que
sin( —C)sin(0 —A)sin(6—B)

sn(BB)sin(0—C)sin(6+ %,

ou

(tang® —rangA) (tang ) —tang B) (tangh —tangC) .
(tang 0 = tang A) (tang O + tang B) (tangh + tangC) ~ ’

relation vérifiée seulement pour 9:{;: pour que A\,
BB, CC, concourent, il faut et il suffit que ABC soit
un triangle T.

Un calcul simple montre que, pour que \,, B, C,
soient en ligne droite, il faut et il suffit que

1
Li ) = —_——_—
e \/ cosA cosB cos(.’

d’oli I'on conclut que les tangentes a une Hy en trois
points en ligne droite forment un triangle obtus-
angle.

Remarquons que si A, est le deuxiéme point ot P\,
coupe le cercle O, AA, \, X est un parallélogramme,
d’ou la construction immédiate de A, si f est connu,
ou de l'angle § si \, est donné.

25. La droite BC coupe I'enveloppe des droites A(9)
aux points G et G’ (21); GG’ étant une corde tangente
est égale a 47, r rayon du cercle tritangent a I’hypocy-
cloide; par suite : R = 27 sinf est la relation qui lie r,
4 et le rayon R du cercle circonscrit & un triangle

quelconque T ().
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Le milieu @' de GG/, projection de O sir BC faite
parallelement & \X, appartient au cercle tritangent ©;
de méme les points 4 et ¢/, projections de O sur CA
et AB, faites parallelement & BY et a (7.

Le wiangle @’'0'c’y dont les cotés sont perpendicu-
laires & \X. BY, CZ (3), peut sc déduire du
triangle \'B'C’ ayant ses sommets aux milieux des
colés de ABC, par une homothétic et une rota-
tion (;—-9) dans le sens inverse. opposé au sens
de §; a'b' ¢’ est semblable & A'B/C', dan- le rapport

ov =3 (fig- 7).

Le centre o de Uhypocycloide, centre du cercle
a'b' ¢’ est homologue, dans la transformation ci-dessus,

du centre Q du cercle V'B'C'; wQO est rectangle
en Q; wO fait avec Q. dans le sens direct, Pangle 8,
Ow

1
et D0 " sinb’

Comnre Q est le milieu de OH, on a
aussi WO =wH. On peut énoncer lc¢ théoréme sui-
vanl @ Les milieux des cordes d’une W, qui forment
un triangle 'T(8) sont les sommets " un iriangle

. I .
.'(’"lb C " er S K¢ ' ———,
s lable au premier, dans le rappo b et qui
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a ses cotés perpendiculaires aux cotés du triangle
dérivé du premier. Le centre de la courbe est équi-
distant de Uorthocentre H du triangle donné et du
centre O du cercle circonscrit.

On en conclut que le lieu des centres des Hy tan-
gentes aux cétés d’un triangle est la perpendicu-
laire ¢ OH en son milieu.

26. Soit un triangle T(8), ABC, le rayon R du cercle
circonscrit est égal en valeur absolue & 27 coss, o dési-
gnant la somme des angles de ses cotés avee U'LU:
si \'B'C’ est le wiangle circonserit T(4") dont les cotés
sont perpendiculaires & ceux du premier, on a pour
ce triangle o’ : -5 ?—:, le rayon R’ du cercle circonscrit
est ¢gal en valear absolue & 27 sins; par conséquent

R2+ R2= f,2.

Appelant o, 3, v et 2, /.« les angles avee U'U des

cotés des deux triangles, nous avons

donc, d'aprés le théoréme de Laguerre (3), les som-
mets A et A’ sont sur une méme langente : si deux
triangles circonscrits ont leurs ciotés respectivement
perpendiculaires, ils ont le méme triangle dérivé.
et la somme des carrés des ravons des cercles cir-
conscrils est égale a 4.

M. Humbert montre que les deux premiers triangles
seuls admeitent le troisi¢me pour triangle dérivé (Nouv.
Ann.. 1893); ajoutons quils ont /e méme ortho-
centre H. centre du cercle circonscril i leur triangle
dérivé commun, et que les centres O et O' de leurs
cercles circonscrits sont symélriques par rapport au
cenire v de Uhypocycloide; car WO =00 = wH,
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/\ /\\
et HoO =20, HoO' == — 26, ces angles étant de
sens contraires.,

27. Voici d'autres propriétés faciles a déduire de ce
qui précéde, et que nous nous bornerons a énoncer :

Parmi les iriangles T(4) d’une Hj, il en est trois,
égaux entre eux, qui sont semblables 4 un triangle
donné.

Nous avons vu que tout triangle T(6) est inscrit
dans un cercle de rayon R =2rsinf; les triangles
formés parles troisiémes tangentes issues des sommets
@’un triangle T(0) d'une part, par les langentes
adjointes de ses cotés d'aulre part. sont des triangles
T(=— 20), par suite inscrits dans des cercles dont les
ravons sont égaux ala valeur absolue R/ de 27 sin 2.
Le second de ces triangles est semblable au triangle
formé par les tangentes menées au cercle circonscrit
au triangle T(%) donné, en ses sommets, et ses codtés
font avee les tangentes correspondantes un angle égal
ah.

Les normales aux points de contact des cotés du pre-
mier triangle donné T () forment un triangle T Z; + 9)
pour la développée de Phypocycloide, le rayon R” du
cercle circonserita ce triangle est égal en valeur absolue
a 02 cosh.

R, R, R”, r sont liés par les relations

9R2— R"2 =362 RR”=3R'r.

Les teiangles T sont les triangles circonscrits 4

une Hy qui sont inscrits dans les plus grands cercles:

pour ces triangles
* 4
R'=R"=o.

De toutes les H, tangentes aux cotés d'un triangle,



(79)

la plus petite, c’est-a-dire celle pour laquelle le cercle
inscrit est le plus petit, est 'enveloppe des droites de
Simson du triangle. Les autres sont égales deux & deux,
les centres de deux H, égales sont symétriques par
rapport a la droite d’Euler du triangle, et les points ou
elles touchent un méme c6té symétriques par rapport
au point de contact de ce cOté avec I’hypocycloide
minitma.

S1 deux sommets d'un triangle T(4) ont le méme
point adjoint (18), on a §= 7—: et le triangle est un
triangle T. )

Le rayon R du cercle circonscrit au triangle T'(H)
formé par trois tangentes «, 3.~ ayant la valeur absolue
de 2rsinf. ou 2arcos(a 4+ 2 + v), cette valeur absolue

devient celle de 27rcos3a, st a=73=~; or, il est

facile de voir que la limite de ce rayon R est alors
le (uart du rayon de courbure, et 'on retrouve, pour
ce rayon de courbure, I'expression résultant de la
construction connue (7).

Des expressions des cOtés et des angles d’un
triangle T (). et des grandeurs qui s’y rattachent, en
fonction de r. =2, 3, v, on déduirait d'autres proposi-
tions.

28. Conservant les notations habituelles, nous avons
—2
O — R2(1—-8cosAcosBcosC),

R = arsinf:
d'ou

on = ry1—8cos A cosBeosC.

w0 =wH = —— =
2 sinl)

Donc les centres (les cercles circonscrits et les
orthocentres des triangles semblables entre eu.r, ct
circonserils ¢ une Hy, sont sur une méme circonfé-
rence de centre .
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“Les triangles dérivés successifs de chacun de ces
triangles fout partie de cel ensemblc de triangles sem-
blables; mais en général de denx triangles semblables,
Pun n’est pas un des dérivés de lauire; si en effet
s désigne la somme des angles avee U'U des c6tés d'un
triangle T'(6)

_

(=]
<

Pour les triangles dérivés successifs, les sommes
analogues sont

ke

-._~)0, 7 = — 40, ey

B »
de sorte que, pour que de deuy triangles semblables ()
et T(4)) le second soit Pun des dérivés du premier, il
faut ctil sultit que 4,=(— 2)"4. n entier.

29. Lnceloppe des cercles inscrits dans les Hy tan-
ventes a trots drottes. — Tracons le cercle Owll qui
tal 5
coupe en M le cercle ¢’ b'¢" inscrit dans Phypocycloide

Fig. 8.

de centre w (23) inscrite au triangle ( fig. 8); le

théoreme de Prolémée donne

wO(MH — MO)= Mw x OH,

ou
00 R
S M= MO = e < O,
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ou
MH + MO = R.

. . Pt

Comme Mo est bissectrice de HMO, le cercle a'd' ¢’
touche en M lellipse de foyers H et O, et dont 'axe
focal égale R, c'est-a-dire ('ellipse d’Euler du
triangle, qui estainsi'enveloppe des cercles w inscrits
dans les H; tangentes aux cotés du triangle. Ce
théoréme a été obtenu autrement, ainsi que P'égalité
de @O et oH, par M. Bickart (Revue de Mathéma-
tiques spéciales, 19o8).

On en conclut que /les ellipses d’Euler des quatre
triangles formés par quatre droites sont bitan-
gentes a un méme cercle, qui a son centre sur leur
axe non focal, le cercle inscrit dans I'hypocycloide
langente aux quatre droites. (A suivre.)



