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[M'5b]

SIR LIIYPOCYCLOibE A TROIS REBROUSSEMENTS;
PAR M. J. LEM4IRE.

Professeur au Lycée Condorcet.

1. Nous nous proposons d'étudier rhypocjxloïde
à trois rebroussements par des procédés élémentaires,
en développant seulement les propriétés et démonstra-
tions que nous croyons nouvelles.

Sur un cercle fixe w, de rayon r, soit A un point
fixe; deux points mobiles B et C, partant de A simul-
tanément, se déplacent sur le cercle d'un mouvement
uniforme, le premier dans le sens direct, l'autre dans
le sens inverse, la vitesse du second étant double de
celle du premier : l'enveloppe (H) de la droite BC
est une hypocycloïde à trois rebroussements.

Si m est le point commun à deux positions voi-
sines BG et B'C' de la droite mobile, le triangle B'Cm
est isoscèle : la limite de //z, quand B/C/ vient coïncider
avec BG, est donc le point symétrique de C par rap-
port à B : la droite BC touche son enveloppe au
point M symétrique de C par rapport à B {Jig. i).

Adoptant les unités d'arc et d'angle de la Trigono-
métrie, nous désignerons par 20 la mesure de l'arc AB;
faisant croître cp de zéro à TC, nous obtiendrons (H) par
points et tangentes : c'est une courbe fermée tangente
au cercle u> en A, A,, A2, sommets d'un triangle équi-
latéral; wÀ, Ü)A1? toA2 sont des axes de symétrie et
des tangentes de rebroussement, les points de rebrous-
sement étant à une distance 3r de co. Le point a>, centre

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIII. (Février 1913.) 4



5o

ternaire, sera dit le centre de la courbe; le cercle
donné, le cercle inscrit ou le cercle tri tangent à l'hjpo-
cycloïde; ces courbes ont leurs convexités opposées.

L'hypocjcloïde n'a pas de point double ordinaire; la
partie du plan qu'elle limite, et qui contient son centre,
est dite région intérieure; toutes les H3 (cette notation
désignant toute hjpocjcloïde à trois rebroussements)
sont des courbes semblables.

Dans la définition de (H), on peut remplacer la posi-
tion initiale de la droite mobile, c'est-à-dire la tan-
gente U'U en A au cercle co, par une autre de ses posi-
tions, c'est-à-dire par une corde quelconque.

La courbe est aussi l'enveloppe des droites sur
lesquelles U'U et coA déterminent des segments
ayant leurs milieux sur le cercle; dans cette défini-
tion, on peut substituer à U'U et wA deux sécantes
rectangulaires BC et CY se coupant sur le cercle; la
courbe est tangente à ces sécantes aux points M et N
symétriques de C par rapport aux seconds points où
elles coupent le cercle.
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2. Classe et degré de (H). — 11 est manifeste que
la droite mobile passe successivement, au moins une
fois, par tout point du plan ; soient BC l'une de ses posi-
tions quand elle passe par un point déterminé P, CYla
perpendiculaire en C à cette droite (fig 2 ) ; par P

Fig. 2.

passent autant de tangentes à (H) que de droites sur
lesquelles CY et BC interceptent un segment ayant son
milieu sur le cercle w : ces droites s'obtiennent en
joignant P aux points où la perpendiculaire à CP en
son milieu coupe w; il existe donc, outre PBC, au plus
deux autres tangentes PB'C' et PB'C", à (H), issues
de P. D'ailleurs, toute tangente PBC faisant avec AB
et U'U un triangle isoscèle ayant sa base sur LFU, on
peut mener une tangente, et une seule, ayant une direc-
tion donnée. Par conséquent (H) est une courbe de
troisième classe, bitangente à la droite de Vinfini.

Elle coupe la droite BC aux points pour lesquels les
deux tangentes autres que BC coïncident, et en ces



( 52 )

points seulement, c'est-à-dire aux points E et E' symé-
triques de C par rapport aux traces D et D', sur BC,
des tangentes à co perpendiculaires à BC; si d et dl
sont les points où ces tangentes touchent le cercle, les
tangentes à (H) en E et E' sont Ed et E'd1 ; elles sont
rectangulaires et se coupent en Q sur le cercle co et
sur CY.

Nous voyons que, des tangentes issues de Q, deux
sont perpendiculaires; comme il n'existe qu'une seule
tangente perpendiculaire à une tangente donnée, le
cercle co est le lieu des sommets des angles droits
circonscrits à (H).

Nous pouvons ainsi énoncer ce théorème : Toute
corde EE' tangente à (H) est égale à 4r? son milieu
est sur le cercle co, à égale distance de son point de
contact M et du second point C où elle coupe le
cercle ; les tangentes en E et E' sont rectangulaires,
et se coupent en un point Q de co; QC est perpendi-
culaire à EE'; et touche (H) en N, symétrique de C
par rapport à Q. La droite MN, joignant les points
de contact de deux tangentes rectangulaires, est tan-
genle à (H).

Les normales à (H) en M, E et E' se coupent au point
symétrique de Q par rapport à B, c'est-à-dire sur le
cercle des rebroussements.

Il existe une noî male à (H), et une seule, parallèle
à une tangente donnée CBM : c'est la normale en N;
elle est inversement homothétique de la tangente par
rapport à co, le rapport d'homothétie étant 3. La déve-
loppée de (H) est donc une H3 inversement homo-
thétique de (H), par rapport à co, dans ce même
rapport.

Si coM coupe en v la normale en N, v est le centre de
courbure en N, et l'on verrait très aisément que le rayon
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de courbure Nv vaut huit fois la distance de o> à la
tangente en N; nous trouverons autrement ces résul-
tats.

Toute tangente à (H) coupant la courbe en deux
points, Vhypocycloïde est du quatrième degréy

comme il résulte de la formule de Cayley

3/ra-j-£*= 3 n -f- ry

où m désigne le degré, n la classe, i le nombre des
tangentes stalionnaires, r celui des points de rebrous-
sement.

3. Voici d'autres conséquences de la figure i : B'
et B" étant les milieux des deux tangentes PB'C'
et PB^C/;, nous pouvons dire que si trois cordes tan-
gentes passent en un même point P, chacune dyelles
est perpendiculaire à la droite qui joint les milieux
des deux autres.

Le cercle PB'B';, symétrique du cercle to par rapport
à B'B", lui est égal; donc le cercle qui passe aux mi-
lieux de deux cordes tangentes et en leur point
commun est égal au cercle inscrit dans (H).

Si P se déplace de manière que l'angle B'PB" de deux
tangentes issues de ce point conserve une valeur
constante, C symétrique de P par rapport à B'B", res-
tant sur le cercle, B'B" reste constant, d'où ce théorème :
Si un angle de grandeur constante se déplace en
syappuyant par ses deux côtés sur une H3, la droite
qui joint les milieux des cordes déterminées par la
courbe sur les cotés a une longueur constante, le
centre du cercle passant au point commun aux
cordes et en leurs milieux décrit un cercle de
centre co. La distance des points où les côtés de l'angle
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sont coupés par les tangentes qui leur sont respective-
ment perpendiculaires est aussi constante.

Supposons {fig* 2) que P se déplace sur la tan-

gente CB, la bissectrice de l'angle B'CB" reste fixe,
celle de B'PB", symétrique de la précédente par rapport
à B'B", conserve donc une direclion invariable. Ainsi,
les deux tangentes à une H3, issues d'un point mo-
bile d'une tangente fixe, et autres que celle-ci, font
des angles dont les bissectrices ont des directions
fixes ; ces directions sont celles des tangentes aux points
où la tangente fixe coupe la courbe. On en conclut que
la somme des angles de ces tangentes variables avec la
tangente fixe est constante, puis que la somme des
angles de ces trois tangentes avec une droite fixe est
constante.

On étend de suite le théorème au cas où le point se
déplace arbitrairement, et l'on a celte importante pro-
position :

La somme des angles que font avec une droite
fixe les trois tangentes issues d'un point quelconque
est constante,

M. G. Humbert a déduit celte propriété d'un
théorème sur les courbes ayant tous leurs foyers
à l'infini, et en a tiré d'intéressantes conséquences
(Nouv. Ann., 1893).

Si la droite fixe est la tangente U'U au sommet A
de rhypocycloïde, et „si nous appelons a, j3, y les angles
des trois tangentes issues d'un point quelconque avec
la direction U'U? nous trouverons, en considérant une
position particulière du point, A par exemple,



( 55 )

le signe == voulant dire : égale à kiz près (k entier).
Sous cette forme, le théorème avait été énoncé par

Laguerre (JVouv. Ann., 1870); sa réciproque est
vraie.

4. Tout point d'une H3 et la tangente en ce point
sont déterminés par l'angle que fait cetle tangente avec
la tangente U'U en un sommet; nous pourrons dési-
gner par la notation cp la tangente correspondant
à l'angle o, que nous pourrons supposer compris
entre zéro et TZ.

Nous appellerons tangente adjointe à une tangente
donnée a la tangente a', différente de a, issue du point
de contact de celle-ci ; a et a' sont liés par la relation

(1) 2 a - h a ' = - .

Si trois tangentes a, j3, y ont un point commun P,
leurs tangentes adjointes a', {3', y' ont aussi un point
commun P'; cette propriété, commune à toutes les
courbes de troisième classe, peut s'établir comme il
suit : par hypothèse, on a

d'où

2 a -f- a' = 1 p -f- P' = 1 y -T- Y' == - ,

par suite, à cause de la réciproque du théorème de
Laguerre, les tangentes a', Q\ y! concourent.

Nous verrons plus tard comment P' se déduit géomé-
triquement de P.

De la relation (1) résulte que la tangente a' adjointe

à la tangente a, l'est aussi à la tangente fa + 7 ) per-
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pendiculaire à a; on retrouve que les tangentes aux
extrémilés d'une corde tangente sont reclangulaires;
on retrouverait aussi que la troisième tangente issue
du point commun à ces tangentes rectangulaires est
perpendiculaire à la corde; mais nous verrons plus loin
d'autres applications du théorème de Laguerre.

o. Revenant à la figure 2, nous observons que le
cercle GJ, passant au pied C d'une hauteur du
triangle PFG et aux milieux B/ et B;/ de deux côtés,
est le cercle des neuf points de ce triangle formé par
la tangente CY et les deux tangentes autres que BC
issues de P; le rayon du cercle O circonscrit à ce
triangle é^ale 'ir\ les autres hauteurs F G7 et GC; sont
aus^i tangentes à l'Inpocvcloïde (2); soit H leur point
commun.

Les points de contact, avec (H), des côlés, étant les
symétriques de C, C', (7 par rapport à Q, B' et B" res-
pectivement, les normales en ces points concourent au
point K symétrique de H par rapport au centre O du
cercle circonscrit au triangle, c'est-à-dire donné
par (o Iv = — 3 wH.

Nous étudierons plus loin les triangles circonscrits
tels que PFG et nous verrons en particulier que l'hy-
pocycloïde est l'enveloppe des droites de Simson pour
chacun d'eux.

6. Génération de (H) par roulement d1 un cercle.
— Traçons le cercle O tangent en B au cercle o> et égal
à ce cercle (Jig. 3), il passe en M; soit S le cercle de
centre OJ, de rayon 3r , qui touche O en [3 sur coBO>
et coupe coA en a; soit, dans le sens direct, R le point

de S tel que : mesure de a R = -» R est un point de



rebroussement de (H). Nous pouvons supposer Q < ^

œ désignant la moitié de la mesure de l'arc AB, et nous

avons
mesure de pR = - mesure de jfîvï = 2cp.

Ces arcs sont donc équivalents, et si le cercle O
roule sur le cercle S de manière que le point de contact,

g. 3.

d'abord en R, se déplace vers a, dans le sens inverse,
le point de O primitivement en R décrit l'hypoc)-
cloide (H), de R vers M.

Considérant de même le cercle O' de rayon ir tan-
gent intérieurement en C au cercle co et touchant S
en y, nous verrions que ce cercle passe en M, que les
points p, M, y sont en ligne droite, et que les arcs yM
et yR sont équivalents et ont une longueur double de
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celle des arcs j3M et [3R; si le cercle O' roule sur S
de manière que le point de contact, d'abord en R? se
déplace sur S dans le sens direct, le point de O' primi-
tivement en R décrit aussi la courbe (H), de R vers M.
Le diamètre IMO'M' enveloppe cette courbe, et le
point M' la décrit.

7. Développée de (H). — L'arc Ry étant double de
l'arc R(3, la droite (3y, normale à (H) en M, enveloppe
une H3 touchant en R le cercle S et tritangente à ce
cercle; le centre de courbure JJL de (H) en M est symé-
trique de y par rapport à [3; et si toE est la distance
de co à la tangente CBM en M, la figure 3 donne

= pM -+- Pfx = ,3 M

M y

Ainsi le point M<ie(H) et le centre de courbure \L
en ce point sont conjugués par rapport au cercle des
rebroussements S ; le rayon de courbure vaut huit fois
la distance de IÙ à la tangente en M.) la développée
est une H3 tangente à 2 aux points de rebrousse-
ment de (H), c'est-à-dire inversement homothétique
de (H) par rapport à co, le rapport d'homothétie
étant 3.

8. Aire de (H). — m désignant le point commun
aux deux positions infiniment voisines BC et B/G/ de
la droite mobile qui enveloppe (H), nous pouvons
écrire (Jîg* i ) , aux infiniment petits d'ordre supé-
rieur près,

aire mBB'= -aire niGG'= -aire BB'C'C.
4 3

Si donc B4 est le point du cercle co tel que AB4 = ~ ?
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et R le point de rebroussement de (H) correspondant

aire A B 1 R = ^ ,

d'où il suit que Vaire de la courbe est double de Vaire
du cercle inscrit.

Longueur de (H). — Soient 2<p et 2(cp-f-Açp) les
mesures des arcs AB et AB', <p pouvant être sup-
posé < ^, et Acp > o; D, D' les traces de BG et B'C'
sur U'U, M et M' les points de contact de ces tan-
gentes {fig. i), m leur point commun; on a sans
peine

B D < B M < B o i ; et B'D'< B'm < B'M',

ce qui montre que la convexité de la courbe est bien
opposée à celle du cercle, et l'on obtient

mM = l\r sinAcp cos(3cp -+- Acp),
' = ^r sinAcp cos(39 -f- 2Acp),

= mMf aux infiniment petits du second ordre
près, et Ton a avec la même approximation

arc MM'= 1 m M = 8 r sinAcp cos(3cp H- Acp),
d'où

X g r

cos 3 cp <fcp = —- •
3

La longueur de la courbe (H) est donc égale
à i6/\

Autrement : si R' est le centre de courbure en A,
comme le rayon de courbure en R est nul, l'arc RR' de
la développée équivaut au rayon de courbure en A,
c'est-à-dire à 8r, et Tare AR de (H), qui vaut le tiers
du précédent, a pour longueur — •
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9. Parabole osculatrice. — Une parabole et une H3

ont six tangentes communes, la droite de l'infini
comptant pour deux; la parabole osculatrice en M
est la parabole II pour laquelle les tangentes com-
munes à distance finie coïncident avec la tangente
à (H) en M; elle est la limite de la parabole II' tan-
gente en M et M' à mM et mW (Jig. i); la mé-
diane m h de m MM'donne la direction des diamètres
de II'; posant

a' = L m M',

nous avons
sina' m M
sina m M'

d'où nous déduisons, en tenant compte des expressions
de mM, m M' (8),

/ 3Acp\ Acp
= tang ( 3cf H I tang — ,

ou, en remarquant que
a •+- a ' ir A<ir Acp

= — >
a 1 1

tang — - — = tang f 3 <p H — ^ J >

d'où

l i m = 3̂ > 4 - XTTX ( ^ e n t i e r )

et facilement
lim a == 3 9.

2 T

Nous concluons de là que le diamètre MZ rfe II est
parallèle à coC. Construisons la directrice : cette
parabole a\ant même centre de courbure JJL que (H)



au point M, si nous prolongeons tuM d'une lon-

gueur M[A' = ^ (fig, 4), u'est sur la directrice de II.

Fig. 4.

Comme MJJL / =4 W E, Q>E distance de OJ à la tan-
gente MBC, JJI' est sur Cw; la directrice A est la per-
pendiculaire en ce point à Cco.

Si CM, est la tangente à (H) perpendiculaire à CM,
Ja projection F de pi' sur MM, est le point où cette
droite touche (H); u' est le point de concours des
normales en M, M, et F.

La tangente en M à II coupant la directrice en G,
et MM, étant symétrique du diamètre MZ par rapport
à la tangente, le foyer de II est la projection F' de G
sur MM,.

pfF et GF' sont parallèles à la médiane du triangle
rectangle fx'MG issue de M, donc MF'= MF, et l'on a
ce théorème énoncé par Laguerre (/Vouv.Ann., 1870) :
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Si F est le point où une H3 est touchée par la tan-
gente adjointe à la tangente en M, le symétrique F'
de F par rapport à M est le foyer de la parabole
qui a en M. un contact du troisième ordre avec Vhy-
pocycloïde.

Nous venons de voir aussi que ce foyer F' est la
projection, sur la tangente MF, du milieu JJI" du
rayon de courbure ; le symétrique de ce milieu,
par rapport à M, est sur le cercle des rebrousse-
ment s S, et la tangente en ce point à ce cercle est la
directrice de la parabole.

Enonçons aussi ces propriétés faciles à obtenir :
les paraboles osculatrices aux extrémités dune
corde tangente ont même directrice; leur corde
commune touche V hypocycloïde ; la distance de
leurs foyers est égale à 8/*; ces foyers et celui de
la parabole osculatrice au point de contact F de
la corde déterminenti un cercle qui passe au
deuxième point où Vautre tangente issue de F
coupe Uhypocycloïde.

HYPOCYCLOIDE A TROIS REBROUSSEMENTS CONSIDÉRÉE

COMME EN>ELOPPE DES DROITES DE SlMSON D'UN TRIANGLE.

10. Soit M un point du cercle O circonscrit à un
triangle ABC; a, J3, y ses projections sur les côtés ; A la
droite qui joint ces points; H l'orthocentre du triangle,
A', B', G les milieux des côtés ; D, E, F les pieds des
hauteurs; le milieu N de HM est sur A; il est aussi le
milieu du segment aa" déterminé sur A par BC et la
hauteur correspondante, et des segments analogues ffl"
et YY". Ce point N est sur le cercle des neuf points,
dont nous appellerons w le centre.

Réciproquement, la droite qui passe en N, et qui
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coupe BC et AD en des points équidistants de N, étant
unique, est aav, c'est-à-dire la droite de Simson rela-
tive à M; nous sommes ramenés à un mode de généra-
tion de rhjpocjcloïde (1) : A enveloppe une H3 tri-
tangente au cercle des neuf points du triangle.

Cette courbe touche les côtés et les hauteurs du
triangle : les côtés aux points A,, B1? C4, symétriques
des pieds des hauteurs par rapport aux milieux des
côtés auxquels ils appartiennent; les hauteurs aux
points Aj, Bj, Gj symétriques des pieds des hauteurs
par rapport aux milieux a, b7c de HA, HB, HC {fig- 5).

Fig. 5.

A{ A'l5 parallèle à A'a et à OA, est tangente à l'hypo-
cycloïde ; de même B< B\ et C, G7,.

Les sommets de l'hypocycloïde, c'est-à-dire les points
où elle touche le cercle des neuf points du triangle,
sont les points situés au tiers des arcs A'D, 13'E, C;F,
à partir des milieux des côtés.

11. Une H3 quelconque peut d une infinité de ma-
nières être considérée comme Venveloppe des droites
de Simson d'un triangle : soit en effet une hypocy-
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cloïde (H), considérons un triangle quelconque ayant
un cercle des neuf points égal au cercle inscrit dans (H);
l'enveloppe des droites de Simson de ce triangle est
une H3 égale à (H); si l'on fait coïncider ces deux
courbes, le triangle auxiliaire devient un triangle cir-
conscrit à (H), dont cette hypocycloïde est précisé-
ment l'enveloppe des droites de Simson. Nous appelle-
rons ces triangles les triangles T de l'hypocycloïde (H) :
leurs cercles circonscrits sont tous égaux, leurs côtés
et leurs hauteurs sont tangents à (H), ils ont tous
pour cercle des neuf points le cercle tritangent
à (H).

Ce mode de génération permettrait de retrouver les
propriétés principales de l'hypocycloïde; en particu-
lier, on verrait que la somme des angles que font,
avec un côté BC d'un triangle, les deux droites de
Simson passant par un point de ce côté, est indépen-
dante de ce point, d'où l'on déduirait le théorème
de M. G. Humbert (3).

12. Une H3 tangente aux côtés et à une hauteur KO
d'un triangle ABC touche les deux autres hauteurs,
et le triangle est pour cette courbe un triangle T :
Si BE' est la troisième tangente issue de B, on a,
d'après le théorème de M. Humbert, CK étant le pro-
longement de BC,

d'où
AGX — ABX -+- ADX ~ ABC

/ \ T.
EBX---G,

2

À, B, C désignant les mesures en radians des angles
du triangle. Donc BE' coïncide avec la hauteur BE,
et l'hypocycloïde est bien tangente aux deux autres
hauteurs du triangle.



L'enveloppe des droites de Simson de ABC a alors
même cercle inscrit que cette H3, car celui de celte
courbe passe en D, E, F, sommets d'angles droits
circonscrits, mêmes points de contact avec les côtés
€t avec le cercle inscrit; cetle enveloppe coïncide donc
<i\ec Ja courbe donnée, pour laquelle ABC est bien
alors un triangle ï : ainsi tout triangle circonscrit
à une II;,, dont une. hauteur touche la courbe, est un
triangle T; nous avons déjà rencontré de tels
triangles (o).

Il suffit donc, pour obtenir un triangle T, de mener
d'un point trois tangentes à Fliypocycloïde et d'ad-
joindre à deux dVnlre elles la tangente perpendiculaire
à la troisième; il existe trois triangles T : VBC, ABH,
VCH, a\;int un sommet en K. Si A est intérieur au

cercle tritangent, ces troi* Irianglcs sont obtusangles:
s i ! est extérieur, un est acutangle ; s'il est sur le cercle,
<lcux des triangles se réduisent à des segments de droite,
ft le troisième, qui est rectangle, a ses sommets autres
que A sur la courbe.

On peut encore observer qu'un triangle T est acu-
tangle, rectangle ou oblusaiigle, suivant que son orlho-
venlre H est intérieur au cercle circonscrit O, est sur ce
cercle ou extérieur, c'est-à-dire suivant que OH -27',
r désignant le rayon du cercle o_> inscrit dans l'hypo-
<vcloïdo; ou suivant (pie Oto^r, c'est-à-dire suivant
que le centre du cercle circonscrit au triangle T
est intérieur au cercle inscrit dans Vhypocycloïde,
est sur ce cercle ou extérieur.

Du théorème de Laguerre (3) et de ce qui précède

il résulte que :

Pour que trois tangentes a, jï, y forment un
triangle T, il faut et il suffit que a-f^4-*; = <>
(à /ÏK près, k entier).

-4a/?. de MathémaL., \e série, t. \ I I I . (Février 1913.) D



13. Si un point A se déplace sur une tangente
fixe AD, les deux autres tangentes issues de A forment
avec la tangente X'DX perpendiculaire à AD (fig. 5)
un triangle T,dont le côté BC a son milieu A' fixe sur
le cercle OJ inscrit dans l'hypocycloïde, puisque to e^t
le cercle des neuf points de ABC. AO, parallèle à aw,

a une direction fixe; comme BAD = OAC, la bissec-

trice de Vangle BAC, quand A se déplace sur AD,

a une direction invariable.
La considération des triangles ï conduit à une foule

d'autres propriétés, dont nous donnerons les princi-
pales.

J4. Tout point H intérieur à une H3estl'orthocentre
d'un triangle T formé par les tangentes perpendicu-
laires aux tangentes issues du point, et est intérieur au
triangle ayant pour sommets les points de contact des
tangentes; on en conclut que tout cercle de ra\on >. r
ayant s>on centre O à l'intérieur d'une H3 est cir-
conscrit à un triangle T et un seul.

La figure (.")) donne :

IIA', = AIJ, MB', ̂  BU, IIC', = GF,
HA',.BC = HB'1.CA= HC',.ABt

d'où

HA^sinlT, HC, = |{ir,sinC, HA', = HC', sin A', I1B',.

Donc, si d'un point on mène les tangentes à une H.$?

les produits obtenus en multipliant la distance du
point, au point de contact de chaque tangente, par-
le sinus de r angle des deux autres tangentes, sont
égaux.

\o. Les normales à une H3 aux points A,, B,, C,
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où elle touche les côtés dun triangle T concou-

rent en K, point de Ho>O tel que OK =—OH r

ou t o K = — 3 t o H ; nous établirons plus loin la réci-
proque.

De même les normales aux points A f, B^, C4 où la
courbe touche le côté BC, et les hauteurs BE et CF r

concourent au point K' de toA tel que wK' = — 3wA r

car HBC esl un triangle T ayant A pour orthocentre.
K/' et ¥J" désignant les deux autres points analogues,,
le triangle K'K/'K^esl inversement honiolhélique, dans
le rapport 3, du triangle \BC, par rapport au centre (•>
de l'hjpocycloïde; K est Porthocentre de ce triangle-

Le centre de gravité G de VBG esl sur HO, et Ton
a wH = — 3(oG, de sorte que H est le centre de gra-
vité de K/K"K/". On a donc ce théorème :

Si dun point H on mène les tangentes ù une H.{,
les normales aux points de contact forment un
triangle dont le cercle circonscrit a pour rayon 6/*;
le centre de gravité de ce triangle est le point H;
son orthocentre est le point K de H<o donné par

ôTR = — 30711.

16. Traçons le cercle HB'{ G', qui coupe HV', en c/,,
projection de K/ sur H V1? v\ qui passe en K'; H étant
le centre de gravité de K'K/K/", on a H<7, = — u\\ \\ ;
et puisque K'a{ esl parallèle à iv" K//r, le faisceau
( K V / I H B J G J est harmonique; de là ce théorème
énoncé par Laguerre ( \om\ Ann., 1870) : Si d'un
point H on mène à une H, trois tangentes dont les
points de contact sont A'1? B',, C p et si sur H\\ on
prend a, tel que H<7,—— 2H V',, les points aK, H,
B',, G, appartiennent à un cercle qu'ils divisent
harmonique ment.
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Ce théorème, qu'on pouvait déduire de la propriété
«tablie au n° 14, permet de construire une H3 tan-
gente à deux droites données en deux points donnés.
Il montre aussi que les points de contact des tan-
gentes réelles issues d'un point ne peuvent être en
ligne droite.

Concevons que H soit sur la courbe, deux des points
de contact, 13', el C', par exemple, coïncident avec H,
le cercle HB^C, devient le cercle décrit sur le rayon
de courbure en H comme diamètre; ce cercle in 1er-
cepte, d'après le théorème ci-dessus, sur H \ \ la
corde Ha, telle que l i a t = — a H V , ; nous retrouvons
ainsi que le cercle de courbure et) II détermine, sur
la deuxième tangente issue de H, une corde qua-
druple de H Vt et de sens contraire (9).

17. La ligure 5 donne encore

HB', _ BE __ A_B __ sn.i;
11(7, " CF ~ AC ~ sinB

sinCHD

II Vj est donc le prolongement de la symédiane
de HBJCJ parlant de H : Chaque tangente menée
tïun point à une H:l a une direction opposée à celle
de la symédiane partant de ce point dans le triangle
ayant pour sommets le point donné et les points de
contact des deux (tutres tangentes.

Prenons maintenant sur T1H't el HCj deux point-* B2

et C.» tels que
H B ; H B H C ' H C

Hx\'1, svmédiane pour le triangle H B J C ' J , est médiane
pour HB2C2 ; d'où ce théorème signalé par M. G. Hum-
bert (JYOUV. Ann., i<S()3) : Si sur les trois tan-
gentes issues de H on prend des points A2, B2. i]ly
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tels que HA2.HA4 = HB,.HB; = HC2.HC4, le point H
est le centre de gravité du triangle A2BaC2 .

18. Nous avons déjà vu que les tangentes adjointes
de trois tangentes concourantes ont un point commun :
les tangentes adjointes des tangentes issues de H,
c'est-à-dire A, V'l7 B,B'l7 C< C\ passent donc en un
même point P, que nous appellerons le point adjoint
de H; tout point P est le point adjoint de quatre
points \ , B, C, H, sommets de quatre triangles T.

V, A',, parallèle à O A et à Vwa, est perpendiculaire
à EF, et, V étant le milieu de DA», est symétrique, par
rapport à to, de la hauteur du triangle DEF issue de D;
par suite P est le point symétrique, par rapport à to,
de Vorthocentre de DEF.

Les bissectrices des angles formés par B, PB', et G{ PCj
étant parallèles aux tangentes en A, et Vj, nous avons
cette proposition : les bissectrices des angles formés
par les tangentes issues d^un point P sont paral-
lèles aux côtés et aux hauteurs d'un triangle T
dont les sommets et Vorthocentre ont P pour point
adjoint.

19. Si ajîy est l<i droite de Simson de IM {fig- J)>
le centre O< du cercle Aj3v est le milieu de \M et se
trouve sur le cercle de diamètre A O ; Torlhocenlre H,
de Apy est sur la s\métrique de AO| par rapport à la

bissectrice de \ , * est égal à la \aleur absolue

de 2 c o s \ , coniinç—r; AHH, el A.OO, sont inverse-
ri \J

ment semblables, H, appartient au cercle de dia-
mètre AH dont le centre a est sur le cercle 10; on peut
énoncer ce théorème; : Deux tangentes fixes AB el AC
d* une H s étant coupées par une tangente variable
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en y et [3, /^ //CM df/ centre du cercle Ajây es/ un
cercle égal au cercle tritangent et ayant A O pour
diamètre, O étant le centre du cercle circonscrit
au triangle T, VBC, r/o/?£ deux côtés appartiennent
aux deux premières tangentes. Le lieu de Vortho-
centre de Vpy est le cercle de diamètre AH, H ortho-
centre de \BC; le centre de ce cercle est sur le cercle
tritan gen t.

20. Des propriétés des triangles T, on déduit encore
aisément que les cercles tangents en A à la tan-
gente V V, et passant respectivement aux points de
contact B, et C, des autres tangentes sont égaux;
leur diamètre est «'gai au segment BG déterminé
par VB, et \C , sur la tangente perpendiculaire à AAJ.

Elles permettraient de retrouver la construction du
centre de courbure en un point et de la parabole oscu-
latrice : considérons en eftet un triangle T a}'ant un
angle obtus \ , et touchant BC en V, et AC en M; le
cercle langent en M à \C , et passant en A1? a pour
limite le cercle osculaleur en M quand, la tangente
en M restant lixe, le point C \ient coïncider avec M ;
dans les mêmes conditions la parabole touchant VC
et BC en M et V, devient la parabole qui a en M un
contact du troisième ordre a\ec Thypocjcloïde; celle
remarque conduit sans peine aux résultats connus.

Enfin, en exprimant les divers éléments de la figure 5
en (onction de /• et des angles a, à3, y que font avec U'U
les cotés du triangle ABC, on aurait des formules d'où
l'on déduirait diverses conséquences.

DnOlTKS I)K SlMSOX GÉNÉRALISÉES.

21. Enonçons d'abord les propriétés suivantes ana-
logues à celles des droites de Simson :
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I. VX, BY, CZ étant des droiles c|ui font, avec les

directions BC, CV, VB des côtés d'un triangle, un
même angle 9, compté positivement dans le sens direct
à partir des côtés, les projections a, {3, y, sur les côtés,
parallèlement à ces droites, d'un point AI du cercle
circonscrit O appartiennent à une même droite, que
nous nommerons la droite A(9) du point M; 6 est com-
pris entre zéro et T:.

II. a', J3', y' étant les seconds points où Ma, Mj3, My
coupent la circonférence, les droites Aa', B^ r , C^sonl
parallèles à A(9); donc, 9 étant donné, il existe une
droite A(9), et une seule, de direclion donnée.

III. Les droites relatives à deux points M et M{ font

un angle égal à M VA],; à deux points diamétralement

Fig. 6.

opposés correspondent deux droiles rectangulaires,
dont le poinl commun décrit une circonférence.

IV. Par un point a de BC passent deux droites A(9),
qui coïncident si a vient en G ou G', Iraces sur BC des



tangentes au cercle O parallèles à \ X ; on a

ce iH

R rayon du cercle ( Jig. 6).

V. Ma, Mjï, \ ly font, avec M \ , MB, MC respec-
tivement, des angles ayant même bissectrice.

VI. Ktant donnés un triangle VBC et une lrans\e?-
sale afiy, il existe un point M du cercle circonscrit, et
un seul, pour lequel la droite est une A(9) : il s'obtient
en menant la corde Va' parallèle à la droite, et joi-
gnant a'a; c'est le foyer de la parabole inscrite au
triangle et tangente à la transversale.

22. Enveloppe des droites A(0). — Etant donnés
un triangle YBC et a'iy la droite A(9) relative à un
point M du cercle circonscrit O, // existe un
triangle \ B , C , , ayant ses sommets B, et C, sur \ B
et VC, pour lequel A(6) est une droite de Simso/t
ordinaire; 9 restant constant, ce triangle est inva-
riable quand AI parcourt le cercle O, d'où il suit
qu alors A^O) enveloppe une H3.

Soit M, le point qui se projette en J et •' sur \(Z

et VB (Jio. ()); V^My et V{3M,y étant iiidcrîpliblea,
les points \ , M, M,, [3, y sont sur le cercle de dia-
mètre \ M |

\M . . . A.M, i

Comme de plus M VM, = M|3M, == - — 9 (9 est sup-

posé aigiO, le lieu de M,, quand M parcourt le cercle O,

est un cercle O, obtenu en faisant tourner, dans le sens



direct, d'un angle ( - — 9j , un cercle homothélique

de O, par rapport à A, dans ie rapport ^—^ ; le cenlre O (

esl sur la perpendiculaire en O au diamètre \ O V du

cercle circonscrit, et l'on a O \ O f = — — 9, dans le sens*

direct à partir de AO.
Le cercle O, coupe VB el VC en Bt et Cj : toute

droite A(8) relative à VBC, 9 conservant la même
valeur, esl une droite de Simson relative à VB{C,r

el réciproquement*, M parcourant le cercle O,
A(9) enveloppe donc une H8 tangente à \ B , , VC,r
B,C|, tangente par suite aux trois côtés du triangle
primitif ABC, ce qu'on pouvait \oir de suite. AX, BY,
CZ, qui sont des A(9) particulières, sont tangentes
«'i celte H:J, et Ton peut vérifier que B,C, est perpendi-
culaire à VX. Le triangle VBjC, est un triangle T
pour l enveloppe de A(9) ; ces résultats s 'appliquent

quand 9 e>l obtus .

Toute H3 peut être considérée, inversement,
comme l1 enveloppe des droites A(9) relatives à un
triangle quelconque qui lui est circonscrit; une
tangente arbitraire, autre que les côtés du triangle,
détermine 9.

Il résulte de là que quatre tangentes déterminent
une l i3 .

23. Les troisièmes tangentes issues des sommets
de ABC étant AX, BY, CZ, le triangle A'B'C' qu'elles
forment a ses angles égaux à ceux de ABC. d'où ce
théorème : Si des sommets d'un triangle circonscrit
à une H3 on mène les autres tangentes, leurs angles
avec les cotés opposés ont une même valeur 9, et for-
ment un triangle semblable au premier.
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Le rapport de similitude du second triangle A'B'C'

au premier ABC vaut acos8; l'orlhocentre du premier
est le centre du cercle circonscrit au second; les pro-
jections des côtés du premier sur les côtés correspon-
dants du second sont égales à la moitié de ceux-ci.

Ce théorème, qui permettrait de retrouver celui du
n° 3, a été établi aulrement par M. G. Humbert,
qui a appelé A'B'C' le triangle dérivé du premier, et
a démontré d'intéressantes propriétés des triangles
dérivés successifs d'un triangle donné (^Nouv. A Fin.,
i893).

Nous nommerons triangle T(8) d'une H3 lout
triangle circonscrit pour lequel cette courbe est l'enve-
loppe des droites A(8) : la somme des angles des côtés
d'un lel triangle, avec la tangente U'L'à la courbe en

un de ses sommets, est égale ^ \~ — &j, à Arc près; et

réciproquement lout triangle circonscrit pour lequel

celle somme vaut ( - — H) est un triangle T(8).
\ s /

0 étant donné, un point A intérieur à une H3 e*t un
sommet de trois triangles T(8); les cotés opposés à ce
sommet forment un triangle T(.58).

24. Points de contact des côtés de VBC avec l'enve-
loppe de A(8). — La corde CP étant parallèle à \V\ ,
et \ , étant la projection de \y sur BC, faite parallèle-
ment à VX, la droite A(6) de P est BC qui louche
l'enveloppe en A,; les triangles semblables PA,C
et PAB, PA, B el PAC, donnent

A, C PC V,B PB

d'où
AB PA' VC l'A'

AC P B _ 6sin(8 — G)
AB PC ~ ^sin(0-+- B)'
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a, b, c désignant les côtés du triangle; OD s'assure que

A, H _ 6sin(Ô — C)
ÂTC ~~~~ c sin(ö-f- B)'

B, et Ct étant les points de contact de CA et AB,
pour que AA,, BB,, CC^ concourent, il faut et il suffit
que

ou

( tango

s i n ( 0 -

s in(0 H

— tang A

- C ) s i n ( Q — A)

- B ) s i n ( 0 — C)

) ( i a i i » 0 — t a n g

s i n ( 6 —

s i n ( 6 -+-

B ) ( t a n g

B)

0 - t a n g C )

(tangO -+- tan« A ) ( tangO -h t a n g B ) ( langO -h t a n g C )

r e l a t i o n v é r i f i é e s e u l e m e n t p o u r 6 = — : p o u ? ' q u e \ \ j ,

BB,, CC, concourent, il faut et il suffit que \BC soit
un triangle T.

Un calcul simple montre que, pour que \ , , B , , C,

soient en ligne droite , il faut et il suffit que

langO= l / — i —
i

cos A cosB cosC

<roù Ton conclut que les tangentes à une H3 en trois
points en ligne droite forment un triangle obtus-
angle.

Remarquons que si A2 est le deuxième point où P \ f

coupe le cercle O, AA2A,X est un parallélogramme,
<J'où la construction immédiate de A, si H est connu,
ou de l'angle B si K{ est donné.

25. La droite BC coupe l'enveloppe des droites A(9)
:aux points G et G' (21); GG' étant une corde tangente
•est égale à 4^5 r rayon du cercle tri langent à l'hypocv-
-cloVde; par suite : R = 2/*Mn6 est la relation qui lie /*,
0 et le rayon R du cercle circonscrit à un triangle
•quelconque T(6).



Le milieu a! de GG', projection de O sur BC faite
parallèlement à \X , appartient an eerclr tritangent o>;
de jnème les points bf et c\ projections de O sur C\
et VB, faites parallèlement à B \ et à C7/,.

Le triangle a'b''c'', donl le*, cotés sont perpendicu-
laires à VX, B^ , CZ ( 3 ; , peul >e déduire ou
triangle VB'C' ayant ses sommets aux milieux des
cotés de ABC, par une homothétie <H une rota-

îion ( - — Ô j dans le sens inverse, opposé au sens

de 9; a'b'c' est semblable à VB ;C\ dan* le rapport

O a'
OA'

Ar centre M de Vkypocycloïde, centre du cercle
a'h'c1, est homologue, dans la Lransfot malion ci-dessus,

du centre Q du cercle V(B'C'; wQO est rectangle
en Ü; toO fait avec (oO, dans le sens direct, l'angle 9,
et —— == -:—-. ("ommt1 ù est le milieu de OH, on a

aussi wO = wH. On j)cut énoncer le lliéorème sui-
\ant : Les milieux des cordes d1 une H v! qui forment
un triangle T(8) sont les sommets dun triangle
semblable au premier, dans le rapport .̂ , et qui
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a ses côtés perpendiculaires aux côtés du triangle
dérivé du premier. Le centre de la courbe est équi-r
distant de l'orthocentre H du triangle donné et du
centre O du cercle circonscrit.

Ou en conclut que le lieu des centres des H3 tan-
gentes aux côtés d'un triangle est la perpendicu-
laire à OH en son milieu.

26. Soit un triangle T(ô), 1BC, le rayon Pi du cercle
circonscrit est égal en valeur absolue à arcosT, <j dési-
gnant la somme des angles de ses cotés avec U'I ;
si VB'C' est le triangle circonscrit T(6 r)donl les cotes
sont perpendiculaires à ceux du premier, on a pour
ce triangle v' : T - j - - , Je rayon IV du cercle circonscrit
est égal en valeur absolue à 2/sino-; par conséquent

Appelant a, [3, y et a', (3;, y' les angles avec (J'L) des
cotés des deux triangles, nous avons

donc, d'après le théorème de Laguerre (3), les som-
mets À et A' sont sur une même tangente : si deux
triangles circonscrits ont leurs côtés respectivement
perpendiculaires, ils ont le même triangle dérivé*
et la somme des carrés des rayons des cercles cir-
conscrits est égale à 4''"-

M. Humbert montre que les deux premiers triangle*
seuls admettent le troisième pour triangle dérivé(Nouv.
Afin.* i8ç)3); ajoutons qu'ils ont le même ortho-
centre H, centre du cercle circonscrit à leur triangle
dérivé commun, et que les centres O et O' de leurs
cercles circonscrits sont symétriques par rapport au
centre to de Vhypocycloïde; car wO = coO'= coH,
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et HwO = 28, H W O ' = T:—2Ô, ces angles étant de
sens contraires.

27. Voici d'autres propriétés faciles à déduire de ce
(]ui précède, et que nous nous bornerons à énoncer :

Parmi les triangles ï ( 6 ) d'une H3, il en est trois,
égaux entre eux, qui sont semblables à un triangle
donné.

JNous avons vu que tout triangle T(Ô) est inscrit
dans un cercle de rayon R = 2/-sin9; 'es triangles
formés parles troisièmes tangentes issues des sommets
d'un triangle T(0) d'une part, par Jes tangentes
adjointes de ses cotés d'autre part, sont des triangles
T ( T : — '46), par suite inscrits dans des cercles dont les
rayons sont égaux à la valeur absolue R/ de a/*sin 26.
Le second de ces triangles est semblable au triangle
formé par les tangentes menées au cercle circonscrit
au triangle T(0) donné, en ses sommets, et ses côtés
foui a vee les tangentes correspondantes un angle égal
à 0.

Les normales aux points de contact des côtés du pre-

mier triangle donné T(9) forment un triangleT/ - -+- 9 )

pour la développée de V\w poeyeloïde, le rayon R" du

cercle circonscrit à ce triangle e*>l égal en valeur absolue

à G/* eosO.
R, R', IV, /• sont liés par les relations

(>R2-u R**= 36/-*. RR" = 31V/-.

Les triangles T sont les triangles circonscrits à
une H3 qui sont inscrits dans les plus grands cercles:
pour ces triangles

R '= i r=o .

De toutes les H,{ tangentes aux côtés d'un triangle,



( 79 )
la plus petite, c'est-à-dire celle pour laquelle le cercle
inscrit est le plus petit, est l'enveloppe des droites de
Sunson du triangle. Les autres sont égales deux à deux,
les centres de deux H3 égales sont symétriques par
rapport à la droite d'Euler du triangle, et les points où
elles touchent un même côté symétriques par rapport
au point de contact de ce côté avec l'hypocycloïde
m i n i m a.

Si deux sommets d'un triangle T(Ô) ont le même

poinl adjoint (18), on a 9 = - et le triangle est un

triangle T.
Le rayon R du cercle circonscrit au triangle T(Ô)

formé par trois tangentes a, [3, y ayant la valeur absolue
de arsinh, ou a/• cos(a —î— [5* —|— *'), cette valeur absolue
devient celle de a/• cos 3a, M a = [3 = ^; or, il est
facile de \oir que la limite de ce rayon R est alors
le quart du rayon de courbure, et l'on retrouve, pour
ce rayon de courbure, l'expression résultant de la
construction connue (7).

Des expressions des côtés et des angles d'un
triangle T(8), et des grandeur» qui s'y rattachent, en
fonction de /\ a, [3, *', on déduirait d'autres proposi-
tion<.

28. Conser\ant les notations habituelle^, nous avoib

OH" — R*(r — 8 cos A cos B cosC),
H = '2/sin6:

OH
toO = to H = — /• i / i — 8 c<>̂  A r<o B CO-ÎC •

Donc les centres des cercles circonscrits et les
ortkocentres des triangles semblables entre eux, et
circonscrits à une li3, sont sur une même circonfé-
rence de centre co.
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-Les triangles dérivés successifs de chacun de ces

triangles font partie de cel ensemble de triangles sem-
blables; mais en général de deux triangles semblable-*,
Fun n'est pas un des dérivés de l'autre; si en effet
<r désigne la somme des angles avec U'U des côtés d'un
triangle T(b)

a = - - 0.

Pour les triangles dérivés successifs, les *otnme*
analogues sont

*' == 1 _.- .,0, 7 =• - — /,0,

<le sorte que, pour (jue de deu\ triangles semblables T(fy )
el T(0|) le second soit l'un des dérivés du premier, il
faut et il suffit que f), = ( — 2)"0. n entier.

!29. Enveloppe des cercles inscrits dans les H:, tan-
gentes à trois droites. — Traçons le cercle Otoïl qui
coupe en M le cercle a'b'c' inscrit dans l'Irypoocloïde

Fig. 8.

de centre (») (25) inscrite au triangle {fig* 8) ; le
théorème de Ploléinée donne

I O G ( M H - T - M O ) = Mw x O H ,

ou
O o

Mil -s- MO) = x OH,
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OU

MH H- MO = R.

Comme Mw est bissectrice de HMO, le cercle a'b'c'
touche en M l'ellipse de foyers H et O, et dont l'axe
focal égale R, c'est-à-dire C ellipse d'Euler du
triangle, qui est ainsi l'enveloppe des cercles to inscrits
dans les H3 tangentes aux côtés du triangle. Ce
théorème a été obtenu autrement, ainsi que l'égalité
de coO et wH, par M. Bickart (Revue de Mathéma-
tiques spéciales^ 1908).

On en conclut que les ellipses d^Euler des quatre
triangles formés par quatre droites sont bitan-
gentes à un même cercle, qui a son centre sur leur
axe non focal, le cercle inscrit dans l'hypocycloïde
tangente aux quatre droites. (A suivre.)


