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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2090.

(1908, p 96.)

Soient P (=, 3, ) un point fize quelconque situé dans le
plan du triangle ABC; 8 le centre de la conigue inscrite en
o, B, v; A\, u, v) la polaire de O dans le triangle ABC
et Q la conique inscrite en A\BC «uw triangle des droites \J,
By, Cv. St un point O (x, y, 3) déerit Q :

1° La polaire p de O tourne autour de 0;

2" Le centre 0y de la conique inscrite @ ABC en z., y, 3
décrit la polaire p, de P ;

3 Les paralléles a PA, PB, PC mences par O coupent
BC, CA, AB,en ), u', v et lon a la droite A (N p'v');

4° Les paralléles a O\, OB, OC menées par P coupent
BC, CA, ABen Ay, 1y, v, et Uon a la droite Aj(N 12y v1);

5° Le point w (A} Ay) est le milieu de OP et décrit la
conique N qui passe par les milieuxr des cités de ABC et
les points a, B, v,

6° SiP coincide avec U'orthocentre Hde ABC, 0 est le point
de Lemoine, Q le ceréle ABC, X la droite de Simson et V
le cercle d'Euler. (SONDAT.)

SoLuTION

Par M. R. BotrvaIlsrt.

11 suffit d’érablir lcs propositions précédentes dans le cas ou
le point P coincide avec 'orthocentre H du triangle ABC, et
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de les généraliser au moyen d’une transformation homo-
graphique laissant invariable la droite de l'infini.

Dans ce cas. le point 6 est le point de concours des médianes
antiparalléles, c’est-a-dire le point de Lemoine du triangle,
les droites AL, By, Cv sont les tangentes au cercle circons-
crit en A, B, C, cercle qui n’est autre que la conique Q.

1° Soient u, ¢, w les points d’intersection de la polaire p
d’un point O du cercle circonscrit avec BC, CA, AB; si l'on
se donne le point u, les points ¢ et w sont déterminés et
uniquement; si, d’autre part, ce point « coincide avec B par
exemple, il en est de méme du point w, ce qui montre que p
passe par un point fixe. Si u coincide avec X, p devient la
symédiane issue de A; le point fixe cherché est donc le point
de Lemoine 0.

2* Silon se donne le point de contact d’'une des coniques
(0;) avec I'un des cotés du triangle ABC, cette conique est
déterminée et uniquement. Les coniques (8,) forment. par
suite, un faisceau tangentiel dont les points limites (coniques
évanouissantes) sont (A, X), (A, ), C,v), le lieu de leurs
centres est donc la droite w; w; w;, w,;, w,, et w; étant les
milieux des segments A\, Bu, Cv, Si M’ et M” sont les milieux
de CA et AB, on a visiblementw; M. i M" = w A?; les points
wy, 0, w; appartiennent, par suite, a 'axe radical du cercle
circonscrit et du cercle des neuf points, c’est-a-dire a 'axe
orthique, polaire de H.

3" Nous tombons sur le théoréme de Simson.

1 Soit O' le point diamétralement opposé a O sur le
cercle ABC; les poles des droites AO’, BO’, CO’ par rapport
au cercle conjugué au triangle sont les poifits d’intersection
des cotés de celui-ci avec les paralléles menées par H aux
droites AO, BO, CO; ces points X', ', ¢ sont sur la polaire A
de O’ par rapport au cercle conjugué au triangle. Soit w le
point d’intersection de A"avec OO’. on a

Hw.HO'= HA.HH, = iHO.HO

1
(H, étant le pied de la hauteur issue w de HA),d’olt Ho = 5 HO,

5° Le point w étant le milieu de OH est le point de con-
cours des droites A et A’ et il décrit visiblement le cercle de
neuf points.
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2103.

(1908, p. 479.)

Etant données 4 sphéres Cy, Cy, Cy, C, de centres Oy, Og,
03, Oy, une sphére quelconque S coupe les axes radicaux
IAy, IA,, IA;, [A, de ces sphéres prises3 a 3 en Ay, A, A,
Ay Ag, AL AL AL Les quatre points Ay, As, Ay Ay, sont les
centres radicaux de Cy, Cy, C;, C, prises 3 a 3 avec une
sphére S. De méme A, Ay, Ay, A, sont les centres radi-
caux de Cy, C,, Cy, C, prises 3 & 3 avec une sphére S'.

1° Montrer que S et 8' peuvent se déduire lune de
lautre de la facon suivante : leurs centres w et w' sont
deux points inverses par rapport au tétraédre Oy O, O3 O, -
et la somme des puissances du point 1 par rapport a ces
deuz sphéres reste constante quand = varie.

2° Montrer qu’il y a une surface lieu des points w et v’
tels que S et S’ soient orthogonales quel que soit le rayon
arbitraire attribué & U'une d’elles et étudier celte surface,

( GILBERT.)

SoLuTION
Par M. R. Bouvaisrt.

1” Prenons le point I comme origine d’un systéme d’axes
de coordonnées rectangulaires : soient

Ci=a?+yt+ 2t—ouyx— 2Py —ay;5+0=0
* (i=1,23,4)

les équations des sphéres C,
S=2'+yi+ 52— 2ax —2by —2c35+d=0
la sphére = et enfin

S =ty 32— 222 —2)y1— 2351+ 1 =0,
S’ =2+ yr4- 3} — 27Ty~ 2) )2 — 285+ {3 =0

les sphéres Set S'.



( 141)

Soit
ay pa AU |

as B: Yo 1
x3 93 Yz 1
7 35 Te 1
nous désignerons par U;, V;, Wy, A, les coefficients de «,, 3,

iy 1 (pris dansla ligne 7) dans le développemeant de D.
L’axe radical des sphéres C,, C;, C, a pour équations

r z ' . . . .
ZodaZa I'équation aux p des points d’intersection
Uy 1 W,

de cette droite avec % sera

(Ui 4+ Vi+Wi)—a2p(aU;+bV;+cWy)+d=o.

Soient g, p; les racines de cette équation correspondant aux
points A, et A}j. Le point A, sera le centre radical des sphéres
Cyy C3, Cy et Ssi I'ona

— 2\04(1,U| -+ p-z\lﬂ +‘{2W1) - 0
:—‘295(.’1‘1 U1+y1V’1+21W1)+11
ou puisque ap U+ B Vi va Wi+ Ay = o,
(l) 2pg($1U1+yt‘,1+ZlVV1+A1)=11——a;

nous aurons, de méme, si A} est le centre radical de

C,, C3, G4, S/,
(2) 20, (23 U+ y2 Vi 2, Wi Ap) = 15— 8
d’ou I'on déduit
borpl (2 Ui+ 31 Vi+ 5y Wi 4y)
X (23 Uy +ya Vi+ 2a Wi+ Ay) = (84— 3) (a— )
ou encore

(Z‘(U1+_}/1V1+ z,\V1+ A]) ((I/‘gUg +‘}’2V1+ZQ‘V' —+ Ap)

Ui+ Vi Wi
_(4=—138)(ty—28),
-

le premier membre représente le produit des distances des
points w et w’ au plan O3 O3 O,, on voit de méme que le pro~-
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duit des distances de ces deux points aux plans O, O; O,,

0; 0, 0,, 0; 0, Oz est égal a (_t,_—-_%)%:_b‘l, ce qui prouve
que ces poimts soal inverses par rapport au tétraédre
01 01 03 05.

Des relations (1) et (2) on déduit }a suivante :

Xy T [ Y1 X Y2 >
U’(z,—&"‘t,—&)"‘v%tl—-&"'_t,——a
3 39 A t|+t2——-2’:
+w‘<tr—')+t2—'a,)+A‘[(t1—a)(’z—3)]
_ 1( 1 +_|> _aU;+-bV,+cW,
P

2 o', d
ou
U 1 z, a —+~V( Yo Y __2}
Ne,—8  th—o d N6—8 7 th—¢ d,
z 3 ¢ ty 4ty — 20
ew, (B B )y, el
11—8 lo— 6 d (t(—O)(t2—0)

Si entre cette relation et les trois relations analogues nous

éliminons

xTry Ty a

s - 5 — =

ty—¢ ty—© d’

Y1 Y2 b

e = — —»

tj—o ly— 0 d

<1 . S c

N _—) 5

thi—é  fh—8  d

il vient, en désignant par A le déterminant adjoint du déter-
minant D, .
ty -~ lg— 26 .
=) (6—2
D étant par hypothése noun nul, puisque les points
04, 04, O3, O, ne sont pas dans un méme plan, A n’est pas
nul et 'on a

ty+ty— 23 =o,

ce qui montre que la somme des puissances du point I par
rapport a S et S’ est constante.
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2° Si les sphéres S et S’ sont orthogonales, on aura !
(1) T\ T+ Y1 Y2+ 5135=0;
si nous désignons par
P;=axcosa;+ y cosB3;+ zcosy;—p;=o0 (i=1,2,3,4),

les faces du tétraédre O, O, O3 O,, nous aurons, les points w
et w' étant inverses par rapport a ce tétraédre,
(2) 3 COS a; -~ s €08 B+ 55 COSY; — p;

A

" @y cosa;—+ ¥y cosBi+ 5y cosyi— pi’

éliminons z,, ¥, 32, A entre les relations (1) et (2), ces rela-
tions étant symétriques en x; ¥y 51, &y ¥2 5y le résultat de
Iélimination sera la surface lieu des points w et w' telle que
les sphéres S et S’ soient orthogonales, Le résultat de I'élimi-
nation est

cosa; cosf cosyy = py
cosay cosfs cosyy o P

I =0;
cosa; cosfy cosy; T Pi !

cosz, cosfP, cosy

x v 3 o ¢
ce qui peut s’écrire
cosay cosPy cosyy ps

cosaz cosB; cosvy ps
z PQ P3 pg o ! =0
cosa, cosf, cosv, py

N
x Y E4 0

le lieu cherchié est une surface du quatriéme ordre passant
par les arétes du tétraédre 0;0,0;0;,.

Remarques. — On a

—2 —2
Tw 4+ [w —RE—R2 =2¢,
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et si les sphéres S et S8’ sont orthogonales
P 4

bt ]
ww = R} +-R2,
ce qui donne
-—2
;

—2 —2
o +Tw —ow =20
ou encore

TN
Twlw' cosw|w =3,

les points w et w' étant inverses par rapport au tétraédre
0,0:;0;0,, cette derniére relation donne une définition géo-
métrique de la surface lieu de w et w' (surface qui est visi-
blement anallagmatique dans I'inversion tétraédrique).

On peut étudier la surface au moyen de cette relation, qui
peut s’écrire, en appelant w) la projection de w' sur Jw,

fwlw,=23.

On voit donc que, si w est un point de la surface, son
inverse par rapportau point I, la puissance d’inversion étant ¢,
étant o', le plan perpendiculaire & Iw en w] passe par le
point w’ inverse de w par rapport au tétraédre.

(ette remarque permet, par exemple, de déterminer immé-
diatement les droites autres que les arétes du tétraédre suivant
lesquelles la surface considérée coupe les faces de celui-ci. Sur
la face 0,030, par exemple c'est 'intersection de cette face
avec le plan pervpendiculaire 3 O;I au point O} tel que
0,1.0 I =38.



