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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES.

2090.
( 1 9 0 8 , p <)G.)

Soient P (a, fi, y) un point fixe quelconque situé dans le
plan du triangle ABC ; 6 le centre de la conique inscrite en
a, $, y; A(X, JJL, V; la polaire de G dans le triangle ABC
et Q /a conique inscrite en ABC aw triangle des droites V),
BJJL, Gv. Si' M/» point O ( r , j-% s ) décrit Q :

i° La polaire p dfc O tourne autour de 0;
/ ' Z,e centre Oj rfe /a conique inscrite à ABC e/i #, j ^ , ^

décrit la polaire çx de¥ \
3" £es parallèles à PA, PB, PC menées par O coupent

BG, GA, A B , e/i X', |jt/, v' et l'on a la droite A'(X' u! v ' ) ;

4° Les parallèles à ( ) \ , OB, OG menées par P coupent
B G , G A , A B e / i X ] , JJLJ, VA e£ / ' o / i a / a droite A j ( X i JJ-I V I ) ;

j° Le point to( \\ 1^ est le milieu de OP e* décrit la
conique V g^t' passe par les milieux des côtés de ABC ef
les points a, (3, y;

6° S** P coïncide avec V orthocentre H de ABC, 0 cs£ le point
de Lemoine, Q te ce rôle ABC, A' /a droite de Simson et V
/e cercle d'Eufer. (SONDÂT.)

SOLUTION

Par M. R. BorvAisT.

Il suffit d'établir les propositions précédentes dans le cas où
le point P coïncide avec Porlhocentre H du triangle ABC, et



de les généraliser au moyen d'une transformation homo-
graphique laissant invariablela droite de l'infini.

Dans ce cas. le point ô est le point de concours des médianes
antiparallèles, c'est-à-dire le point de Lemoine du triangle,
les droites AX, Bjx, Cv sont les tangentes au cercle circons-
crit en A, B, G, cercle qui n'est autre que la conique Q.

i° Soient u, p, w les points d'intersection de la polaire p
d'un point O du cercle circonscrit avec BC, GA, AB; si l'on
se donne le point w, les points P et w sont déterminés et
uniquement; si, d'autre part, ce point u coïncide avec B par
exemple, il en est de même du point w, ce qui montre que p
passe par un point fixe. Si u coïncide avec X, p devient la
symédiane issue de A ; le point fixe cherché est donc le point
de Lemoine G.

2° Si l'on se donne le point de contact d'une des coniques
(Oi) avec l'un des côtés du triangle ABC, cette conique est
déterminée et uniquement. Les coniques (Qt) forment, par
suite, un faisceau tangentiei dont les points limites (coniques
évanouissantes) sont (A, X), (A, tu,}, G,v), le lieu de leurs
centres est donc la droite wj to2 w3, IOJ, w2, et io3 étant les
milieux des segments AX, Bji, Cv. Si M'et M' sont lés milieux
de CA et AB, on a visiblement wj M', wj M"= Ü>J A2; les points
toj, OJ2, W) appartiennent, par suite, à l'axe radical du cercle
circonscrit et du cercle des neuf points, c'est-à-dire à l'axe
orthique, polaire de H.

3° Nous tombons sur le théorème de Simson.
\° Soit O' le point diamétralement opposé à O sur le

cercle ABC; les pôles des droites AO', BO', CO' par rapport
au cercle conjugué au triangle sont les points d'intersection
des côtés de celui-ci arec les parallèles menées par H aux
droites AO, BO, CO; ces points X', ;x', c/sont sur la polaire A'
de O' par rapport au cercle conjugué au triangle. Soit co le
point d'intersection de A'avec OO'. on a

H w . H O ^ H A . H H ^ -HO.HO

(Ui étant le pied de la hauteur issue to de HA), d'où Hw = - HO.

5° Le point u> étant le milieu de OH est le point de con-
cours des droites A et A' et il décrit visiblement le cercle de
neuf points.



2103.

(1908, P.479-Ï

Etant données 4 sphères Ci, Ga, G3, C4 de centres Ot, O2î

O3, O4, une sphère quelconque S coupe les axes radicaux
IAi, IA2, IA.3, IA4 de ces sphères prises 3 à 3 e/i Ai, AJ, A2

Aj, A3, A3, A4, A'4. Les quatre points Ai, A2, A3 A4, SO/IÉ les

centres radicaux de Ci, C2, G3, C4 prises 3 à 3 ap^e Mne
sphère S. Z>e même A'n A,, A3, AJ, so/iJ /es centres radi-
caux de Ci, C2, G3, C4 prises 3 à 3 av^c wne sphère S'.

i° Montrer que S e£ S' peuvent se déduire Vune de
Vautre de la façon suivante : leurs centres a> et a>' 50/i£
deux points inverses par rapport au tétraèdre Ot 0 2 O3 0 4

«̂  /a somme des puissances du point I par rapport à ces
deux sphères reste constante quand 2 varie.

9° Montrer qu'il y a une surface lieu des points w et w'
tels que S et S' soient orthogonales quel que soit le rayon
arbitraire attribué à Vune d'elles et étudier cette surface.

(GILBERT.)

SOLUTION

Par M. R. BOUVAIST.

1" Prenons le point I comme origine d'un système d'axes
de coordonnées rectangulaires : soient

G/ = x2 -h y2 -+- zl — 9.0L1X — 1 fyy — 'À y/ z •+- % = o

(*- = i ,*, 3,4)

les équations des sphères G,

S = x2 -h y'2 -h z\ — 2 a x — 2 by — zcz -h d — o

la sphère 2 et enfin

S = x1 -hy2 -h z1 — 2 xxi — 2yyi — 2 zzt -h tt = o,
S' == x1 -+- y1 -+• >3* — 2 ica?2 — iyy% — 2 ££j -+- fÎ = o

les sphères S et S'.



Soit

* 3
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72 1
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nous désignerons par U/, V/, W/, A/, les coefficients de a,, {J/,
Y/i * (pris dans la ligne i) dans le développement de D.

L'axe radical des sphères G2, C3, G4 a pour équations
ce y z

TT- = ér~ "==• -^rr- et l'équation aux p des points d'intersection
de cette droite avec S sera

p«(UJ -+- Vf -4- Wf ) — ip( a Ui -t- b Vt -+- cWi ) H- ̂  = o.

Soient p4, p4 les racines de cette équation correspondant aux
points A4 et A4 . Le point A4 sera le centre radical des sphères
G2, G3, C4 et S si l'on a

ou puisque oc2\Ji-h (àjVi ~\- 72W1-H At = o,

( f) •2p4(a7i Ui ~r~ y\ Vi -h Zi Wi •+• Ai ) = li — 8 ;

nous aurons, de même, si A'4 est le centre radical de
G2 , G3, G4, S',

(2) ap4(a?jUi- f -^2Vi- f - ^ W i + A|) = / j — o;

d'où l'on déduit

2— 8)

ou encore

H A t )

Uf-f-Vf-i-W?

le premier membre représente le produit des distances des
points to et ta' au plan 0 2 0 3 0 4 , on voit de même que ie pro-



duit des distances de ces deux points aux plans Oi O3 O4,

O| O2 O4, Oi O2 O3 est égal à 1~~ , ,*~~ > ce qui prouve

q«e ces poi»ts soat inverses par rapport au tétraèdre
O t O2 O, O4.

Des relations ( 1 ) et ( 2 ) on déduit la suivante :

Ut(-£U

2 V p4

-TT = O.

Si entre cette relation et les trois relations analogues nous
éliminons

t\ — à t2— S d

il \ient, en désignant par A le déterminant adjoint du déter-
minant D,

D étant par hypothèse non nul, puisque les points
Oi, O2, O3, 0 ; ne sont pas dans un même plan, 1 n'est pas
nul et l'on a

2 —2$ = 0,

ce qui montre que la somme des puissances du point I par
rapport à S et S' est constante.



( '43 )
i° Si les sphères S et S' sont orthogonales, on aura

(i) ^ I^ Î -H7I72-H- I2 2 = 8;

si nous désignons par

P ; = x cosoLi-hy cos43/-h z cosy*— pi = o (i = i, a, 3, 4),

les faces du tétraèdre Oi O2 O3 O4, nous aurons, les points 10
et to' étant inverses par rapport à ce tétraèdre,

(>.) X2 COS OLi COS^-f- Z>

X
S^i — /?/

Xi
i COSp/-+- Zi COSy/ —

éliminons a?2î JK2, ^2, X entre les relations (1) et (2), ces rela-
tions étant symétriques en Xi JKI * I , X2 y.2 z2 le résultat de
l'élimination sera la surface lieu des points eu et tor telle que
les sphères S et S' soient orthogonale^. Le résultat de l'élimi-
nation est

cosat cos pi

cosa2 cosp2

cosa3 cos^3

~ pl

— p2
1 2

= o ;

ce qui peut s écrire

C0SY3 -rj-
* 3

cosT» p ;

Z O

cosa2 cos(32 cosy2

COSa3 COS^3 COS73

cos ai. cos f}*, cos;';

\e lieu chevcUé est une surface du quatrième ordre passant
par les arêtes du tétraèdre OiO2O3Oi.

lie marques. — On a

Iü> + l w ' —RJ,— R(
2
O/ = 2 0 ,



( '44 )
et si les sphères S et S' sont orthogonales

ce qui donne
— 2 , —-t 2

I to -H Ico' —toto' = 2 0
ou encore

I w f (o' cos to | a)' = o,

les points a> et a>' étant inverses par rapport au tétraèdre
O1O2O3O4, cette dernière relation donne une définition géo-
métrique de la surface lieu de u> et u>' (surface qui est visi-
blement anallagmatique dans Tin version tétraédrique).

On peut étudier la surface au moyen de cette relation, qui
peut s'écrire, en appelant w, la projection de w' sur Jw,

I w Ito'j = 8.

On voit donc que, si to est un point de la surface, son
inverse par rapport au point I, la puissance d'inversion étant 0,
étant o/j, le plan perpendiculaire à Iw en w', passe par le
point w' inverse de w par rapport au tétraèdre.

Cette remarque permet, par exemple, de déterminer immé-
diatement les droites autres que les arêtes du tétraèdre suivant
lesquelles la surface considérée coupe les faces de celui-ci. Sur
la face O2O3O4 par exemple c'est l'intersection de cette face
avec le plan perpendiculaire à 0[I au point O', tel que
0 , 1 . 0 ; ! = 0.


