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[B1a]
SUR UNE PROPRIETE DES MATRICES LINEAIRES;
Par M. Léon AUTONNE.

Prenons deux matrices linéaires n-aires u et ¢, dont
une au moins, par exemple u, est invertible, [« | £ o.
Nommons § = uv, n=vu, les deux matrices-produits.
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On a

u 0y = u-luvy = ;

des deux matrices 8 et sont semblables.

Leraisonnement tombe lorsque ni « ni ¢ n’estinver-
tible; la proposition ne subsiste pas non plus, ainsi
qu’on le reconnait sur un exemple simple,

0 O I o
u = ) ¢ = H
I o o o

0= u, 7 = o0,

On peat donc se poser le probléme suivant: Quelles
sont les conditions J, nécessaires et suffisantes pour
que les deux matrices-produits 8 et v soient sem-
blables ?

Le présent travail contient la solution du probléme.

On reconnait d’abord que les deux matrices n-aires
4 el ont méme polynome caractéristique (E = n-aire
unité),

|pE—0|=|PE_1)|=Pn h‘P(P)r

ol 9(p) est un polynome de degré A, avec o (0) £ 0.
La réponse a la question est fournie par la propo-
sition ci-dessous.

Tutorime. — Les conditions J sont les suivantes :
4 et n* ont méme rang, pour s =1, 2,...,®, © étant
un entier positif qui ne dépasse pas n — A.

1° On conservera la lerminologie et les notations

employées dans mes précédentes recherches sur les

. . . 3
matrices linéaires (').

(*) 1. Sur les formes miztes ( Annales de l’Université de Lyon,
3905). — II. Sur les coordonnées pluckériennes de droite dans
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Avant d’entamer la démonstration du théoréme, il
convient de rappeler ou d’établir quelques théories
préliminaires.

2° Soient @ = (asg), b=1(bsg) (2, B =1,2,...,n}
deux matrices n-aires. Formons dans la matrice-
produit ab, la somme des éléments principaux, c’est-a-
dive situés sur la diagonale principale; cette somme

est
Z( ab)aa = Z’Jaﬁ bﬁa
a a8

et ne change pas quand on permute « et 3, c’est-a-dire
a et b. Cette somme est donc la méme pour les deux
matrices-produits ab el ba.

3° Rangeons dans un ordre déterminé les

n n!
m) ml(n—m)!

combinaisons de n indices pris m & m, et numérotons
ces combinaisons au moyen d’un indice [ variant

o /n . . .
de 1 a < > Associons dans la matrice n-aire a les
m

lignes d’indices ky, ky, ..., km et les colonnes d'indices
J1sJ2y vy Jm pour former un mineur de degré m

A[1r=<k_l k.! “ee k‘m>'
Jt J2 oo Im

Uespace & n — v dimensions (Journal de U’Ecole Polytechnique,

2° série, 11° cahier). — UI. Sur les matrices linéaires échan-
geables a une matrice donnée (Journal de U'Ecole Polytechnique,
a¢ série, 14° cahier). — IV. Sur les matrices linéaires non inver-

tibles (Annales de I’Université de Lyon, 1gog). On reaverra a la
présente liste par des notalions comme (/ndexr, H) par exemple.
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On aura la matrice

<n>-—aire(A1/') [l’.l:l,z,...,<n>]
m . m

que jai nommée Ana (Index, II, Chap. VII). On a
dans ce travail établi la propriété Apab=Ana.Anb.

4° Formons le polynome caractéristique |pE — a|
de lamatrice a, ot E est la n-aire unité. Ce polynome
est

t1=n

F(p) = X" (—1)'Qu

=0

d’aprés des théories connues; le coefficient Q; est la
somme des éléments principaux dans la matrice

'Z) — aire A (3°).

Au lieu de a prenons le produit ab, Q; est la
somme des éléments principaux dans la matrice
Ajab = A;a.A;b, cest-a-dire (2°) dans la matrice
A;b.Aja = A;ba. Donc les deux matrices-produits ab
et ba ont méme polynome caractéristique.

5° Décomposons le polynome caractéristique de la
n-aire a en ses successifs (Elementarteiler)

|eE—a|=1(p—I)}, n=Z3X\.

Nommeons A la matrice A-atre

{
1 !

A=|o0 1 ! ’
o 0o o [

qui admet le successif unique (p—{)*. A sera
(Index,1V; Preliminaires, Chap. Iy une composante
de a. Saient A, A,, ... les composantes rangées dans
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un ordre quelconque ; la n-aire

a=(")

sera semblable 4 @ et seva la forme typique de a. On
aura, pour une n-aire invertible convenable R,
A =R-'aR eta sera mise sous forme typique.

La forme typique ne dépend que des successifs, qui
la définissent sans ambiguité, a 'ordre des compo-
santes prés, lequel est facultatif.

6° Supposons que la n-aire a ait une puissance
nulle et que p soil 'exposant minimum tel que a? =o.
Les successifs de a seront des puissances de p. On
aura ( Index, 1l 21°)

& = & fois le successif pro

81 » oP p>p’>"‘Pi>"*>Pk3
R . C e e e Po= D,

i » pP; ! t=k
......................... \ nzzpié’z;

gk » PI”\ | 1=0

=8 A Gt &G

a posséde vx successifs. Combien en possédera a’?

On fera usage du théoréme de Bromwich (/ndex, 1V;
premiére Partie, Chap. II). Divisons p; par s; nom-
mons g; le quotient et ¢; <<'s le reste. Le successif o7
de a sera remplacé dans af par s successifs, savoir :
les s —¢; successifs % et les ¢; successifs po+'. Si
$>pi, on posera g; =0, ¢{; = p;; &’ aura p; successifs
linéaires.

7° Nommons P; le systéme des g; successifs p?: et
{; le nombre des successifs de a‘. En verta de ce qui
précede, P; fournit & [ le contingent sg; sans que ce
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contingent puisse dépasser p;gi. [, s’obtientsans peine
par un schéma trés simple.

8° Tragons (le lecteur est prié de faire la figure)
dans un plan p paralléles horizontales équidistantes
(1), (2), «oey (8)y eeey (p); (2) est au-dessus de (1);
(3) est au-dessus de (2), etc. Rangeons les systemesP,
de gauche a droite dans P'ordre croissant des indices.
Faisons correspondre, a P,, p,g; points rangés g, a g,
sur les paralléles (1), (2),..., (p:). On voit de suite sur
le schéma que [ est le nombre des points du schéma
situé sur la droite (s) ou au-dessous de cette
aroite.

9° Posons ((s)) =L — /_, et formons la suite des
entiers

(@) (@3), - (P)-

On aura
((‘2)) = ((3)) =...= ((pk)) ==&+ &1+ .+ Zhe

Quand s dépasse py, ((s)) saute de vi & Vi =Yk — gh-
On a ainsi les entiers gx et pi.
((pk 1))y ((pk_. )) sont égaux a yj_,, mais

((Pr—1-+1)) = Y42 = Yh—1— &4~1)

ce qui fournit gx_, et px_, et ainsi de suite.

En définitive : chacun des deux systémes d'en-
tiers ((2)) .-+ ((P)) et puyy g: (E=1, 2, ..., k) définit
Dautre systéme sans ambiguité.

La connaissance des entiers ((s)) assure celle des
successifs.

La connaissance des nombres /; assure aussi celle des
successifs.

10° On vérifie sur-le-champ, sur la forme typique (5°),
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que chaque successif réduit d’'une unité le rang d’une
matrice a telle que aP=o0. On a denc, pour la ma-
trice a (6°),

rang de a*=Rg.as=n — ;.

Soit & une seconde n-aire, doot une certaine puis-
sance s’annule. Si I'on a @ pour entier minimum tel
que a®= %= o, les relations

Rg.as=Rg.b%, §=1,2y...,®,

entraineront, d’aprés ce qui précéde, I'égalité des
entiers /; pour a et b, I'identité des successifs et enfin
la similitude de a et b.
11° Nous sommes maintenant & méme d’aborder la
démonstration du théoréme.
12° Soient les quatre n-aires v, v, § = uv,n =vu
et X et B les formes typiques (5°) de O et n. On aura,
pour des n-aires invertibles L et M convenablement
choisies,
6 =L1AL, n =M-18M,
A=0UV, $ =VYU,
U=LuM-1, V=MoLt

13° G et 1 ont méme polynome caractéristique (4°);
donc
[pE—8]=|pE—n|=pr"h¢(p),

ou % (p) est un polynome de degré %, avec 9(0) 7= o.
On aura pour les deux formes Lypiques

A o h B o h
2\:(0 a >n—-—lz’ n:‘(o b )n.——h'

h n—h h n—h
e(p)=|per—A| =|per—B]|, [A[#o,
prth=|pe,p—al|=|pes-2n—b|, | Bl#o;

ex== h-aire unité; e,_s==(r— k)-aire unité. A et B
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sont inverlibles tandis que a® = % =0 pourw<n—r.
14° On peut écrire en toute hypothese

Uy Upe h (Y Vi h
U= , V= { ,
Ugl Ugg n-— h \, vﬂ ng n — IL
h n—h h n—*~h
U, s = matrice h-aire; U,,, Vi, = matrice

{n—h)-aire; U,,, V,,=tableau a A& lignes et
n —h colonnes; Uy, V,, = tablean & n— & lignes et
/i colonnes.

15° On vérifie immédiatement que pour un entier
positif s quelconque

(0) UPs= U, VRs=DsV.
En effet, par exemple,

s fois. s fois.

—

UBs=UVUVU...VU=UV...UVU = AsU.

Il viendra
UB‘:(U“ Un) Bs 0>=<U'n|55 Unb5>
Uy Uy, o b Uy Bs Uy bs
S (M 0) (U UM Oy
o as U“ U22 asqu (l‘ng
%UHB"—:A‘UH Ujg b3 = AsUy,,

M Uy Bs=asUy Usbs= as Uy,.

De méme
Vﬂsz(v" Yn> (A"' 0>=<V11A"' Viza">
V2 Vi o a’ VaiAs Vya¥
BV Bs o (Vu Vu> . (B‘Vu BA'V,2>
- - ( o bs Vor Voo T\ bs Vi b5 Vay
g ViiAs=BsVy Vipas=BsVy,,

<2) ‘('21 As = bs V:g V,,a‘: bs Vn.
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16° Dans les relations (1) et (2) ci-dessus, faisons
s=m,a®=>0%=0 (13°). 1l viendra notamment

0= ABU;3=U,; B¥=BaV,;, = V,, A5,

ct, comme |A |0, |B|5# o,

0="Up=Up=Vip=V,.

De la finalement, pour s =1,

(3 g UnnB=AU;; Uspb = aU,,,
)

ViuA=BVyy Vea=050V,,,

et, comme X = UV, 8 = VU,

% A=UyVyy B=V, Uy,

(4
4 a = UggVQg b= V22U22'

A ct B étant invertibles, U,, et V,, le sont aussi.
1=° A et B sont semblables, car

U7iAU;, = Ui U Vi U=V, Uy = B.

A et B ont mémes successifs el sont (5°), par suite,
identiques, étant toules deux typiques.

Pour que 6 et v, (12°) soient semblables, il faut et il
sulfit que

A o B o
A = et B = y
o a o h
le soient; A et B le sont déja; il faut donc que a el b
soient semblables.
Comme (13°) a® = 0¥ = o, les considérations du 10°

s’appliquent. Les conditions de similitude, nécessaires
et snffisantes, sont

Rg.as=Rg.bs,

(5)
s=1,2,...,®.
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Or
Rg.As=Rg.As+ Rg.as=h+ Rg.as,
Rg.Bs=Rg.Bs+Rg.bs=h+ Rg.bs.

18° Nous pouvons donc énoncer la proposition sui-
vante, but et résultat de toute la présente discussion :

Tutonime. — Solent les quatre matrices n-aires
u, v, b =ue, n=vu;
[PE—0]=[pE—mn[=0p""0(p), ¢(0)#o,
E = n-aire uniteé.
Pour que b et v soient semblables, il faut et il

suffit que W et = aient méme rang pour
s=1,2, .., w, ol 'entierw ne peut dépasser n— h.

19° Si § et 7 sont semblables, X et 3B sont sem-
blables et, étant typiques, sont identiques,

A=B=2, a=0=uw.
Les relations (4) du 16° donnent

UpnVau=VylUn=2,
Uszy Vag= Vi Ugp = w;

U,, et V,, sont échangeables ainsi que U,, et V,,.



