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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[D4b]
EXPRESSION ASYMPTOTIQUE
DE CERTAINES FONCTIONS ENTIERES ;

Par M. G. VALIRON.

L’étude des produits canoniques d’ordre fini dont la
distribution de zéros est simple a été faite par un grand
nombre d’auteurs ('); mais les cas plus généraux ne me
semblent avoir éié abordés que par M. Lindelsf (2) et

ar M. Leau (). Les résultats de M. Leau comprennent
ccux de M. Lindelof comme cas particulier ; wmais ils
laissent échapper certains ‘cas’ de distribution trés té-
guliére, c’est ainsi qu'ils ne s’appliquent pas au cas ot
la relation entre le module 7, du ni¢™ zéro, et n est

logr,= plogn + K(logyn)%, x>1, K>o.

Je me propose ici d’obtenir la méme approximation

(1) Parmi lesquels MM. Wiman, Barnes, Mattson, Littlewood.

(%) Voir LINDELGR, Mémoire sur la theorie desfonctions entiéres
de genre fini (Acta Societatis Scientiarum Fenmcoe, t. XXXI1;
n° 1).

(3) Etude sur les fonctions entiéres orientées (Annales de
UEcole Normale, 1906, p. 33).

Ann. de Matheémat., 4° série, t. XII. (Janvier 1912.) 1



(2)
que M. Leau, en faisant sur la distribution une hypo-
thése qui me semble plus souple, et par une méthode
de calcul plus directe.

1. Hypothéses et notations. — Je considére un
produit canonique dont je supposerai tout d’abord que
tous les zéros ont le méme argument, par un chan-
gement de variable, je puis supposer cel argument
égal & . Je suppose également que ('ordre o n’est

as entier; le genre p est alors égal 4 la partie entiére
P 8 P _ I
de p, etsi r, est le module du ni®m® zéro, le produit

s'écrit
T s =ITe(=r),
1
en posant
z 2!

z \ 3\ — = 4= =
. h — = T P
(2) l,<___r“,p)_<x—+—r")e Pra.

Ceci posé, je suppose que la relation qui lie 7, a n

est la suivante
1+a(n)

(3) rp=n ¢ n>N;

la fonction «(z) satisfaisant aux conditions suivantes
que J'appelerai conditions A

lim a(z) = o,

X' == 00
lim z logz o' () = o;
[pour chaque valeur de 2 > N, la fonction a(z) a une
dérivée a droite et une dérivée a gauche].
Nous nous proposons de chercher une valeur asymp-
touique & (1 4-¢) pres (') du produit f(z), lorsque s

(') Je désignerai par ¢ toute quantité positive, négative ou com-

. 1 1 1
plexe, tendant vers zéro avec -~ ou — ou —-
r n n,



‘ (3) ,
est extérieur a certains cercles entourant les zéros, nous
poserons

ng—1 n'—1

B=HE<£—_—;9}7), . C=l__lE(__:,,‘n’p),
n,

1 o ."
z F 0 s )
D=E<_"n”P>X E<“‘"n'+l’p)’ F —l[ <—"/1,P>’
n'+2

le nombre »' étant défini par la double inégalité

rotrs Tn'+1,
r désignant le module de 3.
2. Calcul de B. — Comme le produit B a un nombre

fint de facteurs, on a
B = eMsPi+a)

ng—1
(—r1)p
M est la somme 2 p) .
Pra
I
3. Calcul de C. — Nous pouvons écrire, pour
n<n,
14
3 3 ’ S =P
E =~——(|+J e !
_.r,,’p ra\ 2 Py

. rn
et puisque - <1,

R P 4
= — P2 Y g1+t !
o =1 2‘( 1) =

3 5 X
E< ’)'—;ie Prng s 937
)=
Par suite on a
C=GxH,
en posant
Zh'—n,—1
G= —vu—,
Pry. . Fpieq

n'—1 n'—1 n=n'-1f ® q
NS SIPEA IE TE B S R
._.,2,‘"4-.‘.-4-( =X > [z,( 1) poc

H =e n, ny ne n=ng 1



le dernier exposant est la somme de n' — n,-— 1 séries
convergentes, en faisant la somme terme a terme, on
peut écrire

n'—1

logH _2 (—-l)‘l‘f‘——z

la somme £’ ne comprenant pas le terme correspon-
dantag=o.

Pour calculer logH nous sommes ramenés au calcul
des sommes telles que

n'—1

2 rh,  (g=—p,— P, )

Ro.

or, nous avons
n’-l
§ ‘I [l+a(r)]- R
(4) rd = Pdw (0 < By,
n°

en lenant compte de I'égalité (3), et du fait que 1,
croit (ou du moins ne décroit pas) avec n. Mais, par
suile de la propriété de la fonction a(z) nous avons, en
prenant Ji, assez grand,

d [ [l+a(.r\)z]
—_—|r.x P

dx
I]
-+ 5 ) =
=91 "'[.1-4;- Zu(a)-i-. 7 xlogrz’(x)]x[l+a‘l)lp
Y ? q—+e .
_q9+p i1 R »
- (l—i—.-‘.,,).‘l:“ ratn P,
et par conséquent
q s q
{1+a(x)] - 5 d[ [+a(r)— ]
z P = —+e)) 5 P
o_—i—q(I ) 7z L7 zds

B

en porlant dans. I'expression (4), nous obtenons, en



(5)

) .
n -

supposant — suffisamment grand
ny ’

1 . - ! E
E 0 S raan? b
21’1{: ——(14¢4) |z Pz|n

o+g ’
n, -

1+¢(n—-0 \1— i

—<|+s'"> (n o) b.

Or, d’aprés la définition de 7, nous avons S

[1+a( +e)1—
r=(n'-+10) " e,

donc
_0 1 : 0’
(=) T )P=r‘l([—-~2‘]?1>',(l+€") @< <1);

et finalement nous-avons

n'—1 . L, . 0" 2 o
P cn' 0 2 P

Er;{:(l—i—s,,) : rﬂ(l—-“——,q‘ )
- : s+ q n

7y

d’ou, en posant

3 = reiy, | -
~ ) i§ 7 .)0; %
SV gar _PETRT <_;‘_q).
logH = n' ¥ (— )7+ eI Gl
=P
Mais la série
+ 9 '
! o pe-ieq
—n)gHr 22
Zp( T

est absolument convergente, ainsi que celle figurant
dans log H, en prenant n' assez grand la dlﬂ'erence,
entre les Q premiers. termes corr espondanls des deux
séries est arbitrairement petile, et par suile nous avens

L
B G L V- £ S

logH = (1 +¢;)n' H
ogH =) gle+q) . .



(6)
en prenant Q de fagon que les restes soient négli-
geables (1).
Considérons maintenant log G :
n—1
logG= (r'—n¢—1)logr —Zlogr,,+(n'— n,—1)io,
ny

on a

n—1

210‘,,,,=f "1 an) logz.dz (o< 0<1);

or,

a [I + a(x)

1+ a(z)
P z logz

T

z(log:c—l)] =

a(z)z(logze —1)
P

et, d’aprés la propriété dela fonction (), le deuxiéme
terme du second membre est arbitrairement petit,
pourvu que n, soit assez grand, donc

- n—8
Zlogr,,.—. {'—'iz—):c(logx—x)] “+e(n'— ny)

2 un
o
1+ €
=n'logr— klogr— n',
P
en remarquant que logr—logr,. tend vers zéro et,

log »
comme enfin % tend vers zéro,

n' .
logG = ?(l + &) == lon'(1—g;).
)
En faisant la somme des expressions obtenues pour

logH et log G,

q= +=o
logC =1+ ¢ n',o)ln £_|_ V (-l)—q+lpe_—il
ge=lr+etn' 2] [p R N TERr)

(') Cette détermination de Q est indépendante de n'.



(7)
4. Calculde F. — Pour n > n' 4- 1, nous avons
"=2"’°(__”,+1_z14
E( 2 , p) - €1=P+1 ql‘".,

— Tn

d’ou
n=+wo =+

logF = 2 2 (—l)‘l"";% .

n=n+2L g=p+1

Puisqu’il y a convergence absolue on peut intervertir
'ordre des sommations, et écrire

logF = 2 (—1)q+lfq-q 2 I_nl—

g =-+w n=+4w 7]
],

q=p+1 n=n'4+2 1o
le calcul des sommes

n=-o®

1 +e dr
2 ﬁ———‘/’: — (0 < Bp<t)

g 1+0, [M+a(x) >
n=n'+2 "Iz, p

se fail comme précédemment el nous obtenons

n=o4w» q

, .-

20,0\
1 qp_rip(l+aq),.q<(+‘ng) (0 < B, <1).

En portant dans I'expression de logF', nous aurons

q=+w . — e
Pel?q 20,1(1 p ’
logF = 2 (—1)f1+1——-——-(|+e,,)<1+ 7 ) n,
— n .
el q(q —9)

ou encore, par un raisonnement analogue’a celui fait

pour log H,
q=+n

logF=[1+¢"(n', 6)]n' 2 (=1)7

g=p+1

pei31

9(p—4q) ..

3. Calcul de B.C.F. — En faisant la somme des



(8)
expressions obtenues pour logB, logC, logF, nous
avons, en remarquant que
[/=+T(—l)’/+‘96'i?‘/ _ N (—1)7pei?d
gle~q) 2 9Ge—q)

P .
el que = tend vers zéro,
n

e
logBCF = [1+ " (n', 0)] ' I(-_—“w
- 7(p.— ¢

Entre crochets nous avons une fonction méromorphe
de 5, le dénominateur est sinw, puisque ses zéros sont
=0, Ty, ... le résidu relatif au pole ¢
est(— 1)4¢/#9, le numérateur de la fonction méromorphe
est donc nne fonction ®(3) telle que

E]

. d . :
P(g)=(—1)7ei97 x <‘TP smwpl)p:”
ou ’

d(q) = wel?e.

Comme la fonction wei%? répond & la question,
on a
P(p) = eivpm + W(9)sinTp,

W(z) étant une fonclion entiére.
Nous avons ainsi

+ ®

v "(—1)tpel®r  melde )

- 1o+ : = — , —mnlel+ T);
s 2 20e—q) ~swm Tr@ (TrEesw)

et en tenant compte de la décomposition de la fonction

Teirp
sin 7o

méromorphe en fractions simples (') on voit que

(') Voir E. Picarn, Traité d’Analyse, »° édition, t. I, p. 173, 174;
« €L LinniLir, Calcul des residus, p. 38 et note de la page 32. .



(9)
W ()= o. Nous.aurons donc I'égalité .

elPp -

log (BCF ) = [i+e<n,?>]smp

6. Calcul de D. — Pufs"que ’:’—'“-:1 +¢ (comme

ou le voit immédiatement), on a

logD:log(l—{_—,_i) <r+ >+/c, k fini. -
AN ”

n'-r1

Excluons les zéros par des cercles ayant pour centre
ces zéros el pour rayons 7,“ (a>>o0), nous aurons
a extérieur de ces cercles

[logD| <2(a+1)logr,

n' N
et comme lU—gT croit mdeﬁmmem

[logD| = ¢|log(BCF) 1.

.

Nous arrivons ainsi a l’égalile

Tel?
sm-p

(5) logf(z)=[1+e(n'¢)] (—mSgS+m),
valable pour s suffisamment grand, et a Uextérieur
de cercles décrits autour des zéros et de rayons
inversement proportionnels aux modules des zéros ;
n’ est le nombre des zéros de module infériear a |z,
:(n/, ©) une fonction complexe de »’ et o, lendant vers
zéro avec ,—i-, i ‘

Si'argument des zéros, au lieu d’étre égal a =, est
égal a w, il suffira de remplacer, dans I'égalité (3), o
paro + % — wfuy— 2anS oS w).

7. En supposant que les arguments des zéros, au
lieu d’étre tous égaux, tendent vers une valeur ©,
’égalité précédente a encore lieu. Supposons encore



(10)
w ==, nous devrons dans les calculs remplacer r, par
. 1
r,et®n, w, tendant vers zéro avec w Prenons n, assez
grand pour que
Jwa | <z pour n > n,,
¢ étant donné.
Dans le calcul de G, on voit facilement que logG est

multiplié par 1+ 7, 7 étant inférieur & ge; d’auntre part
dans logH, les sommes Zr¢ sont remplacées par

n—1
(] 1
E 7 ’Il elm,.l]’
o

Pourq<;/—E on a

n=n'—1

2 ¥ eion? = (14 7/) 2 (I 1 <Ve);

n=n,

la somme des Q premiers termes de logH est multi-

pliée par (1 + 7/, [v/] <ve (Q < partie entiére de 7—)
€

le reste est inférieur en module a

+wo s n=n'—1 ) 0, q

1 AN q(o+q . 29,
PACIIEY "2 e (1= 52)"
Q \ n=n,

en prenant Q assez grand, c’est-a-dire ¢ assez petit, ce
T . P R A .
reste est négligeable (1[ est inférieur a »’ 6> En ré-

sumé log C est multiplié par (1 +1"), 0 < y/e.

On constatera le méme fait pour log K et, par suite,
Pextension est établie.

De méme, si le produit f(z) est multiplié par e,
ou Pp(3) désigne un polygone de degré p, I’égalité (3)
est encore valable.



(1)

8. Fonctions f(3) + a. — Les modules des zéros
d’une fonction entiére satisfaisant a la condition (A), et
leurs arguments tendant vers une valeur déterminée w,
on a P’égalité asymptotique o

i T eR(FHT-w)

6) fla)y=e smmp (w—2mSplw),

ou n est le nombre des zéros de module inférieura |z |;
on déduit de la des résultats relatifs aux zéros des
fonctions

Sf(5)+a.

Supposons w = =, on voit immédiatement que les
zéros des fonctions f(3)+ a forment des files dont
les arguments ont pour limite possible les nombres

= +-(-7P—7: et w (g=o0,%1,...).

N
O

Cherchons le nombre des zéros de module inférieur
TP
_—
?

n’a pas de zéros en dehors de la direction =, cenombre

ar=/|z| pour 'une des files == ;’%—i— comme f(z)

est égal 4 la différence des nombres des zéros des fonc-
tions f(z) et f(s5)-+ a, c’est-a-dire a la variation

a . . .
d’argument de 1 + —— lorsqu’on faitdécrire au point =
f(z)
un contour formé de la facon suivante : les deux

. a7 ™~ joirs
droites = — 4+ 2 ¢ 4 2 1 2% 1 ¢ et deux arcs

R 26 p
de cercle de rayon ry et r; 'expression de f(5) montre
que ce contour contient
n : (1+¢
2(sinwp) )
zéros de f(3) + a.
. I . . ’
Sig>p —I-? il existe 2(p 1) files de zéros en

dehors de la file possible d’arguments =; si 9Sp —{—-i



(12)

il y en a 2p seulement; on constatera.de plus que, si

I ooy y
e>p+s il n’y a pas de zéros dont les arguments ont
BT . | .
pour limite = ; si p§p—|—;1l yena n(1+c¢). Enré-
sumé le rapport des nombres des zéros des fonctions
P+t

J(3)+a et f(z)a pour limite [sinmol Pi p>p—f—
I io<p+Ll. Il . remarqu u
|Sinﬂp!+l§l‘°=p - Il importe de arquer que
ces limites ne sont pas atteinles uniformément quel
que soit @, les zéros dont les arguments tendent vers
des valeurs autres que = se présentent pour des mo-
dules d’autant plus grands que |@| est plus petit.

L’étude de 'influence produile par les variations de @
sur les zéros de f(5)+a revient d’ailleurs a Uétude
compliquée de la fonclion inverse de la fonction f(3).

9. Ezposant brut et exposant net de la suite des
zéros d’une fonction entiére. — Pour justifier 'intro-
duction des conditions (A) je vais démontrer la propo-
sition suivante; étant donnée la suite

A R

des modules des zéros d’une (onction entiére d’ordre ¢;
on peut trouver des fonctions a(x) satisfaisant aux
conditions (A) et telles qu’on ait

1+ain)

raan (n>N), .

légalité ayant liew pour une infinité de valeurs
de n.
Posons
logn

Tp= = L)
a2 logr,

il résulte de la définition de s s que la suite ¢, admel
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zéro pour limile supérieure pour r infini. Je vais con-
struire une fonction B(z) définie pour z > ry, satis-
falsant aux conditions (A) et telles que.

p(’")=°fu
quel que soit n > N;
?‘(":1) = Gy,

pour une infinité de valeurs de 7.

Soit ©(z) une fonction positive dérivable, satisfai-
sant a la deuxiéme condition (A) el croissante indé-
finiment lorsque x croit ('). A chaque valeur ¢, (aisons
correspondre la fonction y, (z) définie comme il suit:

1° Pourz<r,

Yn(®)=8(z) —0(ru) +op,
2° Pour z2r,
yu(x) =—08(z)+0(rp) +on;

soient alms #, un nombre quelconque et p défini par

les inégalités
"p:xo < T ptet

parmi les nombres y,(zy), n<p, il y en a un plus
grand ou égal 4 tous les autres ; il en est de méme pour
Yn(xo) lorsque nZp +1, car

yn(z’o) --}’p+1(-'l'o) =0p—0pt1— 0("n’) +‘0(",a+f)7

et comme 9(.2:) croit indéfiniment, et que ¢, a pour
limite supérieure zéro, cetle différence est negatlve a
partir d'une certaine valeur de n, il y a aussi un

(‘) Une telle fonctlon est aisée & former, par exemple

8 (.17) = Iog,.z'
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nombre fini de nombres y,(z,) supérieurs & ¥4 (Zo);
il y en a un plus grand que tous les autres.

Considérons alors la fonction y(z) qui pour chaque
valeur de z est égale au plus grand des nombres y, (),
cette fonction coincide successivement avec un certain
nombre de fonctions y,(z) (de part et d’autre de
x =1r,), elle salisfait donc déja aux trois condilions

lim ' (z)z logz = o,

Y=o

‘((I',,)gd,,,
quel que soit n > N,
.f("u) = Gn,

pour une infinité de valeurs de n.

Si elle tend vers zéro c’est une fonction B(z) cher-
chée; sinon considérons une fonction — =(z) satisfai-
sanl aux conditions (A), croissante et dérivable, la
fonction égale pour chaque valeur de 2 au plus grand
des deux nombres y(x) el —e(x) tend vers zéro: c’est
une fonction B(z) ('). ‘

Nous avons ainsi, & partir d’une certaine valeur

de n,
0= Pt ORe < ,.?L[l-;-B(r..\l’

nous dirons que la suite (1 + o, )p est'exposant brut
de la suite des zéros, la fonction g[ 1+ B(z)] est I'ez-
posant net. La fonction

2pl1+3uri

esl croissante, comme on le constale en employant les
propriétés de la fonction 3(z): si nous écrivons la

(1) Je suppose qu'une infinité de nombres o, & (7, ) sont positifs,
ce qui est facile & réaliser.
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fonction inverse sous la forme

&)
x P

nous aurons, i partir d’une certaine valeur de n,

14+0(n)
> .
ro2n P

il reste a montrer que a(z) satisfait aux conditions (A).

Or nous avons
1+ &(y)

y= pl+p)l z=y P |
d’ou

logy =pl1+~B8(2)]loge, [1+B{0))[1+a(py)]=1;

par suite, lorsque y croit indétiniment, z aussi, B(z)

tend vers zéro et par conséquent aussi a(y); de plus,

en dérivant les deux égalilés précédentes, on obtient
B(z)[i-a(M)+2(y) 1+ E(2)]y' =0,

.'1. = ('_t__e)_e ( lime=o0 S

Y z r=w

en portant dans la premiére de ces égalités la valeur
de y' tirée de la seconde, el remplagant p par

logy T
-
logz 1+ Biz)

on aura

a(y)[1+ B(2)]y logy _
+ (14+¢e)[1+B(2)] 1+ a(y)]'p’(x)a:logx =o.

Lorsque y croit indéfiniment, z aussi, 3(z), a(¥), ¢
tendent vers zéro ainsi que B'(z)z logz, donc

lima'(y)ylogy =o.
y=w -

La proposition que nous avions en vae est ainsi dé-
montrée, on peut introduire dans 1’égalité (6) la fonc-



tion inverse de

et 'on aura

( 5 log f(3) = (1+2¢2) " r:——* eiplp+r-wl pl1+B8(rip
7) ™

' (0 —27Sp5w),

[1+ 3(r)]p est un exposant net, égal ici a 'exposant
brut pour toutes les valeurs de r,.

10. Application aux fonctions de genre zéro. —
Si Pon désigne par M(7)le maximum du module d’une
fonction entiére de genve zéro pour |3| =r,et par r,
le module du n'é™¢ zéro, on a évidemment

M(r) <IT[<I ><H ,wm’\),

en désignant par a(z) une fonction telle que

razn ? (n>N),

fonction qui a été calculée au paragraphe précédent.
Or, nous avons trouvé une égalité asymplotique (7)
pour

©

M(-—)

1 nl+a(n)

égalité d’ou nous tirons

/ » (14-2) P Binle
[+ =e SinTo
) T4+xin) !
n )

14 a(x)
zU+B(2)1p désigne la fonclion inverse de z ¢ donc

| -+ #(2)]p est un exposant net de la suite des zéros
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de la fonction donnée. Nous arrivons denc au résuliat
suivant : le logarithme du module mazimum pour
|5| = r d’une fonctionentiére de genre zéro (') reste,
a partir d’une certaine valeur de r, inférieur a
Vexpression

) T .
(1-+2)= rl-+irp lim r = o\,
sinmp r=w )

o

ot z[ v+ B(x)] est un exposant net de la suite des
zéros.

Q

Cette limite supérieure est atteinte lorsque 'expo-
sant net est constamment égal a 'exposant brut.

[H2c3]

SUR L'INTEGRATION DE L'EQI]ATION I'EULER
PAR DES CONIQUES SPHERIQUES;

Par M. EmiLe TURRIERE,

Professeur au Lycée de Poitiers.

1. L’intégrale générale de I'équation différentielle
d'Euler,
dz dy

VR(z)  VR(y)

dans laquelle R(¢) est un polynome du qualriéme
degré,
R(t)anl‘+alt3+a,t’+a,t-+—a5,

(') Et naturellement d’ordre non entier ( 3£ 1) comme dans ce qui
précéde. .

Ann. de Mathémat., 4 série, t. XIL. (Janvier 1912.) 2
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est, d'aprés Stielijes, de la forme

1
ay ;a, ). l
‘-i-a. ay— 2k %ag —(z+y)
1
A 5% a, xy
I —(x+y) xy o

Des simplifications profondes se produisént lorsque
le polynome R (¢) est simultanément bicarré et réci-
proque; en posant, en effet,

ay=1, a;=o, az=o, a,=1,
Pintégrale précédente se réduit a

(xy +~1)2 (xy —1)* (x+y)? _ :
ray S S W =0
;ag—)\

Considérons z et y comme étant les paramétres des
génératrices isotropes d’une sphére de centre O et de
rayon égal a I'unité, c’est-a-dire posons

r+y

[
\p'zxy—e-l’
(1) J p2==i%§§£%,
‘ _l‘_}’—'l.
\pa_.’lf_}’—i—l’

la relation entre & et y entraine une relation linéaire et
homogéne entre les carrés de p,, de p, et de ps; celle-ci
peul étre ramenée a la forme syméirique

& py P}
) a+e Thxe Texes ™
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par un simple changement de notations, en posant

20—a—b

azz‘),——a—:b——,
b—2c—a
A= b+s

ainsi donc l'intégrale générale de I'équation d’Euler est
réductible a la forme (2), au moyen de la transformation
définie par les formules (1), dans le cas ou le poly-
nome R (¢) est simultanément bicarré et réciproque, ce
polynome pouvant étre toujours égal a

a+b—oac
Rt)=tt— o2 —m——¢2 ;
(3) (t)y=1t 2 —+1;
-, bet ¢ désignent des constantes.
L’équation (2) représente, sur la sphére d’équation

pPi+pi+pi=rm,

une famille dépendant du paramétre variable s, de
-coniques sphériques, dont il est possible de donner
diverses définitions.

On observera Lout d’abord que les cones représentés
par Péquation (1) constituent une famille de cones
homofocaux; les coniques sphériques (2) sont dés
lors homofocales.

2. Cherchons plas généralement la forme que doit
avoir le polynome R (¢), du quatri¢me degré pour que
la transformation définie par- les formules (1) fasse
correspondre une conique sphérique a 'intégrale géné-
rale de Péquation d’Euler. _

Afin d'éviter des calcals compliqués, Jappliquera;j
des résuliats trouvés par M. Keenigs, en atilisant un
certain systéme de coordonnées introduit par M. Dar-
boux; l'intégrale générale de Péquation d’Euler a été
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transformée par M. Kwnigs en une conique d’un fais—
ccau langentiel.

En posant
X =zy,

Y=2+y,
I'intégrale générale de I'équation d’Euler, attachée aw
polynome général du quatriéme degré, est la conique

J(N,Y) = o dont ’équation tangentielle est
(4) a,u?-+ asuw + agw?— azuv —ayswy + A(uw — ¢2)=o,
c¢n coordonnées homogénes.

En vertu des relations (1), on a les relations sui-
vantes entre X, Y, p, et py:

_ 1+ pa y — 2P .
T u—py t—ps’

introduisons des coordonnées ponctuelles X, Y, Z
homogénes et considérons la transformation définie par
les formules

(5) x'—:l-'r"[);;, \’:2[)1, ~Z=]_-p3-

Cette transformation fait se correspondre les courbes
du plan (x, ¥, 5) et de la sphére d'équation

Pi+pi-Fpi=1;
la lrz;usl'ornu}c d’une conique quelconque d’équation
AX2- A'Y2 - A"Z24-9BYZ +~2B'ZX 4+ 2B"XY = o,
est une quartique biquadratique située sur la quadrique

AU+ pa2 =GP+ A" (1 —p3)2+ 4B p (1 — p3)
= 2B (1—p3) + 4B p1(1+p;3) =0}

pour que celte biquadratique soit une conique sphé-
rique, il est nécessaire et suffisanl que, dans cette
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derniére équation, les termes en p, et en py dispa-
vaissent ; il faut donc que les conditions

A—A"=o, B+B =o0

'

soient remplies; ce sont les conditions qui en coor-
données (X, Y =1,Z) expriment que la conique admet

{a droite
) X+7Z= Q,

pour axe de symétrie.
Si I’équation tangentielle de la méme conique est

aut+a'vt+4 a" w4 2bow + 20w + 20" uv = o,
{es conditions sont par conséquent
a—a"=o, b+ D' =o0;
<n appliquant a la conique (4), on obtient ainsi
ay— a,=o, ay+ az=o0;
de ces derniéres formules résulte le théoréme suivant

La condition nécessaire et suffisante pour que la
transformation définie par les formules (1) change
en des coniques sphériques les courbes intégrales de
Léquation d’Euler est que Uéquation

R(t)y=o0
soit invariante dans la tranformation

t:—-:.

Par analogie avec les polynomes réciproques (1'équa-
tion R(¢)=o-est résoluble en prenant ¢ — % pour incon-

mue), je dirai que le polynome R(¢) est alors semi-réci-
proque. '
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3. Placons-nous donc dans le cas.

a, = a, az=— Qi

d’un polynome semi-réciproque. Les coniques sphé-
riques sont alors

{(A + 2A'+ BI)P.';“" (A -+ BI)P;—l— 2AP§— 4Bp1p3= Q;

'équation tlangentielle d’un cdne, d’équation ponc-

tuelle
2z -+ By 4+ y324 2025 = o,

est d’autre part
Brut+ (ay —S2)v2+ 2B w?— 2B8uw = o;
des relations

a=A-+4 20+ B, a=a"=AA"— B2,

E=A+PB. a’ = A?— B2,
=2, b=—b'=—B(A+B),
§=—oB, b= —B2—A'B,

on déduit Péquation tangentielle du cone
Byt 2+ w?)+ fav?+(2a—a — 20" )w? — fbuw = o
ou

Byut—+ 024 w?) - fage?+ (2a0— az) Wi 2a,uw = 0;

sous celle derni¢re forme, le paramétre ) v'intervient,
que par Pintermédiaire de {3y : les cones considérés.
sont donc homofocaux au cone

Jage= (2ay— az) w2+ 2a,uw = o.

Cette méme propriéié peut étre établie par le raison-
nement suivant. Les formules (5) transforment la

conique . ‘
Yt— 4XZ =0
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d’équation tangentielle
02— pw = o,'

en le cercle p, = o de la sphére. Toute droile du plan
est transformée en un petit cercle de la sphére, section
par un plan paralléle a I'axe Op,; loule tangente
(1, ¢, w) a la conique

v — uw = o,
est transformée en un cercle de rayon nul ayant pour
centre le point de la sphére dont les coordounées sont

20 w-—u,
n =0, =

»
g = ’ —_.
u-+w w4 u

une courbe quelconque du plan est ainsi transformée
en une courbe sphérique; celle-ci, puisque la transfor-
mation est ponclue]le el par consequent de contact,
peut étre envisagée comme enveloppée par les cercles
de la sphére qui sont les transformés des tangentes de
la courbe plane. Parmi ces cercles, ceux:qui cerres-
pondent aux tangentes communes avec la conique- ‘

02— uw =o'

auront leur rayon nul. Une conique du faisceau lan-
gentiel (4) étant tangente & quatre tangentes fixes de
la conique précédente, la conique sphérique trans-
formée sera langente & quatre cercles de rayon nul fixes.
En posant )
82== al—8al—j4aya,
¢ élant une quantité qui n’est pas nulle si R () nest
pas carré parfait, on- peut prendre pour coordonnées
des tangentes fixes :
u—w=—a=x S,
u+ w -—+ \/m’ \

L8 =2a05



(24)
en portant ces valeurs dans les expressions de Eetdel
on obtient quatre points du cerele n = o deux a deux
diamétralement opposés. Les cones de sommet O et
qui définissent les coniques sphériques ont donc deux
focales fixes dans le plan p,=o.

Il résulte donc de ces considérations que, lorsque
les formules (1) associent des coniques sphériques
auzx intégrales de Uéquation d’Euler, ces coniques
sphériques sont nécessairement homofocales.

k. Revenons maintenant au cas particulier initiale-
ment envisagé : celui ou le polynome R (¢) est simul-
tanément bicarré et réciproque et a la forme (3).
L’intégrale a été transformée en la conique sphé-
rique (2) qui reste homofocale a elle-méme lorsque =
varie.

1l est alors possible de donner deux interprétations
géométriques de I'équation d’Euler ressortissant a
la Géomeétrie réglée.

En premier lieu, je rappellerai qu'a tout complexe
de droites Sophus Lie associe une équation de Monge
(ou de Pfaff) dont les intégrales sont les courbes dont
les tangentes appartiennent au complexe.

Au complexe tétraédral

apyp,+bpsp;s+ cpsps=o,
attaché aux quadriques

X1 Y? YAS
a+)\+Ab—|—)\+c+)\

= const.,
Sophus Lie associe I’équation de Monge
(b—c)zdydz+(¢c—a)ydsdr+(a—b)zdrdy =o;

si l'on se propose de déterminer, sur la sphére de
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centre O et derayon 1, les courbes ducomplexe tétraé-
dral il suffit d’intégrer I'équation précédente ou ’on
a respectivement remplacé z, y et z par p,, p, et p;;
on obtient ainsi

(6) . zavdPt(Pz dpsA—Pa dpy).= o;

en utilisaut alors les formules (1) on est conduit a
I’équation d’Euler avec le polynome (3). Ainsi donc les
courbes (2) ne sont autres que les courbes du com-
plexe tétraédral situées sur la sphére.

3. De méme qu’a tout complexe de droites Sophus
Lie associa une équation de Monge-Pfaff particulicre,
al est possible d'associer a toute équation de Monge-
Pfaff un complexe particulier par la considération du
probléme de Transon (¢f. le Chapitre III de ma Thése
Sur les congruences de normales qui appartiennent”
@ un complexe donné, Paris, 1911).

D’une facon précise, étant donné un complexe
-anvariant dans I’homothétie infinitésimale de pole O, le
probléme de Transon, pour ce complexe d’équation

C(p1; P2, P3y Pus Psy P6) =0,
est équivalent a 'intégration sur la sphére
Pi+pi+pi=t
de I'équation de Monge-Pfaff .
C(pi, p2, ps, dp1, dp., dps) =o.

4l résulte de ces considérations que, pour le complexe
associé a I'équation (6), le probléme de Transon est @
priori réductible a 'intégration de I’équation d’Euler.
C’est ce que je vais établir directement.
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6. Dans une Communication a I’Académie des
Sciences Sur les normales aux quadriques (22 dé-
cembre 18go), M. G. Humbert a monlré que les nor-
males aux quadriques
X2 Y? YA
B —oi(cxra) (c+09)(a+o) + (a+o)(b+o)

=o,

dépendant du paramétre s, engendrent un complexe
du troisiéme ordre.
Plus particuliérement, les cénes homocycliques dw
second degré, d’équation
(a+0)X2+ (b+0)Y2+(c+o)l2=o0,

définissent un complexe du troisiéme ordre qui n’est
autre que le complexe des génératrices des quadriques
homothétiques aux quadriques d’un faisceau homo-
focal; 1'équation de ce complexe est

(7) (b—e)p1psps—+ (c— a)pspspi+(a—b)pspups=o

ou encore .
ap,xo+ b psy,+ cpsso=o0,

en introduisant les coordonnées ordinaires (x4, ¥oy %0 )
de la projection orthogonale de l'origine sur le rayon
de coordonnées pliickériennes (py, ..., Po)-

Proposons-nous de résoudre le probléme de Transon
pour ce complexe. En se reportant alors a un article
précédent (') et appliquant les formules (5) et (7) de
cet article

1 ) dp, opy
Pe= ;(l-i-zy)’(p oy 7 dz)

9,
zo= 31+ ay (p e 2,

(') Sur certaines transformauons de drmtes (Ensezgnememt
mathématique, 1911, p. 363).
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on trouve l'équation aux dérivées partielles

o pSe(Z) - Sa()
) 1 1

dont dépendent les surfaces trajectoires du complexe,
considérés comme enveloppes des plans

(X —iY)+y(X+iY)+(zy —1)l=w.

L'intégration de cette équation aux dérivées par-
tielles (8) est équivalente a celle de I’équation différen-
tielle du premier ordre

; 3 .
opi\? opr\?
. Pk \* _ OPkN\".
e - (2
1 1

appliquant les formules qui donnent les dérivées par-
tielles de p,, py et p,, celle équation diftérentielle
devient précisément I'équation d’Euler dans laquelle le
polynome R (¢) a la forme (3).

Ainsi donc, conformément au paragraphe précédent,
la solution du probléme de Transon, pour le com-
plexe dégénéré du complexe de M. Humbert, dépend
de Uintégration de U'équation d’ Euler. ’

L’équation générale des surfaces trajectoires ortho-
gonales des droites du complexe est

2 2 ‘"p?
a +pl;(w) - b—i—pfll(m) 3 -f-pI;(m) =

El

Il (w) désignant une fonction arbitraire de .

Les. coniques sphériques (2) sont les courbes de
contact avec la sphére des développables circonscrites &
cette sphére et aux diverses surfaces trajectoires ortho-
gonales de droites du complexe, '
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P.-S. — M. CI. Guichard a eu la bonté de me
signaler récemment que j’avais consacré plusicurs
articles & une transformation de l'espace réglé déja
envisagée par Ribaucour, dans ses recherches sur les
congruences isotropes, puis par Antomari, dans ses
travaux sur les surfaces réglées. En remerciant
M. Guichard, je m’empresse de porter celle remarque
4 la connaissance des lecteurs des Nouvelles Annales
el de profiter de I'occasion pour indiquer quels sont les
résultats que j'avais retrouvés.

I1 s’agit de la transformatiou de droites, a laquelle
J'avais éLé conduit & propos des complexes de droites,
ainsi que je l'explique & la page 83 de ma Thése Sur
les congruences de normales qui appartiennent ¢ un
complexe donné, et que javais appliquée dans les
articles suivants :

1° Sur une transformation de droites (Nouvelles
.Innales, juin 190g);
2° Sur les surfaces de M. Appell (/Votwelles
Annales, juin 1910);
® Sur les congruences de droites qui admeltent un
point pour surface eentrale (Nouvelles Annales, avril
1911);
4° Sur un complexe du quatriéme ordre (Nouvel/es
Annales, mai 1g11);
5° Sur certaines transformations de droites ( Ensei-
gnement mathématique, scptembre 1911).

Dans la premiére Note, j'avais signalé Papplication
de cette transformation de droites aux congruences
isotropes de Ribaucour; dans la ycinquiém_e, Javais
remarqué qu'une représentalion des congruences 3a
laquelle on fait jouer un réle a la projection d’un point
fixe sur chaque rayon se rattache i la représentation
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la plus générale d’une congruence de droites par
Ribaucour. Effectivement, l'illustre géométre s’était
occupé de cette transformation de droites, « mais d’une
maniére accessoire », selon I'expression d’Antomari:
« Ribaucour s’était borné a la définir et a l'utiliser
pour déduire une congruence isotrope d’une autre
congruence isotrope ». Ribaucour avait d’autre part
déterminé analytiquement les congruences de normales.
dont enveloppée moyenne est un point, c’est-a-dire
les.congruences de droites normales aux surfaces dési-
gnées par L. Bianchi, dans ses Lezioni di Geometria
differensiale, sous la dénomination de surfaces de
M. Appell.

Mais ce fut surtout Antomari qui, dans sa Thése
remarquable ((1pplication de la méthode cinématique
a Uétude des surfaces réglées; mouvement d’un
corps solide assujetti & cing conditions, Paris, 1894),
étudia la méme transformation dc droites et l’app]i‘qua-
a divers problémes concernant notamment les surfaces.
développables et leurs transformées. Antomari signala
des applications de celte transformation aux congru-
ences; il étudia le cas du plan et de la congruence
transformée; il établit que la congruence de normales
la plus générale est transformée en la congruence la
plus générale admettant le péle pour enveloppée
moyenne; il mit en évidence I'invariance des congru-
ences de normales aux surfaces de M. Appell. 11 fit
enfin ressortir I'analogie de cette transformation avec
la transformation de droites de M. Guichard, qut
permet de déduire, de toute congruence de norinales,
une congruence dont la surface moyenne est un plan.
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[Ric]
SUR L’EXTENSION DE LA NOTION DE VITESSE;
Par M. Et. DELASSUS.

I. — VITESSE D'UN SYSTEME DE VECTEURS.

1. Considérons un point mobile M rapporté simulta-
nément a deux triedres fixes T et T,. Les coordonnées
Z,y, 5eLxy, ¥, 5 dans ces deux triédres sont lides
par les formules de transformation

T =a-+ T+ a Y1+ o433,

dans lesquelles les coefficients sont des constantes dont
la signification est bien connue. Par dérivation on en
déduit
= &) + a3 y) + 233},
e cees
ce qui exprime que le vecteur V, de composantes z/,
Y4y 5y, dans T, a 2/, 3/, ' pour composantes dans le
tricdre T. Autrement dit, le vecteur appliqué au
point M et ayant pour composantes les dérivées des
coordonnées est indépendant du triédre de refé-
rence.

C'est ce vecteur, qui est complétement déterminé
par le mouvement du point, qu’on appelle vitesse du
pouwnt.

Si le triédre T est fixe et le triedre T, mobile, les
coefficients de la transformation ne sont plus des con-
stantes et la dérivation donne

z:_( ’ ’ ’ 1] 2 ! -'
=(a'+ o\ +ay 1+ 25 5) + (0,2 + 2 7, + a33)),



(31)
ce qu’on interpréte immédiatement en introduisant la
vitesse d’entrainement et la vitesse relative et 1'on
obtient la régle classique de composition des vitesses.

2. Les raisonnements précédents s’appliquent sans
aucune modification & un systéme S de vecteurs. Soient
XNy Y, By, £, I, A6, Xy, Fiy By, L4y My, I6, ses coor-
données dans deux triédres fixes. Les formules de

transformation sont de la forme

o\»——(ljc(\q—r—p Jt"*"{i 1+)\ {1—4}— My "K;-—G—V;J{,h

................................... IEERREREE

b
et donnent par dérivation

.\1.’=a‘e"@'1-+—@, +“{11} +)\1{1+p,3|1,+v“)b1,

qm montrent que le systéme ayant n\.‘, 3‘, ,0 2

I, T, pour coordonnées dans Ty a &/, ', 2/, .Q’, M,
o/, pour coordonnées dans T, ou encore : '

Etant donné un systéme S de vecteurs, variable
avec le temps, le systéme S' ayant pour coordonnées
les dérivées des coordonnées du systéme S est indé-
pendant du triédre de référence.

Par analogie, nous dirons que le systéme S' est la
vitesse du systéme S.

Supposons maintenant que le triédre T soit fixe, mais
que T, soit mobile; les coefficients dela transformation
seronl variables et la dérivation donnera

o = (a/ir\‘q—i—ﬁliﬁ 1+ ::1+)\‘£1+141 JlLl—rVIJbg)

qu’on interprétera encore en introduisant le systéme S,
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vitesse d’entrainement de'S et le systéme S, vitesse
relative de S, et I'on sera encore conduit a la pro-
priéié classique: '
La vitesse absolue d’un systéme de vecteurs est la
résultante de sa vitesse d’entrainement et de savitesse
relative.

3. Effectuons simultanément la réduction des deux
systemes S et 8 en un point fixe que nous prendrons
pour origine d’un triédre fixe de référence. On ob-
tiendra ainsi un vecteur R el uvn couple G pour le sys-
teme S et, de méme, un vecteor R’ etun couple G’ pour
le systeme §'.

Les coordonnées du point R seront X, Y, &, sa
vitesse sera X/, N, %', c’est-a-dire équipollente au
vecteur R'. ’ '

De méme, les coordonnées du point G seront {, L,
I, sa vilesse sera £/, O/, IV, c’est-a-dire équipollente
a ', de sorte que :

Silon réduit simultanément en un point fixe un
systéme S de vecteurs et sa vitesse S', les éléments de
réduction de S' sont respectivement équipollents aux

vitesses des extrémités des éléments de réduction
de S,

théoréme de Cinématique qui a la méme forme que
I'interprétation géométrique bien connue des théorémes
sur les quantités de mouvement et peut, d’awlears,
fournir cette interprétalion comme conséquence presque
immédiate.

4. La notion de vilesse d’un systéme de vecteurs est
absolument distincte de la noltion bien connue de
dérivée géométrigue d’un vecteur. Ces deux notious
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ne coincident que dans le cas ou le systéme S se réduit
a un vecteur unique variable, mais dont 'origine reste
fixe.
La vitesse d’un systéme de vecteurs s’introduit tout
naturellement en Dynamique par la remarque classique
que les coordonnées

2, y' 3", yi'—zy', sz’ —ad, zy'—ya,
du vecteur accélération d’un point sont les dérivées des
coordonnées

z', y, 3, yi'—zy', zx'—zxz, zy —yz,

du vecteur vitesse de ce point, ce qui permet de dire,
point, qui p ;

au sens que nous adoptons :

Laccélération d'un point est la vitesse de sa vi-
tesse.

Si nous multiplions la vitesse par la masse, sa vitesse
sera également mullipliée par la masse ce qui donnera
le vecteur opposé a la force d’inertie; donc: :

La force d’inertie d'un point matériel en mouve-
ment est a chaque instant opposé a la vitesse de sa
quantité de mouvement.

La propriété existant pour lous les points d’un sys-
leme malériel cxiste pour le systéme lui-méme;
donc :

Le systéme des forces d’inertie d’un systéme ma-
tériel en mouvement est a chaque instant opposé ala
vitesse de la quantité de mouvement de ce systéme
matériel.

Si 'on désigne par 3 le systéme des forces d’inertie,
par 2 le systéme des quantités de mouvement et par 3,
Ann. de Mathémat., §* série, t. X1I. (Janvier 1912.) 3
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sa vitesse, on a donc, a chaque instant, I’égalité géomé-

trique
3)+(2)=o.

8. Lanotion de vitesse d'un systéme de vecteurs s’in-
troduit encore tout naturellement quand on considére
deux systémes variables S, S, et leur moment

IMS, S,)) = fn\:‘ -+ 3!1.”_7'14— %21—4— *\’-£1+ .'73]11—’-;‘5%1.

On en déduit, par dérivation,

d SN

E.‘)TU(S, Sjv)
= (N4 IR 4 Ty 4+ A £y 4 I+ 06y )
(N, 4 I, + T, + X + FON,) + HIT,),

c'est-a-dire, en introduisant les vitesses de S et de S,

d
Tt IS, Sy) = INL(S, )+ INL(S, S)),
formule analogue & celle de la dérivée d'un produit et
qui donne la dérivée d’un moment comme somme de
deux moments. Si 'un des systémes, S, par exemple, est .
tixe, la formule se réduil simplement a

%mu(s, Sy) = IS, Sy).

1I. — VITESSE D'UN SOLIDE.

6. M. Keenigs, dans son Traité de Cinématique, a
développé et rendn classique la notion de systeme de
vecteurs représentatif de I’état des vitesses dans un
solide en mouvement. ' »

’une des propriétés essentielles est celle quiéél rela-
tive a la composition des mouvements et s'énonce
comme il suit: .
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Le sysieme de vecteurs représentatif de Pélat des
vitesses absolues d’un solide s’obtient en composant
géométriquement le systéme représentatif de 'état des
vitesses d’entrainement el le systéme représentalif de
I’état des vitesses relatives.

Nous nous bornerons a faire remarquer que cette
propriété s’énonce exactement comme celles qui sont
relatives au point ou au systéme de vecteurs, sauf le
remplacement de « vitesse » par « systéme représen-
tatif de 1’état des vitesses ».

1l y aurait donc intérét, pour uniformiser le langage
et avoir un méme énoncé s’appliquant & un plus grand
nombre de cas, & convenir d’appeler vilesse d’un solide
le systéme de vecteurs représentatif de Uétat des
vitesses de ses différents points.

Si Pon adopte cette délinition on pourra dire :

La vitesse d'un point quelconque d’un solide est le
moment en ce point de la vitesse du solide ;

el

Qu'il s’agisse d’un point, d’un systéme de vecteurs
ou d’un corps solide, la vitesse absolue est toujours
la résultante géométrique de la vitesse d’entraine-
ment et de la vitesse relative.

7. Proposons-nous de chercher la vitesse d’entraine-
ment d’un systéme S, de vecteurs, c’est-a-dire la vitesse
d’un systéme invariable S, atlaché 3 un corps solide
connaissant Ja vitesse S de ce solide.

Soit O un point du solide. Soient R, G, R,, G, les
éléments de réduction de S et S, en ce point; R, et G,
sont invariables et attachés au solide.

La vitesse de S, est la résultante de sa vitesse dans la
rotation R et de sa vitesse dans la translation G..
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Dans la rotation R, le point O reste fixe, donc les élé-
ments de réduction de la vitesse correspondante de S,
sont équipollentsaux vitesses desextrémités de R, et G,,
c'est-a-dire, puisque ces extrémilés sonl des points
attachés au solide, équipollents aux moments de R aux
points R, et Gy.

Dans la translation G du solide, le couple G, reste
équivalent & lui-méme, donc ne donne rien dans la
vitesse de S,. Quant au vecteur R,, subissant celte
translation, on voit immédiatement, soit géométrique-
ment, soit analytiquement, que sa vitesse est un couple
dont le moment changé de sens est celui de R, au
point G.

En résumé, ona un vecteur et deux couples respecti-
vement perpendiculaires aux trois plans RR,, R, G
et RG,.

Si I'on permute S et S,, c’est-a-dire sil’on cherche la
vitesse d’entrainement de S dans un solide dont la
vitesse serail S,, on voit immédiatement que le vecteur
et les deux couples ne font que changer de sens. Les
deux vitesses oblenues sont donc opposées, fait géomé-
trique qu’on peut écrire

(St)s,+ (Sy,e)s =o.

Enfin, soient A, A, les axes centraux de S et S,,
A’ leur perpendiculaire commune et O un point du
solide choisi de fagon qu’a I'instant considéré il se
trouve sur A’. On voit immédiatement que, si l'on fait
la réduction de S et S, en O, les directions R, G,
R,, G, sonttoutesdans le plan perpendiculaire a A’, donc
le vecteur et les deux couples de la vitesse d’entraine-
ment de S, sont dirigés suivant A’ qui est ainsi I'axe

central de cette vitesse; d'ou cette propriélé trés
sumple :
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L’aze central de la vitesse d’un systéme de vec-
teurs attaché a un solide est la perpendiculaire
commune & Uaze central de ce systéme et a laxe
central de la vitesse du solide.

[N'16a] .
NOTE DE GEOMETRIE;

Par M. Euie PARROD.

Dans cette Note, j’ai pour but d’établir le théoréme
suivant et d’en déduire quelques conséquences :

Tutorkme. — Si deux quadrilatéres ABCD,
A'B'C'D', inscrits dans une méme conique sont
homologiques, les siz points (AB. C'D’), (AC. D'B’),
(AD.B'C'),(A'B'.CD),(A'C".DB),(A’'D'.BC) sont sur
une droite A, passant par le centre d’homologie P
et tangente en ce point P aux deux coniqgues ABCDP,
A'B'C'D'P.

Ce théoréme peut étre considéré comme une géné-
ralisation du théoréme d’Aubert. Il se déduit facilement
du théoréme bien connu suivant :

Tutorime. — Considérons une conique variable
passant par quatre points fixes A, B, G, D et rencon-
trant en M, N, deux droites fixzes AP, BP issues de A
et B; la droite MN passe par le point d’intersection
de la droite CD et de la tangente en P a la conique
ABCDP.

En effet, les points M, N décrivent sur AP et BP deux
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divisions homographiques qui ont le point P commun;
la droite MN passe par un point fixe O situé sur la
tangente en P a la conique du faisceau qui passe
par P; une conique particuliére se compose des deux
droites AB,CD), donc ce point fixe O est sur ladroite CD.
Ceci étant : dans le théoréme précédent, la conique
considérée passe par les quatre points A, B, G, D, etles
deux droites CP, DP rencontrent la conique en €'/, D';
la tangente en P a la conique ABCDP passe par 'inter-
section O des droites AB, C'D’; la conique A'B'C/D'P
montre que le point O est sur la tangente en P. Donc
ces deux coniques sont tangentes en P et la tangente
en P est PO.
Les autres combinaisons montrent que les cinq autres
points sont sur cette droite A.

APPLICATIONS.

[. Soient I, " deux coniques se coupant en quatre
points A, B, G, D. Prenons le centre d’homologie P sur
la conique T', on obtient le quadrilatére homologique
A'B' C' D' inscrit dans la conique I"; a cette figure, il
correspond une droite A tangente en P aT.

Exemple. — Les normales PA, PB, PC, PD menées
d’un point P a une conique la rencontrenten A, B, C/,

D', la droite A correspondante est tangente en P a
I'hyperbole d’Apollonius.

Avec les symétriques des points A, B, C, D par
rapport an centre O’ on aurait une droite A tangente
en ce point a cette hyperbole; la conique A’B'C' D' O’
est tangente en O’ & I'hyperbole d’Apollonius.

11. Le point P peut étre supposé a I'infini.

Exemple. — Si dans un cercle on méne quatre
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cordes paratleles AA/, BB/, CC/y DD/, on obtiendra une
droite A paralléle aux cordes, qui sera une asymplote
de deux hyperboles, I'une passant par A, B, C,D et
'autre par A/, B', ¢/, D',

1. La conique peut étre remplacée par un systéme
de deux droites.

Ezemple. — Un cercle est rencontré par deux
sécantes en A, B, C, D; prenons, sur le cercle, le centre
d’homologie P; il correspond quatre points A’,B',, D’
sur les deux sécantes, ce qui donne quatre points
situés sur la tangente en P au cercle.

IV. Le quadrilatére ABCD peut étre remplacé parun
triangle el une tangente en un sommet ou par une corde
et les tangentes aux extrémités.

Ezemple. — Soientune conique, unaxe AB, le cercle
ayant pour diaméire cet axe et les tangentes aux
sommets correspondants A, B. Prenons le point P sur
la conique, les droites PA, PB rencontrent le cercle
en A’, B'; la tangente en A’ au cercle rencontre la
tangente en B au point B, etlatangente en B'au cercle
rencontre la tangente en A au point A,; la droite A{B,
est tangente en P a la conique.

V. Supposons, pour Lerminer, que trois points A,
B, Csoient confondus et considérons la conique oscula-
trice en ce point; elle rencontre la conique donnée
en D el passe par un point P situé sur la tangente en D
a cette conique donnée qui est rencontrée en A’ par PA.,

DA’ rencontre la tangente en A au point E, la tan-
gente en A’ rencontre AD enF; la droite EF est
langente en P.
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Je me bornerai a ces quelques applications et je
laisserai au lecteur le soin de transformer la propriété
par polaires réciproques.

GORRESPONDANCE.

M. G. Fontené. — La régle donnée a la page 349 du
volume des Nouvelles Annales pour 1911, relativement au
signe du discriminant, peut s’énoncer ainsi :

Le discriminant de I’équation

arm"+... .+ g
étant mis sous la forme

a”l—'lglll-—i -+, . .

ce discriminant est égal au produit des carrés des différences
mm—1:
des racines par un facteur dont le signe est celuide(—1) 2

Cela donne bien le signe + si m ou m — 1 est multiple de 4,
si m est de l'une des formes 44, 4k + 1. le signe — si m ou
m — 1 est simplement pair, si m est de I'une des formes 4k + 2,
Gk —+3.

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Besangon.

QUESTION DE cours. — Etude du mazimum et du minimum

d’une fonction d’une, de plusieurs variables indépen-
dantes.
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Mazimum et minimum relatifs.
Mazimum et minimum dans le cas d’une fonction
implicite. .
Application : mazximum et minimum du carré de la
distance d’un point & une surface z = f(z, y).
Méthode de Fermat. Application.

' EPREUVE PRATIQUE. — Lignes asymptotiques du conoide

e (2):

Déterminer ¢ de facon que l’une d’elles ait pour équation
a(xh+ yb) = (yr—x2)2 (y2+ 7?).

Déterminer la fonction de variable complexe z =P + (Q
satisfaisant a 22y P + ¢{y2— 2?) + 22y (x2+ y?)t=o.
(Juin 19710.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Intégrer I’équation aux dérivées

partielles
0z 03 s+ 2

Tor 7 W Vzlt yi—a

dans laquelle a est un nombre positif donné.

Démontrer que les surfaces intégrales sont des surfaces
réglées.

2° Déterminer celle des surfaces intégrales qui contient
la courbe qui a pour équations

r =23, 4 yi=fal.

Exprimer les coordonnées d’un point quelconque z,y, z,
de cette surface S en question en fonction des deuxr para-
métres u, v obtenus en posant

r = ucosv, ¥y = usinp.

3° Déterminer les lignes asymptotiques de cette surfaceS.
4° Déterminer les trajectoires orthogonales des généra-
trices rectilignes de cette surface S.
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EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer Uéquation différentielle

2yy = 2(yr4+1)+ Yyt — 3y

Il existe en particulier une intégrale passant par le

point x =o0, y =—1, et admettant pour tangente en ce

point une droite de coefficient angulaire y' = o, construire

cette courbe. (Juillet 1911.)
Bordeaux.

PREMIERE QUESTION. — Considérant la surface £ enveloppe
de la sphére variable

(x —ar+|y—fla)p+32=1.

1 Trouver géométriquement une premiére famille de
lignes de courbure de cette surface;

2° Démontrer que la deuxiéme famille est formée de
courbes planes quise projettent sur le plan des xy suivant
une famille de courbes paralléles;

3° Déterminer géométriquement les centres de courbure
principaux pour un point quelconque de X.

) DEUXIEME QUESTION. — En désignant par P et Q deux
fonctions données des deux variables indépendantes x et y

et en posant
u= y*—ux,

trouver a quelles conditions dotvent satisfaire les deux fonc-
tions P et Q pour que la différentielle

Pdz + Qdy

admette un facteur intégrant qui soit fonction de u seu-
lement. Montrer que si cette condition est remplie ce
facteur intégrant s’obtient par quadrature.
Appliquer a l’intégration de
Pdr +Qdy =o
en supposant
P=(2y2— 22 —1)et+ (22— 37) e,
Q=2yel+az(yr+y—=z)er.
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EPREUVE PRATIQUE. — Etant donnrés trois axes rectangu-
laires, sotent C une surface conique ayant pour équation

27y —32=o0

et T une surface cylindrique ayant pour équation

VE+yy =1

ou les radicaux ont les déterminations positives.
On considére le solide A d’étendue finie complétement
limité par une portion de C et ure portion de T. Calculer :
1° Le volume de A,
2 L’aire de la portion de surface conique qué le limite;
3° L'aire de la portion de surface cylindrique qui le
limite.

SOLUTION.

1* La surface T est une surface canal. La caractéristique
qui est un grand cercle de la sphére variable constitue une
premiére famille de lignes de courbure.

20 I’angle d'une normale MC & la surface =, qui est aussi

normale 3 ce lieu des centres des sphéres, avec la normale
principale est donné par .

s



( 44 )

comme le lieu ¢ centre est une courbe plane T’

y=f(n),
I

=0

=3l

et
P = Po-

Par suite la deuxiéme famille de lignes de courbure est
formée de courbes planes qui se projettent sur le plan des zy
suivant des courbes paralléles a T';

3° En un point M de £ le premier centre de courbure est C;
'autre est donné par I'intersection de MC avec la droite polaire
de T qui est ici perpendiculaire au plan de T' menée par le
centre de courbure R correspondant a C. .

(Juin 1g10.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1. 1° Désignant par f(x, v, z) une
fonction donnée de trois variables indépendantes z, y et z,
on demande de déterminer la forme la plus générale que
peut avoir une fonction ¢(z, y, 3) des mémes variables
pour que la différentielle totale
(n %dx—«}— %dy—i—cp(x,y,z)dz
soit complétement intégrable? Montrer que, dans ce cas, la
différentielle précédente peut étre ramenée sans aucune
quadrature, a une différentielle totale a deux variables
seulement, convenablement choistes.

2° Montrer que toute différentielle totale a trois va-
riables indépendantes peut étre ramenée, en la multipliant
par un facteur convenable, & la forme (1).

Quel procédé d’intégration peut-on déduire de ce qui
précéde pour les différentielles complétement intégrables
a trois variables indépendantes?

Il. Sur la surface dont l'équation en coordonnées rec-
tangulaires est

,2
s=X—2,

34

\ étant une fonction donnée de x:
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1° Déterminer les courbes C conjuguées des sections de
la surface par les plans paralléles au plan z0) ;-

2° Déterminer les trajectoires orthogonales des projec-
tions des courbes C sur le plan z0y.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer, en employant le théoréme
des résidus, l’intégrale

fm ) 4 cosx
—— _ dx.
o (13 —5cosx)?

(Novembre 1g10.)

Caen.

EPREUVE ECRITE. — I. Intégrer l’équation aux dérivées
partielles linéaire

03 , , 0z
gy(za—x)g+(.r-—+-z2——y?—4az‘)@ “+2yzs=o0,

ot 3 désigne une fonction inconnue des deux variables
indépendantes x et y, et a une constante positive donnée.

En supposant que z, y, 3 désignent les coordonnées rec-
tangulaires d’un point variable, faire voir que l'une
quelconque des surfaces définies par l’intégrale générale
est engendrée par un cercle; calculer, en un point quel-
conque du cercle générateur, le cosinus de l’angle du plan
tangent a la surface avec le plan du cercle, et interpréter
géométriquement le résultat obtenu.

Particulariser la fonction arbitraire qui entre dans
lintégrale de maniére que la surface correspondante
contienne la courbe

z =o,

z(y?+ 3®) = 8ad.

¢ 11. Etant donnés (rois ares rectangulaires OX, OY, OZ,
on considére un coéne de révolution autour de OL, ayant
son sommet & l’origine O, et dont les génératrices font un
angle a avec OL. On considére d’autre part, sur la partie
positive de OX, un point fize A, & une distance donnée a
de l'origine; on méne par le point A dans le plan XOY
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une droite faisant P'argle a2 avec OX, et par cette droite
un plan paralléle @ QL. Soit L la ligne d’intersection de
ce plan et du céne.

Former l'équation de la surface engeadrée par la
ligne L quand on fait varier Vangle a, faire voir que
cette surface est réglée, et chercher lgs trajectoires ortho-
gonales de ses génératrices rectilignes.

EPREUVE PRATIQUE. — Construire en coordonnées rectan-
gulaires ’une des courbes définies par l’équation d;je-

rentielle
do = 2 VE—)? V;’—J’ dy.

Evaluer ’aire comprise entre la courbe et l’axe des z.
(Juin rg10.)

EPREUVE ECRITE. — 1. Déterminer une surface par la
double oondition :

® Que les coordonnées rectangulaires x, y, z d’un
point variable de cette surface vérifient l’équation aux
dérivées particlles

0z \? - 0z\2 3a?
ox \dy) =’
ol a désigne une longueur constante dornée;
2° Que la surface contienne la parabole
z =o,

2=2ay /.

I1. Etant donnés trois azes rectangulaires 0X, OY, OZ,
on considére la surface réglée représentée par les formules

x = rcosb,
¥y =rsinb,
z = f(8),

o r, 0 désignent deux. paramétres arbitraires, et f(8) une
fonction donnée de 6.
Détermmer sur la surface une ligne telle qu'er urz quel-‘
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conque de ses points la génératrice coupe sous un angle
constant donné a l’une des deux lignes de courbure.

Construire la projection de cette ligne sur le plan XOY
dans Uhypothése particuliére

o«
a = G,
Sf(8) = acosh,

ou a désigne une longueur constante donnée.

EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer le systéme des équations
différentielles linéaires

du .
—-— = U+ ¢ —w- 20087 —Ssinz,
dx

dv .
—— =—2U + 30— w — T COST —- SInx,
dx

ow .
— =—3u-+2w — 4 cosx + sinx.
ox

(Juin 1911.)
Dijon.

EPREUVE ECRITE. — 1° Soient .trois axes de coordonnées
rectangulaires O zyz. Trouver une surface S telle que le
plan tangent en un point quelconque M de cette surface
contienne le symétrique par rapport a O du point de ren-
contre de la normale en M a S avec le plan Ozy. On
supposera l’équation de S sous la forme z = f(x, y), et
U'on formera l’équation A que doit vérifier f;

2° Les cylindres paraboliques ayant pour section droite
une parabole de foyer O etde directrice paralléle ¢ Oz,
sont des surfaces S ;

3° Indiquer une intégrale compléte de l’équation A

4" Intégrer le systéme différentiel des caractéristiques
de l’équation A.
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Epneuve pratiQue. — Evaluer, a 0,001 prés, lintégrale

3

Jox?—x — 24 dr

/1 r3 (22— 32+ 4)

(Novembre 1g10.)

QUESTIONS.

2485. — Les points de rencontre des génératrices perpen-
diculaires d’un paraboloide hyperbolique sont sur une hyper-
bole: les plans de ces génératrices enveloppent un céne du
second ordre dont les lignes focales sont perpendiculaires aux

plans directeurs du paraboloide.
(KLue.)

2186. — Si l'on désigne par p un nombre premier et par P
le nombre p*, a pouvant étre nul, le nombre

C:‘('p—n - (— l)k

est multiple de p.
(G. F.)

2187. — La somme des produits qu'on obtient en multipliant
trois a trois les entiers inférieurs a n est

n(n—1)(n—2)(n—3) = n(n—iu)
24 2 )

(G. F.)
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[0'6p]
\ SUR LES
SYSTEMES DE SURFACES TRIPLEMENT ORTHOGONALES

COMPOSES DE CYCLIDES.

Par M. Mavrice FOUCHE,
Répétiteur a I’Ecole Polytechnique.

1. Introduction. — Vers la fin de 19o8, M. Dar-
boux a publié dans les Comptes rendus de I’ Acadé-
mie des Sciences plusieurs Notes relatives al’étude des
systétmes de surfaces triplement orthogonales qu'il
appelle réversibles. Ce sont ceux pour lesquels le
mouvement relatif du triedre des axes de coordonnées
par rapport au triédre des trois normales engendre un
nouveau systeme orthogonal dont les axes ainsi dépla-
cés sont les trois normales. Les surfaces qui constituent
ce systéme sont des cyclides de Dupin.

Je me suis proposé d’étudier la méme question par
les procédés de la géométrie pure, et je suis parvenu a
relrouver par ce moyen, et sans aucun calcul, un grand
nombre des résullats obtenus par M. Darboux. J'ai fait
la discussion des différentes formes que peut affecter le
systéme réversible et j’ai démontré que Lous les sys-
temes orthogonaux composés exclusivement de cyclides
dérivent par inversion d’un systéme réversible. Jai
ajouté quelques remarques sur ces systeémes.

J’emploie la méthode Darboux-Combescure qui con-
siste, comme on le sait, & partager le probléme en
deux parties. On étudie d’abord le mouvement & trois
paramétres, autour d’un sommet fixe, d’un triédre tri-

Ann. de Mathémat., }* série, t. XII. (Février 1g912.) 4
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rectangle dont les arétes sont paralléles aux normales
aux trois surfaces et ensuite on cherche 3 déterminer
la translation de ce triédre de maniére que, daosla
variation de chacun des trois paramétres, le sommet
engendre une des surfaces du systéme.

2. Les lignes de courbure d’un systéme réversible
sont planes. — Soit Oz y 5 le triedre mobile dont les
arétes Oz, Oy, Oz sont respectivement paralléles aux
normales aux surfaces obtenues en laissant constant
l'un des paramétres p, s, 02, et OXYZ le triédre
fixe formé par les trois axes de coordonnées. Le dé-
placement de Ox)y z dépend de neuf rotations dont
chacune est la composante, suivant 'une des arétes du
triedre mobile, de la rotation de ce triedre déterminée
par la variation d’un seul des paramétres p, py, 2. On
connait les conditions nécessaires et suffisantes pour
que le déplacement du triédre appartienne i un sys-
téme triple orthagonal. Elles sont au nombre de trois.
11 faut et 1l suffit que trois rotations soient nulles, sa-
voir la rotation autour de Oz quand p varie seule, la
rolation autour de Oy quand p, varie seule et la rota-
tion autour de Oz quand p, varie seule. La premiére
de ces conditions exprime que quand p varie seule, le
triedre mobile Ozyz tourne autour d’un axe situé
dans le plan Oyz. Le mouvement du triédre mobile
est donc défini par le roulement du plan Oy s sur un
céne fixe.

Le mouvement inverse, c'est-a-dire le mouvement
relatif du triédre des axes de coordonnées OXYZ par
rapport au triédre Ozy s, sera donc défini par le rou-
lement de ce coéne devenu mobile sur le plan Oyz
rendu fixe. Mais, pour que ce mouvement inverse en-
gendrit un nouveau systéme orthogonal, il faudrait que
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le cone se réduisit a un plan, ce qui est impossible. Il
ne peut se réduire qu’a une droite, et alors 'axe de ro-
lation est un axe permanent situé dans le plan Oy 3.
Donc pour que le systéme soit réversible, il faut et il
suffit que quand p varie seule, la rotation du trié¢dre
se fasse autour d’un axe permanent situé a la fois dans
le plan Oyz et dans le plan OYZ et que, quand p,
ou p, varie seule, deux autres conditions analogues
soient vérifides.

On en déduit immédiatement que les lignes de cour-
bure de chacune des surfaces du sysiéme sont planes.
Eo effet, laissons p, constante et faisons varier p et oy.
Nous obtiendrons une surface du systéme donl la nor-
male sera paralléle 2 Oz et dont la représentation sphé-
rique des lignes de courbure sera fournie par le dépla-
cement du point C de P'axe Oz qui se trouve 3 une
distance de 'origine égale & I'unité de longueur. La
ligne de courbure qui correspond a la variation de p
seule aura donc pour représentation sphérique la ligne
décrite par G quand p varie seule. Mais puisqu’alors la
rotation se fait autour d’'un axe permanent, le point C
décrira un cercle de la sphére. Or, les tangentes aux
différents points d’une ligne de courbure sont paral-
léles aux tangentes aux points correspondants de sa
représentation sphérique. Donc toutes ces tangentes
sont dans un méme plan et la ligne de courbure consi-
dérée est hien plane. Il en est évidemment de méme de
toutes les autres lignes de courbure obtenues en fai-
sant varier seule soit p, py ou p,.

3. Détermination de la représentation sphérique
du systéme orthogonal. — On voit de plus que la re-
présentation sphérique de chaque surface du systéme
se compose d'un réseau de cercles orthogonaux. Or on
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sait qu’un pareil résean tracé sur une sphére est formé
des cercles dont les plans passeat par I'une ou l'autre
de deux droites conjuguées par rapport a la sphére.

Soit OABC 'une des positions du tétraédre mobile,
A, B, C étant & une distance de 'origine égale al'unité
de longueur. Nous venons de voir que si p varie seule,
«ce tétraédre tourne autour d’un axe permanent qui est
Yintersection des plans OBC et OYZ.. Donc le point G
décrit un petit cercle dont le plan est perpendiculaire
A cet axe et par conséquent paralléle au plan OAX et,
«n particulier, a la droite fixe OX. Si maintenant nous
faisons varier g, le plan de ce cercle se déplacera en
passant par une droite fixe (D) ; puisqu’il reste paralléle
4 OX, il faut que la droite (D) soit paralléle & OX. De
méme quand p, varie seule le point C décrit un cercle
dont le plan est paralltle a OY, et quand ensuite on
fait varier 5 le plan de ce cercle lourne autour d'une
droite (D’) paralléle 8 OY. Enfin, puisque les droites
(D) et (D') doivent étre conjuguées, il faut que leur
perpendiculaire commune passe par le centre de la
sphére; celle-ci est donc 'axe OZ. On voitalors que la
représentation sphérique de tout le systéme doit étre
telle que si I'une des trois variables reste constante, le
point correspondant du tétraédre mobile décrive un
réseau orthogonal formé de cercles dont les plans pas-
seront par deux droites conjuguées perpendiculaires &
I'axe de coordonnées correspondant. Il reste & voir si
une pareille représentation sphérique est possible.

Soit OABC une position particuliere du tétraédre
mobile. Par A, je méne dans le plan tangent a la sphére
les droites AQ et AR respectivement paralléles a OB
et OC; de méme par B les droites BP' et CR’ respecti-
vement paralléles & OA et OC, et enfin par C les
droites CP" et CQ’ respectivement paralleles 3 OA
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et OB. Par AQ je fais passer un plan paralléle 2 OY,
lequel rencontre 'axe OX en G et coupe le plan OXY
suivant une droite (E) paralléle a OY. Je prends sur
OX le point G, conjugué de G par rapport a la sphére
et par G, je méne la droite (F) paralléle a OZ. Les
deux droites (E) et (F) sont conjuguées. Les plans pas-
sant par A et par chacune des deux droites (E) et (F)
doivent donc couper la sphére suivant deux cercles
orthogonaux; donc ils coupent le plan tangent en A
suivant deux droites perpendiculaires, et puisque le
premier passe par AQ le second passe par AR. Sialors
J’avais mené par AR un plan paralléle a OZ, ce plan,
identique au plan passant par A et (F), aurait coupé OX
au point Gy conjugué de G. De méme les plans paral-
leles & OX et a OZ menés par BP’ et CQ’ détermine-
ront sur OY les deux points conjugués H et H, par
lesquels passeront les deux droites conjuguées (D') et
(F") paralleles 4 OX et OZ. Enfin les plans menés par
CP” et CQ" parallélement & OX et OY détermineront
sur OZ les points conjugués K et K, par lesquels
passeront les deux droites conjuguées (D") et (E') res-
pectivement paraliéles 8 OX et 4 OY.

Désignons par OU, OV, OW les intersections res-
pectives des trois plans OBC, OCA, OAB avec les
plans de coordonnées OYZ, OZX, OXY. OU est per-
pendiculaire a la fois 3 OA et 4 OX; 0V aOBeta
OY; OW a4 OC et a OZ.

La position du triedre OABC dépend de trois para—
métres. A chacune de ses positions correspondent trois.
couples de points conjugués, un sur chacun des axes.
Supposons qu'on fixe les points K et K,. On définira
ainsi sur la sphére le réseau des cercles orthogonaux
dont les plans passent respectivement par (D) et (E'),
réseau décrit par le point C. Les tangentes a deux de
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ces cercles, en 'un de leurs points d'intersection, ren-
centreront respectivement les droites (D") et (E"), et le
triedre formé par le rayon de la sphére OC et les paral-
léles menées du centre a ces deux tangentes sera l'une
des positions du triédre précédent; mais 'ensemble de
ces nouvelles positions ne dépend plus que de deux
paramétres. Si 'on déplace le point C sur celui de ces
deux cercles dont le plan passe par (D"), la rotation se
fera autour de I'axe OU qui est perpendiculaire au plan
de ce cercle puisqu’il est perpendiculaire d’une part a
la tangente de ce cercle paralléle 4 OA et d’autre part
a OX parallele a (D”). Si on le déplace sur l'autre
cercle, la rotation se fera autour de OV. Si alors on
veul passer d’une position & une autre infiniment voi-
sine, mais quelconque dans I'’ensemble a deux para-
meétres, il faudra faire Lourner le triédre autour d’'un
axe silué dans le plan OUV.

Supposons maintenant qu'on fixe les points Het H,.
On aura un nouvel ensemble de positions du triédre et
'on passera de 'une & I'autre infiniment voisine par
une rotation autour d’un axe situé dans le plan OUW.
Si alors on fixe a la fois les points H, H, et les points
K et K, le triédre ne pourra plus que tourner autour
de I'axe OU, si les trois droites OU, OV, OW ne
sont pas dans un méme plan, ce qu’on peut toujours
supposer puisque le triédre initial est absolument
quelconque, si toutefois la position du wiédre mobile
dépend bien, comme nous l'avons suppose, de trois
variables lndcpendantes.

Le triédre tournant autour de OU, les points G et
G, se déplaceront nécessairement sur OX. En effet,
on peut amener le triédre a une position infiniment
voisine quelconque dans Pensemble a trois para-
meétres en le faisant Lourner successivement autour
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de OU, OV et OW. La premiére rotation laisse fixes
les poiats H, H,, K et K,. Les deux autres laissent
fixes les points G et G,. Donc, si G et G, restaient
fixes pendant la rotation autour de OU, ils resteraient
immobiles pour tout déplacement du triédre, méme
pour un déplacement fini que 'on peut toujours consi-
dérer comme une sunite de déplacements infiniment
petits. Mais alors il arriverait que, quelle que fat la
valeur de p, le point A décrirait toujours le méme ré-
seau sphérique, et la position du triédre ne dépendrait
que de deux paramétres.

Ainsi quand le wiédre tourne autour de OU, sa po-
sition est fonction de celle des deux points conjugués
G et G, et si l'on considére I'ensemble de toutes les
positions possibles du triedre mobile, cette position
est une fonction de trois variables g, 5., p; servant a
fixer 'une la position des points conjugués G et G,,
lautre celle de H et H,, et la troisiéme celle de K et K.
Quand Pune de ces trois variables varie seule, le
triedre totirne autour de l'une des trois droites OU,
OV, OW conformément aux conditions de notre pro-
bléme, et ainsi se trouve constituée la représentation
sphérique du systéme orthogonal.

4. Cas oa Uensemble des positions du triédre mo-
bile ne dépend que de deux paramétres. — Examinons
maintenant le cas ou les trois droites OU, OV, OW
sont dans un méme plan (T). La droite OU, intersec-
tion des plans OBC et OYZ, est perpendiculaire a la
fois 3 OA et 2 OX. Donc, le plan OAX est perpendi-
culaire au plan (T). Il en est de méme des plans OBY
et OCZ. Alors ces trois plans passeront par une méme
droite OS perpendiculaire au plan (T). La position du
triédre est déterminée par celle de la droite OS, et,
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comme celle-ci a une direction arbitraire, ’ensemble
des positions du triédre satisfaisant a la condition indi-
quée, dépend de deux paramétres, comme cela résulte
d’ailleurs de la discussion précédente. Laissons fixes
les points K et K, : nous aurons encore sur la sphére un
réseau de cercles orthogonaux que décrira le point C.
Les plans de ces cercles passeront I'un par la droite
(D") paralléle a OX et I'autre par la droite (E”) paral-
lele 8 OY. Le premier contient de plus la tangente au
cercle, laquelle est paralléle a OA, et 'autre la tangente
au second cercle, parallele a OB. Donc le premier
plan est paralléle au plan OAX et Pautre au plan OBY.
Iintersection CI des plans des deux cercles est donc
parallele & OS et par conséquent aussi au plan OCZ
qui contient OS. Mais le plan OCZ passe par le point C.
Donc la droite CI est dans ce plan-la et rencontre
I'axe OZ. Mais le plan d’un des deux cercles ren-
contre OZ en K et I'autre en K,. Il faut donc que les
deux points K et K, coincident, et comme ils sont con-
jugués, ils ne peuvent se confondre qu’en l'un des
points Z, ott 'axe OZ rencontre la sphére, et les deux
droites (D") et (E”) sont en ce point-la tangentes a la
sphere.,

De méme les points G et G, se confondent en 'un
des points d'intersection X, de la sphére avec 'axe OX,
et les points H et H, en I'un des points d’intersec-
tion Y, de lasphére avec OY. Les trois variables g, g,
g2 ne peuvent plus servir a fixer la position de ces
points devenus tous immobiles. Si on laisse p, inva-
riable, on aura sur la sphére le réseau des cercles
orthogonaux dont les plans passent par I'une ou l'autre
des tangentes & la sphére en Z,, paralléles 4 OX ou a
OY. Sil'on fait varier p, ce réseau reste le méme, mais
les cercles correspondant 2 une méme valeur de p ou
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p1 sont modifiés. Il en résulte que loutes les surfaces
d’une méme famille ont la méme représentation sphé-
rique, et méme que toutes les surfaces des trois familles
ont des représentations sphériques égales, mais diffé-
rant par leur position sur la sphére. Au reste, une pa-
reille représentation sphérique d’un systéme orthogo-
nal existe bien, puisque c’est celle du systéme formé
par les sphéres tangentes a I'origine & 'un ou a 'autre
des trois plans de coordonnées. Nous verrons plus
loin que la méme représentation sphérique appartient
aussi & des systémes composés de cyclides particu-
liéres.

Enfin il ne faut pas omettre le cas particuliérement
simple ou la position du triédre mobile ne dépend que
des variables o el o, et reste lJa méme quand on fait
varier 9,.

5. Les surfaces formant le systéme orthogonal
réversible ont toutes leurs lignes de courbure circu-
laires. — Passons maintenant a 1’étude des surfaces
composant le systéme orthogonal réversible. 1l résulte
déja de la représentation sphérique trouvée que les
lignes de courbure sont toutes planes. Nous allons dé-
montrer que de plus elles sont circulaires. Soit M un
point quelconque par ol passent trois surfaces ortho-
gonales. Lorsque p varie seule, le triédre des trois nor-
males Mzy s tourne autour d’'un axe MT de direction
invariable, situé dans le plan Myz, et subit en méme
temps un mouvement de translation dont la direction
est constamment celle de Mz perpendiculaire a’axe de
rotation. Ces deux mouvements se composent en une
simple rotation autour d’un axe parall¢le au premier et
situé aussi dans le plan Myz perpendiculaire ala trans-
lation. Donc le lieu des axes instantanés dans le triedre
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mobile est le plan Myz, et le mouvement résulte du
roulement de ce plan sur un cylindre fixe. Le mou-
vementinverse est donc défini par le roulement de ce
cylindre sur un plan fixe. Si le systéme est réversible,
ce cylindre devrait étre un plan, ce qui est impossible;
le mouvement doit donc se faire autour d’un axe perma-
nent et la trajectoire du point M est un cercle. Comme
il en est évidemment de méme dans la variation de p ou
de p, toutes les lignes de courbure du systéme sont
des cercles. La condition est manifestement suffisante.
Les seules surfaces dont toutes les lignes de courbure
sont circulaires sont les cyclides de Dupin ou les sur-
faces qui en dérivent par dégénérescence, telles que la
sphére, le plan, les cones et les cylindres de révolution,
si ’on considére les droites comme des cercles de rayon
infini. Donc, en laissant de c6té les systémes banaux,
on peut conclure que : tous les systémes orthogonauzx
réversibles sont composés de cyclides.

6. Les cyclides, enveloppes de sphéres. — Avant
d’expliquer comment on peut construire le systéme
orthogonal, je crois utile de rappeler les principales
propriétés des cyclides, quoique ces surfaces aient déja
été 'objet de nombreux travaux de la part de plusieurs
géométres. J'en ai fait, moi-méme, autrefois une étude
sommaire en les considérant comme enveloppe d’une
sphére qui reste tangente a trois sphéres fixes (/Nou-
velles Annales de Mathématiques, juin, aolt et
octebre 189g2). Ici, je me propose d’en faire dériver
les principales propriétés du seul fait que toutes les
lignes de courbure sont circulaires. D’abord, une
pareille surface existe bien, car on en obtient une
en faisant I'inversion d’un céne de révolution par rap-
port & un point quelconque de ’espace. Nous savons
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déja que lareprésentation sphérique des lignes de cour-
bure se compose de cercles orthogonaux dont les plans
passent par I'une ou I'autre de deux droites conjuguées.
Ces droites conjuguées peuvent couper leur perpen-
diculaire commune en deux points distincts, ou bien
éire tangentes au méme point de la sphére. Mais ily a
des remarques générales qui s’appliquent aux deux
cas.

Le plan d’upe ligne de courbure circulaire coupe la
surface sous un angle constant. On peut donc faire
passer par chaque cercle de courbure une sphére cir-
conscrite a la surface. La surface est I'enveloppe de
toutes celles de ces sphéres qui passent par les lignes
de courbure d’une méme famille. Comme il y a deux
familles de lignes de courbure, la cyclide est I'enve-
loppe commune de deux familles de sphéres. 1l en ré-
sulte que deux sphéres appartenant a deux familles
différentes sont tangentes au point de la cyclide par ot
passent les deux lignes de courbure correspondantes,
et que chaque sphére d’une famille est tangente a
toutes les sphéres de l'autre. 11 faut trois sphéres pour
définir une famille de sphéres qui leur soient tangentes ;
mais il faat de plus choisir parmi les centres de simili-
tude de ces trois sphéres, trois de ces centres en ligne
droite, de maniére que les points de contact de la
sphére mobile avec deux des sphéres fixes soient anti-
homologues par rapport & I'un des centres. Comme il
Y a quatre axes de similitude, il y a quatre familles de
sphéres tangentes a trois sphéres données. Il faut se bor-
ner & 'une d’elles. Considérons comme positif un con-
tact intérieur et comme négatif un conlact extérieur.
Sil'on envisage toutes les sphéres tangentes a deux
sphéres fixes, les points de contact étant antihomo-
logues par rapport au centre de similitude S, les deux
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contacts seront de méme espéce ou d’espéces différentes
suivant que le point S sera le centre de similitude di-
rect ou inverse. En d’autres termes le produit des deux
contacts reste le méme quand on ne change pas le
centre de similitude. Done, dans le cas de notre famille
de sphéres tangentes a trois sphéres fixes, les produits
des contacts deux a deux restent invariables, c’est-a-
dire qu'un des contacts ne peut changer d’espéce sans
que les deux autres en changent aussi. Finalement, la
cyclide est Uenveloppe des sphéres tangentes a trois
sphéres fixes, les trois contacts restant de méme
espéce, ou changeant d'espéce en méme temps.

7. Points coniques, plans circonscrits, plans de
symétrie. — Les trois sphéres fixes se coupent en deux
points réels ou imaginaires qui sont les sphéres de
rayon nul de la premiére famille, et qui par consé-
quent doivent se trouver sur toutes les spheres de la
deuxiéme famille, a laquelle appartiennent les trois
sphéres fixes. De plus, parmi les sphéres de la pre-
miére famille figurent deux plans réels ou imaginaires
qui sont langents aux trois sphéres primitives. Toutes
les sphéres de laseconde famille doivent étre tangentes
a ces deux plans. Alors en considérant la surface
comme 'enveloppe des sphéres de la seconde famille,
on voit que la cyclide est Uenveloppe des sphéres qui
passent par deux points fixes et qui sont tangentes
a un plan fize. Ces sphéres sont par suite également
tangentes au plan symétrique du premier par rapport
au plan perpendiculaire a la droite des deux points
fixes en son milieu.

Les caractéristiques de ces sphéres sont des cercles
de la cyclide qui passent par les denx points fixes et
qui doivent toucher chacun des deux plans fixes sur
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le cercle de la cyclide qui se trouve dans ce plan.
Donc : La cyclide est le lieu des cercles qui passent
par deuzx points fixes et qui sont tangents ¢ deuz
plans fixes symétriques par rapport au plan per-
pendiculaire & la droite des deux points fizes, en
son milieu. Il est bien entendu que, dans certains cas
particuliers, les deux points fixes peuvent se con-
fondre ainsi que les deux plans fixes.

Les points fixes sont des points coniques de la cy-
clide, les plans fixes des plans circonscrits. Comme
chaque famille de sphéres contient deux sphéres de
rayon nul et deux plans, la cyclide admet quatre points
coniques et quatre plans circonscrits réels ou imagi-
naires, distincts ou confondus. Nous appellerons aze
radical d’une cyclide chacune des droites quijoignent
les deux points coniques d’'une méme famille. Parmi
les sphéres de I'autre famille qui passent toutes par ces
deux points se trouvent les deux plans circonscrits de
cette famille-1a, d’ou il suit que chacun des deux axes
radicaux est la droite d'intersection des deux plans cir-
conscrits d’'une méme famille. Ils sont perpendiculaives
entre eux et paralléles aux deux droites fixes par ou
passent les plans des cercles de la représentalion sphé-
rique.

On en déduit immédiatement que la cyclide admet
deux plans de symétrie dont chacun passe par I'un
des axes radicaux et est perpendiculaire & 'anlre au
milieu de la distance des deux points coniques situés
sur cet autre. Chacun de ces plans contient les centres
de toutes les sphéres qui passent par les points coniques
qu’il ne contient pas.

8. La cyclide est une surface anallagmatique. —
Cdne des tangentes au point conique. — Lieu des
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centres des sphéres d’'une méme famille. — L'inver-
sion transforme la cyclide en uneautre cyclide puisque
les lignes de courbure circulaires se transforment en
d’autres cercles. Si le pole d'inversion est sur 'un des
axes radicaux, et le module convenablement choisi,
toutes les sphéres passant par les points coniques
situés sur cet axe se transforment en elles-mémes et la
cyclide se reprodiit. C'est une surface anallagma-
tigue. Si le pdle d’'inversion est & I'un des points co-
niques, toutes les sphéres qui passent par ce point se
transforment en des plans qui passent par le point
transformé de I'autre point conique situé sur le méme
axe radical, et comme tous ces plans doivent étre tan-
geunts a une sphére de I'autre famille, ils enveloppent
un cone de révolution qui est la transformée de la cy-
clide. Ce cone devient un cylindre si les deux points
coniques se confondent. De la résulte que : le céne
des tangentes en chaque point conigue est de révo-
lution, puisque les cercles passant par les points coni-
ques se sont transformés dans les génératrices du
cone, lesquelles font un angle constant avec l'axe
radical.

Cette proposition résulte aussi de ce fait que le cone
circonscrit le long d'un cercle de courbure est de ré-
volution. A la limite, ce cone devient le cOne des tan-
gentes. Il résulte encore de ce qui précéde que toute
cyclide est la figure inverse d'un céne ou d’un cylindre
de révolution.

Coupons une cyclide par un de ses plans de symé-
trie (P). Les sphéres ayant leur centre dans ce plan
sont coupées suivant des grands cercles (C). Considé-
rons trois de ces grands cercles. Il existe dans le
plan (P) deux cercles (w) et (w') tangents a ces trois-la
avec les conditions de contact imposées. Ce sont les
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grands cercles de deux sphéres tangentes aux trois
sphéres ayant pour grands cercles les cercles (C) choi-
sis. Elles font donc partie de Ia seconde famille et doi-
vent étre tangentes a toutes les sphéres de la premiére
famille. Donc tous les cercles (C) sont tangents aux
cercles (w) et (w') et le lieu de leur centre, c’est-a-dire
le lieu des centres des sphéres de la premiére famille,
est une conique admettant pour foyers les centres des
cercles (w) et (w'). On en déduit que :

La cyclide est Uenveloppe des sphéres qui ont leur
centre dans un plan fize et qui sont tangentes a
deux cercles fizes tracés dans ce plan, toujours avec
les mémes restrictions relatives a 'espéce des contacts.
1l reste entendu que I'un des cercles peuat se réduire a
une droite ou a un point.

De plus, les deux coniques qui constituent chacune
le lieu des centres des sphéres d’une des deux familles,
sont focales 'une de I'autre. En effet, chaque sphére S
de I'une des familles touche toutes celles de l'autre
famille en des points qui sont sur le cerclg le long du-
quel la sphére (S) touche son enveloppe. Les droites
qui joignent le centre de la sphére (S) aux centres de
toutes les sphéres de I'autre famille passent par les
points de countact et forment un céne de révolution.
Le lieu des centres de (S) est donc le lieu des sommets
des cones de révolution qui passent par une conique,
lieu des centres des sphéres de I'autre famille, c’est-a-
dire la focale de cette conique.

9. Cyclide du quatriéme ordre. Elle admet deux
plans circonscrits réels et deux imaginaires. — Re-
portons-nous a la représentation sphérique formée des
cercles dont les plans passent par les droites (D) et (E)
et supposons que ces deux droites coupent leur per-
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pendiculaire commune en deux points distincts. Cha-
que plan circonscrit 4 la cyclide doit correspondre a un
plan tangent a Ja sphére puisqu’en lous les points de
contact les normales sont paralleles. Or des deux
droites conjuguées (D) et (E"), I'une coupe la sphére et
Pautre lui est extérieure. Donc on peut mener a la
sphére par ces droites deux plans langents réels et
deux autres imaginaires. D’autre part, si la direction
d’un plan circonscrit est réelle, ce plan est aussi réel
puisqu’il doit passer par 'un des axes radicaux de la
surface, lesquels sont réels 'un et 'autre. Donc, parmi
les quatre plans circonscrits a la cyclide, il y en a tou-
jours deux réels et deux imaginaires.

10. Différentes formes des cyclides du quatriéme
ordre. — Nous pouvons maintenant passer en revue
les différentes formes que peut affecter une cyclide.

D’abord, sil'une des droites (D") ou (E") est rejetée
alinfini, 'autre passe par le centre de la sphére, la re-
présentation-sphérique se compose de méridiens et de
paralleles, et la surface est un tore.

Dans le cas général, soient (P) et (Q) les deux plans
circonscrits réels qui se coupent suivant 'axe radical
(R). L'autre axe radical (T) est perpendiculaire a (R).
Supposons qu’il ne coupe pas (R). Il coupe (P) et (Q)
en deux points A et B. Si les points coniques situés
sur (T) sont A et B, la cyclide se réduit a la sphére tan-
gente a (P)eta (Q)en A el en B. Siles points coniques
étaient en dehors du segment AB, toutes les sphéres
tangentes a (P) et a (Q) seraient imaginaires, et la cy-
clide elle-méme imaginaire. Supposons-les donc entre
A et B. Le lieu des points de contact de (P) avecles
spheres dont la cyclide est 'enveloppe est un cercle de
centre A, Tant que le rayon 3 de ce cercle est suffisam-



(65)

ment petit, les sphéres tangentes a (P) coupentla droite
AB en deux points réels et la cyclide a la forme d’un
tore & points coniques réels que 1’on aurait déformé en
le comprimant d’un c¢6té. Quand le rayon p grandit,
les points A et B se rapprochent, et avant que le cercle
de rayon o soit devenu tangent a I'axe radical (R), ces
deux points coniques se réunissent au milieu de AB.
Alors la cyclide est I’analogue du tore engendré par un
cercle tournant autour d’une de ses tangentes.

Le rayon p grandissant encore, mais restant plus
petit que la distance de A a I’axe radical (R), les points
coniques deviennent imaginaires et la cyclide a la
forme d’un anneau plus épais d’un cété que de I'autre.
Quand le cercle de centre A est devenu tangent & I'axe
radical (R), la diminution de I’épaisseur de l’anneau
est devenue telle qu'au point de contact cette épaisseur
est réduile a zéro. La cyclide a la forme d’un fuseau a
filer qu’on aurait courbé sur son axe jusqu’a ce que les
deux pointes se rejoignent.

Si enfin le cercle de centre A coupe l'axe radical (R)
les points coniques apparaissent dans la famille des
sphéres admettant cet axe radical, et la cyclide a la
forme de deux fuseaux a filer recourbés 'un et I'autre
de maniére & se joindre par leurs pointes.

Il peut encore arriver que les deux axes radicaux se
coupent en un point sur lequel viendront alors se con-
fondre les points A et B. Le cercle de centre A est com-
posé de deux parties égales séparées par l'axe radi-
cal (R); les deux fuseaux recourbés sont égaux, et la
cyclide admet un troisiéme plan de symétrie qui est le
plan des droites (R) et (T). ' '

11. Généralités sur les cyclides du troisiéme ordre.
— Les surfaces que nous venons d’étudier sont' du
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quatriéme ordre, puisque les plans passant par un des
axes radicaux les coupent suivant deux cercles. Exami-
nons maintenant le cas ou la représentation sphérique
se compose de cercles dont les plans passent par I'une
ou l'autre de deux droites (D) et (E) rectangulaires et
tangentes en un méme point de la sphére. Alors les
deux plans circonscrits d’'une méme famille se confon-
dent comme les deux plans tangents & la sphére menés
par la droite (D). 1l y a dans chaque famille un plan
circonscrit et ces deux plans sont paralléles. Les deux
axes radicaux (R) et (T), respectivement paralléles a
(D) et a (E), sont deux droites perpendiculaires entre
elles et situées chacune dans I'un des plans circonscrits,
par exemple (R) dans (P), et (T) dans (Q). Les sphéres
(S) coupent I'axe radical (R) en deux points A et B et
sont tangentes au plan (Q). Le lieu de leurs points de
contact est U'intersection de ce plan avec le plan per-
pendiculaire a (R) au milieu de AB. Parmi ces sphéres
il y en a deux de rayon nul dont les centres sont néces-
sairement sur le lieu des points de contact. 1l en ré-
sulte que ce lieu n’est autre que I'axe radical (T). Ainsi
chacun des deux plans circonscrits touche la cyclide le
long d’un axe radical. Les plans de symétrie sont ceux
qui passent par I'un des axes radicaux et qui sont per-
pendiculaires a I'autre.

Soit MN ( fig. 1) la perpendiculaire commune aux
deux axes radicaux, M sur (R) et N sur (T). Parmi
toutes les sphéres (¥) admettant I'axe radical (T), il y
en a une qui a son centre w sur MN et qui passe en M
ot elle est tangente a (R). Elle coupe suivant un grand
cercle le plan (V) passant par MN et par (T) que nous
avons pris pour plan de la figure. Les sphéres (S) sont
alors celles qui ont leur centre dans le plan (V) et qui
sont tangentes a la fois a la droite (T) et au cercle (w),
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le contact avec ce cercle restant de méme espéce tant
que la sphére reste d’'un méme coté du plan circonscrit
passant par (T) et changeant d’espéce quand la sphére
Fig. 1.

(T)

passe de 'autre c6té du plan. Elles doivent comprendre
comme cas limite le plan perpendiculaire a (V) passant
par (R). Le lieu de leurs centres est une parabole ayant
pour foyer w et pour directrice une paralléle a (T). Le
lieu des centres des sphéres de I'autre famille est la
parabole focale de celle-la. :

Soit une de ces sphéres de la famille (S). Elle
touche le cercle (w) et la droite (T') en deux points G
et D qui d’aprés une propriété élémentaire sont alignés
sur le point M. La sphére considérée touche donc la
cyclide suivant le cercle de diamétre CD situé dans le
plan perpendiculaire a (V), plan qui contient bien,
comme cela doit étre, l'axe radical (R) dont le pied est
en M. La cyclide est donc le lieu de ces cercles CD
obtenus en faisant pivoter une droite autour de M. Les
surfaces ainsi obtenues sont du troisi¢éme ordre. Cha-
cune d’elles est complétement définie par une droite (T)
et un cercle (w) situé dans un méme plan, avec I'indi-
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cation de celle des deux extrémités du diamétre de (v)

perpendiculaire & (T) qui doit jouer le role de centre
de pivotement.

12. Différentes formes de cyclides du troisiéme
ordre. — Supposons d’abord que le cercle (w) ne
coupe pas la droite (T) et qu'on prenne pour centre de
pivotement le point du cercle le plus éloigné de la
droite (T) (fig. 1). La surface est alors tout entiére
comprise entre les deux plans circonscrits passant
par M et N. Elle a la forme d’une sorte de double
trompe ayant sa partie la plus étroite le long du cercle
de diamétre EN compris dans le plan perpendiculaire
a (T) entre (w) et (T), et s’évasant des deux coOtés indé-
finiment. On peut encore la considérer comme engen-
drée par les cercles de I'autre famille qui sont dans les
plans passant par (T). Le point M sera remplacé par N,
le cercle (w) par le cercle de diamétre EN dans le plan
perpendiculaire 3 (V) et la droite (T) par la droite (R).
On lui trouve ainsila forme d’une double trompe ayant
sa partie la plus étroite le long du cercle (w) et s’évasant
indéfiniment de chaque c6té da plan (V). Cette surface
contient les deux droites (T) et (R).

Si le cercle (w) est tangent a la droite (T), la double
trompe se rétrécit dans sa partie la plus étroite jusqu’a
présenter un point conique au point N. Mais si 'on
considére les cercles de la méme famille que (w), on
verra qu’ils sont tous tangents & la droite (T) au
point N. Le cone des tangentes au point conique se
réduit a cette droite. Ce cas est le méme que celui ot
le cercle (w) se réduirait a un point.

Si le cercle (0) coupe la droite (T) en deux. pomts A
et B (fig. 2), la surface comprendra deux trompes par-:
tant des points coniques A et B et une sorte de fuseau
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recourbé a U'intérieur de la sphére (w) de 1'autre coté
de (T). S
Supposons maintenant que le cercle (w) ne coupant
pas la droite (T), on ait pris pour pied de la droite (R)

Fig. 2.

m

le point le plus rapproché de (T), soit E(fig. 1). Alors
si I’on considére les cercles de I'autre famille, il faudra
remplacer le cercle (w) par le cercle de diamétre MN
dans le plan perpendiculaire & (V). Comme celui-cx
coupe I'axe radical (R) dont le pied est en E, la cyclide
aura la forme du cas précédent, et Ja discusssion est
épuisée.

Enfin, si les deux plans circonscrits se confondent,
la cyclide se réduit a une sphére accompagnée du
plan des deux axes radicaux, comme on le voit sur
la figure 2 en rapprochant indéfiniment le point M du
point N.

13. Sections planes des cyclides. — Il convient
d’'ajouter quelques mots sur les sections planes des cy-
clides. Toutes les sphéres d'une méme famille étant cir-
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conscrites a la surface coupent le plan sécant (P) sui-
vant des cercles tangents a la section plane. Ces
courbes sont denc I'enveloppe commune de deux
familles de cercles. Soit A le point out I'un des axes ra-
dicaux de la cyclide coupe le plan sécant (P). Ce point
a la méme puissance par rapport a tous les cercles cor-
respondants situés dans le plan (P). Si 'on prend ce
point A pour pole d’inversion avec sa puissance pour
module, les cercles demeureront inaltérés, et leur
enveloppe ne sera pas changée. Comme il y a deux
axes radicaux, les sections planes des cyclides sont des
courbes doublement anallagmatiques.

La cyclide étant un lieu de cercles contient le cercle
de l'infini. Dans les cyclides du quatriéme ordre ce
cercle est une ligne double de la surface parce que
chaque plan passant par I'un des axes radicaux contient
deux cercles de courbure qui se coupent aux deux
points cycliques de ce plan. Donc toutes les sections
planes admettent pour points doubles les points cy-
cliques du plan sécant. Dans les cyclides du troisiéme
ordre, le cercle de l'infini est une ligne simple de la
surface puisque chaque plan passant par 'un des axes
radicaux ne contient qu'un cercle de courbure ; mais
le plan de I'infini coupe en plus la surface suivant une
droite située dans les plans paralléles aux plans cir-
conscrits. Donc la section faite par le plan (P) admet
pour asymptotes deux droites isotropes du plan (P)
et une paralléle & I'intersection de (P) avec l'un des
plans circonscrits. Les points A et B, ou le plan sécant
coupe les deux axes radicaux, font partie de la sec-
tion; en ces points la tangente est située dans le plan
circonscrit correspondant, et par suite parall¢le a
P'asymptote.

Revenons au cas général : si le plan sécant est tan-
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gent en M a la surface, le point M est un point double
de I'intersection qui présente ainsi avec les points cy-
cliques trois points doubles. La section est donc uni-
cursale. Cette conclusion subsiste dans le cas des cy- -
clides du troisiéme ordre. Sienfin le plan est bitangent
ala cyclide, on trouve qualre points doubles sur la
section. Celle-ci doit donc se décomposer en deux co-
niques qui sont forcément des cercles puisqu’elles
passent 'une et I'autre par les points cycliques. Enfin,
I'inversion montre que de méme toute sphére bitan-
gente & une cyclide la coupe suivant deux cercles. Le
reste de I'intersection est le cercle de I'infini compté
comme ligne double. En particulier, toute sphére pas-
sant par les deux points coniques coupe la cyclide
suivant deux cercles.

En ce qui concerne les cyclides du troisi¢éme ordre,
remarquons que les plans paralléles aux plans circons-
crits coupent la surface suivant une droite a l'infini et
une conique; celle-ci, quand elle estréelle, est toujours
une hyperbole si la cyclide n’a pas de points coniques
réels (fig. 1). Si les points coniques sont réels, la sec-
tion est une hyperbole si le plan sécant passe entre M
et N (fig. 2), une ellipse si le plansécant est de'autre
coté de la droite (T). Si le plan sécant passe parle
point E, le centre de la conique étant justement le
point E, celle-ci se réduit & deux droites qui sont
réelles dans le cas de la figure 1 et imaginaires dans le
cas de la figure 2. Nous allons voir qu’en dehors des
axes radicaux, des droites isotropes et de la droite de
Uinfini dans le plan paralléle aux denx axes radicaux,
ces deux droites sont les seules qui se trouvent sur la
surface. Si en effet la cyclide contient une droite (D)
elle contiendra aussi la droite (D’) symétrique de (D)
par rapportau plan (V) delafigure 1. Alors le plan (W)
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des deux droites (D) et (D') coupera la cyclide suivant
une troisiéme droite qui devra contenir les points cy-
cliques du plan (W). Ce sera donc la droite deVinfini.
Mais la surface ne contient pas d’autre droite & I'infini
que celle qui est dans le plan paralléle aux deux axes
radicaux. Donc le plan (W) est paralléle & ces deux
axes radicaux, et les deux droites (D) et (D’) sont bien
celles dont nous venons de parler. Les plans bitangents
a la cyclide sont ceux qui passent par I'une ou 'autre
de ces droites. Ils coupent la cyclide suivant un cercle
en outre de cette droite. Enfin une sphére bitangente
coupe la cyclide suivant deux cercles ; le reste de I'in-
lersection est le cercle de U'infini.

14. Le systéme orthogonal. — Symétrie par rap-
port a trois plans rectangulaires. — Arrivons main-
tenant & la construction du systéme triplement ortho-
gonal réversible. Je ne m’occuperai que des systémes
réels. Considérons d’abord les systémes composés de
cyclides du quatriéme ordre, c’est-a-dire ceux qui cor-
respondent au cas général de la représentation sphé-
rique. Nous savons déja par les propriétés de cette re-
présentation sphérique que chaque cyclide du systéme
a ses deux axes radicaux paralleles a deux des axes de
coordonnées et par conséquent ses deux plans de
symétrie paralléles 4 deux plans de coordonnées.

Soient (X) I'un des plans de symétrie d’une cyclide et
(C) un des cercles de courbure de cette cyclide dont le
plan perpendiculaire & (X) peut n’éire supposé paral-
l¢le & aucun plan de coordonnées. Par (C) passe une
cyclide de la deuxiéme famille dont un des plans de
symétrie doit passer par I’axe du cercle (C), axe situé
dans le plan (X). Par hypothése, cet axe 'n’est paralléle
a aucun plan de coordonnées autre que celui qui est
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paralléle a (X). Donc le plan de symétrie de la seconde
cyclide est aussi (X). 1l en sera de méme pour toutes les
autres cyclides de la seconde famille.
On verra de méme que le deuxiéme plan de symétrie
de la premiére cyclide sera aussi un plan de symétrie

commun 2 toutes les cyclides de la troisiéme famille.
On en déduit aisément que :

Les plans de symétrie de toutes les cyclides se ré-
duisent a trois plans rectangulaires. Toutes les cy-
clides d’une méme famille sont symétriques par
rapport & deuz de ces trois plans fizes. Chacun de
ces trois plans est un plan de symétrie commun a
toutes les cyclides de deux familles.

Prenons ces trois plans pour plans de coordonnées.
Puisqu’il existe deux familles de surfaces symétriques
par rapport au plan OXY, Pensemble de tout le sys-
téme doit étre symétrique par rapport a ce plan et
comme les surfaces de la troisiéme famille ne 'ad-
meltent pas pour plan de symétrie, il faut que ces
surfaces soient deux & deux symétriques par rapport

a4 ce plan-la.

15. Les dousze tores dont siz réels et six imagi-
naires. — La représentation sphérique de 'une des
cyclides se compose des cercles dont les plans passent
par les deux droites rectangulaire (D") et (E”). Si 'une
de ces droites est rejetée a 'infini, la cyclide corres-
pondante est un tore. A chaque position des droites
(D") et (E") correspondent deux cyclides égales et sy-
métriques par rapport au plan OXY; comme chacune
des deux droites (D”) et (E’) peut étre rejetée a l'infini,
chaque famille comprend quatre tores deux i deux sy-
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métriques par rapport 4 I'un des plans de coordonnées.
Nous allons voir que de ces quatre tores, deux sont
réels et deux imaginaires.

Considérons une cyclide symétrique par rapport au
plan OXY et supposons que celui des deux axes radi-
caux (R) par ol passent les deux plans circonscrits
réels soit dans ce plan OXY et paraliele a OY. Ces
deux plans touchent la cyclide suivant des cercles par
chacun desquels passe une cyclide de la deuxiéme
famille. Mais cette deuxiéme cyclide doit étre normale
au plan (P) circonscrit a la premiére. Donc la sphére
qui passe par le cercle situé dans le plan (P), et qui est
circonscrite i la deuxiéme cyclide doit avoir son centre
dans le plan (P), et le cercle considéré est un grand
cercle de cette sphére. Or, si 'on se reporte a la
génération des cyclides expliquée aux n°* 7 et 8, on
verra que pour qu’'une sphére touche la cyclide suivant
un grand cercle, il faut que le plan de ce grand cercle
soit un plan de symétrie de la cyclide. Donc le plan (P)
est un plan de syméirie de la deuxiéme cyclide, et
comme il n’est paralléle & aucun des plans de coordon-
nées, il faut que cette deuxiéme cyclide soit un tore
engendré par la rotation du cercle situé dans le plan (P)
autour d’une droite située dans le méme plan et paralléle
al'un des axes de coordonnées, ¢’est-a-dire autour d’une
droite paralléle a (R), paralléle elle-méme a OY. De plus,
cet axe du tore devant se trouver dans un des plans de
coordonnées sera l'intersection du plan circonscrit (P)
avec le plan OYZ. L’autre plan circonscrit (Q) donne
naissance 4 un deuxié¢me lore symétrique du premier
par rapport au plan OXY.

Ainsi, le lieu des cercles de contact des plans cir-
conscrits auzx cyclides d’une méme famille se com-
pose de deux tores symétriques dont ces cercles sont
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les méridiennes, d’ou il suit que tous ces cercles sont
égaux,

Les plans circonscrits imaginaires & la premiére cy-
clide donneront naissance de la méme maniére a deux
tores imaginaires appartenant a la troisiéme famille de
cyclides, d’ou il résulte bien que chaque famille de cy-
clides admet deux tores réels et deux imaginaires.

16. Construction du systéme orthogonal. — Dés
lors, la construction du systéme orthogonal ne présenle
plus aucune difficulté. Considérons deux tores égaux
ayant leurs centres G et C' sur I'axe OZ, leurs axes
paralléles 4 OY, et symétriques par rapport a I'origine.
Joignons C et C' a un point A del'axe OX. Faisons
passer par A une parallele (R) a 'axe OY et considé-
rons les deux plans (P) et (P) passant par (R) et C et C/,
lesquels coupent les tores suivant les cercles BD
et B'D'. Une cyclide de la seconde famille sera I'enve-

Fig. 3.

“A

loppe des sphéres touchant les deux plaris P et P sur
les cercles BD et B'D’ ( fig. 3, ou I'on n’a représenté
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qu’un seul des deux tores projeté sur le plan OXZ). La
seconde famille est formée de toutes les cyclides qu'on
obtient de cette maniére en faisant faire un tour com-
plet au rayon CBD. Parmi elles figurent les deux tores
qu’on obtient en rejetant A a I'infini. Ceux-ci sont
symétriques par rapport au plan OZY et admettent
pour cercles stationnaires les deux cercles de diamétre
EF et E'F’ ou bien GH, G'H’, dont les plans sont pa-
ralleles au plan OXY.

Le troisiéme couple de tores s’obtient en faisant
tourner chacun des cercles stationnaires du premier
tore autour de la trace de son plan sur le plan OXY,
trace qui est paralléle 3 OX, etles deux autres familles
de cyclides dérivent de ces deux couples de tores
comme la seconde famille dérivait des deux tores pri-
mitifs.

17. Le systéme ainsi défini est bien orthogonal.
Il reste a vérifier que les cyclides ainsi obtenues se cou-
pent bien a angle droit.

La cyclide considérée d’abord et admettant pour
plan de symétrie les plans OXZ et OXY coupait, sui-
vant le cercle BD, le tore (C) dont I'axe est paralléle
a OY. Menons dans le plan OXZ les tangentes en B et
en D aux cercles de rayons CB et CD, lesquelles coupent
I'axe OX respectivement en I et en J, et de ces deux
points comme centres, tracons les cercles de rayon 1B
et JD. Ils appartiennent a la cyclide considérée et se
coupent en deux points L et L’ qui sont deux points
coniques de cette cyclide. Par cette droite LL' passe
un plan paralléle & OYZ qui coupe la cyclide suivant
deux cercles (S) et (S'). Chacun de ces cercles coupe a
angle droit le cercle BD en un point qui se projette au
" milieu K de BD et qui est par conséquent sur le cercle
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stationnaire du tore (C). De plus, les points derencontre
du cercle (S) avec les cercles BD et B'D’ sontles extré-
mités d’un diamétre de (S) puisqu’en ces points les tan-
gentes & (S) situées dans les plans (P) et (Q) sont pa-
ralleles 4 OY. Donc le cercle (S) qui a pour axe la pa-
ralléle 4 OX située a V'intersection du plan OXY avec
le plan stationnaire du tore (C) est un paralléle du tore
ayant pour axe cette méme paralléle 8 OX, tore appar-
tenant a la troisiéme famille.

De plus, la cyclide coupe ce tore a angle droit. En
effet, I'angle des deux surfaces est le méme tout le
long du cercle d'intersection qui est une ligne de cour-
bure commune et, au point qui se projette en K| le
plan tangent & la cyclide est le plan (P) qui est bien
normal au deuxiéme tore, puisqu’il est normal au
cercle stationnaire du premier, lequel est une méri-
dienne du second.

De méme, le cercle (S') est un paralléle du deuxiéme
tore de la troisiéme famille.

1l résulte de la que chacune des cyclides définie
comme il a été expliqué, coupe orthogonalementchacun
des tores d'une famille a laquelle elle n’appartient
pas suivant une méridienne, el chacun des tores de la
troisiéme famille suivant un paralléle. Soient mainte-
nant deux cyclides appartenant 4 deux familles diffé-
rentes. Elles couperont I'un des tores de la troisiéme
famille, U'une suivant une méridienne, I’autre suivant un
parallele. Au point M ol se coupent les deux cercles;
les trois surfaces sont orthogonales puisque chacune des
cyclides coupe le tore a angle droit et que les deux
courbes d'intersection sont elles-mémes rectangulaires.

Il reste a prouver qu’elles se coupent suivant un
cercle. . . :

Pour fixer les idées, supposons que le tore ait son
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axe paralléle 4 OY et son centre sur OZ, comme dans
la figure 3. Iladmet pour plans de symétrie les plans
OYZ et OZX et appartient 2 la famille dont les axes
radicaux sont paralléles 3 OY et 2 OX. La cyclide qui
le coupe suivant une méridienne a 'un de ses axes ra-
dicaux paralléles 3 OY et situé dans le plan OXY, et
I'autre paralléle 3 OZ et situé dans le plan OYZ. La
cyclide qui le coupe suivant un paralléle est symétrique
par rapport aux plans OYZ et OXY. L'un de ses axes
radicaux est parallele a OX et situé dans le plan OXY,
P'autre paralléle & OZ et situé dans le plan OXZ. La
premiére cyclide coupe le tore suivant un cercle dont
le plan passe par 'axe radical paralléle 4 OX (projeté
en A sur la figure 3). Donc le second cercle de la cy-
clide passant par le point M est dans un plan qui con-
tient I’axe radical paralléle & OZ. Son centre est donc
dans le plan OXY. De méme l'autre cyclide coupe le
tore suivant un parali¢le dont le plan paralléle 3 OXZ
coupe le plan OXY suivant une paralléle 2 OX qui est
I'un des axes radicaux de la cyclide. Donc le second
cercle de cette cyclide passant en M est dans un plan
qui contient 'axe radical parallele & OZ. Son centre
est donc aussi dans le plan OXY. Ainsi les deux cer-
cles doivent étre tangents 4 la normale en M au tore,
situés dans le plan paralléle & OZ passant par cette nor-
male et enfin avoir leurs centres dans le plan OXY.
Donc ils coincident etles deux cyclides se coupent sui-
vant un cercle qui est une ligne de courbure commune
aux deux surfaces. Comme celles-ci sont orthogonales
au point M, elles le sont tout le long du cercle d’inter-
section.

18. Lieu des points doubles. — Sections par les
" plans de coordonnées. — L'ensemble de tout le sys-
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téme est symétrique par rapport aux trois plans de
coordonnées, car les cyclides d’une méme famille sont
symétriques chacune par rapport a deux de ces plans
et deux & deux par rapport au troisiéme. Parmi toutes
les cyclides d’'une méme famille figure le plan par rap-
port auquel elles sont symétriques deux a deux. Par
exemple, sur la figure 3, la cyclide définie par le
cercle BD se réduit aun plan OYZ sile rayon OBD
vient coincider avec 'axe OZ. ' '

Une cyclide symétrique par rapport au plan OXY
coupe ce plan suivant deux cercles qui se coupent en
deux points G et G’ qui sont des points coniques de
cette cyclide. Par chacun de ces cercles doit passer une
cyclide de la deuxiéme famille, mais celle-la est juste-
ment réduite au plan OXY. Les points G et G’ sont
des cercles de rayon nul de la famille de lignes de
courbure autre que celle des deux cercles précédents.
Ils doivent donc étre aussi des cercles de rayon nuls
de la troisiéme famille de cyclides, d’ou il suit que les
deux familles de cyclides symétriques par rapport au
méme plan de coordonnées ont dans ce plan-la le
méme lieu de leurs points coniques. D’autre part une
cyclide de la deuxi¢me famille doit couper la premiére
cyclide considérée suivant un cercle appartenant a
la méme famille que les deux cercles situés dans le
plan OXY; mais tous ces cercles passent par les
points G et G'. Donc toutes les cyclides de la deuxiéme
famille passent par les points G et G’ et par consé-
quent par le lieu des points coniques de toutes les
cyclides des deux autres familles. Réciproquement
tout point de I'intersection de I'une des cyclides de la
deuxiéme famille avec le plan OXY se trouve sur un
cercle de courbure commun a cette cyclide et a I'une
de celles de la premiére famille, c’est donc 'un des
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points G ou G’ par o passent tous les cercles de la
famille considérée surla cyclide de la premiére famille.

Donc : Toutes les cyclides d'une méme famille
coupent le plan de coordonnées par rapport auquel
elles ne sont pas symétriques suivant une méme
courbe qui est le liew des points coniques des
cyclides des deux autres familles situés dans ce
plan-la.

Il existe trois de ces courbes, une dans chacun des
plans de coordonnées. Comme chaque famille com-
prend deux tores, ces courbes font partie des courbes
du quatriéme ordre relativement simples qui résultent
de la section d’un tore par un plan paralléle a I'axe;
elles sont symétriques par rapport aux deux axes de
coordonnées situées dans leur plan.

M. Darboux a fait remarquer que chacune de ces
courbes est une focale des deux autres parce qne tout
point conique d’une cyclide étant une sphére de rayon
nul circonscrite a la cyclide est un foyer de toute sec-

° tion plane de celte surface. (A suivre.)

[DRacx]

SUR LES CRITERES DE CONVERGENCE DE PREMIERE
ET DE SECONDE ESPECE DANS LES SERIES A
TERMES POSITIFS;

Par M. Pivr MONTEL.

1. Soit u, le terme général d’une série a termes
positifs; on appelle critéres de convergence de pre-
miére espéce ceux qui ne font intervenir qu’un seul
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terme de la série : c’est le cas du eritére de Cauchy
relatif a

V.

On appelle critéres de seconde espéce ceux qui
font intervenir deux termes : c'est le cas du critére de
d’Alembert relatif a

Uniq
—
Un

Un raisonnement classique montre que les suites

n/— u
Un et _ﬂ

Un

ne peuvent avoir des limites inégales. La méthode con-
siste & introduire la série entiére
Vp == Up ",

1
A
, . . .. 7 n
u désignant respectivement les limites de u"—“ etde yu,.

ni

N “ . I -
et 2 donner a x une valeur comprise entre = et E, A et

Si 'on suppose, par exemple, X <<, on aura
I 1
X >z > '}Iﬂ

Vn+
n

et le rapport ! aurait une limite )Lx inférieure a

Punité, tandis que :/;): aurait une limile px supérieure
4 Punité. Les résultats demeurent les mémes si I'un
des nombres A ou p est nul ou infini.

En serrant d’un peu plus prés ce méme raisonne-
ment, on peut établir d’autres propositions, plus pré-

Un+1

. . . n
cises, concernant les limites de et \upn.

n

Xnn. de Mathémat., 4* série, t. XII. ( Février 1g12.) 6
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Démontrons tout d’abord un théoréme di a

Cauchy (%) :
. n X 4 . .
Sii%*—’ a pour limite \, \[u, a la méme limite ).
n

Supposons d'abord que A ne soit ni nul ni infini;

. n . P . . .
si yu, n’avait pas pour limite 2, il existerait un
nombre ¢ tel que, pour une infinité ‘de valeurs de n,

Uinégalité
|Vitn — 2] >«

fau vérifice. En d’autres termes, pour une infinité de
valeurs de n, I'une au moins des inégalités

(1) "m>)\+a,
(2) Vi <\ —e

serait vérifiée : je dis que I'une et 'autre hypothése
sont impossibles. Posons A +¢=0»%;, A —e=1,; on
peut prendre ¢ assez petit pour que kA, soit positif.

Supposons que I'inégalité (1) soit satisfaite pour une
infinité de valeurs de n et soit x un nombre vérifiant
les inégalités

>z> 5

> -

Considérons de nouveau la série ¢, = u, z2”; le rap-

v .. , .
port-:—“- a pour limite Az <<1, donc la série ¢, est
n

convergente ; d’autre part, pour une infinité de valeurs
de n, on a

Vou>haz>1,

ce qui montre que le terme général ¢, ne pourrait

(') CaucHy, Analyse algebrique, p. 59; OEuvres, 2° série, t. II,
p. 63.
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tendre vers zéro. La premiére hypothése est donc a
rejeter.
Supposons, en second lieu, que l'inégalité (2) soit
satisfaite pour une infinité de valeurs de n et soit z
un nombre vérifiant les inégalités

1 1
):>x>T'

©n+1

Dans la série ¢, le rapport —=— apourlxmlle rxr>1;

donc, a partir d’un certain ranb, ce rapport est supé-
reur a 1 et les termes vont en croissant.
D’auatre part, pour une infinité de valeurs de », on a

Vo <z < 1,
on < (az),

. N , 1. .
et, puisque (i,xz)" tend vers zéro avec o il y aurait

dans la série une infinité de termes aussi petits qu’'on
voudrait, ce qui est impossible. La seconde hypothése
est donc, elle aussi, inadmissible.

Si X est nul, il suffit de supprimer %, dans le raison-
nement précédent; si % est infini, il suffit de sup-
primer %, et d’appeler %, un nombre fini quelconque.

2. On peut obtenir un résultat plus complet en
introduisant la notion de plus grande des limites et
de plus petite des limites d’une suite infinie. Rappelons
les définitions de ces nombres, soit

(3) Ay, Aoy coey Apy ooy

une suite infinie de nombres; un nombre A sera dit
une limite de la suite (3), si I'on peut extraire de cette
suite une suite partielle ayant pour limite A. Le plus
‘grand des nombres A est appelé la plus grande des
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limites L de la suite (3) : ce nombre peut éire + oo; le
plus petit des nombres A est appelé la plus petite des
limites de la suite (3) : ce nombre peut étre — co.
Le nombre L posséde les propriétés caractéristiques
suivantes :

1° Il n’y a qu'un nombre fini de nombres a, supé-
rieurs & L + ¢, quelque petit que soit le nombre po-
sitif ¢.

2° Il y a une infinité de nombres a, supérieurs
a I — z, quelque petit que soit le nombre positif .

La plus petite des limites est définie par des pro-
priétés analogues. Si 'on suppose que les nombres a,
sont les abscisses des points d’une droite, la plus grande
des limites sera l'abscisse du point limite le plus a
droite, la plus petite des limites sera I'abscisse du point
limite le plus a4 gauche. Nous appellerons aussi ces
points la plus grande et la plus petite des limites des
points a,.

Soient )" et )", respectivement, la plus petite et la

. . . u
plus grande des limites de la suite —31'; @ et la plus
n

. . . . n
petite et la plus grande des limites de la suite /u,, on
peut énoncer la proposition suivante :

Le segment )1\ contient le segment ' ',
On a, nécessairement ( fig. 1),
NN, p<p.
11 suffit donc de démontrer que
(4) RSN
el

(5) NS
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Pour démontrer I'inégalité (4 ), nous pouvons d’abord

Fig. 1.

» 3 ¢ »
admettre que A’ est fini, sinon le résultat serait évident.
Supposons que I'on ait
<
nous nous servirons toujours du méme procédé de dé-
monstration : soit z un nombre vérifiant les inégalités

’{';>1‘>;’;’

et considérons la série v, = u,z". Puisque 1" est la plus

. . . Upy-1 .
grande des limites de la suite o quelque petit que

soit le nombre positif ¢, on a, & partir d’un certain rang,
u
‘R4+1 < Wz
Up

et, par suite,

favt o0+ e)x;

Vn

or, )"z élant inférieur 4 1, on peut prendre : assez
petit pour que
(W +e)yr <,

et la série ¢, est convergente.
D’autre part, u” étant la. plus grande des limites de

.oon . o, .
la suite yu,, on a, pour une infinité de valeurs de n,
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