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SUR I'ERREUR COMMISE DANS LE CALCUL APPROCHE
D'UNE RACINE D'’EQUATION PAR LA METHODE DE NEWTON;

Par M. Arnaup DENJOY.

Soient f(z) = o une équation, @ et b deux nombres
dont on sait qu’il y a entre eux une racine et une seule
de cette équation. On considére @ comme une valeur
approchée de cette racine §. La méthode de Newton
pour le calcul de £ consiste, & prendre pour nouvelle
valeur plus approchée de £, le nombre

. S(a) _
S'(a)

a

a.

L’erreur que 'on commet en choisissant pour£ cette
valeur a,, est évaluée par une formule qui se trouve
dans tous les Ouvrages d’enseignement et que nous
rappelons ci-dessous, Cette (ormule me parait défec-
tueuse de deux points de vue :

1° Elle ne tient compte que de I'étendue de I'inter-
valle ou est enfermée la racine &, et nullement de la
petitesse du résultat de substitution f(a), petitesse qui
manifestement doit donner une indication sur la proxi-
mité ol a se trouve de &.
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2° Elle ne nous donne pas une limite inférieure non
nulle de la valeur absolue de I’erreur commise, dans le
cas ol nous connaissons le sens de cette erreur, c'est-
a-dire le signe de f”.

Nous allons donner a 'erreur une nouvelle forme ne
prétant a aucune de ces deux critiques.

Posons, selon I'usage,

t=a—+h.

On a, f" étant supposée continue entre a et &,

(1) S(@)+hf (@)« "2 f(a+bhy=0 o<b<L.

Comme

fa) _, . Sl

E—a,:&»a—y—f,(a)_ l+j.,(a)

'erreur E commise sur £ en choisissant a, est

f(a)
h+ .
‘T (@)
Cette erreur est égale a — ik M M étant le
2 f(a)

maximum de | f”(z)| dans lintervalle de a a &,
ona

(2) E=3lb—2l

avec 82< 1, le signe de & étant connu, si celui de f”
Pest. Telle est la formule habituelle que nous voulons
modifier.

Ecrivons I'équation (1) sous la forme plus maniable :

(3) A+Bh+Cht=o.

I.’idée qui nous guidera est la suivante: Si A est suf-
fisamment petit, A peut étre développé suivant les
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. . A
puissances de A, le premier terme est —pret le second
nous donnera 'ordre de ’erreur commise en bornant
h a son premier terme.
Résolvons I'équation (3). Ona :
B TAC

BB/ dAC
2C 7 2G B2

h=—

La racine h, trés petite en méme temps que A, cor-
respond au signe + devant le radical. Done, le radical
ayant un sens arithmétique, nous écrirons

I — B B FAG
YRR Yl VA

Or, d’apreés

SO+ @) =f() +uf )+ S f000)  (0<8<),

formule valable si f(z), f'(x), f"(x) sont continues

By

quand z varie de 1 & 1+ «, ona, si u > —1,

2

! u w?
I4+u) =1+ —-— ——7:
2(14+0u)?

Si donc
4AC
B
on a, en posant
4AC
u=—-B—2,
b= B + B . 2AC 2A2(C2 I
—_—T_‘ 2C - - & 3
2C 2C B2 B 1BAC\2
(=)
ou, si
1
§ = 39
40AC\2
- 53

) h=—g A
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Supposons a assez voisin de £ et par suite f(a) = A
assez pelit pour nous donner

$AC 1
—'< T <5
Alors, si AC>o0,0na
1<s<yY8<3:
st AC<<o,o0na
1 I
§ < 'ﬁ L s <.
Rétablissons les notations primitives. On a
(5) h = .f(a) .fﬁ(a)f”(a—i—eh).

=T @t 3 (a)

Lorsque f(a) est trés petit, s est trés voisin de 1. Dans
tous les cas, méme si 'on ignore le signe de /" (a+04),
dés que la condition

- I OV G L))

O

1
2
est vérifiée, on sait que

2 <s<3

3

et 'on connait la position de s relativement a 1 dés que
l'on sait le signe de f(a) f" (a + G h).
L’expression
L fra)f'(a+Bh)
) ST O

échappe aux deux criliques que nous avions faites a la
formule habituelle.

En eflet, d’abord elle fait jouer un réle a la valeur de
f(a) dans la délermination de I'erreur commise en
choisissant @, comme valeur approchée de §. En second
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lieu, si nous connaissons le signe de f”, c’est-a-dire le
sens de I’erreur commise, nous avons une limite infé-
rieure non nulle de la valeur absolue de I'erreur.

1l est & remarquer que notre formule ne nécessite
pas, comme la formule (2), I'obligation d’enfermer §
entre deux limites rapprochées. Elle montre que la
méthode de Newton donne d’aussi bons résultats quand
f(a) est du signe opposé a f"(x) (dans le domaine
séparant la racine) que dans I'hypothése adverse.
(Méme les résultats sont meilleurs dans le premier cas,
contrairement a I'opinion courante, en ce sens que, a

( AC
valeurs absolues égales de 52 le nombre a, est plus

approché de & si AC est négatif que si AC est positif.
La représentation géométrique donnerait de ce fait une
explication intuitive. )

La formule (7) conduit donc a appliquer la méthode
de Newton, dés que, par excés ou par défaut, on a de
la racine une valeur approchée donnant un résultat de
substitution suffisamment petit, sans avoir a s’ inquiéter
du signe de f", a la condition de connaitre seulement
une limile supérieure de son module.

Soient M le maximum de |f"(x)|, N le minimum
de | f'(z)| dans une région ot est comprise la racine £.

dour avoir Ea L nre , Lot .
Pour avoir § & ~ prés, par une seule application de la

méthode de Newton, il suffira de trouver dans la région
considérée un nombre adonnant dans f(z) un résultat
de substitution inférieur en valeur absolue a

/o
M

[et satisfaisant aussi & Ja condition (6) indépendante
de n]. Sil'on connait le signe de f"(z) dans la région



(271)
et si f(a) f"(x) est négatif, la limite fournie par celte
formule peut étre multipliée par \/?
Donnons une application numérique de la for-

mule (7).
Soit a résoudre I'équation

f(x)=z3—9x+1=0.

Elle posséde deux’ racines positives. Nous allons,
pour la plus grande, déterminer sa valeur approchée a
une unité prés. A cette valeur, nous appliquerons la
méthode de Newton et nous calculerons successivement
par la formule habituelle (2) et par notre formule ()
I’erreur commise.

La plus grande racine § est comprise entre 2 et 3;
on a

fle)=—9, f)=t

Appliquons la méthode a la valeur a une unité prés par
excés, soil 3; a sera donc égal 4 3. On a

e 18

La formule (2), od nous faisons b =2, a=23,

a, =

M =18, nous enseigne simplement que I'erreur sera
inférieure a --

La formule (7) nous donnera deux limites compre-
nant ’erreur. On a :

E—_ f"(3)f"(3 )
, 2f£'3(3)
Evaluons

4AC 4f(3)f 3—98),

BT T f%(3)

Ce nombre est égal &

4><6><(3—0)=§< 0)_

182 "—3
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Il est donc positif et inférieur a -:5< L. On a donc

1<s< \/g A larigueur, ¢§ pourrait étre remplacé par
_3
2\ 2 3
l —— -
(1—3) <3
L’erreur commise est négative et sa valeur absolue
est d'une part inférieure a

3 /23S (3) 1

2 2f3(3) T 432°

B

et d’autre part supérieure a

SEB3)f(2) _ 1

2 f3(3) T 972
Le rapporl des deux limites est {Z’

La formule habituelle, qui nous donne seulement
une limile supérieure de I'erreur, nous la donne en-
core 200 fois trop forte.



