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[Q1a]
ESSAI DE GEOMETRIE ANALYTIQUE A UNE INFINITE
DE COORDONNEES ;

Par M. Maurice FRECHET.

Dans une communication au Congrés international
des Mathématiciens de 1goo (') M. Padoa a fait
connaitre qu’on pourrait définir tous les symboles
qu'on rencontre dans la géométrie euclidienne a l'aide
de deux seulement d’entre eux. Ces deux derniers
sont les suivants : 1° le symbole point; 2° le symbole
(@, b) =(c, d), ot a, b, c. d sont des points et qu’on
doit lire : le couple de poiuts @, b est superposable
an couple de poinis ¢, d. D’aprés M. Padoa, on obtient
la géométrie euclidienne quand on donne au symbole
point Ja signification géométrique habituelle et au
symbole (a, b) = (¢, d) le sens suivant : le couple de
points géométriyues a, b est superposable au couple
de points géométriques (¢, d). Mais il est bien entendu
qu’on peut donner aux deux symboles non définis une
signification quelconque et qu’alors les définitions sui-
vantes s’appliqueront toujours, moyennanl cerlains
postulats.

Je me suis proposé de montrer qu’en donnant aux
deux symboles non définis une signification que je vais
préciser tout a V’heure, on obtient une généralisation
remarquable de la géométrie analylique a trois dimen-
sions. Cette étude me parait présenter un intérét :

(') Un nouveau systéme de definitions pour la geométrie cucli-
dienne ( Comptes rendus du Congrés, p. 353).

Ann. de Wathémat , ° série, L. VIII. (Mars 14o8.) 7
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d’une part, en ce qui concerne les fondements de la
Géométrie; d’autre part, dans la théorie des fonctions,
commie je le montrerai plus loin.

Définition d’un point. — Nous appellerons point
une suite infinie de nombres réels z,, x4, ..., zn, ...
qui seront, par définition, les coordonnées de rangs
1, 2, +eey R, ... du point et tels que la série
22 + z + x5 + ... soit convergente ().

Nous considérerons deux points comme distincts si
leurs coordonnées de méme rang ne sont pas toules
respectivement égales. Dans le cas contraire, les deux
points coincident et I'on voit que : 1° si @ coincide
avec b, b coincide avec a; 2° si @ coincide avec b et b
avec ¢, a coincide avec c.

Nous aurons a utiliser, pour la suite, la remarque
suivante :

Si les séries & termes'réels

ri+zi+.. a4,

Yi+yi+o R+
sont convergentles, il en est de méme de la série
2 SRl % 7 T ST Sy VS S

Cela résulte immédiatement de I'inégalité évidente

Ti+. ATy yE

|y yy |+ o+ lzaynls 5

On en déduit facilement que, si z, x5, .. ;

(') Cette définition provient d’une définition de M. Hilbert, mo-
difiée par M. Riesz ; elle correspond dans la théorie des fonctions a
Pintroduction de la convergence en moyenne étudiée par M. Fischer.
Javais déja étudié dans ma Thése une autre défipition de l’espace
4 une infinité de dimensjops,
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Y1y Yay «s+; +es Uy, Uz, ... peuvent étre considérés
comme les coordonnées de certains points z, y, ..., u
au sens indiqué plus haut, il en sera de méme des

nombres

axy+ Byt o+ 8uy, ama+-PBya+...+-Bus, ..

ey

oua,f, ..., & sontdes constantes réelles quelconques.
Nous désignerons alors le point correspondant par la
notation : ax + By +...+3u, ot a, B, ..., 3 sont
des nombres et z, y, ..., u des points.

Définition de la distance. — Il est facile aussi de
déduire de la remarque précédente que, si les sérics

Exl?, Eyf convergent, il en est de méme de

z(xi——y,-)2.

Nous appellerons alors distance des deux points
x: (X, ZTayoo.) e ¥ (Y1, Y2, . --) la quantité bien
définte positive ou nulle

(z, )= \/(951—)’1)2+(T2—y,)?+....

On voit que : 1° (z,¥)=(y,x); 2° la condition
nécessaire et sulfisante pour que deux points coincident
est que leur distance soit nulle; 3° quels que soient
les points z, y, 3, on a

(z,7)5(2,3)+ (y. 5)
ct, par conséquent (en permutant x, y, z),

(»’17,}’)2“-’)5)‘“()’7‘7)| (l)

(') Ceci permet de considérer (z, y) comme I'éedFt de z el y au
sens défini dans ma Thése [ Sur quelques points du calcul fonc-
tionnel (Rendiconti del Circolo di Palerma, 1906)] et, par con-
séquent, d’appliquer les théorémes généraux qui y sont démontrés,
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Alors nous adopterons pour le deuxiéme- symbhole
non défini de M. Padoa la signification suivante :

Le couple de points a, b sera superposable au
couple de points ¢, d si les distances (a, b), (¢, d)
sont égales, de sorte qu’on représentera ces deux
circonstances identiques par le méme symbole

(aab) = (C,d).

Cette définition satisfait a la condition évidemment
nécessaire que, si @, b coincident, il en est de méme
de ¢, d, et réciproquement.

Nous allons maintenant suivre pas a pas les défini-
tions de M. Padoa et en donner la traduction analy-
tique qu'on obtient immédiatement pour quelques-
unes, d'une fagon moins simple pour d’autres.

Derintrion I — Si a, b sont des points distincts,
«droite ab » signifie : figure a laquelle appartient
chaque point z tel qu’il r’existe aucun point y
distinct de x qui vérifie simultanément les condi-

tons
(a,y) = (a,x), (b,y) = (b,).

Soient ay, @z, ... ; by, ba, ... les coordonnées des
points a, b. Les quanltités (b, — a,), (by— a,), ... ne
seront pas toutes nulles; soit, parexemple, by — ax 3% o.
Appelons F la figure formée par tous les points dont
les coordonnées peuvent s’écrire sous la forme

(1) a;+ A(by—ay), as+ A (by— as), ...,

ou A désigne une conslante réelle quelconque. Autre-
ment dit, appelons F Uensemble des points vérifiant
les équations

Z, — a Zog— Ay
bl_‘al - bz—az -
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dans lesquelles on prendra par convention le numéra-
teur égal a zéro, quand le dénominateur sera nul.

Je veux démontrer que la droite ab existe et coin-
cide avec F.

Pour démontrer que la droite ab existe, il suffit de
prouver qu’il y a des points satisfaisant a la définition I.
Or, il suffit de remarquer que, si y est distinct de a,

on a
(a,y)>0, (a,a)=o0;

donc on n’a pas
(a,7) = (a,a).

Par suite, @ est un point de la droite ab; de méme
pour b. On voit d’ailleurs immédiatement que a, b
font aussi partie de F.

Je dis maintenant que, si z n’est pas sur F, il existe
au moins un point y % x, tel qu'on ait, a la fois,

(a/,.}’):(a’x)) (bv.}’):(bﬂz')'
Pour cela, prenons pour y un point dont les coor-
données sont de la forme

}’1—_— 20y — xry+ 2“(61——[11),
Ye=12a3—-Zs+ 210 (by— a,),

ol i est une constante réelle. Ce point est certainement
distinct de z, quel que soit ., sans quoi x serait de la
forme
a+p(b—a)
et, par suite, serait sur F.
Or, on a

Wy,a)r—(r,a)= jy[pE(b,——a,~)'-’+2(a,——z‘i)(bi—a,-)],
(Do) —(2,b)2 = f(p—1) [yE(bz-— ai)=+2<a,-—zi>(é,-—-a,~>],
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et 'on peut, puisque Z(b,-—a,-)2 # 0, choisir p de
fagon a annuler le crochet, ce qui démontre la propo-

sition. Alors, la droite (@, b) ne comprend que des
points de F.

Réciproquement, tout point de F est sur la droite ab.
Pour le prouver, nous allons d’abord démontrer que,
si un point ¢ n’est pas sur la droite ab, on a

[(a,c)—(b,¢c)| < (a,b) < (a,c)+(b,c).

En effet, quelle que soit la position de ¢, on a
Lloujours

[(a,e)—(b,c)|=(a,b)S(a,c)+(b,¢);
il suffit donc de montrer que I'égalité
(2) (d,b)::.’:(a,c)i(b,c)

n’est possible que si c est sur F. Or, celle-ci est équi-
valente a la suivante :

[(a,e)+ (b, c)r—(a,b)2]* =4 (a,c)(b,c)

Si ¢ a pour coordonnées c,, ¢z, ..., cette égalité
peut s’écrire

E[Z(ai—‘ Ci)"] [z(bt—Ci)’]—[Z(ai—ct)(bt—- c,-)]2= o.

D’autre part, le premier membre est la limite de

_2 (a;— c,)*i(b»—— ct)*—[z(a, —ci)(bi— c,)]

i=1 i=1

1=n;)=n

[(ai—-“i)(br— ¢j)—(a,--¢;) (bi—ci)]*.

l:i 1=
On voit qu’on a loujours

[ T

HA
A
A
Il

[
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Donc, pour que K soit nul, il faut que

GI=03=03=...=0,=...=0,

ce qui nécessite qu’on ait, quels que soient les en-
tiers £, j,

(3) (ai—ci)(bj—cj) —(aj—c;) (bi—c) =0

ou

([)L—ai)(cj“aj)—'(bj—ai)(ci'— a;)=o,

et, comme by — ax % 0, on a, en prenant j =k,

Ck— QA
ci—a;=(b;—a; .
i i ( i t) b/c_ an
S e . Cr— a .
En définitive, on voit, en posant A = A——Z, que si
bk— aj

égalité (2) est vérifiée, les coordonnées du point ¢
peuvent s’écrire

cr=ai+ A(by— ay), Cr=as+ X (by— ay), ceey

c’est-a-dire que ¢ est sur F. Réciproquement, si ¢
est sur F, les égalités (3) sont vérifiées; par suite,
G4y G2, ... sont nuls, donc aussi K, et 'on a 1'éga-
lité (2).

Démontrons encore un autre lemme. Considérons
deux points de F distincts : y, ¢; leurs coordonnées
seront de la forme (1) et ils correspondront & deux
valeurs distinctes : %, A. Un calcul simple montre alors
qu’on a

\ (_)’,c)-:]l'—)\[(a,b), (}’1“)=|)"l(a1b))
(4) ? (}’:b)=l7\'-—l|(a1b)>
(e,a)=|Xr|(a,b), (c,b)=|A—1]|(a,b).

Il résulte de ce qui précéde que, si ¢ est sur F, il
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n’existe aucun autre point y distinct de ¢, tel que
(ryay=(c,a), (y,b)=(c,b)."

En effet, puisque ¢ est sur F, on aurait, d’apreés les
égalités (4),
(a3b) ==x (ay}/) =+ (()7}/)7

el y devrait étre aussi sur F.
Mais alors, si A est la valeur de A qui correspond
a y, les égalités (4) donneraient

I)\']:l)\l, I)\'-—Ilzl)\——[',

d’ott A =72, et y ne serait plus distinct de c.
En résumé, nous avons démontré :
1° Que la droite ab coincide avec ¥, c'est-a-dire a
pour équation
ry—a;  xy— as
bi—a, b—a

2° Que, si ¢ est un point de la droite @b, on a
(a,b) == (a,c) = (b.c);
3° Que, s1 ¢ n’est pas sur la droite ab, on a
|[(a,e) — (b,c)] < (a.b) < (a,c)+(b,c).

1l en résulle que, si @, b, ¢ sont trois points distincts
et si ¢ est sur ab, a est sur bc et b est sur ac; la réci-
proque est vraie. On saura donc maintenant distinguer
si trois points sonl ou non alignés.

Passons maintenant aux autres définitions de
M. Padoa, qui vont nous permeltre de décider de la
position de trois points en ligne droite.

Deérivtrion 1. — S¢ a et b sont deux points
distincts, « milieu de ab » signifie : point ¢ de la
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droite ab, tel que
(a,c) = (b,c).

S1 ¢ coriespond a la valeur A du paramétre, les
formules précédemment démontrées prouvent qu’on

devra avoir
|M(a,b) =1h—1|(a, b),

d’ou
1
)\ = -y
2
el alors
a,+ b, .
Cl='—2—" (&=l,2,...).

Ainsi, le milieu de ab existe, est unique et est
représenté par
a—+b

2

Cc =

Derintrion L. — « Sphére de centre a et passant
par b » signifie : figure a lagquelle appartient tout
point x, tel gi’on ait

(a, r)=(a,b).

On a immédiatement I'équation de cette sphére,

2 (@, — z)? :Z (a:—b,)%;

on voit qu’elle existe et comprend méme une infinité
de points.
11 suffit de prendre, par exemple,

= a;+ cos)\‘ / E(a, )

To= Qs+ SIDA Z(a,—b,)2,

T3 = A3,

!

ol A est un paramétre arbitraire.
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Derivition IV. — « Sphére quia pour pélesaet b »

signifie : sphére qui a pour centre le milieu de ab et
qui passe par b.

Son équation sera donc

B (e gty =B () B (M)

Pour pouvoir définir plus facilement la position d’un
point sur la droite ab, nous commencerons par appeler
cosinus directeurs de la direction positive qui va de a
vers b les quantités

by —ay by — a,

"Flewn Ty’ U

qui, en valeur absolue, sont au plus égales a 1 et telles
que
2}+al+...=1.
Alors, si ¢ = a + A(b — a) est un point quelconque
de la droite ab, on pourra, en posant p =12A(a, b),
écrire ses coordonnées sous la forme

C1= ay+ P2, Cy = Qg+ P%a, fceey
et I'on aura évidemment
(c,a)= l 3 Iy

ce qui donne la signification géométrique du para-
métre |p]|.

De méme, posons p = -

5> et I’on aura

—atwb o dat pby
T T T

La signification de | 1| sera donnée par la formule
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évidente
(c,a) _
(C,b) ‘_ll"'!

Les définitions suivantes fixeront la signification géo-
métrique des signes de p et de p.

Derinition V. — Si ¢, d sont des points distincts
sur la droite ab, « (¢, d) n’entrelace pas (a, b) » si-
gnifie : la sphére de pdles a, b n’a aucun pocnt
commun avec la sphére de péles c, d.

Ecrivons les points ¢, d sous la forme

c__a—s—y.b _a+pb
T i o4

Il faudra que les équations suivantes n’aient pas de
solutions communes :

| 2l-) = (50)

(%) f N2 —d\?
| 2(—=55) = (57)
ou
Z(z——a)(w—b):o
et

Z(w —a)t+ (n+ P-')E (x—a)(@—b)+ w’z(m— b)r=o.

Il faudra, en particulier, que I’équation

N@—ap+p F(@—br=o

ne soit pas vérifiée, ce qui aura évidemment lieu si
' > o.

Cette condition suffisante est nécessaire. Il suffit de
démontrer que, si pp'S 0, les sphéres (5) ont au moins
un point commun.
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En effet, si pp’= o, elles ont évidemment en commun
le point a@; si py' est iofini, elles ont en commun le
point b.

Reste le cas ot pp' est fini et négatif. Appelons
(a4, g, ...) les cosinus directeurs de la direction de a
vers b et montrons d’abord qu’il existe un point X de
la droite ab tel que

Xi=a;+ Y= b+ *{’a,-: ci—+ Ou; = d;+ &'y
(t=1,2,...),
ou v, Y/, 8, & sont quatre constantes réelles telles que
88 =1y <o.
Pour cela il suffit de prendre X = a + yo et de dé-
terminer ¥y, Y/, ¢, & par les conditions

b—a c—a
H 6:-(— ’ 8’:‘{——
oz a &L

=v—

) i 08’ = p¢’,
qui deviennent

'{I=Y_(awb), a':‘Y

b (ab
_mab) oy w(@b)

I+ 1+
et
ol _ [, _padlr. __u%a,b)]_
vl -(a,bﬂ—[{ o J[{ Py
D’ou
L _ pe(a,b)
T

quantité bien déterminée, puisque pp' — 1 <Co.
On a bien alors
2
o= .u.u’[ kd ] <o

pe =

D’autre part, on peut évidemment choisir d’une infi-
nité de maniéres des nombres réels B,, B2, ... tels que

a P+ 23B+...=o, 1+ Bi+...=1.
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Je dis maintenant qu’on peut choisir le nombre
réel ¢ de fagon que le point de coordonnées

.’L’.:X,—i—tp(, -’l'g:Xg-f-tpg,

soit sur les sphéres (5). En effet, on aura, d’aprés (6),
pour ces valeurs des z;,

Z(z‘,—ai)(z,—b;) =+,
E(wt— ¢;)(w,—d;) = 2+ 89,

et, comme vy = 68'<< 0, on pourra toujours prendre

2+ yy'=12+ 38 =o.
En définitive, pour que les points

c:a+pb d:a—f-yb

1+ Ty

forment un couple (¢, d) qui n’entrelace pas ab, il
Saut et il suffit que up' soil fini et positif.

DerFinition VI. — « z est un point placé entre a
et b » signifie : s¢ m est le milicu de ab, x coincide

avec m ou est un point de la droite ab tel que mx
n’entrelace pas ab.

On a vu que

a—+b
m =

et que z est de la forme

a—+ pb
1+

Donc, u doit étre positif, puisque m peut s’écrire

_a—t—y.'b
T oap
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avec ' =1 et que pp’ doit étre positif d’aprés ce qu’on
vient de prouver.
En définitive, pour que le point z soit placé entre a
et b, il faat et il suffit qu'on puisse I'écrire sous la

forme
a—+pb
=287

I+

o  est un nombhre fini et positif.

Ou bien encare, er pasant £ = a —+ pa, Ol a;, %, . . .
désignent les cosinus directears de la direction positive
qui va de a vers b, il faut qu’on ait

o< p < (a,b),
car on aura

P__.
ab—a

=

De¢rinition VIL — « Segment ab » signifie: figure
a laquelle appartiennent a, b et tout point placé
entre a et b,

D’aprés ce qui précéde, le segment ab sera la figure
formée par lous les poinls £ =« + pz, ol pest un
nombre réel tel qu'on ait

0:ps(a,d).

Autrement dit, c’est le licu des points x tels que

ry,—a T, — (1,
< 1 1 — — <l.
~b,— «, b, - ay -
Dermvirion VUL — « Prolongement de ab vers b »

signifie : figure a laquelle appartiennent tous les
points x tels que b soit placé entre a et z.
Il faul que

p= A tur
[

avec p fini et positif,
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On peut donc déterminer p de fagon que z = a + p,
en prenant
b=t p(a—f—pa)’

[+ @
d’ou
p=(a,b)l+‘Ll
ou
__(a,b)
H_p—(a,b)

Ainsi, le prolongement de ab vers b est formé de
tous les points

pour lesquels

r=a-+pa

p>(a, b).
Autrement dit, c’est le lieu des points z tels que

T — Ty — Qy

= =...>1,

by —a, b, —a,

Dérmnvirion IX. — « Rayon ab » signifie : figure a
laquelle appartient tout point du segment ab et du
prolongement de ab vers b.

Ce sera donc l'ensemble des points z=a + pa
pour lesquels pZo, ou bien le lieu des points z tels que

Zy— a4 Ty — Qo
b,wa, - bg——ag

Derinirion X. — Si ¢ et d sont des points distinets
sur ladroite ab, « d suit c comme b suit a » signifie:
le prolongement de ab contient le prolongement de
cd ou celui-ci contient celui-la.

Alorsil faut que ¢, d soient des points de la droite ab
tels que la valeur commune des rapports

di—cy _ dy—c,
by—a,  by—ay

soit positive,
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Derinition XI. — « Symétrique de a par rapport
a b » signifie : point x tel que b est le centre de azx.

On aura

d’ou
zr=12b—a;

le point z existe et est unique.
Derinirion XII. — « ab est perpendiculaire & be »

signifie : b est un point de la sphére qui a pour
poles a et c.

C’est-a dire qu’on a
E(b,——a,)(b,-—- ¢ ) =o,

ou encore, en appelant (a,, o, ...), (B¢, B2. - ..) les co-
sinus directeurs de la direction qui va de a vers b ou
de b vers a et de la direction qui va de b vers ¢ ou de
c vers b,

2&, {.’4,: o,

Derinition XL — 8¢ dest un point distinct de c,
«(c, d) est paralléle a(a, b)» signifie : le symétrique
de a par rapport au centre de bc est un point de la
droite cd.

Autrement dit,

<9.>< b_:c—c;>=c+)\(d—c),

d’aprés la définition XI, ou

bi—'(l‘ bg—ag

di— ¢y dy—c»
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Derinirion XIV. — « & est un point intérieur au
triangle abc » signifie : z est un point distinct de a
et il y a un point y du prolongement de ax qui est
placé entre b et c.

D’aprés ce qui précéde, on aura

=é_t_l'l_(_"’ x=a+7\_y

1+ 2 1+ A

avec A>o, ®>o.

D’ou
_a A b+ A
STt aEoarm T aenarm’

ou
x =ra—+ sb + tc,

ou r, s, t sont trois nombres réels tous positifs et tels
que
r+s+t=r.

Dérinition XV. — « x est un point intérieur a
UCangle bac » signifie : x est un point distinct de a
et il y a un point y du rayon ax qui est placé entre
betc.

Alors
xr =ra-+ sb+tc avec r+s—+t=ri;

mais on suppose seulement que s et ¢ sont de méme
signe.

Dérinition XVI. — « Plan abe » signifie : figure
a laquelle appartient tout point z tel qu’il n’existe
aucun point y distinct de x vérifiant simultanément
les conditions .

(a’}’):‘(aaz)’ (b?}’)=(byx>r (c,y):(c,z'),

les points a, b, c étant supposés non en ligne droite.
Ann. de Mathémat., 4* série,t. VIIL. (Mars 1908.) 8
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Soit P la figure formée par tous les points z tels

que
z = ra + sb + tc,

ou r, s, ¢ sont trois variables réelles quelconques assu-
jetties seulement a la relation r + s + ¢ =1. Je dis que
le plan abc existe et coincide avec P.

Le plan abc existe, car, si y est distinct de @, on a

(a,y)>o0 et (a,a)=o,
donc

(a,5)# (a,a);
par suite, le plan abc comprend bien au moins le
point a el de méme les points b et c.
Soit maintenant x un point de P; je dis qu'il est
dans abc.
En effet, on voit facilement qu’on a, quel que soit y,

rl(a, y)2—(a, )] +s[(b, y)*— (b, z)?]
+t[(e, ¥ )2 —(c, 2)] = (=, ¥ )2

Si y est disunct de z, on n’a donc pas simultané-
ment

(a,y)=(a,z), (b, y)=(b,2), (e, y)={(c,x);

z est dans le plan abc.

Réciproquement, je dis que, si z est dans le plan abc,
il est dans P.

Il suffit de prouver que, si z n’est pas dans P, on
pourrait trouver un point y distinct de z tel qu’on ait

simultanément
( (a7}’)2 1“7“‘)‘1:07

(6) s (b».‘}’)"——(b,z)’=°,
L (e, 3= ie, mpr=o.

Pour cela, prenons

y=20ra+sb+tc)—zx avec r+s+t=I,
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les nombres r, s étant & déterminer par (6). Le point y
est strement distinct de z, sans quoi celui-ci serait
dans P. D’autre part, les premiers membres des équa-
tions (6) peuvent s’écrire, en posant ra + sb + tc = u,

Z(ui—— a;) (ui—x;) = o,
2(“"" bi) (ui—xi) = o,
N\ wi— ) (wi— @) = o5

en multipliant par r, s, ¢ et ajoutant, on aura une iden-
tité. Si donc on prend par exemple ¢ £ o, il suffit de
satisfaire aux deux premiéres. Celles-ci peavent s’écrire,
en développant,

(r—1)(rp2+sI —H)+s(rl +sa2—R)=o,
(s —0)(rT +sa?—R)+ r(rft+sI —H)=o,

et posant
@=(be),  Br=(aen), 1= (ei—ai)(ei—bo),
Wl
H =2‘(0i—z‘i)(ct——a1), R =2(0i——2«‘i)(0i-—b")-
On salisfera donc a ces deux équations en prenant
rf2+sI—H=o, rl4+sa2— R =o.

Il y a une solution unique en r et s, car le détermi-
nant des coefficients,

‘a’ pr—12 =Z(b,— C[)ZZ(a,’-—- c;)?
— [Z(Ci_ a;)(ci—b,-)]z,

est positif, d'aprés la démonstration donnée & propos
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de la définition I, puisque les trois points a, &, ¢ ne

sont pas alignés.

Le théoréme est ainsi démontré.
(A suivre )




