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[I23a]

CONTINUANTS : APPLICATIONS A LA THEORIE DES NOMBRES;
Par M. A. DELTOUR.

( SUITE.)

REPRESENTATION AU MOYEN DE CONTINUANTS
DE LA RELATION EN NOMBRES ENTIERS

(1) aa'+ bb' + cc'=o.

63. Le probléme a résoudre consiste a trouver quatre
suites a, B, v, G, telles que les six continuants qui

figurent dans la relation (IV) (n° 47),
(V) Y(anoB) (ynod) =o,

représentent respectivement les six nombres entiers «.
a,b, b, ¢, c.
Cherchons d’abord a quelles conditions doivent sa-
tisfaire ces nombres pour qu’il y ait une solution.
Désignons les quatre quantités du n° 17

(a) (8) () (3)
xr = = 3= — t = —
@0 7T G o) o)
respectivement par les fractions
xz oy 3 t
— 0 i TR
x Y 2 t

qut doivent étre irréductibles.
Les équations du probléme sont
a=zy'— 'y, a' =zt — 3t
(2) { b =23 —a'3, b=ty —ty,
( c =t —z't, ¢ =ys'—y'z.
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On en déduit les égalités snivantes qu’on peut d’ail-
lears vérifier en remplagant a, b, ¢, @', ¥, ¢’ par leurs
valeurs (2) :

ax +bl --¢c3 =o,

—at +bzx +cy =o,

) ) az —by +c'xr=o,
ay +bsz+ct =o.

ar'--bt' —c3i =o,

N S-—al’ + 0% +cy =o,
(39 s — by +cx'=o,
( a'y'= 03+t =o.

Dans chacun des svstémes (3), (3'), deux des éga-
lités sont une conséquence des deux aulres en tenant
compte de la velation (v).

En multipliant 'une des égalités (3) par un nombre
quelconque «/, I'égalité correspondante de (3') par un
autic nombre « et vetranchant, on obtiendra une rela-
tion semblable avec des inconnues telles que

(ru' —x'u).

Ou peut déterminer « et u' de telle sorte que 'une
quelconque de ces inconnues, par exemple (xu'— 2'u),
soit égale & 1, puisque z et x' sonl premiers entre
cux.

On en conclut que, dans chacune des égalités (3),
les nombres obtenus en divisant les trois coefficients
parlewr plus grand commun diviseur doivent étre
premiers entre eux deux a deux.

Ces conditions jointes a celle de Uirréductibilité des
fractions telles que % sonl nécessaires pour qu’il y ait
une solution.

I veste & démountrer qu’elles sont suffisantes.
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~ 64%. Soient:

d le plus grand commun diviseur de a, @', b, b'. ¢, ¢/,

donnant pour quotients a,, a,, by, b, ¢, ¢,;
m le plus grand commun diviseur de a', b, c;

n » @y, by,cy;

! .
p » a, b, cy;
q » ay, by, c,.

Les quatre nombres m, n, p, g sont premiers entre
eux deux a deux; car, si m et n, par exemple, avaient
un facteur commun, ce facteur divisant b, et ¢, divise-
rait p el a, el par suite les six nombres a,, by, ¢y,
da\, b, ¢, contrairement a I'hypothése.

Chacun de ceux-ci est, par conséquent, divisible par
le prodnit de deux des nombres m, n, p, q.

On posera donc

a = dpqga,, a'=dmna,,
b = dgqnb,, b = dmpb},
¢ = dnpc,, ¢ = dmgcy,

les facteurs non communs a deux de ces quantités élant
premiers entre eux lorsque ces quanlités ne sont pas
désignées par la méme lettre (a, b ouc).

Les équations (1) et (3) deviennent

") azay + by, “+cycy, =o,
mayx +qbyt —pc,z =o,
@ ——qgast + mbyxr+ ncyy = o,

’ pasz —nbyy + mc,x=o,

nayy +pbys +qeyt =o.

Il est inutile d’écrire les équations semblables pro-
venant de (3').

65. Proposons-nous de résoudre le systéme (4).
Considérons, a cel effet, la premiére égalité.
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Supposons que z ait une valeur donnée. Il existe au
moins une solulion z, ¢, puisque ¢b, et pc, sont pre~
miers enlre eux.

En muluiphant I’égalité par a, et en tenant comple
de (1'), elle peut s’écrire

by(gart —mbyz)=co(paz+ me,x),

et, en la comparant aux deux égalités suivantes, on a
(r étant un nombre entier)

qast—mbyx pa,z+ mcyr
r= = =ny.
Ce by

Le nombre r doit donc étre divisible par n.

Or, les solutions ¢ de la premiére égalité difféerent
entre elles d’un multiple de pe,, les nombres r corres-
pondants d’un multiple de pga.,.

Puisque n et pga, sont premiers entre eux, il existe
au moins une valeur de 7 divisible par 2, et par suite
une solution pour y.

Une solution étant donnée y, z, ¢, on aura la solu-
tion générale 3 + A, 3 4k, t + I pour des valeurs de
h, k, satisfaisant aux conditions

qbsl =pesk,
nesh =qasl,

pak=nbyh,
ou
h k 7

prqas = gnb, = npe;

=/
ou f est un entier.

66. Pour trouver maintenant les suites o, 3, v, 3,
nous mettrous la relation (1V) sous la forme

E’\nono;:o’?) (@noano§) =o.
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Elle se compose alors au moyen de quatre suites o,
B, ¥, ¢, qui sont
(@) =(mo),
(B)=(Bona),
(v') = (vona),
(¥) = (3ouz).

La relation élant symétrique par rapport a a, 3, v,
3, il existe trois autres formes analogues en opérant
sur 3, v, ¢ de la méme fagon que sur a.

Le caractére de celte nouvelle forme consiste en ce
qu’on a

(a’) = 0’

(ap,4)=1.

Réciproquement, lorsqu’on a une telle relation (1V)
ena/, 3, v, &, on passe a la premiére en a, 3, v, 8 en
détachant la partie commune des suites 3’8’ pour
en composer a.

[I suffit, par conséquent, de trouver quatre suites
telles que ', &/, v/, 0.

Faisant donc =0, 2’=1 dans (2), ce systéme se
réduit aux conditions

sa:—y, a +bt' —cz =o,
(3) /b:—z, —at +b +cy' =o,
Ve=—t, az'—by'+c =o.

Les trois derniéres se confondent avec le systeme (3'),
ot l'on fait 2/ =1.

Or, nous avons va que ce systéme admet au moins
une solution,

Si, en outre, cette solution est telle que les fractions

z . ., . .
%, ~» 7 soient irréductibles, celles-ci permettent de
! ! /

trouver 8, 7', 3",
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En particulier, lorque d =1, cette derniére condi-
tion est satisfaite; car si y et p', c’est-a-dire a et y/, par
exemple, avaient un facteur commun, ce facteur divi-
serait & et ¢’ d’aprés (5). Mais les diviseurs de d
peuvent seuls diviser a la fois a, &' et ¢’ (n° 63).

67. Changements de signes dans la relation (1).
— La formule (1V) se préte a la représentation de (1)
pour toutes les valenrs relatives que prennent les quan-
tiés a, o', b, b, ¢, .

Car, en substituant la suite (o, ) 3 (0, o) dans I'un
quelconque des continuants de (IV), on change le signe
de ce dernicr (Tg) (n° 12).

Par exemple, la relation (1) étant représentée par
(1V), la relation

(—a)(—a')+bb +cc'=o0

sera représentée par

(% 0, %y B) (1. 0, 7, 3)
-+ (a) 1, 0, 1)&8’ T, 0, ﬁ)ﬂ‘_(d’v Ty O, a) (@) n, 0, i{) = 0.

68. Cas particulier : ab—cd==1. — Dans
le cas particulier ou la relation (IV) prend la forme
(VD) et ou (1) devient

(6) ab—cd==x1,
I'identification se fait en posant
@ = N, ¢=R

. . . N
et en cherchant e continuant (2) qui correspond & R

Celui-ci est pris long ou court de maniére a donner
a ny la parité qui convient.
Relativement aux signes de a, b, ¢, d, on peut se
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proposer de représenter ces quatre quantités affectées
de tous les signes possibles compatibles avec Végalité
donnée. )

Celte question s’est présentée notamment au n° 37
dans la recherche des suites 307,

Elle y a été résolue d’une manicre particuliére en
dopnant par convention le méme sigue a ¢, et a byy,.

Mais, pour la résoudre dans tous les cas, supposons
a, b, ¢, d positifs, a étant le plus grand de ces nombres,
el prenons comme point de départ le continuant po-
sitif

(ay, az, ..., ap) =" (ay, B. ap),

qui serl & représenter 'égalité (6) ab — cd == 1.

On ales solutions suivantes pour les différents sigoes
dont les nombres a, b, ¢, d sonl alfectés :

a. b. c. d. ().

—+ —+ - -+ (ay, 8, ax)

— “+ -+ — (—ay, 7, By oan)
-+ - =+ (ar, 3,0, —ax)
-+ -+ - e (—ay, 4, 3,0, —ag)

Dans les autres cas, 1l suffit d’iutroduire entre deux
éléments de 'un des continuants précédents la suite
{m,0,7,0) au moyen de laguelle on change les signes
des quatre quantités.

De ces solutions (o) on déduit Loules les autres, qui
sont évidemment en nombre illimité, par des transfor-
mations qui n'altérent aucunc des quatre quanlilés (),
(@) (o )s (%0)-

ADJOINTS ENTIERS.

69. Définitions. — Les adjoints seront dits nor-
maux, alternés, entiers, positifs, négatifs, si leurs
continuants le sont.

Hs admettront les mémes résidus qu’eux.
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70. Réduction d’un adjoint & un adjoint positif.
— Nous aurons a appliquer ici les transformations in~
diquées au n* 21, et il convient d’observer a ce propos
que, en vertu de la propriété démontrée au n° 20, la
suile des éléments d’un adjoint doit étre considérée
comme disposée en cercle et comme formant une
période.

L’adjoint correspond a différents continuants suivant
celul de ses éléments qui est pris comme point de dé-
part, mais sa valeur ne dépend que de la période. On
peut donc choisir & volonté le premier élément lors-
qu’on applique les transformations du n° 21.

T1. L'opération de la réduction repose sur la propo-
sillon suivante :

Si deux suites a, B sont telles qu'on ait 'égalité
(2, 2) = ((B, B),

et st les adjoints ((a), () sont différents de zero,
on a ausst
((a)2=((3)

Eu effet, de la relation
(2 2) = ((a)—2(— 1),

qu’il est facile de vérifier et qui est d’ailleurs un cas
particulier de la seconde relation (By) (n® 33), on
déduit

(@ —«P)?=2|(— 1)te—(—1)"s].

St ng= ng (mod 2), la proposition est démontrée.
3i ny et ng sont de parité différente, on peut sup-
puser ny pair; on a

((a)— ((ﬁ)z:’ 1
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ce qui ne peut avoir lieu que pour les valeurs

((a) = 2,
((ﬂ):'ov

contrairement a '’hypothése.

72. Lorsqu’on transforme un adjoint double
(2, &) par les procédés des ns 52, 53, 54, la valeur
absolue reste invariable et le résultat est un adjoint
double positif (B, B).

Si I'on a soin d'appliquer chacune des transforma-
tions aux deux suites dont les éléments se correspon-
dent deux 4 deux, la correspondance des éléments ne
cesse pas d’exisler et leur nombre reste toujours pair.

Examinons en détail chacune des opérations.

1° Elimination des éléments nuls (n"52). — Il est
évident que la valeur de 'adjoint ne change pas et que
le résultat est de la forme ((y, 7).

2" Elimination des éléments égauxr a == 1 (n°53).
— Kn passant de I'adjoint normal a I'adjoint alterné,

ey, (=nneiy'),

puis en supprimant =1 (les I supprimés se corres-
pondent deux a deux et sont en nombre pair), on ob-
tient un adjoint de la forme

((£8', (— 1)nyid).

En revenant & un adjoint normal, ce dernier sera de

la forme
(3, (—1ynrrass).

Dans la premiére el la derniére de ces opérations, la
valeur de P’adjoint ne change pas, puisque le nombre
des éléments est pair.
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Entre ces deux opérations, on supprime un nombre
pair de fois =1, et, par conséquent, la valeur est mul-
tipliée par un produit de facteurs égaux a == 2.

Lia valeur absolue de I'adjoint n’est donc pas modi-
fiée.

3° Changement de signe des éléments (n° 54). —
Le dernier adjoint obtenu (8, 2= &) ne renferme plus
que des éléments Z 2 en valeur absolue.

Les suites 7 iniroduites pour changer les signes des
éléments sont placées a chaque variation de signe et se
correspondent deux a deux.

Le résultat final est donc de la forme ((B, B), tous
les éléments étant positifs.,

On sait d’ailleurs que cette opération ne modifie pas
la valeur absolue.

Comme conclusion, la réduction d’un adjoint
donné ((a) @ un adjoint positif ((3) sobtient en
transformant U'adjoint double ((a, o) en adjoint
double positif ((3, B).

Kxemple. — Pour
((a)=((3, —7, 11, —1, — 2, 3, 8) =— 24476,
on trouve

((B)=0(@2, 1,5, 1,9, 2, 1, 4, 8) = 24 476.

13. Adjoints positifs de valeur donnée. — L re-
lation

(VI) (@) (2q,1) — (29,1) (®1,0) = (— [)"«

permet de trouver tous les adjoints positifs ((2) ayant
pour valeur un nombre positif donné N.
Remarquons que les deux résidus sont plus petits
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que (a) et posons
N=a+b (a et b positifs, a > b).

Décomposons alors ab==1 en deux facteurs ¢, d
(¢ < a, d < a), et cherchons le continuant positil' ()
qui correspond & la relation

(6) ab —cd==1.

L’adjoint ((@) a pour valeur N.

Réciproquement, tout adjoint positif ((«) de valeur N
correspond & une certaine relation (6).

On aura donc tous les adjoints positifs de N en fai-
sant de toutes les maniéres possibles les décompo-
sitions

N=a-+ b.,
ab +1=cd,

qui sont en nombre fini.

Remarques. — 1° L.e méme adjoint est obtenu,
en général, autant de fois qu’il contient d’éléments,
puisque, par permutation circulaire de ces derniers, la
valeur ne change pas et qu’a chaque permutation cor-
respond une relation (6) distincte. '

Toutefois, il est obtenu moins souvent si cette der-
niére condition n’est pas remplie, par exemple davs le
cas d’un adjoint tel que ((a™) ou ((2, a).

2° Si P'adjoint ((«) au lien d’étre positif est quel-
conque, il correspond encore & une relation (6), mais
dans laquelle les entiers a, b, ¢, d ne sont plus soumis
a des relations de grandeur.

Réciproquement, étant donnée une telle relation, on
trouve un adjoint ((a) correspondant qui se réduit a
un adjoint positit par le procédé indiqué au numéro
précédent.
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Exemples. — 1° Soit N = 41; on trouve les adjoints
positils suivauts :

((/”)7 ((l! 39)’ ((3y l3)7 ((3) L1, "))7 ((l! I, 77 I ‘)'

2° Soit N=39; on trouve

((39), (1, 57), ((3y 19), (2, 2, 11),
(3,4, 4) (1,1, 4, 5, 4), (11,1, 2, 4, 4).

T4. Transformation des adjoints positifs entre
euxr. — Si les deux relations

ab —cd ==,
ab—cd ==,

ou c¢d =c'd', correspondent aux deux adjoints po-
sitifs ((a), (o), 'un de ces derniers se transforme dans
Pautre.

Soieut, en eflet,

(10,1)202-/'_"@, (’1'0,1)=C':f.m',
(mg)=d=g.m', (2 )=d=¢g.m

(m, m/ premiers entre eux).
Puisque (2, ) est divisible par m, (a) se transforme
parle procédé du n® 57 ¢n un continuant () tel que

(ﬁo,:)=f.

(B1,0) = g.mm’;
de méme ($) en (o) en divisant le résidu de (B)

par m'.

Conséquence. —Tout adjoint positif de valeur N se
ranéne de cette maniére a un adjoint pour lequel l’un
des facteurs c, d est réduit a ’unité, savoir :

1° Pour ng pair, a

((Ow a—1i, 1, b-- ‘))
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oul'on a
c =1,
. d:ab—-l,
et qui se réduit &
((1,a+b - 2)=((1,N—2);

2° Pour n, impair, &

(o, a, b),
ou l'on a

c =1,

d=ab+l,

et qui se réduit a
((a+ 6)+ ((N).

CONTINUANTS ET ADJOINTS UNITAIRES.

75. Définition. — On nommera unitaires les con—
tinuants entiers des types 0, 8, =, 7/, ainsi que les con-
tinuants alternés et les adjoints correspondants.

76. Groupement des continuants par adjoints. —
Les continuants unitaires dont on a donné quelques
exemples au n® 9 sont en nombre illimité. Leur classe-
ment et leur constitution présentent quelques particu-
larités intéressantes. 1l convient pour en [aire 'étude
de considérer leurs adjoints et, comme il sera indiqué
au n° 79, de faive usage du systéme alterné. Car on
sail que, dans ce sysi¢me, lous les continuants d'un
adjoint unitaire appartiennent au méme type (n° 31,
Remarque).

Nous supposerons que les adjoints n’onl aucun elé—
ment nul. Ceux qui en contiennent se déduisent en
effet immédiatement des autres en y remplacant cer-
lains éléments a par des suites b, a, 0, — a, ¢ (n° 21).

T77. Un adjoint unitaire ((h) se réduit a un ad-
joint positif ((8) pour lequel ng= o.
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On a, en effet,
((h 1) = (M) == (ho,1) (h,0) + (A p)2=2.

Suivant la régle générale (n®72), (), 1) se réduit &
un adjoint double positif (3, 3) de méme valeur.

Or, le développement de ((B, 3), dans lequel tons
les termes sont positifs, montre qu'on ne peul avoir
(B, p)="2 que si ng=o.

78. Un adjoint unitaire, sans zéro, () a au
moins un élément égal a = 1.

in effet, si tous les éléments élaient 22 en valeur
absolue, (A, %) se trouverait dans les conditions du
u® 72 (3°) pour étre réduit & un adjoint double positif
((3, 3) de valeur 2 et tel que

ngz ny,
ce qui est impossible puisqu’on doit avoir

Ilﬁ:o.

79. Dans les numéros suivants marqués (Syst. alt.),
nous lerons usage du systéme alterné en supprimant le
facteur ¢ pour simplifier Iécriture. 1l suffit de mului-
phier chaque élément par ce faclteur pour revenir a la
notation primitive. Ainsi, on écrira (a)au lieu de (Za).

80. Zout adjoint unitaire rentre dans l’une des
trots catégories

((1)2(()‘7 1,)1 (({3):(()\0‘1,@’), ((Y) :‘(()‘l,h Y,)7
ot () représente un unitaire quelconque (Syst.
alt.).

En eflet, il résulte de la proposition précédente que,
a délaut d’autre, une des suites == 1, ; soit (1, 1, 1) ou
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(—1,—1, —1) étant prise pour (1), tout adjoint pren-
dra I'une de ces trois formes, savoir : ((a) ou ((8) s’il
y a trois ou deux éléments successifs égaux a -1
oua — 1, ((y) dans le cas contraire.

81. Forme des adjoints ((«), ((8). ((y) (Syst.
alt.). — Cherchons maintenant les conditions que
doivent remplir &, 8/, ' pour que ((a), ((B), ((Y) soient
unttaires.

Pour ((«), 1l faut et il suffit que ((a') le soit aussi :
le calcul ne présente aucune difficulté.

Quanta ((B) et ((7), posons

"y=(l by, 8", 0
b= (ly, M1y 1) 5 (?l) (4, 0, 2“”, 1),
‘ (Rl' ): ([1)0’ Cy. Y, €1, 0, 12)

Ona
((Br=1((\, 0, b, 8, by),
(y)=((*0,¢3%", ¢c,0).

Comme ((o') dans ((a), les suites qui viennent aprés
% dans ces expressions doivent donner des adjoints
unilaires, savoir :
((0, by, 8", 6y) ou ((by+ by, B")

el
((0, €2, Y", 1, 0) ou ((ce, ¥", €1)-

Par conséquent, ((2), (B), ((v) sont formés au moyen
de deux unitaires juxtlaposés; I'un d’cux, dans ((3),
commence par zéro et, dans ((y), a ses deux éléments
extrémes nuls.

En représentant par p un sccond unitaire, avec

(p) = (mg, p1,1, my),

el en posant

" __ "o
d=u B=pen Y=mg
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ces adjoints s’écrivent

((2) = ((%, 1),
(B)=((Xo,1, @, po,1, B),
() = ((Ri,1y 1y + my, P11, My la).

Dans ((B), a et b sont deux éléments liés parla con-
dition
a—+ b=+ m,
comme on le vérifie aisément. 1l reste donc un para-
m¢tre variable lorsque X et u sont donnés.
((a) se présente comme un cas particulier de ((3)
lorsqu’on fait
a =1, b = m,.

A leur tour, A et w rentrent dans l'une des trois
catégories el sont eux-mémes formés au moyen d’autres
unitaires, el ainsi de suite.

82. Adjoints ((v) dont tous les éléments sont po-
sitifs (Syst. alt.). — D’aprés ce qui précéde, tout ad-
joint unitaire peut étre considéré comme composé au
moyen d’adjoints ((v). Il suffit en effet, pour cela, de
terminer la série des décompositions lorsque tous les
unitaires au moyen desquels est formé 'adjoint appar-
liennent a cette calégorie.

Les adjoints ((y) se déduisent aussi les uns des
aulres, car on peut poursuivre la série des décomposi-
uons jusqu’a ce que le dernmier élément ait disparu.
Parmi eux, nous distinguerons spécialement, par ana-
logie avec la réduction des continuants, ceux dont Lous
les éléments sont positifs et qui ne peuvent pas se
mellre sous | 'une des deux autres formes. Nous les dé-
signerons par ((8).

83. Mode de formation des adjoints ((6) (Syst.
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alt.). — Faisons

(M) =(,1,1)
et soit

un adjoint de nj éléments positifs.

Meltons (8') sous la forme (1, 0, 8", 0, 1).((38") appar-
tient a la méme catégorie que ((3).

En effet, ((8") a ng—1 ¢éléments positifs et différents
de zéro, puisque, par hypothése, les deux éléments
extrémes de ¢/ sont 2 2; d’autre part, il n’est ni un ((2)
ni un ((B); autrement, un des unitaires A, i ou un des
résidus g1, @, qu'il contiendrait se trouverait dans
((9), contrairement a ’hypothése.

Réciproquement, soit

((8") = ((dy, 81 1, d1)

un unitaire ayant ng— 1 ¢léments positifs et défini
comme ci-dessus. L’adjoint

((8) = ((d1+‘) [ d2'+'1: 6,;,()’
obtenu en introduisant
(0,A,0)=1(0,1,1,1,0)

entre deux de ses ¢léments d,, da, a ng éléments posi-
tfs. On voit d’ailleurs facilement, par un raisonne-
menl analogue au précédent, qu’il ne peut pas prendre
la forme ((2) et qu’il ne peut prendre la forme (3) que
s1 I'élément 1 se confond avec 'un des éiéments a, b
qui figurent dans Pexpression de ((#) (n° 81).

On obliendra donc tous les adjoints ((¢) de ng élé-
ments en introduisant A = (o, 1, 1, 1, 0) de toutes les
maniéres possibles dans ceux de nz—1 éléments, en
laissant de cOté ceux qui rentreraient dans la calé-
sorie ((8).
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On trouve pour les premiéres valeurs de n [((8) et
(( 5) étant considérés comme ne faisant qu’un seul ad-
joint]
((8).
(1,6 1)
((\l72’ l)z
((2, l’ .;7 1
(((3,1,2,3,1,2)
6 ((2,2,1,4,1
((1,3.1,3,1
* ((47177‘1 .)‘)37 172)
((3,2,1.3,3
(3, 1,304, 1,2)
(3,2, 1,4, 1,3, 1)
(22510501, 2,9)

o

-

~

~]

84, ldjoints unitaires composés de suites pério-
diques (Syst. alt.). — Parmi les ((8) du numéro pré-
cédent, il en est qui sc composent de suiles pério-
diques, par exemple

(5. 03), (03 502, (53, 03 03).

Proposons-nous de trouver d’'une maniére générale

les adjoints unitaives qui jouissent de celte propriété.

83, Un adjoint unitaire (a éléments positifs ou
négatifs) composé de plus de trois périodes est un
((2) (notation du n° 80) (Syst. alt.). — En effet,
dans chaque période se trouve au moins un élément
égala = 1. )

‘u ¢liminant de chacune d'elles == 1, ainst que les
éléments nuls s'il y a lieu, on réduit l'adjoint a un
autre qui contient un nombre moindre d’éléments et
qui est composé du méme nombre de périodes.

Aprés une série d’éliminations semblables, on ob-



( 499 )

tient un adjoint dans lequel chaque période est réduite
a un seul élément égal a zéro ou & == 1.

Le nombre des périodes est nécessairement pair si
cet élément est zéro et il est divisible par 3 lorsque
Pélément est = 1. ’

Dans tous les cas, le dernier adjoint ayant plus de
trois périodes se mel sous la forme ((A, 1) et par con-
séquent est un ((a).

Il en est évidemment de méme de I'adjoint donné.

Conséquence. — Les adjoints ((8), (), ((8) se
composent au maximum de trois périodes.

En désignant par v une des suites dont se compose
un de ces adjoints, celui-ci pourra prendre 'une des

formes ((v?) ou ((v?).

86. Conditions que doit remplir une suite v pour
que ((v*) ou ((v*) soit unitaire (Syst. alt.). — Ces
conditions résultent des rclations suivantes, que le
lectleur vérifiera sans difficulté :

(v =(v) ((v) —=(=n),

(v§,1) = (vo,1) ((v),

(v1,0) = (v1,0) ((v),

(vi1) = (vin) ((v) — (=)™,

(v) =) [(vR—= ()] — (=1 ((v),
(1) = (o, ()2 = (— 1],

(v,0) = (0 [(v)2 = (—1)n],

(v1) = () ()2 — (=) ] — (—1)"((v).

1° Soit ((v?) un adjoint unitaire.
Pour que (v; ) et (v ,) soient nuls, il faut qu’en
ait soit
. ((V) =0,
sort
((Vo‘l>: 0,
((vi,0) =o.
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Dans le dernier cas, ((v) serait un unitaire et ((v?)

un ((«).

On doit donc avoir
((v) =o.

Cette condiuon suffit d’aillears & rendre ((v?) uni-
taire. Mise sous la forme

(")_*_ (vl,i) =0,

elle montre que les continuants (v) et — (v, ;) repré-
sentent un méme nombre.

2° Soit ((+*) un adjoint unitaire.

Pour Ja méme raison que ci-dessus, on déduit des
relations précédentes

(v)2—(—1)"™=o,

Cette condition est suffisante. Elle montre que les
continuants normaux de (v) et de (v, ,) représentent
deux nombres qui différent d’une unité.



