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[K8f]
SUR LES QUADRANGLES BE DESBOVES :

Par M. G. FONTENE.

1. Considérons un quadrangle ABCD, et posons

ABZIL, BC:b, CD:L‘,
DA = d, AC = e, BD =f.

D’ane part, les quatre triangles que I’on obtient en
supprimant 'un ou Pautre des quatre points A, B,
C, D ont respectivement pour cdtés

fbc, ecd, fda, eab.

D’autre part, les trois couples de cOtés opposés du
quadrangle sont

a et c, b et d, e et f.

2. La relation qui a lieu entre les longueurs des six
cOtés d’un quadrangle a été établie par Carnotau moyen
de celle qui a lieu entre les cosinus de trois angles
liés par Pune des relations A =z p = v = 2 A=. On peut
lul donner la forme trés symétrique

arc(er+ fr4+ b2+ d* — a—- c?)
+ b2d2(er+ f2+ at+ ct— b?—d?)
+ et f(at+ ¢+ b+ d2— er— f?)
— (fzbz@_,_ eﬁcﬁd?-—k—f’diaﬁ—keﬁa’bi):u.

3. On peut écrire

(at +—c?) (brdr+ erfr—ate?) +...+...

— (f2brc?+ ercrdt + frdrar+ e*a?b?) = o,
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d’ob, en complétant le carré dans la seconde ligne,

(at+c?) [(bd + ef )2 —a’c?] +...+...

— (fbc + ecd + fda + eab)? = o,
ou enfin

(ac+ bd + ef)[(@*+ ¢?) (bd + ef — ac) +...+...]
— (fbc + ecd + fda + eab )t = o.

La relation de Carnot ayant lieu entre les carrés des
longueurs des six c6tés du quadrangle, nous pouvons
changer par exemple ¢ en — ¢, ce qui donne (en mul-
tipliant par —1) :

"~ (a+ c¢?)(ac— bd + ef)
(ac + bd — ef) [—4—(62-4- a?)(bd — ac + ef)]
—{er+ f)(ef + ac + bd)
+ (fbc — ecd + fda — eab)? = o.

4. Dés lors, siles cotés d'un quadrangle satisfont a
la relation

(1) Jfbec — ecd + fda — eab = o,

ils satisfont a une ou a l'autre des deux relations

(2) ac+bd —ef =o,
(a?+ c?)(ac — bd+ef )
(3) +(b2+d?) (bd —ac + ef)

—(e?+ f?)(ef +ac + bd)=o,

et réciproquement.

Sauf la forme trés symétrique que nous donnons ici
a la relation (3), le résaltat précédent appartient a
Desboves, qui I'a énoncé sans démonstration (Nou-

velles Annales, 1877, p. 227); Desboves écrit I'hypo-
thése sous la forme )

da + be
dc + ab’

(" ;

Ann. de Mathemat., §* sérvie, t. VIII.  Janvier 1go&.) 2



(18)

et la conclusion sous la forme

(2") ef = ac + bd,
ou bien
1) (a?+ c?+ b2+ d?— e*— f?2) (ac + bd + ef)

—a2(da + bc) (dec + ab) = o.

M. Moret-Blanc (/V. 4., 1878, p. 263) a justifié I'é-
noncé de Desboves en vérifiant que la relation de
Carnot, prise sous forme non symétrique, peut s’écrire

(ac + bd —ef) < 9(a, b, ...)
+ [e(de + ab) — f(da + bc)]2 =o,

¢ étant le premier nombre de la relation (3'); j’ai con-
servé le principe de cette démonstration.

5. L’hypothése étant prise sous la forme (1'), le
calcul suivant n’est pas sans intérét. Désignons pav & la
da + be

quantité -———. La relation de Carnot, transformée
de —ab
par 'hypothese e = £ f, devient
— Rk (k=) fs+ R fe(at+ 2+ D2+ d2) +, ..
— (atc?— bzdz) (a?-- e — bt — di) =o,

et cette relation est cerlainement satisfaite si I'on a
(cas du quadrangle inscriptible)

kf.f=ac—+ bd;
le premier membre de cette relation est donc divisible

par & f2— (ac + bd), et le quotient, calculé avec les
seuls termes que l'on a écrits, est

— K3(k2-1) o+ kf2 (a4 et + b+ d?) — (A2 + 1) f2 (ac—+ bd)
+ (ac — bd)(at+ ct— b2 — d?);
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en remplagant & fpar e, et en égalant a zéro, on trouve
la relation (3) sous la forme

ef (A= ¢+ b+ d? —e*— f?) — (ac+ bd)(e2+ f?)
+ (ac —bd)(a?+ c2— b2 — d?) = o;

il suffit de grouper les termes cu a4 c*, b®+ d-,
e2—+ f2, pour obtenir laforme (3).

6. Un quadrangle étant supposé inscriptible a un
cercle, et 'ordre des sommets surlacirconférence étant
A, B, G, D, de sorte que les cotés croisés sont AG

Fig. 1.
A B

C E D

et BD, si 'on applique & chacun des quatre triangles
de la figure la relation classique abe = 4 RS, on ob-
tient la relation (1) sous cette forme méme.

Fig. ».

A B

¢ D

La réciproque n’est exacte qu’a la condition de con-
sidérer seulement des quadrangles pour lesquels le
contour ABCD est convexe; I'hypothése (1) entraine
alors la conséquence (2).

En dehors de ce cas, 'hypothése (1) entraine la con-
séquence (3), et I'on a ce que je propose d’appeler un
quadrangle de Desboves.
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Voici des exemples de tels quadrangles. Si 'on sup-
pose e = fdanslarelation(1'),ona(d — b)(c—a) =o,
et nous prendrons par exemple b =d. Avec la rela-
tion (2'), on a un trapéze isosctle avec ses diagonales,
les diagonales élant e et f. Avec la relation (3), on
peut avoir un trapéze isoscéle avec ses diagonales, les
diagonales ¢étant b et d, ou un parallélogramme avec
ses diagonales a, c.



