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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1907).

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES ;
Par M. A. VACQUANT.

On considére trois axes Oz, Oy, Oz formant un
tricdre trirectangle et les paraboloides ayant pour
équation, par rapport a ces axes,

2+ (y — az)?+2kzs — R2=o.

a et R étant des constantes et \ un paramétre va-
riable.

1. Par chacun des points P, P’ ot U'un de ces pa-
raboloides rencontre Oz, on méne la sphére qui
contient les sections circulaires réelles passant par
ce point; trouver le lieu de Uintersection des deux
sphéres relatives a P et P'; montrer que le plan
radical de ces deux sphéres est paralléle & un plan
fixe et passe par le milieu de PP'. Par chacun des
points M communs a ces deux sphéres passe une
troisiéme sphére qui correspond a un autre parabo-
loide; quel est le lieu de M si cette sphére est fize ?

Il. Le lieu des sections circulaires rencontrant Oz
se compose, en genéral, d'un céne du second degré
et d’une surface du troisiéme degré; montrer que
cette derniére peut étre engendrée par un cercle
assujetti arencontrer ’axe O s et deux autres droites
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réelles fixes D, D' auxquelles il est constamment
orthogonal.

III. Trouver les plans quicoupent la surface pré-
cédente suivant des cubiques circulaires; montrer
que toute sécante menée dans un tel plan, par le
point A ou il rencontre Oz, coupe la cubique en des
points S et S' tels que le produit AS . AS soit constant
si le plan est fixe.

Auz points S, S' on méne les normales a la
cubique; trouver le lieu de leur point de rencontre
quand la sécante SAS' varie ainsi que le plan de la
courbe.

1. Les points P et P’ ou un paraboloide w,
(w) 2+ (y —az)+25.3—R2=o,

rencontre I'axe des z ont des cotes 7/, 5" définies par
I'équation
az?+ 27z — R2= o,
etl'on a
2 R2

3+ == =, 33 = —
pry

Le plan 2Oy, ou z =0, coupe les paraboloides w,
sulvant un méme cercle

r?+ y?— R?=o.

Par suite, les sections circulaires réelles d'un para-
boloide w sont paralleles aux plans définis par I'équa-
tion quadratique

22+ (y —az)?—(x?+ y*+32)=o0
ou
3[—2ay +(at—1)z]=o.
Ann. de Mathemat., * serie, t. VII. (Octobre 1goy ) 3o
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La sphére Z, qui contient les sections circulaires
de w, passant par P, a pour équation
22+ (y —az)?+22z—R?
—(z—3")[—2ay +(a?—1)(z—3 )] =0
ou
-y 4 32—2ay 3+ o[ h+(a’—1)23 |z —(a2—1)3?—R2=o0.

Comme on a

R 23" R:4-(a%2—2)3"
).=~—,—L7 A+(a?—1)3' = - -,
235 23

I'équation de la sphére I, peut s’écrire

x4 yr+ 32— 2ays

(%) +[R"+(a2—2)z’2]§—(a'z—-l)z’z— R? = o.

De méme, I'équation de la sphére I, relative au
point P est

224y 32— 2a) 3

(Zq)

| +[R2+(a?—2)3”215,,—(11’—1)5'2—R2=o.

En retranchant membre & membre les deux équa-
tions (Z,) et (¥;), on obtient le plan radical de ces
deux sphéves, savoir
—2ay(3'—3")+ Rz 1!

J z/ zl/

+(at —2)3(3' — 3") — (a?—1) (32— 3?) = o,

ou, en supprimant le facteur z'— z", et remplagaunt
R2

5’3" par

’
a?

—2ay +2a?—1)z—(a?—1) (3’ + 3")=o.

On voit que ce plan, de direction fixe, coupe O z au



point

milieu de PP'. L’équation de ce plan peut s’écrire
(1) . —ay+(a2—|)z+(a'l——|)%=o.
D’autre part, en ajoutant membre & membre les
équations (Z,) et (¥,), on obtient ’équation
2(22 4+ y2+2%) —2ay(3' + 3")
+ R?z (;—,—&- :_:—,,) + (at—2)z3(3' + 3")

—(ar— ) [(g'+3")r—23'3"]—2R?=0

ou
(24 y2+32) + 4 A 2h3 — 2(a? )3 A
2 Y+ z%) ay —+2 2at—12)z —
422 2R?
_(az_l)[F+ZTJ_2R2=°
ou
z2? 4yl 22
2)

2\ A R?
+ 3 lay—f—z-— (at—1) cﬁ] — ;(aaﬂ—-—x) =o.
On aura le lieu de I'intersection des sphéres I, et X,
en éliminant A entre les équations (1) el (2), ce qui
donne la quadrique

1

2t 4y 3?2

Q) 2a?

—-

R?
slay —(a*—1)z] — — (2a*—1) =o.
g elar—( )e] — —( )
Cette quadrique Q a pour centre l'origine, pour un
de ses axes Oz, pour directions de sections circulaires
les plans :
z =0, ay —(a*—1)z =o0,

ce dernier élant paralléle a (1), comme cela- devait étre.
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On voit aisément le genre de cette quadrique par le
procédé de la décomposition en carrés (Q peut étre un
hyperboloide réglé, ou un cone, ou un hyperboloide
non réglé, ou une quadrique imaginaire).

Soit M(zo, ¥, %0) un point appartenant & l'inter-
section des sphéres X, et Z,. Par tout point N de Oz,
d’ordonnée v, passe un paraboloide w auquel correspond
une sphére X, passant par N, et ayant pour équation

4+ yi4 32
&) ? —2ayy+[R2+(a2—2)72]%—(a1—l)*{2—ﬂﬁ=0.
Pour que cetle sphére X passe par le point M (4 5 20)
on doit avoir
2+ yi+zl—2ay,y+ R+ (a2— 2)*(’]%
—(at—1)y*— R =0,

équation du troisiéme degré en y donl les racines sont
z', 5" donnant les sphéres Z, et Z, relatives a un para-
boloide ®, de paramétre A, et z” donnant une troisiéme

sphére ;.
Ona
Z’Z”Z’”: R‘lzo s
ar—1
et, comme
R2
353 =— —
a?
on aura ~
a?
3 = — Py 39

Celte troisiéme sphére correspond & un auatre para-
boloide w, dont la valear X, du paramétre A est
R2— 25”2

M=
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L’équation de la sphére 25 s’obtient en remplagant
— a?
at—1
coefficients de cette équation ne dépendent que‘ du
paramétre z”. Donc, pour que la sphére Z; soit fixe, il
faut et il suffit que "

par 3" ou

z, dans I'équation (Z). On voit que les

soil constant, et, par suite, que z,
soit constant. Le lieu de M est donc une section circu-
laire

Z = const.

de la quadrique Q.

II. Lelieu des sections circulaires G, rencontrant Oz
et paralléles au plan z = o0 s'obtient en éliminant z'
entre les équations (X;) et

z—3' =o,
ce qui donne le cone du second degré
2+ y2—2aysz =o,

ayant O pour sommet et pour I'un de ses axes Oz.
Le lieu des sections circulaires Cy, rencontrant Oz
et paralléles au plan

—2ay +(a*—1)z =o,
s'obtient en éliminant 3’ entre les équalions

24y z2—2ay3
(21) +[R2+(a’—2)z”]%,—(ai——l)z’i—R’:o

et
—2ay +(at—1)(z—232')=o,

définissant un cercle C,. En tirant 2ay de cette der-
ni¢re équation et portant dans I'équation (Z,), celle-ci
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devient
2+ i+ 52— (at—1)5' (5 —3')

-+ [R’—&—(a‘l—z)z'?]zi,——(a2——1)z”—R1=o

ou
(2 + y?+ 32— 23")3' + R (2 —3') = o.
Comme
,_ 2a
FmEE a0

le lieu cherché est la surface du troisiéme degré S,
ayant pour équation

2 2 2a < 20 + 2aR? o

z)(z— =
4 a2—|‘y a’—l‘y a’——l‘y
ou

s [ brezse)]

% X [—2ay +(at—1)3] +2aR2y =o.

Cette surface admet yOz pour plan de symétirie;
elle passe par O et admet pour plan tangent en ce point
le plan

y=o
ou 203z, coupant S; suivant les droites
x?z = o,

c’est-a-dire Oz et Oz comptée deux fois.

On peut considérer la surface S; comme engendrée
par les cercles G, qui rencontrent Oz et deux autres ‘
droites D, D' perpendiculaires au plan

(%) —o2ay+(at—1)z=o0,

et, par suite, orthogonales aux cercles C; paralléles a
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ce plan 3. En effet, si I'on coupe la surface S, par un
plan passant par Oz et perpendiculaire i 8, savoir
2a

Yy i=0

on obtient une section définie par I’équation précédente
et la suivante,

fa?

a’—

.z‘?( ja?

o R2z =o
Lat—1 1

—»—a?—l)z—
ou

(a?+ 1)z — fa?R?z = o.

La section se compose donc de la droite Oz, ce
qui devail étre, et des droites paralléles D et D', ayant
pour équations

22 =0

YrTa 1t T
2aR

X = ——,
a?—+ |

évidemment véelles, et rencontrant orthogonalement
les cercles Cs,.

HI. Le céne des directions asymptotiques de la sur-
face S; se compose du cone du second degré

(1) 22+ y2+ o VE=0
et du plan
(2) —2ay + (at—1)z =o.

Pour qu’un plan coupe la surface S; suivant une
cubique circulaire, il faut et il suffit qu’il soit paralléle
a deux génératrices communes au cone des directions
asymptotiques de S, et au cdne isotrope

(3) x4 yr+4z2=o0.
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Par Pintersection des c6nes (1) et (3) on peut faire
passer seulement deux plans réels, d’aprés la théorie
des sections circulaires, ayant pour équation quadra-
tique

x4 2 Yz — (x4 yr+2%) =o0

a?—1

z< 2a _
a,_ly—z>_o.

Ces deux plans z =o et

ou

at— 1
2a

z

(2) y=

sont les directions des plans cherchés. Les plans paral-
léles a (2) donnent les cercles générateurs de S,y plus
une droite a l'infini, et les plans paralléles &

=0

donnent des cubiques circulairves I' représentées par les
équations

(4 z=nh
et
2ah
<x’+y’+ a,_‘y) [—2ay +(at—1)h]+2aR?y =o.

Celtte derniére s’écrit

2ay(x?+ y?) — (at—1)ha?

(5) h

-+ 0 l4a?— (at—1)2]y2—2a(h*+ R?)y = o.

Une cubique T rencontre Oz en un point A, et une

sécante issue de A la coupe en des points S et & pro-
jetés en s et s’ sur zOy tels que

XS AT =05.07=¢'¢",
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en désignant par o’ et " les rayons vecteurs non nuls
de la cubique (5) correspondant a une droite issue de O.
En remplagant, dans (5), z par gcosw et y par psinw,
on en déduit
o'p" = —2a(h?+ R?)sinw = — (h*+RY)

2asinw

el, par suite,
AS.AS' =p'p"=—(h2+ R2).

Cette relation montre que la cubique T est anallag-
matique, A étant un pdle d'inversion, — (h2—+ R?) la
puissance de linversion. La cubique (5), egale a T,
est anallagmatique, O étant pdle et — (h%—+ R?) puis-
sance d’'inversion. Le lieu des points de rencontre des
normales en S et $’a T se projetie en vraie grandeur
sur Oy suivant le lien des points de rencontre des
normales a la cubique (5) aux points s et s'. Or, un
cercle tangent & (5) au point s et qui passe par s est
aussi tangent a (5) au point §’, comme le montre I'in-
version précédente appliquée a ce cercle et a la cu-
bique (5). Le lieu cherché, dans le plan z = A, étant
projeté sur 2Oy, est donc le lien du centre ¢ de ce
cercle. Si a et B désignent les coordonnée- de ¢, ce
cercle a pour équation

(¢) 2+ yt—a2ax — 2By —(A2+ R3) =o.

Il coupe la cubique (5) en des points situés sur la
conique
2ay(20z + 2By + h*+ R?) —(a?—1)ha?

-+ aTh——l [4a?— (a2 —1)2|y2—2a(h?+ R?)y =0
ou
(a*—1)hx?— jaaxy

Cen) [(@—1— 4a] — 4aByr=o.

+
a?—1
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Or, le cercle (¢) et la conique (c,) doivent étre
bitangents aux points s et s’ de la corde sOs’; comme
la conique ¢, représente deux droites passant par O,
il faut que ces deux droites soient confondues, ce qui
donne, pour lieu de ¢, la parahole
5 h

Aazaﬂ—-(az—l)h“ﬂ__l

@ —1t—fat]—faB{=o
ou
(6) 4arar+ 4a(a?—1)h3 + 2[ja?— (a®—1)?] =o0.

Le point de rencontre (G des normales AT aux points S
el 8’ a pour coordonnées a, 3 et y=~r. Le lieu de C
quand la sécante SAS' varie et quand A varie, c’est-a-
dire le lieu dewandé, s’obtient en remplacant dans (6)
h par y; c’est donc le cone du second degré

(7) 4arx?+ fa(a*—1)By + [4a?— (a?—1)?]y2=o0.



