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[R7b3]

RECHERCHE DE 1A LOI QUE DOIT SUIVRE UNE FORCE
CENTRALE, SACHANT QUE L\ TRAJECTOIRE EST UNE
GONIQUE, QUELLES QUE SOIENT LES CONDITIONS INI-
TIALES ;

Par M. Psvr-J. SUCHAR.

Ce probléme a été résolu, comme on sait, par
MM. Darboux et Halphen (') dans le cas particulier
ou la loi de la force ne dépend que de la position du
mobile. Je me proposc de résoudre le probléme dans
le cas plus général, en supposant la loi de la force
fonction de la position du mobile et des composantes
de la vitesse sur les axes de coordonnées.

1. Soient
dr , dy , da' dy'
(1) 7 =% 45 = r T U = =,

les équations du mouvement rapporté a un systéme
d’axes, ayant pour orvigine le centre de la force, la
masse du point élant supposée égaic a1, el u estune
fonction dépendant en général de 2, 3, £/, )'; enfin

(2) flr,y)=Ax?+2Bay+ Cy?+ 2D +2Ey —F = o,

I'intégrale générale du systéme (1). Différentions (2)
par rapporl & ¢, on aura

(3) ey =o.

(') DarBoux, Comptes rendus, t. LXNXIV.
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Si nous rendons (2) homogéne et si nous désignons
par v la constante des aires, on aura d’aprés (3) et en
ayant égard au théoréme d’Euler sur les fonctions ho-
mogénes

< __y_1,
(4) n-TRTE
d’ou

(3) :r—Y)fr’n _—Yff°

Différentions une seconde fois (3) par rapport a ¢, et,
en ayant égard au théoréme d’Euler sur les fonctions
homogénes et aux équations (1), (2) et (3), on aura,
tous calculs faits,

Afy—aBfofi+ G2
7

Remarquons que le numératear
Afy2—2Bf fi+Cf?,

pour tous les points de la conique (2), est une cons-

w=y?

tante, €t cette constante a pour valeur — A, A étant le
discriminant de la conique (2). On aura donc
A

i .
732
2

u=—

en ayant égard a (4), on aura enfin

u_rA_ a2 A
A Y Sy

d’ot1 'on déduit les trois lois de forces

L
2

() ®r pras pry' .
(Dz+Ey—~F)’ (Ba+Cy+E)p (Azx+By+D)s

On retrouve ainsi une des lois de MM. Darboux et
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Halphen, et deux autres lois. Ces deux derniéres lois
ne sonl pas distinctes, elles se déduisent l'une de
P'autre par une permutation des axes de coordonnées.
Il suffit alors de montrer que la deuxiéme loi satisfait
bien au probléme, c’est-a-dire qu’elle fera décrire a son
point d’application une conique, quelles que soient
les conditions initiales.

2. Nous allons nous appuyer sur la remarque sui-
vante : soit

d
(7) o =f@

une équation différentielle du second ordre. Cette
équation se raméne toujours a des quadratures si
S (z, y) est une fonction homogeéne et de degré — 3.
En effet, 'équation précédente peut s’écrire

a2y . (.
82 e (2);

posons
1
¥y = sz, =3,
3
et I'équation précédente se rameéne a
d*z
i = ¢ (3)

3. Considérons maintenant les équations du mou-
vement correspondant a la lot de force

prz'3
(Brx+Cy+Ep’
on aura
dz , dy ,
=" 2 ="
dz' px's dy' p'3

At T Bz+Cy+EP  at T (Br+Cy+Ep’”
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On déduit des deux derniéres équations

PO A s CAN
dx? (Bx+Cy+E)

ol 7y est la constante des aires, d’ot enfin

gy Br

dz? (Bzx +Cy+E)
équation différentielle de la trajectoire cherchée. Cette
équation se raméne au type (7) du n° 2, en faisant le
changement de la variable indépendante, en posant

Bz + E =Bz,

En effectuant les calculs da n® 2, on aura pour
I’équation de la trajectoire

(8) (Bz+Cy +E)=az?+ 202 + c;

elle renferme trois paramétres ne figurant pas dans
I'expression de la force. Il en résulte que les trajec-
toires correspondant & la loi précédente sont des co-
niques ayant la droite donnée

Bzxr+Cy+E=o0

pour diamétre, et 'axe des y pour direction conjuguée.
Dans le cas particulier ot la constante C=o, en
reprenant I’équation différentielle de la trajectoire, on
trouve pour la trajectoire des coniques, ayant la droite

donnée
Bx+E=o0

pour asymplote.

4. Remarquons que des deux premiéres lois de
forces donunées par (6), ainsi que de leurs trajectoires
correspondantes, ou déduit comme conséquence les

.
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deux lois

r x'3r
(9) 8 T B
2

-3_.
2

(az?+2bx) + cy?) (az?+ 2bz~+ c)

On trouve ainsi la deuxiéme loi de MM. Darboux
et Halphen, et une nouvelle loi qui satisfait au pro-
bléme. On vérifie sans peine que les trajectoires cor-
respondant & la derniére de ces lois sont des coniques
tangentes aux deux droites données

az? +2bx+c =o.

5. Nous allons montrer que des quatre lois données
par (6) et (9) on peut déduire quatre autres lois
distinctes. Nous allons rappeler quelques remarques
faites dans un travail Sur une transformation réci-
proque en Mécanique (Bull. de la Soc. des Sciences,
t. XXXIII).

Supposons un mobile sollicité par une force cen-
trale, et soit

F=ur

la loi de la force ; le centre de la force étant a 'origine
des axes de coordonnées, u est une fonction quel-
conque et r le rayon vecteur. Si le temps n’entre pas
explicitement dans la fonction u, et si, pour une cer-
taine fonction de w pouvant dépendre en général de
xz, y et de leurs dérivées par rapport a ¢, on sait dé-
terminer le mouvement correspondant a la force I, on
saura aussi déterminer le mouvement si la loi de la
force est de la forme
1

F=-r
u

ot — est 'inverse de la fonction précédente et sur la-

1
u
quelle on a fait le changement de x ety en 2’ et ' et

.
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de 2’ et y’ en z et y. En effel, les équations du mou-
vement correspondant a la premiére loi de force sont

d2x d?

2E T U i =W

Effectuons le changement des fonctions et de la
variable en posant

o= 2Z _ Y _ . du_
s T M= =0 ar v

Il résulte des équations du mouvement et de ces der-
niéres relations qu’on aura aussi
({(l‘1

x = =z,

hadedt —_ d.yl '
T odty

= =7

d’ou 'on déduit, pour les équations du mouvement

du point z,, ¥4,

d*ry 1 diyy 1
et " u der T utv

et la proposition est démontrée.

Cette transformation nous montre que la trajectoire
du second point est la courbe hodographe du premier
point, et inversement. Nous savons aussi, d’aprés le
travail cité, que la courbe hodographe correspondant
a ure force centrale est la polaire réciproque de la tra-
jectoire par rapport & un cercle ayant pour centre le
centre de la force qui est pris aussi pour origine de
I’hodographe, son rayon étant \/y, y étant la constante
des aires, et tournée d’'un angle droit autour de ce
centre. Il résulte alors que, si en particulier la trajec-
toire correspondant & une force centrale est une
conique, la courbe hodographe sera aussi une conique,
et, par conséquent, d'aprés l'ensemble de ces
remarques, de toute loi de force centrale, faisant dé-
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crire 4 son point d’application une conique, on peut
déduire une autre loi de force faisant aussi décrire
a son point d’application une conique. Il résulte alors
d’aprés (6) et (g) les quatre lois de force :

3
El

(B2'+ Cy '+ E)3 (az2+2bx'+ ¢)
L L x? ™

3
p(Dx'+Ey' + F)3r, p(ax'2+2bz'y' + cy')?r.

6. Ilest facile de vérifier directement que ces quatre
lois de force satisfont au probléme. En effet, les équa-
tions du mouvement correspondant a4 la premiére loi
de force sont :

dr'  (Bx'+ Cy'+ E)? de
T ™ a =
ay' _ (Bz'+ Cy'+ E)3 d_y_ ,
YT 2, a@ =

d’ou 'on a déduit, par division,

dy' _y

dr — =z
Différentions cetle derniére relation en prenant z’
pour variable indépendante et en regardant z et y
fonctions de z' par I'intermédiaire de ¢, on aura

ay' vy
@S
dt
d'ol enfin
&y _ 1 £

dz? = 4 (Br'+— Cy + E)’

qui est I'équation différentielle de la courbe hodo-
graphe correspondant au mouvement cherché. Cette
équation ne différe de I’équation du n° 3 que par le
changement de = et y en z' et 3’ ; il en résulte, par un
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calcul semblable, que la courbe hodographe est une
conique renfermant trois paramétres arbitraires. It
suffit ensuite, comme nous I'avons expliqué, de cher-
cher la polaire réciproque de cette courbe par rapport
au cercle en question et de la faire tourner d’un angle
droit autour de ce centre pour avoir la trajectoire du
mouvement. On suivra une méthode analogue pour la
deuxié¢me loi de force.

7. Dans le travail déja cité, nous avons indiqué une
formule analogue 4 celle de Binet, & savoir

ou F représente la force, v la vitesse et a 'angle de la
vitesse avec |’axe polaire. A I'aide de cette formule, on
vérifie que les deux derniéres lois de forces satisfont
aussi au probléme.

8. La méthode que nous avons employée nous
montre qu’il existe des lois de force satisfaisant au
probléme. Le probléme sera déterminé et entiérement
résolu si le nombre de ces lois est limité et si de plas
on a déterminé toutes ces lois. 1l est facile de voir
que le nombre de ces lois est limité et égal & huit,
et que de plus il n’existe pas d’autres lois de force que
les huil lois que nous avons déja trouvées.

En effet, supposons le centre de la force a l'origine
des axes de coordonnées, la loi de la force sera alors
de la forme

F = ur.

On sera alors ramené a chercher le nombre des lois de
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force satisfaisant au probléme, en subdivisant la re-
cherche en plusieurs cas :

1° La fonction u ne dépend que de x et y;

2° La fonction u dépend de 2’ et y/;

3* La fonction « dépend de 2’ ou ' et des coordon-
nées z et y, ou d'une seule de ces coordonnées, ou
encore d’une seule des coordonnées z ou y et de '
et 3/, ou d’une seule de ces composantes;

Enfin:

4° La fonction u dépend a la fois de z, y, 2’ et y/'.

Le premier cas a été déja résolu par MM. Darboux
et Halphen. Nous allons reprendre le raisonnement, en
indiquant une méthode qui s’applique dans tous les cas.

Soient :

F=e¢(z,p)r
la loi de la force et

flz,y)=o0

la conique correspondante.

Si nous multiplions la premiére des équations du
mouvement correspondant & cette derniére loi de force
par — &’ et la seconde par y’, et qu’on les ajoute, on

aura
1y 42
z'? '#;=-—Y‘P(qy}’),

ol v est la constante des aires.
L’équation de la conique nous donne

A2y A

i = f
ou A est le discriminant de la conique; on aura donc,
en ayant égard a (4) dun° 1,

a:iA
{75 =—ye(2,¥);
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si, de plus, nous rendons I'équation de la conique ho-
mogéne, on aura, en ayant égard a 'équaiion de la
conique,
fii=azx?+2bxy + cy?;
on aura donc finalement
Y3A ¥3A

(10)  —m = 5 =—Ye(a, ).
z (az?—2bxy + cy?)?

Remarquons que ces relations doivent Loujours avoir
lieu en tous les points de la conique f(z,y)=o, et
cela quelles que soientles conditionsinitiales; car, sil’on
passe d’une conique a une autre conique de la méme
famille correspondant & la loi

F=¢(x,y)r,

les constantes qui figurent dans les premiéres fonctions
de (10) varient en général avec les conditions iniliales,
mais ces relations auront encore lieu le long de Ia
seconde conique. '

Je dis que I'une des deux équations (10), dont l'un
des membres est —vyo (z,y), doit étre une identité.
En effet, si le contraire a lieu, il sera alors possible

‘établir entre et ¥ une seconde relation distincte de
la relation f(z, ) = o, ce qui est absurde. Il résulte
alors qu’il ne peut y avoir que deux lois de force dé-
pendant dela position du mobile, et ces deux lois sont
les deux lois

wr wr
(az + by +c)? ’

i’
(ax?+2bzy + cy?)?
que nous avons trouvées déja.

Il en résulte comme conséquence que, si # ne dépend
que de ' et ', il ne peat y avoir que deux lois satis-
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faisant au probléme. En effet, soit
F=o(2y)r
une loi de force, laquelle, d’aprés le n® 4, correspond,
par une transformation corrélative, a la loi
! r
¢z, )"’
qui, comme la premiére, satisfait aussi au probléme;
mais celte derniére loi ne dépend que de la position
du mobile et, d’aprés la remarque précédente, il n’y a
que deux lois de force répondant au probléme; il s’en-
suit alors qu’on ne peut avoir que les deux lois

3
p(ad+ by +cypr, p(azt*+2b2'y' +cynir,

que nous avons trouvées déja.

Un raisonnement analogue au premier raisonnement,
et en ayant égard a (4) du n° 1, nous montre que, si la
loi de la force est de la forme

F=o¢(2,z,y)r ou F=9¢(2',2)r,
il ne peut y avoir que deux lois, a savoir

z'3r x'3r
(az + by +c)s’

190
-

(az?+42bz +c)

que nous avons trouvées déja, sans quoi il sera possible
d’établir entre les coordonnées z et y une seconde rela-
tion distincte de I'équation de la conique f(z, ) = o,
ce qui est absurde. 1l en résulte, comme conséquence,
par la transformation corrélative, qu’il n’y a que les
deunx lois ’

»oje

r=3(azx’'+ by +c)r, z3(ax't+2b2' +c)r.

1l nous reste enfin & examiner le cas ou la fonction «
dépend a la lois de x, ), 2’ et y'.
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Remarquons d’abord que la loi
xlz‘l+ P.lyl 3r
Az +py +v/
qui résulte comme conséquence des relations (4) du
n° 1, et ou X, , v, ', ' sont des constantes, satisfait
au probléme, de méme que la Joi qui résulte par la
transformation corrélative
A+ py +v -
Noe+yu'y
Remarquons aussi que ces deux lois ne sont pas
nouvelles, c’est-a-dire distinctes de celles que nous
avons trouvées déja. En effet, il suffit de faire une
transformation des axes de coordonnées ayant la méme
origine, pour ramener ces lois aux deux lois

Kz r K (MY 4+ 1y + vy
Mz + pyr+v)3 v ! rt

Tty

que nous avons déja déterminées.
Il en résulte alors que toute loi de force de la forme

F=¢(x,y,2,y)r

\

doit, d’aprés (4), se réduire a l'une ou l'autre des
deux lois précédentes; sans quoi il sera possible de
trouver entre z et y une seconde relation distincte de
la comque f(z,y) = o0, ce qui est absurde.

En résumé, le probleme est entiérement résolu et
n’admet d’autres lois de force que les huit lois :

-3
plaz +by +eytr,  plast-+abay +cyr) i,
3
p(az'+ba'+c)r, plaz2+2b2'y +—cy't)rr,
-3
pz¥(ax + by +c)=3r, px'3(ax*+2bx +c ) ?r,

3
pr3(az' + by +c)pr, pr3(ax?t+2bz" +c )ir.
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9. Nous allons terminer par quelques théorémes
généraux conduisant a des trajectoires qui sont des
coniques.

Tratorime I. — Si l’on donne une droite D et un
point O, et si un point materiel se meut dans le
plan de la droite et du point sous Uaction d’une
force telle que, si en chaque point de la courbe
hodographe correspondant au mouvement le mo-
ment de la vitesse du point géométrique de la courbe
hodographe, par rapport au point O pris pour ori-
gine de la courbe hodographe, est proportionnel au
cube du moment de la vitesse du point correspon-
dant de la trajectoire par rapport au méme point O
et inversement proportionnel au cube de la distance
du méme point de la trajectoire a la droite D, la
trajectoire sera une conique ayant la droite D pour
polaire et le point O pour péle.

Tatorime II. — Si¢ un point matériel se meut
dans un plan sous Uaction d’une force telle que,
si en chaque point de la courbe hodographe le
moment de la vitesse du point géométrique de la
courbe hodographe, par rapport & un point fixe O
du plan de la trajectoire pris pour origine de I ho-
dographe, est proportionnel au cube du moment
de la vitesse du point correspondant de la trajec-
toire par rapport au méme point fixe, la trajec-
toire sera une conique ayant le point fixe pour
centre.

Tutoreme I1l. — S¢ un point matériel se meut
dans un plan sous Uaction d’une force telle que, st
en chaque point de la courbe hodographe le mo-
ment de lavitesse du pornt géométrique de la courbe
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hodographe, par rapport & un point fixe du plan
de la trajectoire pris pour origine de la courbe
hodographe, est proportionnel au cube du moment
de la vitesse du point correspondant de la trajec-
toire par rapport au méme point, et inversement
proportionnel au cube de la distance diu méme point
de la trajectoire au point fixe, la trajectoire sera
une conique ayant le point fixe pour foyer.

Les réciproques de ces théorémes sont aussi vraies.

La démonstration des théorémes énoncés ci-dessus
peut se faire en s’appuyant sur le théoréme général
suivant, qui est une interprétation géoméirique de
P'une des équations intrinséques d’Euler :

Siun mobile se meut dans un plan, le moment
de la vitesse du point géométrique de la courbe ho-
dographe par rapport a un point du plan de la
trajectoire pris pour origine de Uhodographe est en
raison directe du cube de la vitesse du point cor-
respondant de la trajectoire et en raison inverse du
rayon de courbure.

On peut établic ce probléme soit en partant de
I'équation d’Euler, soit encore en partant des équations
du mouvement; on aura, dans ce dernier cas,

z'3 % =Mt(vy),
ou Mt(¢,) est le moment de la vitesse du point géomé-
trique de la courbe hodographe, par rapport a I'origine
des axes de coordonnées qui est aussi l'origine de la
courbe hodographe.

-Si nous désignons par p le rayon de courbure en un

Ann. de Mathémat., 4 série,t. VI. (Décembre 1906.) 35
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point de Ja trajectoire, on aura

e [ G

dx? 0
d’ou enfin

‘)3
Mt(v) = —-
(v1) 5
A Paide de ce théoréme, la démonstration des trois
théorémes se raméne a chercher les courbes telles
qu’en chaque point on ait

P=K;i:’ .°=p—1§’ .°=K;—Z’
ou K est une constante, d est la distance d’un point
de la trajectoire a la droite D, p est la distance du
point fixe a la tangente & la trajectoire, et r est le
rayon vecteur.

Nous avons montré dans une Note, Sur le rayon
de courbure d’une conique (Nouv. Ann., 4¢ série,
t. Il), que les courbes correspondantes sont bien les
coniques qui figurent dans les énoncés des théorémes
précédents.



