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[B10a]

SUR LES SUBSTITUTIONS LINEAIRES QUI LAISSENT
UNE FORME QUADRATIQUE INVARIANTE ;

Par M. H. LAURENT.

On a donné bien des moyens pour trouver les sub-
stitutions qui transforment une forme quadratique en
elle-méme ou qui laissent cette forme invariante. Je
crois que la solution que je vais indiquer aura le mé-
rite de la simplicité lorsqu’il s’agira d’applications.
Soient a;; des constantes et z,, &3, ..., Z, les variables,

=S aynia,

une forme a n variables. On peut exprimer la condi-
tion d'invariance au moyen de la formule

E Ay T Ty = E Yy

Eau(%h*%%)=o,

ou

Yy .y ¥ndésignant de nouvelles variables; ou, en met-
tant les carrés en évidence,

Eau (}’12"-1‘12)‘*‘ 2“:1(}’1}’1"-@'13'1):0-

Sous le second signe 2, Z et j seront alors différents

et l'on aura
Y au(yi— @) i+ 7))

-+ 2“:]‘%[(}’1—‘1})(}’1 + ;) + (Y +2)(y;— ;)] =05
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ce qui revient a
Z aij(yr—x0) (y) +2j) = o,

ou, si 'on désigne par f; la demi-dérivée de frelative
ax;:
(1) E(yi—xi)f}(x,+y,,x2+yg, ..)=o.

Adjoignons a cetle équation les suivartes, ou les ¢
sont indépendants des z etdes y :

(2) L R R T AP

( (@1 —y1)+. oo+ Cpn (Xn—yn) = 0;

nous supposerons que les n équations (2) se réduisent
an — 2 distinctes, le systéme (1), (2) déterminera
alors les y; — z; en fonction des y;+ x; au moyen
d’équations de la forme

‘,}’1—1‘1 =ky fi+ ks fo+. ..+ Fkin fn,
(3) D s
’\)’n’_zn:knlf1+ kngfz—l—...—l—/(,,nf,,,

les k;; désignant des quantités indépendantes des z et
des y; quanta f;il est mis pour abréger a la place
de fi(xy+ ¥, 22+ 2y .. .), d'aillleurs il faudra sup-

poser
k,'i': 0, /(,'j+ kjiz 0.

Vérifions que les équations (3) représentent bien les
substitutions laissant f invariante. A cet effet multi-
plions la premiére formule (3) par f;, la seconde par
Ja-.., la derniére par f, et ajoulons; nous aurons

2 (yi— 1) fi= o,
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équation qui en vertu de (1) est équivalente 2

_
Z aijziz;= 2‘ Yy

En particulier, si f=ZXz}, les formules (3) de-
viennent

ri—xi=kpy(y1+x)+.. .+ kin(yn—+ n),

et définissent une substitution orthogonale de déter-
minant 4 1.
(n—1)
2

Lesformules (3)quil‘enfermentn paramétres k;;

ont cela de remarquable que les y s’expriment en
fonction des « sous forme rationnelle, en sorte que, si
les nombres £;; sont rationnels, les coefficients de la
substitution seront des fonctions rationnelles des a;; &
coefficients rationnels,

Interprétons géométriquement les résultats qui pré-
cédent : f= o représente une surface dans l'espace a
n dimensions, cette surface est un cone. La substitu-
tion (3) laisse ce cOne invariant, mais elle laisse
encore invariantes n droites.

Posons, en effet,

Yi= $%1;
les équations (3) deviennent

(s —Vr=(s+ D)[kufilx,ze,. . )+ o+ kinfal@, @, 2]

ou
§—1
s z,zzlf,(/c“, ...,kn,,)-kl’gfg(ku ,...,kgn)-i'- vaey
§—1

P zo=x1f1( ka1 5.+, kan) + Zofolkay, ooy kon) + ..o,
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I’élimination des & fournit une équation du degré n
en s, & chaque racine de cette équation correspondent
des valeurs des z, que la substitution (3) multiplie
simplement par s, et les valeurs des n définissent une
droite passant par’origine, droite qui reste invariante,
quoique ses points ne soient pas invariants.

Il ne sera peut-étre pas inutile de faire observer que
les substitutions (3) que nous avons trouvées ont pour
déterminant -+ 1, car, pour

k”=k12=...=0,
on a
T1=JF1, Ze=}Y2 .++y Tn= Y¥Yn.

Il ne serait pas difficile de se procurer des substi-
tutions du déterminant — 1 en changeant quelques
signes dans les formules (3).



