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[D6iB]
SUR UNE INEGALITE DE M. HADAMARD;

Par M. LANDAU.

Dans un travail récent Sur les séries de la forme
Za,, e %z, publié dans les Nouvelles Annales de
Mathématiques (4° série, t. IV, 1go4, p. 529-533),
M. Hadamard a développé quelques inégalités, qui,
suivant son expression, « peuvent avoir leur utilité ».
Je vais confirmer, dans les pages suivantes, cette attente
de M. Hadamard, en en faisant une petite application a
la théorie de la fonction {(z) de Riemann. En combi-
nant les anciennes méthodes avec une de ses nouvelles
relations, je parviendrai & prouver le théoréme sui-
vant :

1l existe une constante positive a telle que, pour
tous les g > o,

Q€

l§(1+ql)l>m-



(136)
En d’autres termes, la limite inférieure d’indétermi-
nation, pour ¢ = oo, du produit

logeq | C(1+gi)|

est supérieure a o.
Jusqu’ici, on ne connaissait que I'inégalité un peu
moins précise

lim inf. log7¢q | (1 + ¢Z)| > o,
q:n

démontrée par moi, comme pm};osition auxiliaire, par
exemple dans mon travail Neuer Beweis des Prim-
zahlsatzes und Beweis des Primidealsatzes [ Mathe-
matische Annalen, t. LLVI, 1903, p. 654, formule (1g)].
Je commence par refaire, dans un cas spécial, un
raisonnement général de M. Hadamard. Soit

F(z)= ) 2
n=1

une série de Dirichlet, dont les coefficients a, sont
Lous 2 0 et qui converge pour R(z) >1. Soient ¢ > o,
g réel; on aura

Apn
F(1+s) —-anE,
n=1
©
. a,
F(1+e+qz)=2 e’
n=1

®©

RF(+ s+qi)=2 n‘f_:‘_s cos(glogn),

n=1

et pareillement
RF(1+¢+2gi) =z nc:’_s cos(2q logn).
n=t1




(137)

Donc, en posant

; F(1+¢) = R,,
(1) RFO+¢e+gqi) =Ry,
( RF(1+¢+2qi) =R,,

R, \?2
o= 2 n‘rf_e (cos(q logn) — ﬁ:)

a 2Ry R}

= nl":— (cos’(qlogn)—-}—(—cos(qlogn)+—')

n=1
N @ 1 2Ry R}
__2 pres (E + ;cos(quogn)——RT cos(qlogn)—f—EE)

n=1

1 2R, R2 R2?
=£R+ Rz—-——R—-Rl R;Ro———Ro—l- RQ_R;,

Rg R,
w2 () -
Cest I'inégalité (3) du Mémoire de M. Hadamard, pour

le cas spécial qui m’intéresse; elle donne

ng'l;Ro(Rr“ R;),

~ /—;Ro(Ro-q— R,).

Je rappelle en outre les propositions connues (voir
Pl prop
p- 649, 651 et 653 de¢ mon Mémoire cité) :

(2) Ry

nv

(3) log§(1+s)<1+logé pour o<elr,

(4) 1L(+e+2gi)|<2logg

pour oSselr, gz2ro.
(5) 1T +e+ gi)|<6loglq

Je pose maintenant, pour R(z)>1,

F(z)=log{(z) =—2]0g<1—— —~) 2 i ;nl— 3’

pm:
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ou p parcourt les nombres premiers; ¢’est une série
L
n=1

X 1 .
ou a,— — pour n— p™ et a,— o0 pour l("S n qul ne
n m P n

| ]

n
b

&8
')

sont pas des puissances de nombres premiers. Tous
les a, étant 20, on peut appliquer I'inégalité (2), en
posant, d’aprés (1),
Ro=log{(1+e¢),
Ri=Rlogl(1+¢+qi) =log|l(1+¢e+qi)]|,
Ry=Rlogl(1+¢e+2qi) =log|{(1+ e+ 2qL)|.
On obtient, pour ¢ > o, q%o,

log | {(1+ ¢+ qi) |

;—\/';logC((+e)(log§(l+e)+]og|§(1+ e+2g7)|),

d’ou, en vertu de (3) et (4), pour 0o <<e<r1, g210,

log | C(1+¢+ qi) |

g-—\/-; <|+log%) <1+log§ +l+loglogq>,

(6) [C(t+e+gi)|2

I
1 1 )
ev§ (l -+ logE) (24— logg+log log q)

D’autre part, pour o <e<1, g210, (5) donne

1+E+qi
f {(z)ds
1

+qi

[EOa+e+qi)—L0+qi) | = < 6elog2g,

donc, en appliquani(ﬁ),

12+ gi) | = |80 +e+gi)— (L(1+e + gi) — L (1-+ qi))]
210 +e+gi) | — L +e+gi)— {(1+qi)]
I

(7) - : =
e\/§(1+log-€) (:+log€+loglogq)

—belog?g.
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Pour tout g 210, je fais maintenant
I
= silogig’
ce qui satisfait évidemment aux conditions o <<eZr.
Jobtiens, en vertu de (7),
1 6

8¢+ gi)| > - —
\/E(n+8h)glogq) (12+9loglog q) € log q
e

(8) logtq |L(1+gi)|>

logtq 6
10

eﬁ\/(%+loglogq>(§+10!|0!(I) ¢

Or, en posant loglogg =y,

lim logg = lim ey
722 \/(5+ioriong) (Gortorg) ~Y=°°e ‘—;+y)(;+.~)
_ O )] _ A _

Le second membre de (8) tend donc, pour ¢ =, vers
la limite positive

_ss\e _ss 5
ﬂ:(e “) —6e10=¢ “—-—6e—1°=e—1°<e8—6>.
Donc, pour tous les ¢ suffisamment grands (¢ 2 ¢,),

(9) (1+1ogiq) |L(1-+gi) | > logoq (1 +gi) | > £

d’autre part, {(z) étant différent de o pour R(z) =1,
le premier membre de (g) est, pour o < g < ¢, supé-

rieur 4 une constante positive; il existe donc une con-
stante positive o telle qu'on ait, pour tous les g > o,

(1+logtg) | (1 +gqi) | > a,
-2

lg(‘+9‘)l>‘—ﬁ)g—sqﬂ

ce qu'il fallait démontrer.
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En vertu de V'identité
[Ea+ )| =|C(—qi)| (gZo),

on a, pour tous les g 2o,
180+ 991> oo
1+logt|q|

Dans tous ces développements, je ne me suis appuyé
que sur les propriétés les plus élémentairves de la fone-
tion {(z). Je ne me suis pas servi du théoréme impor-
tant de M. Hadamard (publié en 1893) sur I’existence
et la densité des racines imaginaires de {(z), ni méme
du fait, découvert déja par Riemann, que la fonc-
tion {(z) existe dans tout le plan.



