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[R1e]
SUR LE SYSTEME ARTICULE DE M. KEMPE;

Par M. G. FONTENE.

Le résultat principal de ce Mémoire est ’apparition
d’une relation involutive indépendante des points cy-
cliques dans une question d’ordre purement métrique.

§ 1. — Les uyroTHESES.

1. M. Kempe a fait connaitre (Proceedings of the
London Mathematical Society, t. 1X, 1878, p. 133)
un systéme articulé dont il a deviné presque tous les cas
de déformabilité. M. Darboux a donné une étude ana-
Iytique remarquable du probléme (Bulletin des Sciences
mathématiques, o2° série, t. 1I, 1879, p. 151). La

/.

4B=C”  (a,

figure 1 représente ce systéme sous I’aspect qui m’a paru
le plus propre 2 en montrer les diverses syméLries.
Ann. de Mathemat., 4 série, t. III. (Décembre 1903.) 34
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2. Je définirai P'appareil comme composé de huit
triangles :

dy ‘ a; l b, ¢y

formaut d’une part 2 tétrades, d’autre part 4 couples;
2 triangles qui n’appartiennent ni & une meme 1étrade
ni a un méme couple sont articulés entre eux. Les
2 triangles d'un couple seront dits opposés; le point
d’articulation de 2 triangles, et le point d’articulation
des deux triangles opposés aux premiers, scront 2 points
opposés.

Femploicrai, pour les 12 points d’articulation, deux
systémes de notatious. Dans 'un, les points sont dési-
gués par les couples de lettres 3y, ya, a3 avec des
indices convenables; les sommets des divers triangles
empruntent alors leurs notations aux lettres du Tableau
suivant :

aby aBiyi Byio ) T by

a; iy o By l Biye viaf

L’aulre systéme de notations cst donné par ce Ta-
bleau :
By=A, Bivi=Aq, Py = A, Byi=A%:
va =B, Y124 = By, &= B, ya = B ;

ap = C, ay By = Gy, aB=0C, afy = C.
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Deux points opposés sont By et Byyy, Biyet Pyy, ..oy
ou encorc A et Ay, A’ et A}, ..., de méme que deux
triangles opposés sont det d,, aeta,, ....

3. Les 3 couples de combinaisons (da, bc), (db, ca),
(dc, ab) fournissent la maniére de voir adoptée par
M. Kempe, et qui est aussi celle de M. Darboux.

On peut, de trois maniéres différentes, regarder le
systéme comme formé de dewx chaines de 4 triangles
réunies entie elles par les derniers sommets des
triangles.

On a désigné par (A) et (A,), (B)et(B,),(C) et (C,)
les wrois couples de contours quadrangulaires articulés
bordés par les triangles en question, et il importe de bien
remarquer deux modes distincts de correspondance
entre (A) et (A}) par exemple.

A un point de vue qui prend de I'importance par la
suite, les sommets de ces deux quadrilatéres sont deux
a deux des points opposés,

) 5 (A) aB, ay, afy,  ayi,
{ (Ay) a1 By, Ay, 4P, ay,
ou encore

\ ('\) Cy B’ Clli B’v

(I ) } (Al) Ch Bh C/’ Blh

ct les uiangles (qui bordent ces deux quadrilatéres sont

(l”) \ (A) dy bh a, ¢y,
% (Ai) dh b, ag, c.
A un autre point de vue, les sommets des deux qua-
drilatéres sont, afin de rapprocher les cotés qui portent
des triangles articulés entre eux,

(A) 4{37 ¢'Y., aﬁh aYh

2
(2) (A1) B, gy, @b, oy
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ou encore
| (A) ¢, B, G, B,

(2' ¢ , ,
) [(A) €, B, C, By

ct les points d’attache des triangles sout

By, By By, Bn
ou
A, A, A, AL

ces triangles sont d'ailleurs

() ‘(A) d, by, a, cy
{ (A)  ay, ¢, dy, b

4. La figure, dans son état de généralité, a 21 para-
métres de grandeur puisqu’elle est définie par 12 points.
Comme les 8 triangles, considérés en eux-mémes,
ont 24 paramétres de grandeur, la possibilité de le,
agencer comme sur la figure soumet leurs éléments a
3 conditions, en dehors de la question de déformabilité.
Si I'on supprime 4 tiges, de sorte qu’il en reste 20, ou
obtiendra un appareil déformable; si donc I'appareil
complet est déformable, il présente 4 tiges surabon-
dantes.

La Note actuelle est relative au second cas de défor-
mabilité de M. Kempe; dans le Mémoire de M. Dar-
boux, ¢’est lasolution I1I, avec e = — 1 (p. 170 et 185).

L’appareil (comme on le verra)dépend alors de 5 pa-
ramétres de grandeur, sans compter le paramétre de
déformation. Si I'on part de la figure ou les triangles
sont agencés, le nombre des conditions de déformabilité
est donc 13. Si I'on considére les triangles isolément, le
nombre des conditions est 17, les 4 tiges surabondantes
entrant comme les autres en ligne de compte.



(833)
La figure 2 est relative a ce cas; et il importe de suivre
sur cette figure les faits indiqués au u° 3. On remar-

Fig. 2.

Tie=8"
R
(cy P
Cy - -

(® -
d -~

e M - S
xp=C ?" s vyo=B

quera, en particulier [(1), (1), (1")], les deux quadii-
latéres

CBC,B' et C,B;C'B),

qui sont (comme P'on verra) inversement semblables, et
dont les cotés homologues portent des triangles équiva-
lents d et dy, b, eL b, a et a,, ¢, et c; en outre

[(2), (2), (2")], si 'on écrit
CBC,B' et C'B,C,By,

les cOés correspondants portent les trianglesd et a,, b,
et ¢, a et d,, ¢, et b, articulés entre eux, et dont les
angles a la base sont liés simplement. Les deux autres
couples de quadrilatéres sont indiqués sur la figure, et
ont d’ailleurs les mémes propriéiés que le couple dont
on vient de parler.

8. Je donnerai d’abord V’énoncé des 17 conditions
distinctes relatives aux triangles, en choisissant celles
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qui sont les plus symétrigues par rapport i 'ensemble
du systéme. Je les séparerai en deux groupes, 'un con-
tenant 12 relations angulaires (dont la derniére est la
relation involutive signalée au début), l'autre contenant
5 relations d’aires; le plan étant orienté par la fleche
circulaire o, les angles seront considérés avec leurs
signes, ainsi que les aires.

1° En premier lieu, les 24 angles de triangles, dont 16
sculement sont paramétriques, doivent vérifier 12 con-
ditions, qui laissent 4 paramétres. Les arcs qui désignent
ces angles sur la figure sont munis d’une fleche.

a. D’une part, les dewx triangles qui se réunissent
en un point d’articulation doivent y avoir le méme
angle, au sens suivant : au point a3 ou G, par exemple,
on doit avoir (i k= preés)

(CB, CA) = (CB', CAY),

ces angles étant compiés a partir du quadrilatére (A)
vers le quadrilatére (B), de maniére que ces deux qua-
drilatéres aient méme angle en ce point. On a indiqué
sur la figure les angles de cette nature, en les comptant
de (B) vers (C), de (C) vers (A), de (A) vers (B), et
en s’arrangeant pour que, dans chaqgue triangle, les
trois angles marqués aicnt une somme nulle.

Voici dés lors I'intérét de la notation adoptée :

Au point C ou of, par exemple, les deux angles mar-
qués peuvent étre désignés par 3 —a, et il en est de
méme pour tous les angles analogues.

En cffet, prenant arbitrairement un angle a, on peut
désiguer par

p'—% a7, [31'*“, &—1

les 4 angles fournis par les sommets du quadrilatére (A ),
ces angles étant comptés alternativement a partir de ce
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quadrilatére et vers lui, c’est-a-dire de (A) vers (B), ot
de (C) vers (A); Tl'angle du triangle d marqué au
point By est alors y — B, etc. On peut de méme dési-
gner momentanément par ' —oay, a,—7, ..., fes
4 angles fournis par les sommets du quadrilatére (A,),
ces sommets étant pris dans I'ordre du Tableau (2)
ou(2') oul'onaégard aux points d’attache des triangles ;
Pangle du tiiangle @, marqué au point By est alors
v'— B/, ete. Comme on veut avoir [ Tableau (2)]

vV—PF=vy—258 vy .
¢’esl-a-dire
F—f=v—v=P1—Pi="11—1
on prend
=0 =1 e
ctles angles fournis par les sommets du quadrilatére (A,)

sont
ﬁ_ Ay, X,

Le fait annoncé est établi.

On a ainsi 11 conditions (et non 12); il reste pour
le moment 5 paramétres angulaires, correspondant aux
cing différences

p—a, v—2, P1—a, y1—a, oy—a

!

@'. I n’est pas fait mention dans le Mémoire de

M. Kempe d’une relation angulaire essentielle, a savoir
la relation (39-40) du Mémoire de M. Darboux. Aux
sommets des deux quadrilatéres (A) el (A,) qui se cor-
respondent d’aprés le Tableau (2), les angles de triangles
comptés a partir des quadrilatéres sont respectivement

‘3"—“» ‘(’—17 31“11 Yl'—ay

@-—11» Y%y Bi"'ah Y1 — %4,
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de sorte que les angles de la seconde suite sont ceux de
la premiére augmentés d'une méme quantité a — a,.
L’expression de cette différence a été donnée par
M. Darboux. Avec les notations actuelles, la formule
de cet auteur conduit au résuliat suivant :

Si Uon regarde les trois couples d’angles o, a;
By Bis s vi comme les arguments de trois couples de
droites menées par un point dans un plan, le faisceaw
de ces droites doit étre en involution.

On a d’une part trois relations a 4 termes

sin(f—a) , sin(f —a;) — sin(By—ay)  sin(P1—a)

sin(y —a) " sin(y— ay) sin(y,-al)'sin(-(,—a)’

ou encore, en égalant le produit des exirémes au pro-
duit des moyens,

sinC sin C)) sin Gy sin C'
q q = — T ) . M
sin B sin B’ sin By sin B, ’

les deux membres de la premiére relation sont liés aux
deux quadrilatéres (A) et (Ay).
On a, d’autre part, quatre relations a 3 termes
sin(B —ay) Xsin(-(——-p,) sin(u—yl\z_,
sin(2— ) sin(By—a) " sin(y1—B) !
sin({i,—ai)xsin(yi—ﬁ) sin(a —v) _
sin (a3 —Yy) sin( — a) sin(y — B1)

—1,

ou encore
sinA’ sinB’ sinC'=—sinA] sinB} sinC’,
sinAysinB sinC =—sinA sinB’ sinC;,

nous reviendrons sur les quatre hexagones, trés visibles
dans la figure 1, auxquels sc rattachent ces derniéres
relations.
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a'. Donc : 8i U’on prend arbitrairemnt un angle a,
on peut déterminer 5 angles B, vy, a(, Bi, 11, tels que
les angles de triangles soient v — B, ...; et, si £on
regarde les trois couples d’angles comme les argu-
ments de trois couples de directions rapportées & un
axe Qx, ces trois couples de directions sont en invo-

lution.

Les 4 paramétres angulaires sont ceux d’un faisceau
involutif de 6 droites.

2° En second lieu, les 8 paramétres relatifs a la
grandeur des triangles doivent satisfaire a 5 conditions,
qui laissent 3 nouveaux paramétres. Soient @, b, ¢, d,
eta,, b, c,,d, les aires algébriques des triangles, les
sommets étant pris dans P'ordre fy, ya, a8 pour chaque
triangle.

b. D’une part, les aires algébriques de deux
triangles opposés doivent étre égales,

b'. D’autre part, la somme des aires algébriques a,

b, ¢, d doit étre nulle.
3", On doil donc avoir

d+di=0, a+a=0, b+b=o0, c+c=o,

(3) - -

On peut écrire

d—bi+a—ci=o0
ou

ABC—A'BC,+A,BC,—A,BC=o0

ou, en changeant les signes,

ACB +A'BC, +A;C,B +A,; B C=o;
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la somme algébrique des aires des triangles construits
sur les cOLés du quadrilatére (A) par exemple doit done
¢tre nulle, le premier sommet élant successivement A,
A’y Ay, A, les deux derniers sommets étant pris dans

Pordre cirenlaire CBC' B'.

6. Voici une conséquence des hypothéses faites, dont
nous aurons a faire usage; 'involution @’ joue ici un
role important. Considérons, par exemple, les cotés de
triangles qui doivent former les deux quadrilatéres (A,)
¢t (A); je dis quelon a

C,iB, _B,C OB, B,C

/4 — = — = = I ).
() CB ~BC, - GB - BC N

Ou a, en effet, indépendamment des conditions (3).

D _ (Gt
2 \CB
< <sin(ﬁ1—— 20) sin{ay—-y;) | sin(@—u)sin(m——y))
sin(y1— 1) ' sin(y —f)

et, en échangeant 8 et B,

b “<B,C'>2
b, \BC,

o (ein(ﬁ-1,)sin(a,~ vi) . sin(By—a)sin(a —vy)y

sin(y;— B) ’ sin(y— &) ’

les deux parenthéses qui conlicnuent des sinus sont
égales, la suppression du facteur commun

sin(ay— ;) sin(z —)

réduisant cette ¢galité a la suivante

sin(y—8) _sin(ys— B1) _ sin(y - 31) , sin(ys— {5)’
sin(x— B) " sin(ay— By)~ sin(a—f;) " sin(a;—B)

que le changement des moyens transforme en la seconde
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des rclations a quatre termes fournies par Vinvolution
supposée. On a donc

i < di b /CiBy\?, /B G
@) 5= () s (5 )

en vertu des relations (3) on a, par suite. la premiére
des relations (4).

On a facilement la valeur de k qui correspond a I'hy-
pothése dy=—d, ...; si I'on prend, par exemple, les
triangles b et by, cela donne, d’aprés ce qui précéde,

1 sin(f—ay)sin(ay— ) sin(y — By) .
k2 sin(fy—a)sin(z—y)sin(y1—p) °

or, la scconde relation d’involution a trois termes est

_ sin( By —ay)sin(yy— P)sin(a—vy).
T osin(B—a)sin(y — Ly)sm(a— )’

on a done, en multipliant,

sin( —a)sin( By — «)
sin(@l——a,)sin(ﬁ—-a,)’

(6) kt —=

et 'on aurait une formule analogue avee y au lieu de 8
on peut écrire

sin G sin C' sin Bsin B’
(6") k2= | =

sin Gy sin G’ sin By sin B}

On aurait des expressions analogues pour &2 et "2 en
considérant les couples de quadrilatéres (B,) et (B),

(Gy) et (C).

§ II. — DEFORMABILITE DU SYSTEME.

7. Laissons maintenant de coté la figure 2, considé-
rous (fig. 3 et 4) 8 wriangles qui seront simplement
astreints aux 17 conditions @’ et 8" ; nous allons montrer
qu’il est possible de construire avec ces triangles la
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figure 2, et cela d’une infinité de fagons, ce qui donne
un appareil déformable.

La démonstration qu’on va lire est imitée de celle de
M. Kempe, et nous emploierons en les modifiant lége-
rement les notations de 'auteur; nous remplacerons

(C)B’ C;’B,)7 (CI’Bl’Cla B’l)’ (A) A,5A1,A'l)’
par
(M1 Nr P1 Q)v (Mh Nh Ph Ql)v (A’ Bv C?D)

a. La figure 3 se compose de 4 triangles, dont les

Fig. 3.

angles marqués sur la figure satisfont aux 4 conditions

(7) M=M, ~N=N, P=P, Q=0;

les angles A, B, C, D, qui sont ceux de la figure 2

, . .. , TASEEAY ATIIFAN
changés de signes, seront désignés par A, B, C, D, de
sorte que I'on aura
/N Ay 7
A=M+N, B=N+P, ©C=P+Q, D=Q«+M,
avec

Ay

2—}-6:%—’;—[);

nous représenterons par a, b, ¢, d les quatre cotés du

quadrilatére MNPQ, par A, B, C, D les aires AMN,
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— BNP, CPQ, — DQM, qui sont positives dans le cas
de figure adopté.

b. La figure 4 cst analogue a la figure 3, ct d’ailleurs
complétement déterminée par elle. Les sommets du qua-
drilaiére étant pris dans Vordre Py, Q,, M,, N, [Ta-

. Fig. §.
v

bleau (2')], on a d’abord les quatre conditions d’angles
(8) Pi=P;, Q=Qy, My=M;, Ni=Ng.

Afin d’avoir (fig. 3 et 4, quadrilateres MNPQ
et P,Q,M,N,)

/\ AN ay mn N AN A e
A=A, B =B, C=4¢G, D=D
ou
AS AN
A———p1+Q17 B:Qi+1\11,
N i N
C=M-«N, D=nN-+P,

on a en second lieu les trois conditions
(9) Pi—M=—(Q—N)=M;—P=—(N1—Q)(=38);
les angles‘de ti'iangles comptés a partir des quadrilatéres
sont respectivement

M) - Nv Pa - Qa

Ph - Ql: Mly e Nh

et les angles de la seconde suite sont ceux de la premiére
suite augmentés d'une méme quantité 3. On doit remar-
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quer les égalités
M—P=A—B=—(C—-D)=—(M;— Py),
N—Q=B—-C=—(D—-A)=— (N, — Q).

La valeur commune des différences (g), désignée pré-
cédemment par (o — a,), doit en outre donner lieu
a l'involution a'; il n’est pas sans intérét de retrouver
par cette voie la formule de M. Darboux, bien que les
relations d'involution vraiment essentielles ici soient
celles qui ont été écrites. Désignons par m, n, p, ¢ les
cotangentes des angles marqués sur la figure aux

points M, N, P, Q; on aura

t . 1
tang (B ~—a)-_—_m, Lang(-[—u):_;,
tang(By—a) = ! tang ( a)=— L.

B(h—o) =1 sn—e)=—"7;
Vinvolution en question donne la relation
ox tang(xz— a) o-+tang(a;—a) I
1 1 1
| —_— — - = I |=o0
‘ mp m ' p
1 1 A
s G
np n o q
ou
N ng -- mp A
(10) cotd = —+~ "7 =
m-—+n—+p-+gq S

dans le Mémoire de M. Datboux, m, n. p, ¢ vepréscentent
« , e A . e I 1 I |
les quantités désignées ici par — — -, -, — =, et de
q g p
© m n
plus les lewtres My, Ny, Py, Qq remplacent les letires Py,

Qi, M;, N,. On a‘alors, pour le quadrilatére (A,),
‘ m;:pA_S— pA—S

PSS (p+n)yp+gq)

(10") A+ S gA+ S
— 1y == e T e ey
78— (g—p)ig+m)
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D’autre part, en suivant ici 'ordre M,N,P,Q, [Ta-
bleau (1')], et en observant que les couples de points
opposés sont M et M, Net N,, ..., Aet C, Bet D,

on a les quatre conditions d’aires

() Ay=—RK B=—B, C=—C Di=-10,

les notations A,, B,, ... désignant les aires CM, Ny,
— DN, P, ...

On a alors

M/,N; _ NPy PQ _ QM

MN © NP - PQ — Qm (K
it — cinMsinP  sinNsinQ
T sinM,sinP;  sinN;sinQ;

a'. Nous joindrons enfin aux conditions (7) qui coun-
cernent la figure 3 la nouvelle condition

(12) A+C=B~+D.

c. La figure 3 posséde un paramétre de déformation,
I'angle MNP par exemple; nous supposerons que, dans
la figure 4, 'angle M, N, P, est égal a I’angle MNP, de
sorte que les deux quadrilatéres MNPQ et M;N,P,Q,
sont inversement semblables. La figure 3 dépend de 7 pa-
ramétres, sans compter le paramétre de déformation,
puisque les 12 éléments des triangles sont astreints
aux 5 conditions (7) et (12); la figure 4 est compleé-
tement déterminée par la figure 3, au moyen des 12 con-
ditions (8), (9) et (10), (11) et de 'hypothése relative
a 'angle M,N, P, ; ensemble des deux figures dépend
de 7 paramétres, sans compter le paramétre de défor-
mation.

[Rclalivement a la figure 4, M. Kempe fait les hypb—



théses A
M|=Ml, 4‘\=A, a1=ka,
Ny=N,, B=B8, =4k,

eeceey  easne .y et ee e )

qui forment onze conditions distinctes, et, dans une
rédaction d’ailleurs wés concise, affirme, sans démon-
stration formelle, la possibilité de déterminer k de
maniére a avoir a la fois

Ki'———':\, §l‘:_§a

(Pauteur ne met pas de signes); cetle possibilité est une
conséquence de i'involution &”, ou, si I'on veut, de la
relation (10) de M. Darboux. Voici comment M. Kempe
calcule la valeur de A. En posant

a?c? b2d>

P —
A CsinA sinC DsinBsinD

on a la relation facile a vérifier

>

/ 2 2

arzcotA—&—-C:?-cotC ——(—li—coLB+dfcotD
C B D

= gsin(M — P)sin(N — Q);

pour la figure 4, il faut remplacer a par ka, A par — X,
A par C, par suite P par PA4, et 'on a

2 2 2

— il:cotC—;— ﬁ_——cotA> -+ <é: cotD + ii_i cotB
A C B D
P

= ;—kﬂ sin(M — P)sin(N — Q);
si I'on retranche membre a membre, en tenant compte
des égalilés
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on obtient par exemple

<K E)sin(B+D)

2 v o) SnBsinD (sinB sinD —sinA sinC)

a2+62

(k2—1)sin(M — P)sin(N — Q);

N =

acausede A=M 4+ N, ..., il reste

A C\sin(B + D)
- ‘2= - a R e~y e e
1—4 2<a2 - c‘-’> sinB sin D

M. Darboux donne la formule

o (ng—mp)—+ (m~+n-+p-gq)*
ST mrn)ymrq)(prn)pt+q)

3

alaquelle on arrive en observant que les hypothéses

X1+X=O,
donnent
_-kz_l)l(+n|_n1+p1_
T m+n n+p 7

v

et en tenant compte des formules (10'); la relation
entre m, n, p, my, 1y, p, qui se présente ici exprime
Iinvolution dont on a parlé : si I'on y regarde n et n,
comme des variables, on peut faire en effet n et n,
infinis, ou n=—m avec ny=—my, ou n=—p
avec n,:—/)..]

8. 1l s’agit de faire voir que les quadrilatéres ABCD
des figures 3 et 4 sont égaux. On a d’abord, en ayant
égard aux couples de points opposés,

B _ NPx<NB B _ NPy xN,D
A NMxNA' A NM; <N, G’
¢t par suite
NB _N,D
NA ~ N, G’

Ann. de Mathémat., 4° série, t. III (Décembre 1903.) 35
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les triangles ANB et CN, D sont donc inversement sem-
blables. Il en est de méme des triangles CQD et AQ,B.

Or on a, dans la figure 3,

(AB,CD) = (AB, NB) + (NB, NP) + (NP, QM)
-+ (QM, QD) +(QD, CD)
= (AB, NB)+ (NP, QM) + (QD, CD) + (N — Q);

la figure 4 donne de méme

(CD, AB)
= (CD, N1D)+(N1Pn QINII)+(Q1B1AB)+(N1— Ql);

d’aprés la similitude inverse des quadrilatéres (A), (A)),
ct celle des triangles mentionnés plus haut, les scconds
membres des deux égalités ont méme valeur absolue et
des signes contraires; 'angle (AB, CD) a donc la méme
valeur dans les deux figures.

Il reste & montrer que la longueur AB, par exemple,
est aussi la méme dans les deux figures. On a ( fig. 3)

.

- N
1\“)2 = a+ b2—2ab COSMNP,

—2 a?<in?M  b2sin2P 2absinMsinP N
AB = sin2 \ + sin2B sinAsinB cos MNP

e O
¢ty en éliminant cosMNP,

ﬁz sin A sinB ——Wz sin M sin P
a?sin M
sinA
b2 sinP

<nB (sinP sinA —sinM sinB;

(sinM sinB — sinP sinA)

la premiére parentheése devient

sinM(sinP cosN —+ sinN cosP),

—sin P(sinM cosN —+ sinN cosM)

ou
sinNsin(M —P);
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la relation entre AB et MP devient, par I'introduction
des aires A et B,
- ( AB" sinA sinB — MP” sinM sinP
Q = (X —B)sin(M — P).
On a de méme ( fig. 3)

.- | CD” sinCsinD — MP" sinM sinP
] . __ —_
Q =2 >(D—C) ¢in(M —P);

par analogie, on a dans la figure 4,

ﬁz sinA sinB — &2 I—\—l—l;2 sin M, sin Py
— — (D —=C)sin(M;— Py);

(13)

comimme on a
\+C=B+D

7

les seconds membres des relations (13) et (15) sont
égaux; on a, d'autre part,

A2 sin M; sin Py = sin M sin P;

la longucur AB est done la méme dans les deux figures.

M. Kempe, qui ne donne pas la formule (6) pour A2,
s’appuie directement sur les relations d’aires qui déter -
minent la valeur de k. La relation fournie par I'élimi-

i /\ ., .
nation de cos MNP, peut s’écrire

——2 ——2sinA smB
MP —AB sinM sin P

(a2 sin M b2 sinP) <ﬂinA sinB>
p— I

\“sinA ~ sinB sinM _ sinP

ou, en multipliant la premicre paienthése du second

membre par sinN et en divisant la seconde par sinN,
——e  —235j inB P 2 b2
MP — AB m____(A__B)X (%____).

sinM sin P B/
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a cause de

1 /a2 b2
(5%

_ sinPsinA —sinMsinB ~ —sin(M—P) —sin(A—B)
~  sinMsinNsinP " sinMsinP T sinMsinP

on peut donc écrire

—2 ——2 sinAsinB a? b2

‘MP +AB z—sm‘A—_B)(f—g)

o) ) ;
( —(A—B) = (& _ 8\
%)

On a de méme ( fig. 3)

[ ——2 ——2 ginCsinD c az
| e (5 F)
(14") L o
G D

par analogie, la figure 4 donne, aprés suppression du
Jacteur commun k2,
——2 ——2 sinAsinB a? b2

‘ MP -+ AB zsin(A_B)<7{—f>

(15")

I
P
>
|
joe]
p—
X
TN
2
|
s
N

la comparaison des formules (13') et (15') donne le
résultat cherché.

Le calcul de I'auteur, un peu différent de celui qu'on
vient de lire, donne lieu a cette remarque. M. Kempe
a signalé le premier, dans un Mémoire reproduit par la
Nouvelle correspondance mathématique (v. 111, p. 133),
le fait suivant :

Pendant la déformation d'un quadrilatére arti-
culé MNPQ, les cosinus dc deux angles opposés sont
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liés par une relation linéaire; pour les angles N et Q
par exemple, cela résulte des deux expressions de la
diagonale MP fournies par les triangles MNP et MQP.
Dans la figure 3, cette relation se transforme en une
relation linéraire entre les quantités EJ et 652; la
comparaison des formules (13) et (14) donne ainsi, ¢n

tenant compte de I'hypothése A + C =B 4D,
652 sinCsinD = Xﬁ2 sinA sinB;

on peut écrire, avec les notations de la figure 2,

AAN2 sinAsinA’
AA’) ~ sinA;sinA;’

ct cette formule, qui fait connaitre le rapport de simi-
litude des quadrilatéres (C,) et (C), se déduit de la for-

mule (6') par permutation circulaire.

9. Les 12 angles variables des 3 quadrilatéres (A),
(B), (C) ou (Ay), (By), (Ci) sont égaux deux a deux
(fig. 2). Au point A par exemple, 'angle intérieur du
quadrilatére (B) et 'angle extérieur du quadrilatére (C)
sont égaux. Ces angles sont :

Quadrilatére (A)...... angles v, p, v, @'
» (B)...... » Aov, MY
» (C)...... » [THD W TUR &

A et X sont intérieurs pour (B), extérieurs pour (C);
et @' sont intérieurs pour (C) et (A); v et v/ sont exté-
rieurs pour (A) et (B); on a ainsi
(16) A N=p+p =y -+

(A suivre.)



