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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES.

1855.
(1900, p. 382.)

Un cène a pour sommet un point s d'un ellipsoïde et
pour base la section diamétrale faite dans cette surface
par un plan perpendiculaire au diamètre qui passe par s.
L'enveloppe de ce cône, lorsque son sommet décrit Vellip-
soïde, est une surface de l'onde. (MANNHEIM.)

SOLUTION

Par M. CANON.

On sait que si Ton projette un ellipsoïde sur ses plans tan-
gents, les ellipses de contour apparent ainsi obtenues occupent
une région de l'espace limitée à une surface de Fonde. Par
rapport à une sphère concentrique à l'ellipsoïde, il suffît de
transformer cette propriété par polaires réciproques pour
obtenir le résultat demandé.

1928.
(1902, p. 238.)

Soit

N =

le plus petit nombre qui a un nombre donné de diviseurs :
jo v _j_ | est un nombre premier ; 2° JJH-i est un nombre
premier•, sauf l'exception suivante : le plus petit nombre
ayant huit diviseurs est i* x 'i. (G. FONTBNÉ.)
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SOLUTION

Par M. CHALDE.

Le nombre des diviseurs du nombre écrit est

i° Si v -4- i n'est pas premier, soit

v -4- i = ( v ' - + - i ) ( i r - T - i ) ;

p étant le nombre premier qui suit n, on peut remplacer nv

par ny'pK sans changer le nombre des diviseurs; or, je dis que
l'on a

ou

ou

ou, puisque it n'est pas nul,

p

ou, puisque v' n'est pas nul,

p < ri* ;

entre un nombre premier n et son carré, il y a, en effet, au
moins un nombre premier p, comme M. de Polignac l'a
montré, dés 1849, Par *a seule considération des suites diato-
miques (Nouvelles Annales, 1849, p.

20 Si [x -4- 1 n'est pas premier, soit

jJL-f-I = ( JJL'-T- l ) ( ^ - f - l ) ;

on peut remplacer mV par mV-'p™; cherchons si Ton a

p < mH-'+î ;
il suffira que l'on ait

p < m*.

Or, entre un nombre premier m et son carré il y a au moins
deux nombres premiers n et />, sauf pour m = 2, puisque,



entre un nombre et son double, il y a au moins deux nombres
premiers à partir de 6 f DESBOVES, par la méthode de Tche-
byscheff pour le postulatum de Bertrand {Nouvelles Annales,
i855, p. 093)] et que, d'ailleurs, entre 3 et 9 ou entre 5 et 25,
il y en a au moins deux. Il ne peut donc y avoir exception que
pour m = 2, et encore faut-il que l'on ait J I ' = I , puisque,
entre 2 et 8, il y a trois nombres premiers; on doit avoir de
même TT = 1, puisque l'on peut échanger fi.' et TU; on a alors

[i= 3 ,
et, par suite,

N ^ 3

On ne peut avoir v > 1, car le nombre 2V X 3 X 5, qui a le
même nombre de diviseurs, est alors plus petit que le nombre
considéré

2 v x i j < 3 v x 8 (v > 1 ).

Pour v = 1, on cherche le plus petit nombre ayant huit divi-
seurs, et ce nombre est réellement 23X 3; c'est le cas d'excep-
tion signalé dans l'énoncé.

1934.
(1902, p . 38i )

Étant donnée une parabole P, on considère les para-
boles Q admettant pour tangente au sommet l'axe de P,
et touchant la tangente et la normale à P en un même
point. La parabole Q touchera constamment deux déve-
loppées de paraboles. (E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION

Par M. H. COUVERT.

Soient M un point quelconque de P, MT la tangente, MN la
normale en ce point; <p étant le foyer de la parabole Qj, les
droites cpT, cpN sont respectivement perpendiculaires à MT,
MN, puisque TNa? est la tangente au sommet de Q. La
figure MTçN est donc un rectangle et le point de rencontre F
des diagonales étant le milieu de TN, ce point est le foyer
de P. Enfin la directrice MD de Q passe en M. Ceci posé,

S2

soit y1 = ipx l'équation de P, et — ? (3 les coordonnées de M.
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Le paramètre de Q, distance de <p à MD, est 2J3; X étant l'ab-
scisse de cp, nous avons

P9
1

d'où

L'équation de Q est donc

L'enveloppe de Q s'obtiendra en éliminant j3 entre ( i ) et la

/ F

dérivée par rapport à p égalée à zéro : c'est

2yP2— p 2 \ P _ c

ip )p~]~'iy~C

On en tire

Portant cette valeur dans (i) , il reste, après avoir simplifié.

Nous éliminerons p entre ( i) et (2) . Pour cela, de (2) nous

tirons P 2 = —1T~ Cette valeur portée dans (1) donne
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OU

hPCr -p)
ou enfin

Cette équation se décompose en

et

(4) ou p =

La combinaison de ( a ) avec (3) et (4) successivement donne

(5)

(6)

L'enveloppe de Q est donc formée par les courbes (5) et (6).
La première est la développée de P, l'autre est la développée
d'une parabole ayant même axe que P.

UN ANONYME nous adresse la remarque suivante, au sujet de-
là question 1934 :

« On voit immédiatement que la parabole Q est tangente
à la développée de P, puisqu'elle touche la normale à cette
courbe au centre de courbure de P, en vertu de ce théorème,
donné autrefois par M. Mannheim : La parabole tangente
aux axes d'une ellipse, à la tangente et à la normale en
un point de cette courbe, touche cette normale au centre
de courbure correspondant de l'ellipse. »

1958.
(1903, p. 48.)

D'un point A d'une hyperbole donnée on mène des paral-
lèles aux asymptotes de cette courbe; elles coupent en B, G
la tangente à l'hyperbole au point M. On projette ortho-
gonalement A en P sur la normale en M. Démontrer que
les cercles tels que PBG passent par un même point, quel
que soit le point A de l'hyperbole. (MANNHEIM.)



1959.
( 1903, p. 48.)

Le triangle ABC est circonscrit à une parabole donnée ;
sur la normale à cette courbe, menée du point de contact
de BC, on projette orthogonalement A en P. Démontrer
que les cercles tels que PBG passent par un même point,
quelle que soit la position de A. (MANNHEIM.)

1960.
(1903, p. 48.)

Construire le rayon de courbure en un point d'une
conique, connaissant la tangente en ce point et trois autres
tangentes. (MANNHEIM.)

SOLUTIONS

Par M. A. MANNHEIM.

J'ai fait connaître dans les Comptes rendus (8 mars 1875)
deux relations : la première donne le rayon de courbure en un
point a d'une conique (Jig. 1) connaissant la tangente en ce

Fig. 1.
l

point et les trois autres points 6, c, d.
Appelons e, f les points où la tangente en a est coupée par

les droites cb, cd, et désignons par p le rayon de courbure de
la conique pour le point a.

La relation (i) est

. . i l
(!) { _ _

ae af 2.
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J'ai démontré cette relation dans le Bulletin de la Société

mathématique de France en 1890, et j'ai donné des con-
structions du rayon de courbure p.

Voici comment on arrive facilement à une construction de p.
Du point e menons eg parallèlement à ba, et du point ƒ

menons/^ parallèlement à da, la relation ([) peut s'écrire

ef _ J_ si neg/ _ j _ ef
ae.af ip sin aeg singfa ~ ap eg sin aeg

Abaissons du point g la perpendiculaire gl sur la normale
en <z, et par les points e, /, ƒ faisons passer un cercle. Il coupe
au point m la normale en a, la dernière égalité peut s'écrire

—z = 7-1 donc am = 2 p.
al.am ip g h

D'après cela, lorsque pour une conique on donne le point a.
la tangente en ce point et les trois points b, c, d, on construit
ainsi le rayon de courbure pour le point a. On prend les points
de rencontre e, ƒ de la tangente en a et des droites cb, cd. Du
point e on mène la parallèle eg à ba et du point ƒ la paral-
lèle f g à ad. On abaisse sur'la normale en a la perpendicu-
laire gl : le cercle elf coupe en m la normale en a, et le seg-
ment am est double du rayon de courbure demandé.

On voit que si l'on lait varier le point c sur la conique :

Les cercles tels que elf passent par un même point, extré-
mité du segment am double du rayon de courbure.

Dans le cas particulier où la conique est utie hyperbole, et
les points b et d à l'infini, ce dernier résultat donne la pro-
priété qui fait l'objet de la question 1958.

La transformation par polaires réciproques delà relation (i),
en prenant pour cercle directeur le cercle osculateur de la
conique en a, donne (fig. 2) la relation suivante :

1 1 ^_ 2 / 1 1 \

' ab ad ~~ p \ tang fi tango/

qui permet de déterminer le rayon de courbure en un point a
d'une conique lorsque l'on connaît la tangente A en ce point
et les trois autres tangentes B, C, D.
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Dans la relation (2) les points b, d sont les points de ren-

contre de B, D avec A, et [3, y sont les angles sous lesquels on
voit du point a les côtés du quadrilatère circonscrit à la
conique, et «|ui sont des segments de B et de D.

Nous allons trouver que la construction de p, qui résulte de
la relation (2), est N^t à fait analogue à celle qui a été donnée
précédemment.

Par le point b menons la parallèle bg à la droite qui va de a
au point de rencontre de B et C, et du point d menons la

Fig. 2.

parallèle dg à la droite qui va de a au point de rencontre
de D et G.

La relation (2 ) peut s'écrire

bd 2 sin bgd 2 bd
ab.ad p sin abg singda p gdsingda

Abaissons du point g la perpendiculaire gl sur la normale
en a, et par les points &, /, d faisons passerun cercle. Il coupe
en n la normale en a.

La dernière égalité peut s'écrire

al.an
donc = P .

2

D'après cela, lorsque pour une conique on donne le pointa,
la tangente A en ce point et les trois tangentes B, G, D, on
construit ainsi le rayon de courbure pour le point a :

On prend les points b, d où A est coupé par B et D. Du
point b on mène la parallèle bg à la droite qui va de a au
point de rencontre de B et G, et du point d on mène la parai-
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Iele dg à la droite qui va de a au point de rencontre de D et
de G.

On abaisse du point g la perpendiculaire gl sur la normale
en a et par les points b, l, d on fait passer un cercle : il coupe
la normale en a au milieu du rayon de courbure relatif à
ce point.

Cette construction répond à la question 1960.

Si Ton fait varier la tangente C, elle montre : que les
cercles bld passent par un même point.

Dans le cas particulier où la conique est une parabole et la
droite G à l'infini, ce dernier résultat donne la propriété qui
fait l'objet de la question 1959.

Autres solutions des questions 1958 et 1959 par MM. LETIERCE,
BARISIEN et LAUREAUX.

1961.
( 1903 , p . 48 . )

Déterminer une expression du rapport des arcs infi-
niment petits, interceptés sur deux courbes données, par
des cercles infiniment voisins dont on connaît Vaxe radical.

(MANNHEIM.)

SOLUTION

Par M. CANON.

Appelons m, n les points de rencontre des deux courbes
données et d'un cercle G, et m^ n^ les points de rencontre de
ces mêmes courbes et du cercle Gl5 infiniment voisin de G. Par
les points n, m, mt faisons passer un cercle, il coupe Cj au
point n2: les droites mn, mi/i2 se coupent au point r sur l'axe
radical R qui est donné.

Appelons t le point de rencontre de mmx et de nnz et appli-
quons une formule connue, on a

mmi mr.mt _ mr
nn<i nr.nt nr

Désignons par p., v les angles que fait le cercle G avec
nnt. Le triangle nn\nt donne

nnt _ sin JJL

nn2 ~~ sinv
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Par suite

mr
mml __ sinjj.

nn
sinv

ou, en appelant mp, nq les perpendiculaires abaissées de m, n
sur R, il vient l'expression demandée

mp
sin a

~~ mq ~
sinv


