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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1903.

(1901, p. 47.)

Si l’on considére les courbes tracées sur une méme qua-
drique, le rapport anharmonique de quatre courbes quel-
conques, tangentes & une méme biguadratique, est constant
lorsque ces courbes appartiennent & un faisceau tel qu'elles
ne coupent la biquadratique gqu’en deux points variables.

(H. LEAUTE.)

SOLUTION
Par M. R. BRICARD.
Ce théoréme vésulte de la proposition suivante :

Soit f(u) une fonction elliptique du second ordre, con-
strutte sur les deux périodes 201, 2w,. St l’on désigne par
2k la somme des deux pdles de f(u), le rapport anharmo-
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nique des quatre quantités
Sk, flk+wy), flk+ws), fk+ wy),
W3 = — W;— Wy

est indépendant de la fonction f et a pour valeur

€1— €3
-
€1— €y

en posant, suivant l'usage,
pwy=é€y, pwe= €y, pwz = e3.

Autrement dit, ce rapport anharmonique est un invariant
absolu pour les fonctions elliptiques du second ordre, admet-
tant des périodes données.

Considérons, en effet, les deux fonctions elliptiques

S(w), p(u—k).

Elles admettent les mémes périodes 2wy, 2w,. Il existe donc
entre elles une relation algébrique, qui est nécessairement
Iméaire par rapport & chacune d’elles. Donnons-nous, en effet,
une valeur quelconque a; f(u) prendra cette valeur pour deux
arguments u; et uy liés par les relations

U+ Uy = 2k,

d’ott il résulte

pluy— k) =p(us— k).

Ainsi a une valeur de f(u) ne correspond qu’une valeur
de p(u— k). De méme.... Donc, etc.

Il résulte de la que w;, us, u;, u, étant quatre arguments
quelconques, le rapport anharmonique des quatre valeurs cor-
respondantes de f(u«) est égal a celui des quatre valeurs cor-
respondantes de p(u — k). Faisons, en particulier,

uy=k,

uy =k + wy,
u3=k+w27
u, = k+w3.
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On aura

SR = flhk+uwy) | fk)— flk +wy)
Sk w1) — f(hk+wy) " flh+w)— f(k+wy)
_ p(o) —pw,  p(o)—puwz e1—es
T pui—pw; " pw—pw;  e1—e;y
C. Q. F. D.

Cela posé, soient C la biquadratique considérée, 2w et 2w,
les périodes des fonctions elliptiques qui peuvent szrvir a la
représentation paramétrique de cette courbe, (F) un faisceau
de courbes algébriques tracées sur les quadriques, et dont cha-
cune ne rencontre G qu'en deux points. Chaque courbe de (F)
est déterminée par un paramétre A qui est connu lui-méme
rationnellement si 'on donne I'un des points de rencontre de
cette courbe avec C. Soit u le paramétre elliptique de ce point.
On aura

e f( wh,

S étant une certaine fonction elliptique. En vertu de I'hypo-
thése faite, f(u) ne peut prendre la méme valeur que pour
deux valeurs de u; c’est donc une fonction elliptique du second
ordre.

Soit 2.4 la somme des poles de cette fonction. Les arguments

de deux points de C situés sur une méme courbe (F) satisfont
a la relation
Uy —+ up = 2k + période.

Pour trouver les courbes (F) tangentes a G, on fera dans
gette égalité u; = u,. On voit ainsi qu'il existe quatre telles
courbes (F), et que les arguments des points de contact sont

k, k4+w, k4w, k-+ w;.

Le théoréme a démontrer est maintenant une conséquence
immédiate du lemme établi au début.

1918.

(1901, p. 336.)

Construire le point ot une normale & une parabole coupe
la développée de cette courbe, en dehors du point ou elle
est tangente a la développée. (M. p’OcAGNE.)
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SOLUTION
Par M. E. Duporcq.

On sait que les pieds de trois normales concourantes a une
parabole forment un triangle dont le centre de gravité est sur
I'axe. Soient donc M le pied d’une normale, A le point o elle
coupe la développée en dehors du centre de courbure en M,
enfin N le pied de la normale qui touche la développée en A.
Le point A peut étre considéré comme l'intersection de trois
normales, dont deux sont confondues et normales en N, la
troisiéme étant la normale en M. Par suite, le point N est de
I'autre coté que M par rapport a ’axe, et a une distance deux
fois moins grande. Il est donc facile a construire : on en déduit
la normale NA et le point A.

La construction inverse donnerait le centre de courbure A
relatif au point N.

Autres solutions de MM. BaRisiEN, BRocARD, LEZ et VALDES.

1921.

(1902, p 96)

Démontrer que pour tout nombre entier n on a l’iné-
galité
2.4.6...2n \2
S E—— >nw
1.3.5...2n —1

et que, lorsque n augmente indéfiniment, la différence des
deux termes de l'inégalité tend vers zéro.

(E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. G. MONNET.

La proposition énoncée se rattache directement aux pro-
priétés de l'intégrale classique

T

d(n) =f2 sin?(x) dx.



(146)

Rappelons, en effet, les formules

1.3.5...2n—1 =«
$(2n) = 2.4.6...2n 2

b

2.4.6...2n

“NN= —
b(2n+1) 1-3.5...0n+1"

et I'inégalité évidente
$Oon—1)>y(2n) > d(an +1).

Il viendra

nous obtiendrons les inégalités

< 2.4.6...2n ,>2>'”‘> an <I 2346

1.3.5...2n — 2n+1

qui démontrent la proposition.



