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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1952.

(1992, p 576 )
Trouver toutes les fractions rationnelles

o(x)

(=)



(1334)
Jouissant de la propriété que, si on les développe suivant
les puissances croissantes de x, les coefficients du dévelop-
pement solent égaur a s€ro, @ +1 ou @ —1.
(LAGUERRE.)

SOLUTION

Par M. E. Lavpavu.

Sans restreindre la généralité, on peut supposer que le déno-

minateur /() ne disparait pas pour x = o; car sile dévelop-
o(x) . . .

pement de ——= suivant les puissances croissantes de z ren-

S (&)

fermait des termes a exposants négatifs

olx) ag a, ay—y
(1) L= = = = + -2
J(x) a =1
on aurait
TS o(r)
——— =y — T+ a5+ ..,
J(x)
ot les coefficients sont les mémes que dans (1): on obtient donc
toutes les fractions rationnelles satisfaisant aux conditions du
probléme en ne cherchant que celles ol f(0) # o et en les divi-
<ant par une puissance quclconque 2 a exposant entier et 2 o.
On connait bien 'exemple de la progression géométrique
w(x) v

J(z) 1—=

=14+ +22. .. (Jx1 <),

appartenant aux fonctions cherchées; on en déduit successi-
vement ces autres fonctions qui ne sont guére plus générales :

o(x) 1

S(z)  1—ah

=1+ 2h+ 22— ..,

A désignant un entier positif quelconque,

o(x)  by+ byxr +... 4+ by 2t !
ek L

=(bo+ b1z ...+ biy2h1) (1 + 2h— 24, . )

=by+ b1x +...+ bp 21 byzh+ ...
+ bp_ 22k b2k 4
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ou by, by, ..., by désignent & nombres dont chacun égale
soit zéro, soit -1, soit — 1, enfin

L e(z)
S(=z)

=+ a1 xr +...

bo+byx ...+ b2kt

am
1— ok

“+ Qg x4

(2) = Qg+ AT ...
—+ @y MY bor{n_{,_ blzm+l+_ ..

—t bk»lxm+k—l 4 boxm+k+. ..

A= O M= 2k | .

ou m désigne un entier 21, &k un enlier Z1, et @y, dy, ..., @p_y,
by, by, ..., by des nombres quelconques égaux a zéro, a -+
oua-—i.

Je dis maintenant que, inversement, toute série

[ o(z)

(3) S(z)

= Qg+ X + AT+ Ay X+

(@n=0,~+1,—1),

si elle représente unc fonction rationnelle, est contenue dans
le type (2) et peut, par conséquent, étre mise sous la forme
:P(‘T) G i
" =G(x)+ H(x) ——
S = G
G(z) et H(x) désignant des polynomes de degrés m —
et k —1 respectivement.

En effet, soient, dans (3), p le degré de o (), r celui de f(2);
P'on sait que les coefficients a, satisfont, pour tout nombre v
supérieur ou égal au plus grand <~ des deux nombreso et p—r—+1,
a une formule de récurrence

(4) Ayip = Y1 Qyip—1 + Y2 Ay p—a o oo Y tly,

ol vy, ..., vy, sont des constantes. On en conclut que, par une
succession de r coefficients ay, @yi1, ..., @yrr—q, le coefficient
suivant ay,, est complétement déterminé, quel que soit le
rang v ou cette suite commence, v étant 2 t.

Je considére maintenant les 37 -+ r nombres

Ay Aty +oey  Ar434p—1;
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ils renferment 37+ 1 systémes de r coefficients successifs
(5) Ayy Ay, ceey Ayip—qy

savoir pour v =%, T—+1, ..., = -+ 37. Chaque a, ne pouvant
avoir, par hypothése, que trois valeurs distinctes, un systéme
de r coefficients ne peut étre formé que du nombre fini
de 37 maniéres différentes; parmi les 37+ 1 systémes (5), il
faut donc qu'il y en ait au moins deux qui soient égaux terme
a terme; il existe donc deux nombres m et A (m2=z, A21)
tels que

A = Aty A1 = Apth+ 15 cees A psr—1 = Amfi+r—1-
En vertu de (4), on en déduit successivement
Amsr = Am +h+r Ay r+1 = At k4141

en un mot,
a; = Ay,
pour
h=v (modi), hzm, v m.

A partir de I'indice m, les coefficients se répétent donce pério-
diquement de & en A; en posant

anp = by, Ay = by, e Amh—1 =y 1.
on obtient

¢(x)
Sir)

= Qg+ a,r+...
4 Ao @M 4 by o4 byamt
= Oj—yaxm+h -t bypmh

—+ bA_lT"’+2]‘_l 4 boTNH-‘ZA —-+..

ce qui coincide bien avec (2).
La solution générale du probléme proposé est donc
¢ () 1 am
IV = —(G(x)+H(x)- — szo,m_1,AhZ1
= m(e@en@) ) zeminiz,
ou G(r)et H(x) désignent des polynomes de degrés m —1
et A —1 respectivement, dont les coe/fivients sont tous égaux
a zéro, 4 +1 ou a —1. .



