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[I5a]
CORRESPONDANCE (1, 1) ENTRE LES DEUX DECOMPOSITIONS
N=AxB ET N=P*+ Q®;

Par M. G. FONTENE.

§ I. — D&comPosITION D'UN NOMBRE EN UN PRODUIT
DE DEUX FACTEURS.

1. Soit
N =axbBey...,

les facteurs a, b, ¢, ... élant premiers. Le nombre des
décompositions de N en un produit de deux facteurs
est

(a+1)(§3+1)(*{+1)...,

si N n’est pas carré parfait; lorsque N est un carré, le
nombre des décompositions est

(x40 (B +D)(y+1)...—1
2

+1

ou
(a+-D)@B+D(y+1 .1
2

2. Le nombre des décompositions de N en un pro-
duit de deux facleurs premiers entre eux est égal an
nombre des décompositions de abc... en un produit
de deux facteurs, soit

k-1
7
en appelant k& le nombre des facteurs premiers dis-
tincts. Les facteurs en question sont d’ailleurs les
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termes du produit

(1+a®) (1+ 6B) (1+cY)...,
c’est-a-dire les termes du polynome

1+ (a%4-bB+4...) + (a®bB4-...) +(a%bBeY4...) +...,

chaque facteur s’associant avec un autre pour donner le
produit N. On suppose N différent de 1.

3. Soit N= A ><B, A et B ayant A pour plus grand

commun diviseur; on a

N = A2abd,

a et b étant premiers entre eux. Les décompositions
de N en un produit de deux facteurs ayant A comme
plus grand commun diviseur, correspondent donc aux
décompositions du quotient N : A? en deux facteurs
premicrs entre eux.

4. On peut classer les décompositions de N en un
produit de deux facteurs d’aprés le plus grand commun
diviseur A de ces facteurs : il faudra prendre pour A2
tous les diviseurs carrés de N. Soit

N=a*bB...res5...,

les exposants a, 3, ... étant impairs, les exposants p,
¢, ... €lant pairs; soit k le nombre des facteurs
premiers distincts. Les diviseurs carrés A? sont les
termes du produit
(1+ a2+ a*+...+ a*1)
X (14 b2+ b4 ~+. ..+ b31)

X (U412 k. 4 rf 24 1P)
X (14 82 4+ s% +...+ 592+ 57
XKoo eretennninnnnenn Ceeeeeeas
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Dans les premiers facteurs, le nombre des termes est
akr B
2 2
tant & part le dernier terme, le nombre des termes est

» +++; dans les derniers facteurs, en comp-

G . .. Lo
% Rk Pl o PRREP Si, pour former un diviseur carré A2,

on n’emploie, comme facteur, aucun des termes r?,

5% ..., ou lexposant est celui qui entre dans N, le quo-
. N . . —

tient 47 a des facteurs premiers distincts en nombre £,

et donne des décompositions cn nombre 2%~'; pour
chaque facteur r¢, %, ... introduit dans A2, le nombre

. .. . N .. .
des facteurs premiers distincts du quotient = diminue
d’une unité, et le nombre des décompositions, au lieu

— _ 1 I
d’étre 2571, est seulement alors 2F~1>< ~ > = ><. ...

On trouve ainsi que le nombre total des décompositions
de N est

e () (52 () )

les derniers facteurs, s’il y en a trois, par exemple, ont
pour produit

N o
~ila
| a

1 pa ( ° 1
+ =P L,
2 2 2 1 2 8

ce qui rend compte de la formule. On a donc

n:(“+')<B+])"'(‘°+I)(°+‘)‘”.

2

Toutefois, si le nombre N est un carré, quand on

N f . 1
prend =0 le calcul précédent donne 2"“><57

1 . . .
ou — comme nombre des solutions, au lieu de 1 qui est

le nombre exact; le nombre total des décompositions est
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donc, pour ce cas exceptionnel,

_e+(e+n...+1
- 2

n

On retrouve bien le résultat indiqué au n° 1.

§ II. — D#comMPOSITION D'UN NOMBRE EN UNE SOMME
DE DEUX CARRES.

5. On appelle entiers imaginaires de Gauss les
nombres de la forme x + )i, z et y étant entiers; ces
entiers imaginaires ont les mémes lois de divisibilité
que les entiers ordinaires.

Sont premiers absolus dans le domaine considéré :

1° Les nombres premiers réels de la forme 47 — 13

2° Le nombre 1 + ¢ dont la norme est égale a 2;

3° Les nombres x + yi, dont les normes sont les
nombres premiers ordinaires de la forme 4% —+ 1.

6. La norme d’un nombre du domaine peut s’écrire

N=P2xo2’x(a+ai)*(a—a'i)*x...,

P étant un produit de facteurs premiers de la forme
4h —1, les facteurs a +d'i, ... étant premiers, ou
encore

N=P2x2rxA2x Bix...,

les nombres premiers A, B, ... étant de la forme
4h+1.
Quand on cherche les solutions de 'équation

X2+ Y2=N,
si 1'on fait
p=2p+= (m=o0 ou 1),

il faudra prendre

X =P x 2F' < z, Y=Px2xy,
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de sorte que 1’on est ramené a résoudre
+y2=N=A*BB...x1 ou 2.

En ce qui concerne la présence du facteur 2, si I'on

pose
N"=A%BS...,
et si l'on a

N'= 22+ y2= (z + yi) (z — yi),
on aura
2N'=(x+yi)(1+ 1) X (x —yi) (1—1)
=@ =)+ (z+y)
a cause de
1—i=(+1)xX—1 I+i=(1—1{)i,
on aura le méme résultat en écrivant
oN'=(z+yi) (1 — 1) X (x — yi) (1 +1i);

il y a donc autant de décomposition du nombre 2N"
que du nombre N’, et il suffit de considérer I’équation
a?+yt= N"= ABB. . ..

7. Chacun des nombres premiers A, B, ... est d'une
seule fagon, somme de deux carrés; soit

N = (at+ a'?)® (b2+ b'2)B (c2+ c?)Y;

on suppose a, a', ... positifs. Il sera entendu que
V'on a fixé, arbitrairement d’ailleurs, 'ordre des deux
carrés qui composent chaque facteur, et I'on s’interdira
de modifier cet ordre; on doit, en effet, dans ce qui
suit, remplacer a?+ a'? par (a + a'i) (a — a'i), et faire

joucer des roles différents aux deux facteurs de ce pro-
duit; or, si on prenait a2+ a*, on aurait

(a'+ ai) (a'+ ai),
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ce qui équivaudrait a échanger les réles des deux fac-
teurs.

Soit une décomposition du nombre N” en un produit
de deux facteurs; en désignant par A le plus grand
commun diviseur des deux facteurs, on peut écrire, par
exemple,

N'= A(a?+ a'2)» (b2 b)) < A(c?+ 2 ).
Ecrivons alors, d’apreés une loi facile & saisir :

N'= A(a+ad i (b+biy(c—ci)
X A(a— @ i (b— i) (c + ¢ i)Y

nous aurons
N'=A(p+qi) < A(p—qi)=(Ap)2+ (Ag)2=P2+ Q2,

les deux nombres P et Q ayant A pour plus grand com-
mun diviseur.

On a ainsi établi, entre les décompositions du
nombre N en produit de deux facteurs et les décom-
positions de ce nombre en somme de deux carrés,
une correspondance (1,1), dépendant a la vérité de la
facon dont on a fixé 'ordre des deux carrés, dans chacun
des facteurs premiers a®—+- a'?, ..., mais bien déter-
minée des que cet ordre est fixé. Et cette correspon-
dance est telle que le plus grand commun diviseur des
deux facteurs qui forment le produit N” est aussi celut
des deux nombres P et Q, dont les carrés ont pour
somme N”.

8. Pour A =1, on a les décompositions propres de N”.
Si l'on se donne A, A2 étant un diviseur de N” (12 com-
pris, N compris s’il y a lieu), on veut avoir

.
A’
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p et ¢ premiers entre eux, c’est-a-dire que I'on a a cher-
. - N

cher les décompositions du nombre 3 Ce classement

des solutions d’aprés A correspond au classement ana-
logue des solutions du probléme considéré tout d’abord.

9. Le nombre total des décompositions du nombre N”
en somme de deux carrés est égal, d’aprés ce qui pré-
céde, au nombre des décompositions du méme nombre
en un produit de deux facteurs, soit

(0 +D(B=+-n)(yv+1)...
2

b

si N” n’est pas un carré, ct

(2= (g~ (y=+1)...+1
2

)

si N” est un carré, en acceptant la décomposition
N'= (yN7)* =+ 02,

Ces formules ont été données par Gauss. Lejeune-
Dirichlet a donné, je crois, une autre forme au résultat,
cen considérant directement le nombre N. Jignore si la
correspondance établic ici a déja été observée.

En supposant N” différent de 1, le nombre des décom-
positiens propres est 25~! & étant le nombre des facteurs
premiers distinets A, B, ...; par N =1, on aladécom-
position 1 =12+ o*. Le nombre des décompositions
impropres, avec une valeur donnée de A, s’obtient d'une

"

. Y N
maniére analogue, en considérant Az’ ete.

10. Voici un exemple de calcul numérique. Soit

trouvé
M= P? + q‘;' H
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on a
Srtt=(p+qi) (p—qt) (2+10)(2—1)
=[p—q)+(p+29)i]x...
=(2p—g)+(p+29)
En partant de 5 = 22412, on obtient les décompo-
sitions propres des puissances successives de 5, soit

22412, 324 42, 224112, (—7)2+24%, ...;

en ayant soin de garder le signe —, on aura ensuite

(— 38)1+ (41)2.



