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[D6e; H5ix]
EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES OBTENUES
POUR LE PRODUIT DE DEUX FONCTIONS CYLINDRIQUES;

Par M. NIELS NIELSEN, a Copenhague.

Les Traités de M. C. Neumann (') et de feu M. E.
Lommel (2) marquent le point tournant de 'histoire
des fonctions cylindriques (souvent dites besséliennes)
en donmant, pour la premicre fois, un apergu systéma-
tique de la théorie de telles fonctions. Clest pourquoi
un Mémoire sur cette matiére, publié avant les deux
petits livees susdits, présente un intérét spécial pour
celui qui étadie profondément les fonctions cylindriques.

En particulier,le Mémoire que feu M. Ernst Meissel (?)
a publi¢ en 1862 dans le programme de U Lcole pro=
Jessionnelle a Iserlohn présente un tel intérét a cause
des résultats essenticls qu'il contient. En cffet, abstrac-
tion faite d’un grand nombre d'intégrales définies nou-
velles et trés intéressantes, ce Mémoire introduit, pour
la premicre fois, la fonction cylindrique de deuxi¢me
espéce et de paramétre zéro, savoir la fonction YO (x).
En outre on y trouvera une équation dillérentielle
lindaire ct de troisi¢me ordre pour laquelle les trois
fonctions

[Ie(2)]z, Jo(z) Yo(x), [Y(a)]?

(') Theorie der Bessel’schen Functionen. Leipzig, 1867,

(?) Studien itber die Bessel’schen Functionen. Leipzig, 1808.

(%) Ce géometre, caleulateur ¢minent (¢léve de Jacobi, du reste),
a claboré, on le sait, des Tables numériques diverses sur les fonc-
tions eylindriques, ¢ qui sont les plus completes que Fon posscde
aujourd’hui.
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constituent un systéme fondamental des intégrales.
D’aprés ce que je sais, Meissel est le senl autenr qui ait
remarqué une telle propriété des fonctions cylindriques;
cependant, son Mémoire inléressant est resté inapercu,
comme le montre une autre publication (*) du méme
auteur.

Les recherches présentes sont destinées a généraliser
Péquation différentielle de Meissel en démontrant que
le produit de¢ deux fonctions cylindriques de méme
argument, mais de paramétres quelconques, satisfait
toujours & une équation différenticlle linéaire du qua-
triéme ordre. Dans le cas particulier ou les deux para-
méties sont égaux, ou de méme signe, ou de signe
contraire, l'ordre de I'équation susdite peut étre abaissé
d’une unité.

Ces résuliats sont produits en obtenant, a I'aide des
formules fondamentales des fonctions cylindriques, cer-
tains cas particuliers des équations différentielles en
question. La forme de ces équations ainsi trouvée, le
cas le plus général peut étre traité facilement.

Il est digne de remarquer ici que nos équations diflé-
renticlles nous donnent une propriéié nouvelle et inté-
ressante des séries neumanniennes et kapteyniennes de
deuxiéme espéce analogue a celle qu’on connait pour les
mémes séries de premiére espéce.

I — SUR QUELQUES FORMULES FONDAMENTALES CONTENANT
LES FONCTIONS CYLINDRIQUES.

Avant de commencer nos recherches particuliéres il
nous scmble utile de dire quelques mots sur ce que
nous cntendons par une Sonction c_}*l[/zdri//ue gc’né-

(") Jahresbericht ber die Ober-Realschule in Kiel. 18go; p. 1, 2,
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rale, C*(x), de Uargument x et du paramétre w; uane
telle fonction représente la solution la plus générale des
deux ¢quations fonctionnelles

(1) Ce—1(z)— Cp+i(z)=2D,C¥(x),

(1a) Co—1(z) + Co+i(z) = L"fc;»(z),

et peut étre représentée sous la forme
(15) Co(z)=a(pn)I¥(z)+b(w)Y¢(x),

ou a(p.), b(pn) sont deux fonctions de . assujettics a
Ja condition d’étre inaltérées si nous posons p +1 au
icu de v, mais sont au reste complétement arbitraires.
] le p., t t plét t arbit

Je(x) e x) désignent les fonctions cylindriques de
Je tYe désignent les fonct ylindriq 1
premiére ct de deuxiéme espéce, savoir

)\ p+2s
S= oo (_])v<;>
()= ST s 1)
$=0

Yp(.’l‘) =

Sil]T:}.LTC [cospm Jr(a) — J-(2)];

dans le cas particulier ou w est entier, expression
de Y*(xr) se présente sous forme indéterminée, c’est-
a-dire qu'il faut prendre la vraie valeur de cette
expression.

Les formules (1), (1,) montrent que la fonction géné-
rale Ct(x) doit satisfaire & I'équation bessélienne de
paramctre p, savoir

2

(2) y"—‘.—ly’—i— <1————>y::(),

x?

Remarquons encore que la régle de Cauchy, pour la
multiplication de deux séries infinics, donnera immé-
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diatement la formule

s w (_’)s(;i'fv - ~).s>

s

v . 2\ prv+2s
(3) (@) (T)_E1‘(gz+s+|)l‘(v+s+1)<'?> ’
s=0

d’our, a I'aide de 'intégrale bien connue

;‘_ [ (cosg)” cos(pe) do

n!

- /o S —u
24— 4-1 ) I'{ ——— 4
2 2

oa n désigne un entier non négatif, nous déduirons

’

cette autre formule

w1

n+p n- s

(5 J 2 ()] 2 (x) =7—; [ In(ax coss)cos(pe) do,
A

(ui est essentielle dans les recherches qui nous occupent

ici. Supposons dans (5) n pair et u. = o; nous retrou-

vons unc formule due a M. C. Neumann (!), tandis

t n— L

n—+u
que les formules obtenues en supposant —— >

égaux a deux nombres entiers apparticnnent a Schlafli ().
En remarquant maintenant que la fonction J?(2x cos®)
salisfait a ’équation différenticlle

J3 , Y n?
— = "COS‘@—_-Q S =0,

023
S—
x

8~
&l

I~

(') Theorie der Bessel’schen Functionen, p. 50. Leipzig, 1865,
(*) Mathematische Annalen. t. 11, 1851, p. 13q.
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celte autre ¢quation

Or, le sccond membre de (2) peut étre mis, a I'aide
de (4), sous la forme

s n-+2s xr\ s
=Y —_ n ol
N (=1 < s >(‘)> (n4+92s+2)(n-+9s—+1)

-4
. n -1 n—nm n—+ 28— 2)— p
s:ol<s+1+ )‘>1‘<s+1+——4> (n+ ro
P ‘2

Appliquons ensuite a cette expression 'identité

12: I T pHt 1

a(a—
3 Py 1 ’
a?— 112 R [ 2 a —+ [

I’équation (=) peut s’éerire sous cette forme nouvelle

Ve Ly (4= 2
e 23)7

=a(u+1nut(r)—2(p—1)uk(r),

)

ot I'on a posé, pour abréger,

() ()
Y s % T

ud () = — — - - >
o= < ——;;) N4 28+ 12— 1

: n
s:(,l‘(s—i—l—f- )l‘ S+ 14—
\ 2 2

¥y =

de facon que nous aurons immédiatement

!\ 2= U —p N n—u
) D,[(-t) ‘”w-(@]:i(%)l ey T ().

< , . 9. z\ 2t
Cela posé, multiplions par (= les deux membres
> L | 5

de (2) ct difléventions par rapport a x, nous obtien-



drons, cn vertu de (v),

3—nu I — n2—p?
]Ill+ T‘)I+<4+ = Z >yl

x?

R . "
(3) ‘ +<'_x*_“+r u>y

a3

/£
— .3 —p
= xy.(p.—b—l)u v(a),

ce qui dounera, dans le cas particulier u. = o, pour la
n 2

fonction [J’ (x)] , cette équation différentielle de troi-

si¢me ordre

I—n=

(6) .y"’~i~—j;y”+( >y+ y=o.

Posons encore dans cette formule 2 == o ; nous retrou-
vons ’équation trouvée par Meissel.

Dans le cas général, la formule déduite de (3) eny
posant — w au licu de¢ w donncra aisément, en vertu
de (), cette équation du quatriéme ordre pour la fonce-

n+t n—t

tionJ 2 ()3 * (x)
1™ 6 " 7’ 7'h n— 11.2 ”
Yo+ ;,)’ -+ <l -+ —x—_,—>}

- 16 r—nt—p? i 8 a2l —
z 3 ‘e T T )T

et ¢’est Ia le résuliat particulier que nous nous propo-

(7) ’

sions de démontrer.

II. — EquaTioNs DIFFERENTIELLES OBTENUES POUR LE
PRODUIT DE DEUX FONCTIONS CYLINDRIQUES QUEL-
CONQUES.

L’équation différentielle (7) que nous venons d’ob-
tenir nous conduira naturellement a chercher, pour la
Ann. de Mathémat., ¢ scérie, t. IL, (Septembre 19o2.) 26
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fonction J¥(x)J¥(x), une équation de cette forme
s ,\+ _‘é "’+ Ve + i v
Y x}’ 1+ 5 Y
’ 16+b>,,+(8+_c_ —o
+<’; ) T \mT )T

dont les coefficients a, &, ¢ doivent étre indépendants

(a)

de x. Pour déterminer ces coefficients inconnus, por-

tons dans (a) la série (3) obtenue pour y et cherchons

z-) BH+V+25—y

le cocfficient de la puissance (; ; nous obtien-

drons, par un calcul simple,

w(w—1)(w—2)(w+3)+aw(w—1I1)+bw+c

8) = [wr— (g4 )] [w2— (g —v)?],

ou l'on a posé, pour abréger, w =+ v+ 2s. Or,
I’équation ({3) doit étre satisfaite par une infinité de
valeurs de w; c’est-a-dire qu’elle doit se réduire a une
identité formelle, ce qui nous permettra de déterminer
d’une seule facon les coefficients susdits, ¢t nous obtien-
drons par la I’équation cherchée, savoir :

7—2pt—2v
L

‘) " 4
\_r +;‘}/ +<’+ £?
16 T—op?—ovy?
8 / — _— !
(8) +—<x+ P )y
8 (p2—v?) )
‘ +<}—2‘+—“T—s—~)}/:0,

car la forme méme de (3) montre que le coefficient

,

. )\ pHv—t .
Ob'.(fllll P()lll' ]a PUISSHHCC (;) dans ]O premlcr

membre de (8) doit s’évanouir de sorte que (8) de-
viendra homogéne.

On verra que notre équation (8) ne contient que
des carrés de w et de v, de facon que les signes de ces
deux paramétres peuvent étre choisis d'une maniere
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complétement arbitraire, ¢’est-a-dire que le produit de
deux fonctions cylindriques quelconques del'argument x
et des paramétres p et v doit satisfaire a cette équa-
tion (8). De méme, I'intégrale compléte de notre équa-
tion susdite peut étre représentée géndralement sous
cette forme

{y=Alu(x)(z)+ Blv(z) Y ()

(9) i 4+ CYe(z) IV (x) 4+ D Yo () Y (a),

ou A, B, C; D désignent quatre fonctions arbitraires
de p et de v.

Cela posé, nous venons de démontrer cette proposi-
tion remarquable ct inconnue d’aprés ce que je sais :

Désignons par By, B, deux intégrales quelcongues
des équations besséliennes des paramétres p. et v; le
produit B, B, satisfait a U'équation différentielle (8).
Le produit des intégrales complétes des deux équa-
tions besséliennes donnera généralement l'intégrale

compleéte de (8).

La définition méme de la fouction cylindrique de
deuxiéme espéce Y montre que, dans le cas v==zty,
les quatre intégrales que nous venons d’obtenir ne
constituent pas un systéme fondamental, car elles ne
représentent que trois fonctions indépendantes. Pour
trouver, dans ce cas, une quatricme intégrale particu-
licre, on peut appliquer une méthode entiérement ana-
logue 4 celle qui nous a donné la fonction Y*(x),
w entier. En eflet, il est évident que la fonction

™

STy | TSR (i T ) I (@) Y (2) = (@) Vb (o)

est toujours unc intégrale de (8), de sorte que nous
navons que, dans nos cas particuliers, a chercher la



( 404 )

vraie valeur de cette expression indéterminée pour
p- === v. Pourvu que u soit ¢gal a un entier, I'intégrale
nouvelle ainsi obtenue peut étre exprimée sous forme
finie a I’aide des fonctions cylindriques et des fonctions
élémentaires, comme je I'ai démontré récemment (*).

Il est évident que, si un scul des produits figurant
dans le sccond membre de (g) est solution d'une équa-
tion de la forme (8), il en scra de méme pour les trois
autres : c’est-a-dire qu’il sera inutile de chercher géné-
ralement une équation de la méme forme, mais d’un
ordre inférieur, a laquelle un tel produit doive satisfaire.
Or, dans le cas particulier p. === v, les produits susdits
ne donnent que trois fonctions indépendantes, de sorte
que I’équation particuliére (G) nous suggére naturelle-
ment l'idée de chercher une équation différentielle de
celte forme

b 8

nr a , ’ L, C
("[) Y +;‘)’ +<a+;§>‘}’-r<;—r;>‘}/:(),

auxquelles ces trois produits doivent salisfaire. Por-
tons maintenant dans (y) les séries obtenues pour
Ju () J**(2); nous aurons a déterminer les cocllicients
inconnus a Paide de I'identité
() (v —1)[w(w—1)(w—2)+aw(w—1)+ 0w+ c]

o

=uw(w?— jp?)|a(w—2)+ 3]

ou l'on a posé respectivement w = 4+ v + 25, 0 = 25.
Cela posé, nous verrons que nos deux fonctions doivent
satisfaire a cette équation lincaire du troisiéme ordre

3 I— 4 u?
(10) - %_y”—%— (’;++>y’+~%y=o,

(") Annali di Vatematica, 3¢ <érie, t. V, 1gor, p. 365.



( 405)

généralisation de (2) qui a pour intégrale compléte
(1y y=AUs(@)P+Blr(x)Ye(z)+ C[Yr(2)]?,

ou A, B, C désignent trois fonctions arbitraires de p.
Cherchons maintenant les déterminants fonclion-

nels A,y Ay de nos systémes fondamentaux (g), (11);

calculons d’abord A,. La méthode générale donuera

AI, = CZ‘_G,

C désignant une quantité indépendante de s pour dé-
terminer cette constante il suffit de regarder le déter-
minant déduit de A, ¢n y remplacant chacune des fonc-
tions transcendantes qui y figurent par le premicer terme
des séries infinies correspondantes. Supprimant encore
le factenr commun a7 et posant x = o, on obtiendra

2\
9 2
(12) A, = (p2- \,_)< ,

résultat qui s’accorde bien avec les remarques faites sur
les quatre intégrales (9). Le méme procédé donnera
encore

. 2\3
(13) Ay = (-) .

N

Remarquons qu’un calcul direet montrera que les
formules (12), (13) ne sont autre chose que des consé-
quences immédiates de cette équation fondamentale due
a Lommel (')
N . ‘v z
(2) JU-(.T)\!L“(.E)—-JV-“(.L‘,\P'(.L‘):—;

el de celle obtenue en posant v au licu de . Cela posé,

(") Mathematische Annalen. t. IV, 1851, p. 108,
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il est évident que les équations différentielles linéaires
dont les intégrales complétes sontles fonctions (g), (11)
peuvent étre déduites aussi, a I'aide de (a), par les mé-
thodes générales classiques dans la théorie des équations
différcnticlles linéaires (). Ces remarques faites, on
comprend le droit de P’assertion suivante :

Lesproduits de n fonctions cylindriques quelcongues
de Uargument x et des parametres quelconques satis-
Sait ¢ une équation différentielle linéaire de I’ ordre 27
généralement dont les coefficients sont des polynomes
entiers de x du degré 2" au plus.

En outre, il est évident que les intégrales des équa-
tions dillérenticlles plus générales de la classe fuchsienne
possédent une propriété analogue. Néanmoins, je me
suis borné a regarder ici seulement les produits de deux
intégrales des équations besséliennes, c’est-a-dive les
produits de deux fonctions cylindriques, parce que de
tels produits jouent, comme fonctions de développe-
ment, un role aussi fondamental que les fonctions
cylindriques elles-mémes. En cffet, a chacun des déve-
loppements d’une fonction sclon les fonctions cylin-
driques trouvés par MM. Fourier, Schlomilch, Neumann
ct Kapteyn correspond un développement analogue de
la méwme fonction selon les produits susdits.

La démonstration rigourcuse de cette assertion peut
éure effectuée; je le démontrerai bientdt dans un autre
travail, en généralisant ¢t en rendant tranchante la
méthode particuliére que J'ai appliquée récemment
dans mes recherches sur les séries neumanniennes et
kapteynicnnes, ¢’est-a-dive en appliquant cette identité

(') Voir, par exemple @ Lo Heverer, Einleitung in die Theorice
der linearen Differentialgleichungen. p. 50, 145. Leipzaig, 18y].
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générale

™

2 a2
r [ f S(zcososinay) cos(py)sina Y(langd )+ do dy = f(z)— f(o),
Joo Vo

A

dont le cas particulier : f(x) holomorphe aux environs
de zéro, se présente dans mes recherches susdites (*).

III. — THtOREME SUR LES SERIES FONDAMENTALES
NEUMANNIENNES ET KAPTEYNIENNES DE DEUXIEME
ESPECE.

Regardons ici les séries neumanniennes valables

pourvu que (y¥) > (x):

() ]’lfl‘: <§>P~ 2 e Qwn () Jutn (),
n==0
B4+v, o
(p) )/_1_1-2 <§.> ’ ZEnUP‘V"‘(}’)J}*"'(z‘)jv+/l(m)’
n=0

ol gg=1,s,=2, 2> o0 etoulon a posé généralement

<n N
:'-’l'<“+n-—[)+l>]‘<l—;n—p+l>

. v 42on p)

l,y,v,n()/)z 2
4 p+=v+2n—2p
f’:
B
2 +n P 2\ n—2p+1
= = N
P Y

.

Les séries (o), (3) sont fondamentales dans la théorie
des séries neumanniennes de premiére et de deuxiéme
espéce parce que l'on peut, a l'aide de ces séries et cn

. 3. ’ Al o
appliquant I'intégrale de Cauchy, trouver une séric
neumannienne quelconque.

1) Annales de I’Ecole Normale. 3 série, t \VILL, 1901, p 65
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I1 est bien connu que la fonction O%: (), polynome

. T , . L ’ . .
entier de)—, de degré n + 1, satisfait a une équation dif-

férentielle ct non homogéne de deuxiéme ordre, mais

trés analogue 4 celle connue pour Ji+2(x). En outre,

J'ai démontré, dans mes recherches susdites ('), que la
fonction rationnelle Ux=#:7( ) satisfait aussi & une
équation différentielle linéaire et homogéne de qua-

triéme ordre trés analogue 4 (7). En somme, ces pro-
7 s I}

priétés nous conduisent naturellement a chercher pour

la fonction rationnelle U¥-¥»#* une équation de cette forme

(13) %

Y
B (X dN
<;.;‘—3>yT<FT;‘>ywAIL(T).

Un simple calcul montrera queles coeflicients inconnus

de celle

équation peuvent ¢tre déterminés a l'aide de

ces deux identités ¢

4 ((o+ “—_}_l> <m+ “_:"-FI) =a2(w+2)(w+3)—B(w-+2)+7,

w(w+1)(w+2)(w+3)—aw(o+1)(0+2)+dbw(w-+1)—cw+d
=(w+eg+N)(w+v+1n)(w+p+v+n—1) (w0 —n—i),

ce qui dounera

(134) ¢ B

:4»
=106 — 4 A (e —+v),

8—06(p+v)+ (n-4v);

=06—2(p+v),

=5—n?—p +(n+v)(r+v-+n—6),
wW(3—p—v)+n+1)(p4+v+1)(p+v+nr—1),
=—(p+1)+1)(n+1)(p+v+n-+1).

I

el p.e s
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La derniére de nos identités montre encore que le
coefficient de =7~ % s’évanouit, tandis que les coeffi-
cients 73 ou de x~* déterminent la fonction A,(x)
comme voici :

L+ [+ A
A?u+1(x>=_“‘—l f; <"—‘—’I Py +2n+1)

S 4n
\ A
XI,<(L+3>F<I+3> n (g>’
2 2 n x

expressions qui montrent immédiatement que 'équa-

tion (13) deviendra homogéne si nous supposons
4+ v=o0. Dans lautre cas particulicr = y¢ nous
obtiendrons, par la méthode habituclle, cette équation
analogue a (10) :

" — 2] " -n‘l_,—' —n—d !
A (g =),
(1) ¢

8—fun  (n+D(n—1+ W) (1+p

ou l’on a posé, pour abréger,

Con r2<§+l) v n 2\ 2
(150)  Agn(x) = ! (H: >(l~”)<;‘>,

2 ®+n
1,2<p.+3>
, _ pte2n—1 2 pn-r\ /23
(140)  Asna(z) =—p 2 w4+ n 1 ( n )<1'>

Dans le cas particulier ». = o, I'équation (14) se pré-
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sente sous cette forme é]éganlc :

TN DV RN Sk AR,
Y ;.}/ 4+ x? Y

(|5) j(‘os? nw

8 nz— 2
-+ ; -+ 73 Y = —"_}“_{.“’
analogue & (6). Supposons n pair; notre fonction y

deviendra identique a celle de M. C. Neumann.
Les résultats ainsi obtenus montrent clairement une

nouvelle analogie parfaite entre les séries neuman-
niennes de premiére et de deuxiéme espéce, analogie
qui peut &tre démontrée, en vertu des formules (16)
ct (17) dans mes recherches susdites, aussi pour les
séries kapteyniennes.

Remarquons encore que le polynome de Lommel (')

<p+t

-2
n—s)l fu+n—s\ /212
koot = 3 (= (R ) (3)7

$-=0

qui joue un role fondamental dans la théorie des fonc-
tions cylindriques, satisfait aussi & une équation diffé-
rentielle linéaire et homogeéne de quatriéme ordre com-
plétement analoguea (7) eta(13) pourvu que p+v=o.
Cette équation est due 4 M. Hurwitz (2); elle peut étre
démontrée aisément a I'aide des propriétés fondamen-
tales du polynome R, comme je I'ai fait voir récem-
ment (3). Du reste notre équation peut étre déduite
aussi directement en suivant la méthode habituellement
appliquée dans les pages précédentes.

(') Mathematische Annalen, t. 1V, p. 108, 112-116. Voir aussi les
Mémoires publics par MM. Craf ct Crelier et par moi dans les
Annali di Matematica, »° série, t. XXIII et XXIV; 3¢ série, t. V.

(*) Mathematische Annalen, t. XXXIII, 1889, p. 251.

(%) Annali di Matematica.



