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[06]
ETUDE SUR LES PSEUDO-SURFACES, EN GENERAL, ET

SUR UN EXEMPLE PARTICULIER DE PSEUDO-SUR-
FACES MINIVA;

Par M. v'aBBE ISSALY.

L’exemple auquel T'éiude générale que nous avons
en vue doit, en quelque sorte, servir de cadre est celui
d’un pseudo-hélicoide gauche, trés voisin de I'hélicorde
a plan directeur ordinaire.

Bien qu’un pareil licu ne puisse pas étre représenté,
ala mani¢re des surfaces, par une équation en termes
Sinis, il peut I'étre toutefois, analytiquement, par trois
¢quations différentielles simultanées, et géoméirique-
ment, par les réseaux, tous réels et intégrables, de ses
lignes de courbure, de ses lignes asymptotiques, géodé-
siques, etc.

Comume il sera prouvé, notamment, que les premiéres
de ces lignes sont obliques entre elles, tandis que les
secondes sont vectangulaires, nous pouvons en conclure
(cu égard a nos recherches antérieures) que le nouveaun
licu est une pseudo-surface, d’abord, et, plus stricte-
ment, une psendo-surface minima.
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Allant plus loin, nous ferons voir que, dans le sens
habituel du mot, notre pseudo-hélicoide est rigoureuse-
ment applicable sur une alysséide qu’on aurait déformée
en altérant (comme pour lui, du reste) la loi de varia-
tion infinitésimale de ses rayons vecteurs, sans cepen-
dant nuirve en rien, chose possible, a P'orthogonalité
initiale de ses lignes de courbure.

Mais, pour traiter avec plein suceés un sujet si inu-
sité, il nous parait opportun d’en faire comme le centre
de out un ensemble de formules exclusivement em-
pruntées a ce ue, par extension, on peut nommer la
théorie des pseudo-surfaces ().

1.

DEFINITIONS ET FORMULES RELATIVES A LA THEORIE
DES PSEUDO-SURFACES.

Coordonnées rectangulaires.

1. Etant données deux séries de courbes (5), (s,
variables de forme et de position, mais assujettics a sc
rencontrer. aux infiniment petits du deuxicme ordre
prés, nous avons, dés 1888, démonué, dans le Bulletn
de la Société Mathématique de France, qu'un tel licu,
div pseudo-surface, non seulement posséde les pro-
priétés fondamentales des surlaces, mais encore les
généralise notablement. Ainsi en est-il, par exemple,
pour toul ce qui a trait a la normale, aux plans soit
tangent, soit osculateur, a lindicatrice, aux ligues
remarquables de Loute espéee, ete.

(') Une analyse trés succinete de ce travail a éLé présentée par
Pauteur. dans la séance du g aodt 1gom. au Congrés des Mathéma-
ticiens. réunis en Sorbonne (Section de Géométrie).
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Ceci rappelé, soient, d’'une part, T, le triédre trirec-
tangle fixe de référence ct, d’autre part, MXYZ ou T,
le triédre mobile, supposé, lui aussi, jusqu’a avis con-
traire, trirectangle. Soient en outre a, b, ¢, &, ...,
les cosinus directeurs des arétes de ce second triédre.
Nous admetirons comme élabli géomérriquement le
systéme de relations différentielles ( Nonvelles 4nnales
de Mathématiques, p. 50; 1gov) :

da , .
ys —er—ay,
) oa' Y
(1 (= =a'p—ar
ds ?
dn”

d‘;~:(ll]——(l[7.

ainsi que son analogue, relatif 4 la variable s'. Des deux
réunis on déduit aussitot

., 0d ., 0d”
I'p=Xa"— =—Z%a' —-,
ds os
L oa" Jda
q = Ya - ——Xa" - ’
Js ds
(2) ‘ ., O Jda’
r=%Xa — — —Xa —,
us Js
da’ ., 0a”
p=Sa" , =--Sa -—,
s das

| v eereser e ces e e

Au moyen de ces valeurs, il devient facile de former,
en coordonnées rectangulaires, du moins, les équations
desdiverses lignes remarquables d'une psendo-surface 3",
tangente a Porigine M, au plan mobile des XY, a savoir

(3) pdst— (g + pHdsds'— q' ds>=o (lignes de courbure),
(§) —qds>+—(p—q')dsds'+ p'ds'*=o0 (lignes asymptotiques),

) do —+ rds + r'ds' =— o  (lignes géodésiques).

On passera d'ailleurs au cas des surfaces en intro-



(36)

duisant, dans les deux premiéres, la condition connue
p+q =o. .t

Mais ici une question se présente : Est-il possible de
distinguer les pseudo-suifaces entre elles, comme on
distingue les surfaces, et, conséquemment, de déter-
miner avee netteté les ]jgnes, ou asymplotiqucs, ou géo-
désiques, etc., propres a chacune? Oui, on le peut. 1l
suffit pour cela de mettre a profit I'indépendance origi-
nelle (V) des arcs ds, ds', ct de poser, & 'exemple de
Gauss, '

(6) ds = A du, ds'= A'du,

formules dans lesquelles A et A’ désignent des fonctions
données de u et «', mais dont il y aura licu pourtant de
fixer tout a Pheure le mode de composition. Quoi qu'il
en soit, si pour le moment nous portons ces valeurs

(') Dans nos préeédentes recherches nous avons distingué les
pscudo-surfaces des surfaces, en disant que, a I'encontre de cclles-ci,
les arcs coordonnes ds, ds’ devaient, sur les premiéres, scules, ¢tre
regardés comme indépendants des variables « et w'. En réalité, le
vrai critérium qui les classifie porte sur les variations réciproques
de ces mémes arcs. Autrement dit, pour les pseudo-surfaces, on a

dd.-x#d d x.
tandis que. pour les surfaces, au contraire.

dd.xr=d d x.
mvariablement.

(Quant aux arcs eux-mémes, ils peuvent. au méme titre, ainsi que
tout ce Mcémoire en fournit la preuve, ¢tre considérés, tantdét comme
variables indépendantes, par exemple lorsqu’il s’agit de propriétés
similaires affectant & la fois ct les pseudo-surfaces et les surfaces,
tantol comme fonctions de deux aulres variables quelconques, telles
que u, ', lorsqu’il s’agit, notamment, de Petude isolée d'un lieu de
Pune ou de 'autre espéce.

A peine est-il besvin d'ajouter que les conditions relatées ci-
dessus entrainent p + ¢’ = o. pour les pseudo-surfaces. p + ¢ = o
pour les surfaces. cl vice versa.
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dans I’expression de I'élément linédaire
(7) dS2= dﬁ:\— dy?+ dz? = ds?+ ds'2+ 2ds ds' cos P,
il prendr# la forme
(7" dS?= A?du?+ A2du'?+ 2B"du du’,

le coeflicient B’, disons-le par auticipation, devant
rester nul dans le cas particulier de la pseudo-surface
annoncée.

2. Actuellement, soient x, ¥, z les coordonnées d’un
point quelconque du licu 3", par rapport au triédre
fixe T,. L’analogie que nous avons signalée, en commen-
cant, entre le mode de génération d'une surface et
d’une pseudo-surface, nous conduit a représenter cette
derniére par le systéme général

dr =P du—Q du',
(8) (dy =P du—+ Q' du,
( dz = P"du + Q"du’,

dans lequel, P. Q, I, ... désignent des fonctions abso-
lument guelcongues de w et o/, Cest dive qu’en principe
aucune de ces trois équations n’est intégrable.

Que, pour représenter une pseudo-surface, lune au
moins des trois, la premiére, par exemple, doive éire
telle, c'est que, sans cetie condition, on aurait forcé- -

ment
or Jzx

p=_" Q=

b
Ju

et alors du systéme tout entier on tirerait
.Z“—_CP(U’ u'), }’:“1’(“7 u’), z:l(u! lt'),

de sorte que la pseudo-surface 3" ne serait pas dis-
tincte de la surface 7, tangente, comme clle, au
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point M(x,, ¥, 2,) au plan des XY; ce qui est con-
traire 4 'hypothése.
Remarquons toutefois que, respectivement 4 ces deux
cas, on peat déduire du systéme (8)

] . oo 0o

Cdr = =5

dr P Q : Jue du

dv O / oy 0
lyl 5 = D ou ol [T

ds 1o
3 (i/: ?”/_7
Ju  du

équations qui prouvent que 'élément linéaire (7) ne
sort pas, on du plan
(PO — QP ) —x2) = (P"Q—Q"P) (¥ —y0)

{ - (PQ" - QP") (3 — 30) =0,
0 ot Coge
ou de son analogue en %, i{, -+ dest-a-dive du plan
¢ du” du
tangent, meuné cn M, soit a 7, soit 4 17, Je dis : tan-

(9)

gent, car on verra bientdt que les cocllicients des va-
rviables sont proportionnels a ", ", ¢, en sorte que,
lorsque les paramétres wu,, u} et, par cux, les coordon-
nées Xy, yo, 5o varient d’'une maniére continue, le pre-

mier (](‘, ces 1)':'.1115 (‘IIV!?IO/)I)H c”:'”

et le second, .
C’est du premier d’entre eux que nous anrons a nous
occuper exclusivement. Nous éerirons, plus simple-

ment, ainsi
(9") (r— ) - W (Y — ¥o) + (35— 350) =0,

avec

Ao = l)IQn_ Q: Pu’
clg' — Pﬂ(\) . Q”I’,
A= POT — QP

(10)

——

3. Avant de poursuivre, arrétons-nous un instant au
cas Lrés pratique ot on aurait

P =1, 0O =o, P=o0

<

Q': 1,

3
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et, par suite, u=1x, '=7y. Les deux premiéres équa-
tions (8) disparaissent alors et il reste

(1 [) ds = P'dx + Q”d)’,

P, Q" désignant des fonctions quelconques de x et y.
Que si aprés cela on y remplace ces variables par xy, 3 4,
I'équation (g) du plan tangent en M s’écrira
(9") s—3g=P(x—a) = Q(y— )

Pour donner de ce cas particulier une application
immédiate, nous ferons observer que toute cowrbe
gauche de espace pouvant, dauns le cas le glus général,
¢re regardée comme lintersection de deux pseudo-
surfaces, telles que
j dr =Pdy —Qds,

g
(8) ! dy =P'ds - Q'dr,

. . . e et
lieux qu’il convient de désigner par &, &', la tangente

r--.r, V=714 3 — 3y

dury dyy — day

au point (xy, ¥, 2,) de la courbe choisie pourra, en
veria des identites

r--z9 _ P(y—rviy—Q(s—3)

b

dry Pdy,+Qds,
Y —Xo Pz —350)+ Q'(r — )
dyy P dzy+ Q'dr, ’

¢re envisagée, a son lour, comme l'intersection des
deux plans tangents menés 4 § et a §5 en ce méme
point.

En terminant ceci, qu’on nous permette de rappeler
(que c’est précisément sous la forme (11), la plus simple
de toutes, que nous avons signalé pour la premiére fois
Pexistence des pseudo-surfaces, en 1888 ct 1889, d’abord
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dans le Bulletin de la Société Mathematique de
France, puis, en 1890, dans les Nouvelles Annales de
Mathématigues.

4. Ces principes établis et ces remarques faites, reve-
nons aux formules (6).
Des identités connues

dr=ads +ads =Aadu—+ ANaduw=Pdu—+ Qdu,

on tire immeédiatement

P P’ pr
a = X’ b= K ) C = —K’
" I 1Y
ds A? Jdu A3 Ju
da b P oy
Js' AA o A2A Jdu
_Q 9 L
a:;\ﬁ, I':X,r C:Kr’
(12)) ¢ 9”_’:..141),(24&9_\:
/ os A\ Ju AA’2 ou
da’ 1 0Q QO oA’
N ¢ i v i

les seconds termes étant a négliger lorsqu’il s’agit de
lignes de courbure on de lignes asymptotiques, et a
retenir pour les lignes géodésiques seules.

Au surplus, ct sans distinction de cas d’aucune sorte,
les valeurs précédentesde a, b, ¢, a', ..., nous donnent
| A*=Pr PP s
(.3, ¢ A’2:Qz . Q'z ,:#Q”z :EQQ’

[ — PO - P'Q'— P (V'= SPQ,
conjointement avec

B” H 1

(1) (‘O“I‘:A\,, smfI':X———:——

TN - B%
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ces deux derniéres formules, redisons-le, ne devant
éuwre utilisées d’'une maniére continue que plus tard.

En attendant, servons-nous de celles qui précédent
pour mettre sous forme de déterminants les quatre com-
posantes —¢q, p', p, — ¢’ du Tableau (2). Avec nos
coordonnées actuclles, on a d’abord

a’ o' ¢
bo—cb  cd—ac  ab—ba "
et, par suile,
; %‘: a a S—Z PQ
R e P rm‘r P e

Comme les trois autres composantes s’obtiennent -en
remplacant les éléments de la premiére colonne du

0Q 9Q" Q"

second déterminant par S0’ 9l o

Q
pour p', par gul

oP
pour p, ct - pour — 4’, on a, cn les groupant,

L
D ) D’
== P= A= gagw
(157) ‘ ' ' D , , D’
[ r=v=gzp  —r=SN=gm

Scivons-nous de ces premiers résultats.

1° Si l'on introduit ces valeurs (ou A et A’ ont é1é
traités comme des constantes) dans les équations des
lignes de courbure (3) et des lignes asymptotiques (4),
clles prendront la forme
(3') A2D"du2— (A2D — A2D ) dudu'— A2D | du2=o,
(i) Ddute~ (D —D))ydudd'+ D du?=o,

les différenticlles du. du' pouvant, a occasion, éire
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, ds ds'
avanlageusement remplaceei par leurs valeurs —»

ATAT
Ajoutons que, pour passer des pseudo-surfaces aux
surfaces, il sullit de poser p = — ¢/, ¢’est-a-dire (15')

A" =AY ou micux D" = DJ.
2 Quant aux lignes géodésiques (35), clles exigent un

caleul tout spécial. Avant de Pentreprendre, nous adop-
terons les notations suivantes

oP 20 ol - 2Q .
N -— =R, = =N, — = . —_— =
(16 ' Ju Ju Ju Ju
............... s N

par ot on voit déja que. pour revenir aux sutfaces, il
suffit d'avoir
S—8, §-8,,  S$=8,

puisque alors les trois équations (8) deviennent inté-
grables. Ln rapprochant les expressions (13) et (16)
entre celles, et y adjoignant (14). par anticipation, on
en Llire

[ o\ . AN IR’
PR = A - QT —= A - s = -
o’ * o’ QR Ju Ao
A’ )\ "
T R T N TR L« P Y
I\’ . J\
! .‘LQSi:,\", “0”7 .\.:l,b '——'x\odula ....... et e e ..

les mouveaux coceflicients Ay, Ay élant tels que, pour
S-==8,, ... (cas des surfaces, avons-nous dit), on a
néeessairement

Ceci posé, éerivons I'équation (3) sous la forme
) do +~Ardu-+ A'r'du = o,

et caleulons, en premicr licu, les parameétres Ar et A"/,

a\
—
Ju

a4
Ju
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Pour rester sur le terrain exclusif des pscudo-surfaces,
¢'est-a-dite pour éviter toute condition impli(:ile ou
explicite d’intégrabilité, nous nous reporterons aux
syslénms (2). On en Ure notamment

Jda’ da

r=—=%a—, r=%a -—.
Js Js

., 0d da .

Or, les déiivées 57 g5 Mous sont données par les for-
mules (19) quil faut prendre ici, sclon la remarque
déja faite, dans toute leur intégrité. Tenant compte,
dans leur emploi, de hypothése qui domine tous les
caleuls aciuels, savoir

P —= ; ou hien B”=2PQ = o,

on trouve facilement

.V spyg Ao 0A

Ar == guSPS =— 0 v o
I 1 Ay 0A

A= ows, = L D2
! A QS A A ou

formules qui en géuéralisent d’autres bien connues et

dans lesquelles on pourra poser, si bon semble, par

e . An :)
abréviation, =% = a,, -
N AN

Calculons, ¢n second licu, dy, et pour ccla remar-

'
([

==«

(uons que le triangle infinitésimal MM w nous donne

ds  ds' _dS

cos© sing )

ou bien

Ade  Ndu  dS I T
= L = — —VArdw ~ A du’,
coso sino |

Différentiant, il vient

d(Ndu) = d*Scoso—dSsino dg,
d(A'du')= d?S sine + dS cose dy;
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d’oli, par I’élimination de d28,
dS?dy = Adu.d(Adu') — A'du'.d(A du).

Il ne reste plus qu’a porter, dans I'équation (5'), avee
les expressions ci-dessus de Ar et A’/ ceute valeur
de ds, o I'on aura préalablement développé les dif-
férenticlles totales qu’elle contient, pour en déduire
Péquation demandée des lignes géodésiques de la pseudo-

surface 7, savoir

‘ A2A 2 (dudiu' — du' d?uw)

JA 0A AN
— A2A, — 3 AT N2(A LAY 2 '
(8) \ zodu,a’u —l—[A Xdu A2(AQ \)ou]du du
AN A
_ [MA' 9N A4, A) ”i] dudur— A A, 2N qus,
Ju Ju (22

Lorsque Ay= A ¢t que A, = A’, on retombe, comme
1 0 i 0 ) ’
on I'a déja dit, sur le cas des surfaces.

Venons maintenant a la pseudo-surface minima dout

nous avons, dés le début, annoncé 'étude.

II.

EXEMPLE D’UN PSEUDO-HELICOIDE GAUCHE, A PLAN DIRECTEUR.
SES LIGNES REMARQU\ABLES.

5. Parmi les pscado-surfaces, en nombre infini, que
les équations générales (8) sont aptes a représenter, il
n’en est pas de plus intéressantes, assurément, que celles
qui avoisinent des surfaces, et ont naturcllement celles-ci
pour limites.

De ce nombre est le pseudo-hélicoide particulier dont
il va ¢tre question. Mais auparavant, soient

(19) a = s cosl, ¥ = asinl, z = al),

les équations de I'hélicoide gauche ordinaire H. En les
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diffSrentiant, on a

dy = pcos0db—+ sinb dp,
dz = adf.

( dr =— psin6 db + cos0 dp,
(20) '

Pour produire, ad libitum, un pseudo-hélicoide,
voisin du premier, il n’y a qu’a poser, par exemple,

dx =—psinb db + (1 -+ a) cosb dp,
(21) < dy = pcosOdb—+ (1+ a)sinf dp,
( dz = adf.

Ainsi altérées, les deux premiéres équations du sys-
téme cessent d’étre intégrables, tandis que, du méme
coup, I'hélicoide H subit une déformation, que 'on peut
qualifier de dilatation ou de contraction wectorielle,
sclon que la constante o est positive ou négative.

La raison en est qu'en projection, sur le plan fixe
des xy, I'élément linéaire devient

dS2=p2d02+ d[(1+a)p]?,

forme significative qui justifie, a elle seule, notre déno-
mination.

Au surplus, je dis que le nouveau lieu géométrique 5,
défini par le systéme (21), n’est autre qu'une pseudo-
surface minima.

En effet, sil’on pose u =10, u'=p, les formules (13)
donneront

A2=p%+ a2, A?=(1+ a)?, B"=o,
et, par suite, I'’élément linéaire proprement dit aura,
d’aprés ('), pour expression
(22) dS?=(p2+ a?) d0? + (1 + a)? dp?.

D’autre part, comme, en vertu des relations (15)
Ann. de Mathémat., f° série, t. 1. (Février 1go1.) 5
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et (15'), on a
(23) ( D =o, D' =a(1+ 2)?2,
) { D'=o. Dy=a(i+2),

il s’ensuit que la condition caractéristique des surfaces
D’=D) (n° 4) n’est rien moins que satisfaite; d’on
cette premiére conséquence : Le liew Hy n’est pas une
surface.

Pour en reconnaitre la nature, appliquons-lui (puisque
sa forme nous y autorise) les équations des lignes remar-
quables précédemment établies, équations qui con-
viennent bien au cas actuel, puisqu’il comporte B’=o

ou ® = Z.
2
a. En ce qui concerne d’abord les lignes de cour-
bure (3'), on trouve
(22+ a?) di2— (1 + a) dp?,
et, par suite,

] p+\/pl+a2_LC

=log

Au surplus, si 'on remonte a (3), on verra que la

précédente revient a

(1+a)ds?-- ds> = o.

Or ceci accuse deux directions obligues, également
inclinées sur les axes mobiles MX, MY ; ce que ’on sait
éwre le propre exclusif des lignes de courbure d’une
pseudo-surface.

b. De son coté, 'équation (4') des lignes asympto-
tiques se réduit a

dp db = o,

‘

c’est-a-dire, en multipliant par (1 + a) /52 + a2, a

ds ds' = o.
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Ces lignes sont donc rectangulaires, comme les axes
coordonnés mobiles qu’elles ont pour tangentes, a ori-
gine, propriété qu’en somme permettait de prévoir la
condition d’orthogonalité ¢ — p'= o, fournie directe-
ment par I’équation (4), puisque cette méme condition,
pouvant étre mise sous la forme

(24) A2D 4+ A2D' = o,

se trouve, d’aprés (23), identiquement satisfaite.
Concluons-en que le lieu f, n’est pas une pseudo-
surface quelconque, mais, par définition, une pseudo-
surface minima. C. Q. F. D.
L’indicatrice en M peut aussi servir a confirmer le
fait; car elle n’est autre que I'hyperbole équilatére

1+a( >
= a—+
2+

c. Passons aux lignes géodésiques. On voit d’abord
qu’'en ayant égard aux valeurs de A et A’ ci-dessus, les
relations (17) se réduisent a

0A LA , 0A
W =0 ANgr=o Agyr=o
N oA oA
A ()6 =0, Ag =g, A(}g ——(l—f—a)P,

substituant dans (18), on trouve

ar\ dtp %+ a?
(25) <P+;> e
équation qui, intégrée, donne

. (1+a)X dpl
ﬁpz+ a?)[(p?+ a?)t+a— 2]

6=

A désignant une premiére constante.
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Comme vérification, pour &« = 0, on retombe exacte-
ment sur les équations correspondantes des lignes géo-

désiques de I’hélicoide H.

6. 1l ne sera pas sans intérét de faire remarquer, en
dernier lieu, au sujet du systéme (21), que si ses deux
premicres équations ne sont pas intégrables, du moins,
en multipliant les deux membres de la premiére par

o o
(cos8) 7¥2, et ceux de la seconde par (sinfl) '+% ces
facteurs intégrants rendront les seconds membres diffé-
renticlles exactes, si bien que la surface résultante de
leur intégration, savoir

1
‘ z’:(l—)—a)p(cosﬁ)m,
1

(19") ?y’:(l—i—d)p(sin 0)i+a,

= al,

sera, pour le moins, aussi étroitement liée au pscudo-
hélicoide §4 que ne Pest 'hélicoide H lui-méme.

III.

APPLICABILITE DU PSEUDO-HELICOIDE PRECEDENT SUR UNE ALYSSEIDE
VECTORIELLEMENT DEFORMEE.

7. Arrivons a ce que, dans le sens conventionnel
du mot, on peut appeler I'applicabilité du pseudo-
hélicoide 8 sur telle ou telle pseudo-surface, ou méme
surface, proposées.

A cet effel, il convient de rappeler d’abord qu’une
surface de révolution quelconque X peut étre définie par
le systéme d’équations

(26) x = pcosH, ¥y = psinf, z=w0(p),
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lequel, différentié, donne

dr =— psinf df + cosb dp,
(27) dy = pcostdb-+sinb dp,
dz =o' (p)dp.

Cela posé, considérons cet autre systéme analogue

I TR
cdx =— - asmedﬁ—i—cosea’p.,
(28) dy — P1 3
ly = P —acosed()—l—smedp,,

dz = o'(9,)dpy,

dans lequel (abstraction faite de l'indice qui aura
bientdt son explication) les deux premiéres différen-
tielles ne sont plus exactes et accusent, dans la surface Z,
une déformation vectorielle de méme genre que celle
constatée, dans le paragraphe précédent, au sujet de la
pseudo-surface f,. Quoi qu’il en soit de cette particula-
rité, on pourrait croire sans invraisemblance qu’il va
¢tre, ici encore, question de pseudo-surfaces. Eh bien!
non. Chose étonnante, le nouveau lieu I, est encore une
surface.
En effet, si'on pose u =0, u'=p,, on aura (13)

_ _pi 9 1 .
A2—‘(l+a)2’ AZ=1+¢" B'=o,

d’ou I’on déduit d’abord

2
(29) de:%ﬁdeu(ww)dpa

(1+a)

Mais on a, d’autre part,

‘ D —_ P ¢, D=o
2 ? ]
(30) (1+a)
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Remontant 4 la condition caractéristique des sur-
faces D"= D', I'on voit qu’elle se trouve identiquement
vérifiée. Donc le lieu T, est bien une surface, ainsi que
nous 'avions annoncé.

Autre preuve : si I'on forme I'équation de ses lignes
de courbure, on trouvera, a un facteur négligeable preés,

doydb=o ou ds ds' = o.

Elles sout donc rectangulaires, ainsi que 'étaient
naguére, rappelons-le, les lignes asymptotiques, soit
de H, soit de H.

8. Ces généralités établies, choisissons, comme
exemple, l'alysséide A,. Elle sera représentée par les
deux premiéres équations (28) jointes a celle de la chai-
nette méridienne

(31) ,:1:»7 eft+e 1))

ou bien

(310 5 eePrmVEi—af
a, P ,

Cela éiant, posons
(32) a;=a(1+a), pi—at =} =(1+ a2)p2
Dans ¢, on reconnait une portion d’arc (rectifiable)

de chainette, compté a partir du point le plus bas de la
courbe. On en conclut successivement

Pt = (1+a)2(p2+ a?),
prdoy= (1—a)2p da.
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Portant le tout dans la valeur (29) de 1’élément
linéaire de 24, il devient pour notre alysséide déformée

(33) dS?= (p2+ a?) db?+ (1+ a)2 dp?,

expression identique i celle obtenue (29) pour I’élément
linéaire du pseudo-hélicoide . De la cette propriété :

L’alysséide, vectoriellement déformée d’apres une
certaine loi, est encore une vrai surrace. De plus,
elle est exactement applicable sur un hélicoide gauche,
déformé d’apreés une loi analogue & la précédente,
mais transformé, lui, par cette opération, en PSEUDO-

SURFACE.

9. Demandons-nous, a ce propos, si, en restant sur-
face, D'alysséide déformée A, reste, en outre, surface
minima?

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que son
indicatrice soit une hyperbole équilatére. Or I’équation
réduite de 'indicatrice étant

—y X+ p'Yr=1,

peut, a I’aide des déterminants (15), se mettre sous la

forme
A2D X2 A2D Y2 = A3A’S,

et, conséquemment, d’aprés (30), sous celle-ci
3
(1—a)(1+~0¢2)0' X2+ 0,0" Y2 =— 5, (1 + 9'2)2.
Mais, de 'équation (31') de la chainelte, on tire
@

o' (p1)= 9" (p1)=—

OB
Vpr—a

Substituant, il vient pour Vindicatrice cherchée

a;p1

3
(o} — a})?

—

Ny
-1

(1+2)X2—Y2=—

l

2
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C’est une hyperbole, mais ui n’est équilatére que
sia=o.

Donc, bien que I’alysséide A soit une surface minima,
I’alysséide déformée A, ne I'est pas. Par contre, on a
vu que I'hélicoide H, devenu B, constituait, dans ce
deuxiéme état, une psendo-surface minima.

Nous terminerons ceci, en écrivant I’équation diffé-
rentielle des lignes géodésiques de I'alysséide Ay. Cal-
culée, a I'aide de la formule (18), elle est, Loutes réduc-
tions faites,

NS

L d?p a} . dp
391 dr ¥a‘f+()‘+1)] :

2
?1

3

(25")
I
( — —— (pi—al)=o.

I+ &
On vérifie que, eu égard aux relations (32), elle coin-
cide avec I’équation (25) des lignes géodésiques de la
pseudo-surface 5y; ce a quoi l'on pouvait d’ailleurs

s’attendre.
1V.

CONSEQUENCES ET GENERALISATION DIVERSES.

Coordonnées obliques.

10. Puisqu’on ne saurait nier que la propriété qui
caractérise toute surface consiste dans I'orthogonalité de
ses lignes de courbure, nous sommes en droit de tirer de
tout ce qui précéde, entre autres conséquences, celles-ci :

Tatoreme. — Il existe des surfaces, non susceptibles
d’étre représentées par un systéme de trois équations
FiniFs, de la forme

xr=r0(u,u), vy =14V, u). s =ry(u,u),
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ni, par conséquent, par une seule, de la forme
F(z, y, z)=o.

En effet, la condition qui caractérise toute surface
étant (n° 4)

(34) p+¢g=0 ou D'=Dj,

elle revient, explicitement (15), a

0Q  oP
u —ow Q
Q0P |
(349 w e T =0
dQI! dPl/

. yr Q”
Jdu Ju’

Or cette condition générale est sans doute vérifiée par

0Q 0P Q" oP 0Q"  oP”

= 79 —_—— == = —_— = -—

o~ ou Ju o' ou ou'
ou, sous une autre forme (16), par

$=8,, S§=8,, §=8,

conditions partielles qui expriment que chacune des
équations fondamentales (8) est intégrable. Mais cette
méme condition (34’) est vérifiée aussi, par exemple,
par

poQ _p 20 oQ oP 0P Q" oP”

ou Pow =Y V=gu=w=9%

et c’est justement le cas de I'alysséide déformée A, (n° 8).

Corollaire I. — A Vinstar des pseudo-surfaces, il
est telle surface qui n’est exprimable que par trois
€quations différentielles de la forme (8), 'une d’elles
au moins étant supposée non intégrable.
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Nous n’en voulons d’autres preuves que I'exemple que
nous en ont offert (n° 7 et 8) les surfaces I, et, notam-
ment, I'alysséide A,.

Corollaire 11. — Une méme forme de ’élément
linéaire peut convenir, a la fois, et i une pseudo-surface,
et a une surface.

Ainsi en a-t-il été en effer (22) et (33) pour le
pseudo-hélicoide §, et I'alysséide Ay.

Corollaire III. — Si la connaissance de I'élément
linéaire d'une surface (ordinaire) suffit a la détermi-
nation de ses lignes géodésiques, il n'en est plus de
méme quand il s’agit de pseudo-surfaces.

On a vu effectivement (n° 4), et la suite le démontrera
plus généralement encore, qu’outre les trois fonctions
de Gauss E, F, G et leurs dérivées, ¢’est-a-dire, d’aprés
nos notations, A, A’, B” et les leurs, deux nouvelles
fonctions A,, A} (qui coincident, il est vrai, avec A, A’
dans le cas des surfaces) sont alors nécessaires. 1’ou
cette conséquence imprévue, savoir : que la considéra-
tion de ce que I'on nomme le dS? ne saurait prendre,
dans cette deuxiéme théorie, 'importance (exagérée, a
notre avis) qu'on lui accorde dans la premiére. Ajou-
tons qu'on en peut dire autant des paramétres diffé-
rentiels Ap et Ay de Beltrami, quoique convenablement
adaptés aux pseudo-surfaces.

11. En présence de faits pareils, aussi curieux que
gros de conséquences, on nous saura gré sans doute de
chercher a en élargir le plus possible, le domaine. C’est
ce que nous nous proposons de faire en reprenant, a
grands traits, avec des coordonnées obligues (jusqu'’ici
inutiles) nos premiéres formules.

Et d’abord, substituons au triangle trirectangle mobile
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dont il a été exclusivement fait usage jusqu’a présent,
deux triédres birectangles supplémentaires, le pre-
mier MXYZ ou T, d’angle aigu ®, le second MX,Y,Z
ou T,, d’angle obtus © — ®, ceux-la mémes que nous
avons déja introduits (Nouvelles Annales, p. 52; 1900)
et qui nous out fourni les deux systémes corrélatifs

’(% ::l; 3—3 =ajr —a/qsin®,
R A e .
(33) [Oa, 1 Ja, , ” .
o ang—a"qysin®d,
........ PN
les cosinus directeurs @, b, ¢, o', ... et ay, by ey, a)y ...

étant liés entre eux et a ® par les relations

a; sin® =a — a'cosd,
(36) «aysin® =a'— acosd,

ap=a’,
ctles composantes i, r, ny, ry, pav celles-ci

, JP D
(57) IL?:/'-*-U?:I“—%-——_:IL,.

N

Du systeme (33), notamment, on déduit

. , da’
psin® =p,—qg,coob = Zaj —,
os
Jda
qsmd}:ql—p,cosd’:——.‘.ala,

et 'on a ensuite des valeurs analogues pour p/sin®, ...
Or, par des considérations dont l'exposé ne saurait
trouver place ici, on peut prouver que, avec nos coor-
données actuelles, I’équation des lignes de courbure (3)
devient

p1ds:— (q,+p\)dsds + ¢, ds?* = o,
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ou, équivalemment,

(p + q cos®) ds?
(38) « +[(g + pcos®)+ (p'+q' cos®)] ds ds’
( —+(q'+ p'cosd)ds? =o,

tandis que I'équation des lignes asymptotiques conserve
sa premiére forme (4), savoir

(39) —qds?+(p—q')dsds'+p'ds’2=o.

Ceci posé, si 'on tient compte de ce que, présentc-

ment, .
al/ bll c!/ 1

— = = — 3
bc'—cb’ ca'— ac' ab' — ba’ sin

on verra sans peine que, pour étendre a nos nouvelles
coordonnées le Tableau (15), il suffit d’y remplacer la
composante ¢, dont il fournit la valeur, par

AzA2 B2 H2

gsin?d =g TR =q AT

Et comme la régle reste la méme pour les trois autres
composantes p, p, — ¢', il suit de leur groupement que
Pon peut former la suite de rapports égaux

— P P _—9 _ 1
(40) === =
AN T ALTD D, 1]

A A’
laquelle, remarquons-le, entraine, entre autres combi-

naisons, celle-ci

, ., _DD'—D'D,
Pe—9pP' = — "

Quoi qu’il en soit, si 'on porte les valeurs (40) dans

"

4 . ) T 4 A _—
I'équation (38) et qu’on ait égard a ce que cos® = ;>
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les lignes de courbure de § deviendront

(A2D”— B"D) du?
(38) « —[(A2D— A2D') — B"(D'— D')] dudu’
—(A"D]—B'D')du*=o.

On aura de méme pour ses lignes asymptotiques
(39') D du*+ (D' + D)) du du' + D'du* = o,
comme aussi pour ses ombilics

A2 A 2B”

DD T D+D]

12. Le cas particulier de u = x, u'=y, dé}a signalé
au n°® 3, mérite d’étre examiné a part. On a d’abord, en
vue de I'expression de dS?, et en convenant de poser

I)Vlzp, Q!/:q’
(41) Ar=1-+p%  A%=1+¢q, B'=pq;

on trouve ensuite

op s 0q
( ) ‘D—Ji—r’ D_d_i_s’
2 ¢
L v 0P _
(D__(—)—y_t, D‘_E;_S"

ce qui permet, notons-le, de donner a la suite de rap-
ports égaux (40) la forme suivante

’ ’

(40') —4 = L =£=_q = ! .
_Ij_qf)r <_Vl_+.l£>t STos P
1 -+ p? 1+ q?

Négligeant toutefois, provisoirement, ce dernier ré-
sultat, et nous bornant i substituer, dans (38'), les
valeurs précédentes (41) et (42), il vient pour les lignes
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de courbure de 3
( [(1—p?)s — pqr] dz?
—[(1+q*)r—pq(s —s)—(1+p?)t]dz dy

(38")
( —[(1+ q%)s;— pqt]dyt=o.

On a semblablement pour ses lignes asympto‘tiques
(39") rdri+(s+s)drdy —tdy?=o.

A coté de ces formes, un peu prolixes, il ne sera pas
superflu de signaler celles, beaucoup plus condensées,
qui suivent
(38") dq(dr +~pds)—dp(dy + qds) = o,

(39”) dpdx — dq dy = o,

formes qu’on établit aisément & I’aide des différentielles
totales suivantes, propres aussi, remarquons-le, a géné-
raliser la transformation de Legendre :
ds=pdr-+qdy, dp=rdr+sdy, dp=sdr+tdy.

Ajoutons, en guise de corollaire, que les rayons prin-
cipaux de &, en M, sont donnés par l'équation du
second degré

[4 t—(c—t—s,)]R"
R) A+ q?)r — pq(s +sy)

4 (14 p)t]yY 1+ p+ 2R

+~4(1+p2+q2)2=o0.

Du deuxiéme terme de cette équation, on tire la con-
dition caractéristique des pseudo-surfaces minima,
savoir

(1+q?)r —pq(s + s;) + (14 p2)t = o,
laquelle concorde pleinement (40’) avec ces autres formes
non moins utiles
—g+p —(p—q)cos® =o,

voire,
AD + A2D'— B"(D'+ D7) = o.
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Enfin de I'égalité supposée des racines de la méme
équation résultent, pour 3", les ombilics

r _S+S1_ t
t+pt  2pq  1+q?

13. Venons maintenant a I’équation des lignes géo-
désiques de motre pseudo-surface, et cela, dans le cas
général d’abord, puis, dans le cas particulier de u = x,
u=y.

N A —

A cet effet, rappelons que, sous la condition ¢ + ¢'=®,
ces lignes peavent étre représentées (37) par I'une ou
lautre des équations équivalentes

do+ Ardu+ A'r' du' = o,
de'—Andu—A'n'"du' = o,

ct, conséquemment, par leur combinaison,

(§3) do—do'+~A(n+r)ydu—+A'(n'+r')ydu'=o.
Rappelons aussi qu’entre les angles o, o/, ® on a les

relations trigonométriques

Adu _ A'duw dS

- == — = ’
sin o’ sing sin P

conjointement avec
dS?= A?du?+ Adu?2+ 2AA’cos P du du/,
= A2du?+ A?2du'?+ 2B"dudu'.

Cela étant, des systémes (33), (35') et de leurs ana-
logues, on tire d’abord

da' da
n=—=33ay — = Sa =1,
Js ds
da oa’
r= =%a,-— =—Z%a—*%.
ds os

En s’aidant ensuite des formules (12) et (17), on
obtient, par deux voies distinctes (qui se vérifient mu-
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4

6)

(8)

tuellement), les expressions suivantes

0P I Ay 0A oA’ )
== — D e e— — e — — ¢
An =Ar +5 Asin® < A ow  ou TP
o A'r=A'n' ob L (A, oA d—Acosd>>'
PEARMTSZT Asind \ A du | ow ’

d’ou découlent celles, faciles & former, de A(n + r)
et A'(n'+1').

Que si, en second lieu, on calcule la différence
dp — dy' par le méme procédé qui nous a donné do,
au n° 4, on trouvera, en réunissant tous les résultats,
une équation finale que 'on peut écrire abréviativement
ainsi
(15) { (A2A'2—B"?)(dud?u'—du' d?u)

| =M dud+ I dutdu’ — I du du'?— IV du'3,

a condition de poser

/

‘ 3m=AaA'g_1’sin¢+A2Ao oA oA

AR
0w A on cosd

{ J6=A2A" i sin® cos® + | A2A —dA — A2(A, + A’ O—A sin%d
[)
Ju ou Jdu

r

-+ AA’ [(on—i— A) %% —(Ap+24A") 3‘2 cosd)] cosP.

Quant aux deux autres fonctions, %/, IV, elles se
déduisent de 9T, I, en remplagant Ay, A, A/, u, '
par Ay, A, A, &/, u et wice versa.

Hatons-nous d’ajouter qu’a cette premiére forme il
pourra étre pratiquement utile de substituer, a 'occa-
sion, cette autre qui implique B et ses dérivées, au
lieu de cos® et des siennes,

oA A 0B"
—_ D] "
M = A*Ao = + B'A S —a2S—,
oA A’
' 2 2 ’ ’
(46" 9 = AA T2 — A2 AL+ A) S
oA oB"
" n .
+B'(2A0+A) 7 — B'
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14. Placons ici une remarque importante. Les valeurs
ci-dessus de An et A’7, ou mieux, celles de Ar et A'¥/
nous permettent de généraliser ce que, dans la question
présente, on nomme communément le theéoréme de
Gauss. On a en effet (Nouvelles Annales, p. 575 19oo)

v Ly
% — g(—;\u#} = AA'(pqg'— gp')sin® = HK".

Donc, et c'est la le point essentiel, K”, c’est-a-dire,
par analogie, la courbure totale d’une pseudo-surface,
peut s’exprimer, non pas a I’aide des trois fouctions qui
suffisent & définir son élément lindaire, mais des cing
fonctions A, A’; Ay, Ay, B et de leurs dérivées qu’exige
(aux dérivées prés de A,y, Aj) I'équation différentielle
de ses lignes géodésiques. Donnons & cette courbure
totale sa meilleure forme.

A cet effet, si nous remontons au n° 11, nous y
verrons que 'on peut aussi écrire

_ DD—D'D

K’ = H" ;

d’ou I'on conclut, en s’aidant des formules (13) et sui-

vantes,
IRT =PT xQT

IPR P2 :PQ
EQR :=PQ =Q?
£88, SPS =QS
D'D}=| =PS, TP xPQ
£QS, IPQ =Q?

DD’

i

D’autre part, les valeurs (16) nous donnent

02P OR  0S;
ou' ~ ou’
02Q oT _ oS
duou ~ oJu  ou’

Ann. de Mathémat., }° série, t. 1. { Février 1gor.) 6
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Posant donc, pour abréger,

2 B” ’
J =3(RT —8§,) = "B 9 (A dA)———lj—(A'dA)’

Juouw ~ du \ Yo ou\"° ou

il vient finalement

DD'— D'D;

OB’ OA' . oA’ oA OA'
! w "M Ao S AT
= A%A A2 A P NS PR ¥
Ju Ju
B 0A oA’ !
. il " 1y r T ” A2
du ® 0w’ B A Y Ju B !

C’est I'expression que nous voulions obtenir. Pour
qu’elle convienne aux surfaces, il suffit d’y faire Ay = A,

A, = A,

15. Aprés cette digression et a titre de développe-
ment naturel du sujel qui nous occupe, il importe de se
demander : 1° si les lignes géodésiques d’une pscudo-
surface ont, clles aussi, en chacun de leurs points, leur
plan osculatenr normal & cette méme pseudo-surface;
2° si clles mesurent le plus court chemin entre deux
quelconques de leurs points?

A cela, il faut répondre par I'aflirmative. En effet, au
moyen de considérations identiques a celles qui ont
cours pour les surfaces, et le calcul des variations aidant
(Serrer, t. I, p. 719), on peut s’assurer que les lignes
géodésiques de §" peuvent s’éerire (10)

dz . [ dz
‘ A d((ﬁ)—@u d<ﬁ> —o,
' o[ ds v (YN _

En associant 4 cc systéme les deux relations usuelles

(47)

dS* =dx?+ dy?—+ dz?,
dS d*S =dx d?x + dy d?y -+~ dz d?z,
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on en déduit, de deux maniéres diflérentes, 1’équation
unique
s A(dy d?z—dzdry)+ A'(dzsd?x — dzx d?3)

(48) Q +<~,”(d1’d2y—-dyd22?)=0.

Mais, dans cette équation, da, dy, dz sont les
données mémes (8) du probléme. Si donc, aprés en
avoir tiré (16) les différentielles secondes

Ar=Pdu+Qdu+ Rdu+(S + S))dudu + T du'?,

............................ DI I I I I I IR N

on substitue le tout dans I’équation (48), on obliendra,
pour les lignes géodésiques de §, une forme nouvelle
(ui, développée, se trouve coincider parfaitement avec
celles que nous connaissons déja. Cc. Q. F. D.

Bornons-nous a vérifier qu’il en est bien ainsi dans
le cas simple ou u =z, = y. On a alors (n** 3 et 12)

dz =pdr+qdy,
ct, par suite, (42)

A2z =pdxr+ qd*y +rdx?+ (s +s1)dedy + tdy2.
Mais, de leur coté, les égalités (10) se réduisent ici a
fb =—p, A'=—q, Q" =1;

d’ou, finalement, pour I’équation cherchée, un résultat
que ’on peut écrire (')
(14 p2+ q?) (dz d2y — dy d*x)

(19) = (pdy —qdz)[rdz?+ (s + s,) dz dy + t dy?].

(') De ce résultat il n’est pas sans intérét de rapprocher cet autre
dS d*S = (pdx +qdy) [rdz*+ (s +s,) dz dy + t dy*],

que fournit, sans peine, la différentiation de I'élément linéaire actuel.
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Que si, pour le metire 4 'épreuve, on y fait s =s,
on retombe trés exactement sur une forme bien connue
de I’équation des lignes géodésiques de la surface définie
par Véquation z = f(z, y).

Voyons, en second lieu, ce que vont nous donner nos
précédentes méthodes. Et d’abord, en s’aidant des for-
mules (17), et observant, entre autres particularités,
que

oB" 9Q

=3P

JoP
9w E—*—ZQ(—’—&:EPS—FZQR,

on passera, sans nouveaux calculs, de fa forme (46")
obtenue pour les fonctions 9, T, a la forme mixte,
plus avantageuse, suivante

L =B” PR — A2=QR,
(46") { 96 =A2EPR-—A22Q(S+S))
+B"EP(S +S;)—B"SQR.

De ces derniéres, on déduira OV, 9%/, en remplacant
partout P, Q, R, S, S, respectivement, par Q, P, T,
S,, S.

Cela fait, le seul rapprochement des formules (17)
et (42) nous montre que, dans le cas actuel,

S EPR = pr, 2QT =qt, 2QR =gr,
(17" 2QS =qs. =PS; = psy, SPT = pt,
=2QS, = qsy, SPS =ps, ..ol

Portant ces valeurs dans 91, 9%, O/, 9T, pris sous la

Plus généralement

dS d*S = Agéduhi—(Agé; -+ oB du*du'
ou ou Ju
,0A'  oB" " JOA" L
+<A e —d—J,—>dudu “+ A %—,du ,

les deux couples de termes Ay, Aj sc détruisant (17) dans les termes
du milieu.



(85)
forme (46"), il vient
( 1+ p2+q?)(dz d?y —dy diz)
(49" =— qrdz®+ [pr — q(s +s1)] dz?dy
— [qt — p(s + s1)] dw dy? + pt dy3,

ce qui n’est autre chose que 1'équation (49) développée
et ordonnée.

A peine est-il besoin de dire que ces diverses formes
de I'équation des lignes géodésiques de ' (la derniére
cxceplée, évidemment) peuvent servir a vérifier la par-
faite exactitude des équations (25) et (25'), relatives,
soit au pseudo-hélicoide B4, soit & I'alysséide A, (n°®9).

16. Terminons par la propriété suivante qui se
rattache a celle établie au n°® 14 :

Trtoreme. — Zoute pseudo-surface, représentée
par Uéquation
dz = pdzr - qdy,

et telle que q= o(p), est une pseudo-surface i cour-

BURE TOTALE NULLE.

En effet, si 'on prend la différentielle compléte de
cette derniére condition, on aura
dq=¢%'(p)dp,
ou bien (n° 12)
sdr +tdy =9'(p)(rdz+ s, dy).
dy

Et comme ceci est vrai, quel que soit le rapport I

on en déduit
s=¢'(p)r, t=20o'(p)ss.

Eliminant la fonction arbitraire ¢'(p), il reste

(50) rt —ss;=o,



(86)
ou, ce qui revient an méme (n° 11 et 14),
1

Pg'—qp'= 5 (DD'—D'D}) = K'=o;

ce qui démontre la proposition énoncée.



