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[B6a]
SUR I’APOLARITE DES FORMES BINAIRES;

Par M. VOGT,

Professeur a I'Université de Nancy.

1. Je me propose de donner dans cet article quelques
apercus sur certaines parties importantes de la théorie
des formes algébriques binaires; ces parties ont été éLu-
diées sous le nom d’apolarité par plusieurs mathéma-
ticiens, parmi lesquels je citerai Reye, Rosanes, Sturm,
Meyer, Picquet ('), et elles présentent des applications
intéressantes a la théorie des courbes unicursales dans
le plan ou dans I’espace. Je reviendrai plus tard sur ces
applications; je me contente pour le moment de traiter
cerlaines questions au point de vue de la théorie des
formes binaires ;les développements qui suivent peuvent
étre cousidérés comme une solution du probléme pro-
posé au premier concours des Nouvelles Annales pour
1899 (année 1898, p. 485).

2. Considérons deux variables x et y et une substitu-
tion linéaire
rz=az'+ by, y=cz'+dy,
elfectuée sur ces variables; nous désignons par ¢ le dé-

terminant ad — bc de la substitution, et nous le sup-
posons différent de zéro.

(') On trouvera des renseignements bibliographiques assez com-
plets sur cette question et sur ses applications, a la fin de ’'Ouvrage
de Franz Meyer, Apolaritit und rationale Curven ( Tubingen).
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Si nous écrivons que 'on a identiquement
uz +oy =uz' +v'y,
nous trouvons, en remplacant x et y par leurs valeurs,

au+cv=u', bu—+dv =19,

et en résolvant par rapport a u et v ce systéme d’équa-
tions, nous avons

¢y = av' — bu/, —0u =cv'— du';

nous en concluons que, au facteur & prés, les va-
riables ¢ et — « subissent la méme substitution que
z et y.

Cela posé, soit I'(x, y) une forme homogéne des va-
riables x et y, ou, plus généralement, un covariant
d’une ou de plusieurs formes données; nous supposons
que sa valeur aprés la substitution, valeur que nous dé-
signons par F'(x/, y'), soit égale au produit de F(z, y)
par la puissance p¥™* de 3, c’est-a-dire que I’on ait

F'(x',y')=8r F(x, y).

En appliquant le théoréme d’Euler sur les fonctions
homogénes, nous avons identiquement

)

S E W .
w Yoy T o‘x+‘)dy)

, . , OF oF , .
nous en concluons que les dérivées — et — s’expriment
ox oy
oF’ oF’ N .
au moyen de — et — de la méme maniére que u et v
oz oy

au moyen de ' et ¢', au facteur 62 prés, et, par suite, que

, . . J 7} . .
les symboles de dérivation — et — — sont soumis, a
oy ox

une puissance prés de 8, 4 la méme substitution que x
et y.
Ce résultat s’étend aux symboles de dérivations
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d’ordres supérieurs; nous avons en eflet 'identité sym-

bolique
oF’ + JF'\ 3» oF c)F)(h‘
< @ y) = CmTrey)

dans laquelle nous devons développer les deux membres
d’apreés la formule du binome, puis remplacer tout pro-

F oF\ i—i YRR T
duit tel que <0x) <dy> par la dérivée d’ordre .,
o F
ozl Jyh—1 ;

en comparant cette identité a ’égalité ordinaire
1
(W' + o'y Vo= (ux+ vy,

, . . J 0
nous voyons que les symboles de dérivation — et —
Jx ay
et leurs puissances symboliques sont soumis a la méme
substitution que u et ¢ et leurs puissances, et par suite

0 0 . o ..
que =— et — —— sont soumis a la méme substitution quex
oy Jx

et y, 4 une puissance prés de 3.
Sidonc ® (x, y) est une forme covariante quelconque
et si Pon y remplace les variables par les symboles de

, . . /]
dérivation 9 et — —— le résultat de 'opération sym-
ay ox

. 0 . .
bolique (I><—, — —d—) eflcctuée sur une forme cova-
oy ox

riante quelconque F(x, y) est lui-méme un invariant
ou un covariant.

Supposons que @ soit la polaire d’ordre 2 d’une
forme ¢(ax, y) par rapport a xy, y,, c'est-a-dire que
I’on ait

oo 0\ )

(2. y, 21, 31) = <x1 =+ ;’;) )
la puissance étant symbolique ; ® est un covariant relatif
aux substitutions ellectuées simultanément sur (x, y)
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et (x,, y1); si nous remplacons x, et y, par les sym-

, . . 0 0 . .
boles de dérivation i et — - appliqués a une forme

donnée f(x,y), nous aurons un covariant simultané
e .
de f et o, qui s’écrit

(df do  of 0:9)(/:)'

Ce covariant est identique, a un facteur numérique
kY by . & ’ .
preés, a ce que I'on appelle le h'*™¢ composé de f et de o;
si & est égal a l'ordre de o, ce covariant est le résultat

e 9 9 , L
de Popération 9(5, — d—;) elfectuce sur f; si metp

sont les ordres de f et de ¢, c'est alors une forme
d’ordre m — p; elle se réduitd une constante si m = p,
et n’existe plus si m << p. Dans le cas particulier ou ¢
est une puissance p'“™ exacte, et est égal a (zy,— yx,)?,

(p)
o 2 df>p,et

le covariant précédent est égal a <.r. prei 3y

représente la pit™e polaire de f par rapport a (xy, ).

Pour simpliticr I'écriture, nous supposerons désor-
mais que les formes f et p sont écrites de la fagon sui-
vante :

m(m—1)

t—2 4,2
.o M= yi4-, ..,

122
(1) f=aoz'"'+-[—a1x'"'""}’+
(2)  ¢=@P+a;zPly ozl -2yt+.. .,

les coefficients du binome étant mis en évidence dans la
premiére et non dans la seconde; nous avons alors

of _of\_, oS orf orf
¥ ( ) IR T e e W A P e

En remplacant les dérivées d’ordre p de f par leurs
valeurs, nous pouvons mettre en facteur le produit

m(m—1)...(m—p+1);
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nous écrirons
of df)
*(5 5
m(m—1)...(m—p-+1)

= bo@Mm—P 4 b ZM—P—1y Aol A bypp y P,

les coeflicients & ayant pour valeurs

‘bo =ayap — % @p_g +%Ap_g —...+(—T1)Papay,

(3) by = QAp1— % dp  + % lp_g —...+(—1)Payay,
P, et e e aee et cetete et ey
bm-p = Qg Qm — A A+ %3 Qp—g—. . .+ (— )Py Am—p.

3. Lorsque tous les coefficients b sont nuls, on dit que
la forme © est apolaire par rapport a f; nous nous pro-
posous d’indiquer quelques propriétés des formes apo-
laires par rapport a une ou plusieurs formes données.

Etant donnée une forme f d’ordre m, pour qu’il existe
une forme ¢ qui lui soit apolaire, il faut et il suffit qu’on
puisse trouver des coefficients «,, a4, ..., o, satisfaisant
aux équations obtenues en annulant les seconds membres
desrelations (3); ces équations sont en nombre m—p —+1
et renferment p -+ 1 inconnues d’'une maniére homo-
gtue; elles ont toujours des solutions si m — p 41 est

. . N . . , » . m
inférieur & p 41, c’est-a-dire si p est supérieur a —-

Nous allons considérer deux cas suivant que m est im-
pair ou pair.

Premier cas: m impair. — Siles coefficients de f ne
sont soumis a aucune restriction, la plus petite valeur
m+1

2

que 'on puisse attribuer a p est ; pour cette va-

leur, les coefficients de ¢ sont déterminés, a un facteur
constant prés, car leur nombre est supérieur d’une
unité a celui des équations qui servent a les déter-
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miner. Il existe donc une seule forme ¢ apolaire a f et
d’ordre

entre les équations (2) et (3) ou by, &,, ... sont nuls:
nous les écrirons de la fagon suivante

n —+1
2

; onl'obtient en éliminant les coeflicients o

ag2, —ap%py “+ Ay %p—y —...ka, ay=o,
N ajap,  —asdpg + azdpe —...Fapra;=o,

........ ettt iieeeeeete et e ety

Am—pOp— Aim—p+1%p—1+ Cm_pradp_g—:..= Ay %g=o0,
(3) YPap—+ yP A zap 1+ yP2xap g —. ..+ ZPA = 0;

on a ainsi, & un coeflicient numérique pres

a, a, as, e ap
a; As a; cee Apyg
(6) ¢= .. . .. A
Am—p  Amp—p+1 Am—p+2 v am
+yP —yr-ly +yr-ix?2 ., P

m—+1

p ayant la valeur

m—+1

)

Lorsque U'on doune a p une valeur supérieure i

il existe une infinité de formes d’ordre p apolaires par
rapport & f, et elles renferment 2p — m — 1 coeflicients

arbitraires non homogénes. Pour qu’il existe des formes

. , » «m—+1
d’ordre inférieur a

apolaires a f, il faut que les

équations (4) soient compatibles, c’est-a-dire que tous
les déterminants d’ordre p + 1 lirés du tableau des
coefficients de ces équations soient nuls.

Par exemple, si m = 3, il existe dans le cas général
une forme d’ordre 2 apolaire a la forme f, et elle est

-6
il
kS
N
»
Q
>
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c’est la hessienne de la forme cubique donnée; pour
qu’il existe une forme linéaire apolaire a f, il faut que
tous les déterminants tirés du tableau

Ay @y

ay a;

as as
soient nuls, c’est-a-dire que I'on ait

ay ay ay

ay as as’
ou bien que la hessienne soit identiquement nulle.
Second cas : m pair. — Lorsque les coeflicients de f
sont quelconques, la plus petite valeur qu'on puisse
. N m .
attribuer & p est S+ la forme ¢ contient alors un
paramétre arbitraire; pour qu’il existe une forme o
m . [ . ’ .
d’ordre -, il est nécessaire que les cocfficients de f sa-

tisfassent 4 la condition

Qy a, am
2
a  Q Qm .
( 7) 2 =0,
An Am vee QA
7 !

et si elle cst seule remplie, il existe une forme v et une
seule répondant a la question, a un facteur prés; on
Pobtient en remplacant I'une des lignes du déterminant
précédent par

m m 2

+y2 —y? oz ..., £z

Par exemple dans le cas de m = 2, il existe une infi-
nité de formes quadratiques telles que

Y = %X XY 4 A )2,
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apolaires par rapport a la forme
f=axt+2a,zy + as y?;
il faut et il suffit que %y, a,, , satisfassent a la relation
@@y — 0 @y + Uy Ao = O,
c’est-a-dire que les racines des deux formes soient en
situation harmonique. Pour qu’il existe une forme o

linéaire apolaire par rapport a f, il faut et il suffit que

le discriminant
a, ay

a; Qs
soit nul; on a alors
P=aox +a1y.

Dans le cas de m = 4, il existe une infinité de formes ¢
d’ordre égal ou supérieur a 3 apolaires par rapportd f;
pour que I'on puisse trouver une forme ¢ quadratique
jouissant de cette propriété, il faut que 'on ait

ay, ay a;
a; as az | =o,

a; az a,

c’est-a-dire que I'invariant T de la forme biquadratique
soit nul; pour que l'on puisse trouver une forme ¢
linéaire, il faut que 'on ait

a, _a; Qas as

ay (273 as a,

4. L’intérét que présente la théorie des formes apo-
laires par rapport a une forme f d’ordre m réside dans
la réduction de cette derniére forme a une somme de
puissances mi‘™es de facteurs linéaires; nous allons, a ce
sujet, démontrer le théoréme suivant :

Si Uon connait une forme 3, d’ordre p, apolaire
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par rapport & unc forme donnée f d’ordre m; si ¢ est
décomposable en un produit de p facteurs linéaires
distincts, et si l'on a, par exemple,

(8)  e=(zyi—yz1)(@ye—yze).. (2yp—yzp),

on peut mettre f sous la forme de la somme des puis-
sances mimes de ces p facteurs, affectées de coefficients
constants, c’est-a-dire sous la forme

S=A(zy1—yz )"+ Ay(zys — y2z2 ) +. ..
+ Ap(zyp—yzp)™

(9)

et cela d’une seule maniére.
Réciproguement, si f est donnée sous la forme (g)
la forme © donnée par l’équation (8) lui est apolaire.

Nous commencerons par faire les remarques géné-
rales suivantes :

1° Pour qu’une fonction ¢, écrite sous la forme (8),
soit apolaire par rapport a une fonction donnée f, il
faut et il suffit que I’expression symbolique

i d 7} i) J i)
(.T‘dx +}’15}—/> .Z‘z;‘;_—'“}’zd‘y e x”% —I—)’pdy ’

appliquée a f donne un résultat nul; ce résultat est celui
que l'on obtient en appliquant a f la formation polaire
successivement par rapport a

(@1, 71), (@2, 72)y -+y (Zpy ¥p)-

2° Pour qu’une forme o soit apolaire par rapport a
une puissance mi¢me telle que (xy;— yx:)™, il faut et
il suffit que cette forme ¢ soit divisible par le facteur

TYi—Yxis

en effet, les polaires successives de cette puissance sont,
4 un facteur constant prés, des puissances de méme
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nature; pour que le résultat des formations polaires
successives soit nul, il faut et il suffit que 'un des élé-
ments par rapport auxquels on prend la polaire soit
identique 4 (x;, ).

3° Siune forme ¢ est apolaire par rapport a plusieurs
formes fy, fy, ..., fp, elle est apolaire par rapport a
toute combinaison linéaire de ces formes, telle que

Mfi+defotoo .= Apfp;

les équations (4) sont, en eflet, satisfaites pour cette
combinaison si elles le sont pour chacune des formes f.

Il résulte de ces remarques que la forme (8) est tou-
Jours apolaire par rapport a la forme (9) quels que soient
les coeflicients Ay, A,, ..., A,; par suite, la réciproque
du théoréme énoncé est vérifiée. Pour démontrer la pro-
position directe, il suffit de faire voir que si la forme (8)
d’ordre p est apolaire par rapport 4 une forme donnée f
d’ordre m telle que (1), ou peut toujours déterminer les
coefficients A, A, ..., A, entrant dans I’expression (9)
de maniére 4 identifier cette expression avec la forme
donnée; nous allons voir que cela est possible et d’une
seule maniére.

Les relations d’identification sont

’

\ o =AUT AT e Ay
(10) | @ =A Pl e+ Ay P las . - Ay iy,

*Fa,=Ax —+ Ayl +.ooApxp

or, les relations (4) sont satisfaites identiquement par
hypothésc; elles sont en nombre m — p 41, et peuvent
remplacer m — p -+ 1 des équations précédentes, par
exemple les m — p -1 derniéres; il suffit alors de satis-
faire aux p premieércs. Ces p équations déterminent les
inconnues Ay, A,, ..., A, d’'une maniére unique; cn
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eflet, le déterminant des coefficients des inconnues est,
a un facteur prés différent de zévo, le déterminant de
Vandermonde des p systémes (x;, ;) et il n’est pas nul
puisque ces systémes sont distincts; il existe donc un
seul systéme de valeurs de Ay, A,, ..., A, etla pro-
position est démontrée. On obtiendrait 'expression de f
en éliminant A, A,, ..., A, entre I’équation (g) et
les p premiéres équations (10).

5. Comme conséquence des résultats précédents, nous
pouvons énoncer ce théoréme :

Une forme f, dont 'ordre m est impair, et dont les
coefficients ne sont soumis & aucune restriction, se ra-
méne toujours d une maniére et d’une seule & la somme

m-41 . 5 L,
de 5 puissances miemes de formes linéaires, affec-

tées de coefficients constants; ces formes sont les divi-
m —+1

seurs du déterminant (6), ot p a la valeur .
Par exemple, toute forme cubique se raméne a la
somme de deux cubes de formes linédaires, et ces formes
sont les diviseurs de la hessienne; on retrouve ainsi un
résultat bien connu.
Toute forme f d’ordre quelconque se raméne d'une
infinité de maniéres a4 la somme d’'un nombre p de

puissances mim de forme linéaire, p élant supérieur

.M s \ R .
= Pour qu’clle se raméne a la somme de p puis-

1. .
L5 faut et il suffit

sances ™, p étant inférieur a
que les équations (4) soient compatibles. En particulier,

. . . N m .
si m est pair, f se raméne a la somme de - buis-

sances m'*™® si le déterminant (7) est nul.
Par exemple, une forme quadratique est réductible
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d’une infinité de maniéres i la somme de deux carrés, et
une forme biquadratique a celle de trois carrés; pour
que, dans ce dernier cas, le nombre des carrés se réduise
a deux, il faut et il suffit que V'invariant T soit nul.

6. Nous allons supposer plus généralement que la
forme ¢ d’ordre p apolaire par rapport & f ait des racines
multiples, et soit égale a

(11) ¢ =(2y1—yz1)’(Bys—yx2)P2. . (ZYq— ) Tq)P1,

Pr— P2+« .. pg étant égal a p; nous allons montrer
que fest réductible a la forme

f=(ayr1— yo )P\ fi+ (xyy — y2)n=rH fo+. ..
+ (@Y q— y®q)" P fq,

(12)

Sis fay «vvy Sfq étant des formes particuliéres d’ordres
rvespectifs p, —1, po—1, ..., pg—1, et réciproque-
ment.

Nous allons d’abord voir que ¢ est apolaire par rap-
port a chacune des parties de la somme dont se com-
pose f; cela résulte de ce fait qu’en appliquant’opération
symbolique

(o2 ( 20— )

oz yld_y ti\oy’ ~oz)’

ou ¢; est d'ordre p — p;, a la forme
(@yi—yoi)m=reet fu(z, y),

ou f; est d’ordre p;— 1, on obtient une quantité identi-
quement nulle. Sil’on commence, en effet, par effectuer

Y e e 0 [i] .
P'opération 'oi(—, — —), le résultat est de la forme
T\ dy ox

(Zyi—yzi)m=P+t &, (2, ¥),

ou ¢ est une forme d’ordre p; —1; en prenant ensuite
pi fois successivement la polaire de cette quantité par
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rapport a (x4, y:), on constate que le résultat est iden-
tiquement nul, comme nous I’avons annoncé.

La forme ¢ étant, d'aprés ce qui précéde, apolaire par
rapport a chacune des parties de f, est apolaire par rap-
port a f elle-méme; il nous reste 8 montrer inversement
que si o est apolaire par rapport a une forme f donnée
telle que (1), celle-ci peut éire mise sous la forme (12);
nous allons voir que cela est tovjours possible, et d'une
seule maniére.

Les formes f, fa, ..., f4 entrant dans I’équation (12)
contiennent py—+ ps 4. . . +pyg, c’est-a-dire p coeflicients
indéterminés ; ces coeflicients doivent satisfaire aux m -1
relations d’identification de (1) et de (12); mais m —p —+1
de ces relations peuvent &ire remplacées par les équa-
tions (4) qui sont identiquement satisfaites par hypo-
thése; il suffit donc de considérer p équations d’identifi-
cation, par exemple celles qui donnent les valeurs de a,,
@y, @gy +.., ap_y, et de montrer qu’elles donnent un
systéme unique de valeurs des p coeflicients inconnus.

Pour ne pas compliquer l'écriture nous nous placerons
dans un cas particulier, ce qui ne change rien aux rai-
sonnements; nous supposerons que l’on aitg =3, p, =3,
pa=2,p;=1,d’ou p=6; nous ferons de plus les quan-
lités y égales a 'unité, et nous supposerons fi, f, et f;
développés suivant les puissances respectives de x — x,
X — x5 el x — Z3, sous la forme

leA‘(.Z‘_fvl)z—l— Ag(x—xl)-i— Ag,
Je= Az —21) + Ay,
Ji=Aqg;
nous écrirons alors I’identilé suivante,
ag x4 C,lna‘ =1 4 Czlazzrzt—2+. ..
= A,(x—x,)’"+A2(x-—z‘,)"l—’+ Aa(_z-_zl)r)z—z
-+ A;.(.l,‘ —_ .’l‘z)"""f" AB(ZL‘ —_ xz)""_‘ -+ As("b‘ — x3)",
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et nous égalerons les coeflicients des six plus hauates
puissances de x dans les deux membres.
Le déterminant des coefficients de A, A,, ..., A,
dans les six équations obtenues est, au signe prés,

I o o 1 o I
1
C/‘n“‘l 1 o C‘llan I mea
9 bl M 2 2
Clgnwi' Chio1y 1 (lenwg C/ln—l To me:i

k 3 2 3
Chay Cih_yx} Cl_,xy Gl C}_ 2} G} 2}

3 % 3 4 4
C;ﬁ.x? Clsn—iz; Clﬁll—2‘z‘% Cfrlz; C13n~1x2 Cm‘T:i

5 3 4 3 5
Chxi Gzt Ch,2l Chxf Chyzi Ch23

Cc déterminant est la généralisation de celui de Vander-
monde; nous allons voir qu'il ne differe que par un
cocfficient numérique du produit

(2yg— 21 )8 (w3— 21 )3 (35— @2 )2.

Considéré comme fouction de x4, il s’annule pour
Xy =X, je dis qu’il en est de méme de ses dérivées
successives jusqu’a la cinquiéme; formons sa dérivée
par rapport a x,; clle est la somme des déterminants
obtenus en remplacant les éléments d’une des colonnes
par leurs dérivées par rapport a cette lettre; les dérivées
des éléments de la premiére colonne sont, comme on le
voit immédiatement, égales aux produits par C}, des élé-
ments correspondants de la scconde, et le déterminant
qui en résulte est nul; on voit de méme que la dériva-
tion des éléments de la seconde colonne donne encore
un résultat identiquement nul, il suffit donc de rem-
placer les éléments de la troisieme colonne par leurs
dérivées; on constate bien que le résultat ainsi obtenu
s’annule encore pour x, = x,. On verrait de la méme
facon que les dérivées suivantes du déterminant par
rapport & x, jusqu’a la cinquiéme jouissent de la méme
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propriété, et que ce déterminant est divisible par
(x,——.r,)“.

Pour une raison analogue, il contient en facteur
(23— x4)* et (x3— x2)%; en examinant les degrés par
rapport a I'ensemble des lettres et les coefficients du
terme fourni par la diagonale principale, on voit que le
déterminant a pour valeur

GG Ch(@e— 21)° (23 — 21 ) (23— 2)2;

par conséquent il n’est pas nul et il existe un seul sys-
teme de valeurs de Ay, A,, ..., Ag, ce que nous vou-
lions établir.

Comme exercice de calcul, on peut vérifier qu’un
déterminant analogue au précédent, renfermant x, dans
les p, premiéres colonnes, x, dans les p, suivantes, et
ainsi de suite, ne differe que par un facteur numérique

du produit

(Za— 21 )Ps Py (23— 21 )PsPr. . (X;— Zp)Pi PR, ...

Comme application de ce qui précéde, on voit que si
une forme cubique f a une hessienne ¢ égale au carré
de xy, — yx,, f est réductible d’'une maniére et d’une
seule & la forme

S=(@yi—yzi)? (Az + Ay y).
7. Considérons le cas de p =m; les relations (4),

qui expriment que ¢ est apolaire par rapport a f, se
réduisent a une seule, qui est

.
(13) Aoy — A1y + Ay Am—g—- . .= @)y %= 0.

En introduisant les coefficients du binome dans les
termes de o, c’est-a-dire en écrivant, par exemple,

m(m —

m I
?:bowm—i——(h(l""—‘_}”i— Y )bzx'"—2y2+~--,
I .
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la condition précédente s’écrit

m(m —r)

m
aobm—l—aibm—i"‘ Asbms—...Eanby=o0;
comme elle est symétrique par rapport aux coefficients a
ct b, on en conclut que f est inversement apolaire par
rapport a o.

Si les deux formes f et ¢ sont identiques, la condi-
tion précédente se réduit a
m(m—1)

m . =+ ;
QAo Amp— "l‘alam—l"‘ T A= . .= A Ay = 0,

le premier membre est un invariant, car il est le ré-
sultat du calcul symbolique f<%, — %) appliqué 4 la
forme f elle-méme.

Dans le cas de m impair, cet invariant est identique-
ment nul, et la forme f est toujours apolaire par rap-
port a elle-méme.

Dans le cas de m pair I'invariant renferme deux fois
les mémes termes, a égale distance des extrémes, sauf
le terme du milieu, qui intervient une seule fois; par
exemple, dans le cas de la forme quadratique il est égal
au double du discriminant et dans le cas de la forme
biquadratique, il a pour valeur

2(apa,— fajaz+ 3a}) = 28S;
’ ... ”, .
en 'annulant, on a la condition nécessaire et suffisante

pour que f soit apolaire par rapport a elle-méme.

8. Nous allons maintenant considérer un systéme de
formes f d'ordre m; nous nous placerons d’abord dans
le cas ou le nombre de ces formes est égal a m, et nous
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les écrirons

m
Ji = apaxm - T"l“”'"_'ﬂ"*‘” .

m
) f2 = boam—+ 'l_bll'"’_'uy‘*""’

m
fln= loxlll+ T [1 xm-—ly_x_' ..

nous supposons qu’elles sont linéairement indépen-
dantes, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun systéme de
nombres Ay, Xy, ..., Ay non tous nuls tels que 'on ait
identiquement

)\‘f1+)\2f2+---+ )\mfmzo;

pour qu’une telle identité ne soit pas possible, il faut et
il suffit que les déterminants d’ordre m tirés du tableau
des coeflicients a, b, ..., [, ne soient pas tous nuls;
c'est ce que nous admettrons désormais.

Il existe une forme ¢ et une seule apolaire par rap-
port & chacune des formes f; les cocflicients de cette
forme doivent, en cffet, satisfaire a la relation (13) et
aux relations analogues relatives aux coeflicients b,
¢, ++., [; on obtient ainsi m équations homogénes
d m 1 INCONNUES Oy Oyy « + oy U,y €L elles déterminent
a un facteur numérique prés un systéme unique de va-
leurs de ces inconnues, d’apres 'hypothése faite que les
formes sont indépendantes.

L’élimination des coeflicients o entre I’équation (2)
qui définit ¢ et les relations telles que (13) fournit,
comme expression de ¢, la suivante

@y a, (2] eee a,,
b, by ba .. b
(l’)) 5 = .o .. .. . . :
l Ly /s ce 1,
‘}/m —y”’—l$ }»m—‘_’wz e = pm

Ann. de Mathemat.,  séric, t. 1. (Aont 19o1.) 23
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nous allons voir qu’elle ne difféere que par un facteur
numérique du déterminant des dérivées d’ordre m — 1

des formes f:

()m—lfl dm—lf' . ,)m—lé
dxm—! dxm—2 d}/ : ()}/m
om—1 /’2 gm—1 fz gm—1 /’2
(16) dxm—1 dxm=2 0y te (’}/”‘ ;
d”’_’f,,, om- 'fm ()m—lfm
oxm-1 oxm—2 0)/ T }//Il

si nous multiplions, en effet, les éléments de la pre-
miére colonne du déterminant (15) par x, et si nous
leur ajoutons ceux de la suivante multipliés par y, puis
si nous répétons le méme calcul pour la deuxiéme co-
lonne, la troisi¢me, ctc., nous obtenons un déterminant
qui se réduit au signe preés a

QT+ Q1Y AT+ Aoy cie A T+ Apy

boxr +bry bix—~+byy ... bpyx+buy

10.7'+ l]"}/ [,x—i—- lg}’ oo l,,,_,x+ lllly

ct ce dernier est identique a (16) 4 un facteur numérique
prés.

Dans le cas général, o a ses racines distinctes; sup-
posons que l'on ait

v = (~T)’1—}’Q“1)(2‘.}’2—}’~Tz)-~ -(‘T}’m—}’fm):,

nous savons que chacune des formes f par rapport aux-
quelles ¢ est apolaire peut éire mise sous la forme d'une
somme de m puissances mé™e, et cela d’unc seule ma-
niére; nous pourrons de cette fagcon écrire

f = A (f”}’:—)/x:)’"—\— A-(»’”}’z—yd‘z)”‘-*-----!— A,,,(ary,,,-—yx,,,)”’
f: = B, (‘z'yi—}’a"l)"L'J‘ Bﬁ(‘z‘y‘z-}’x’)m"*"n"‘ Bm(“'}’/n‘—}’-'rm)m

DRI I DI I I I T P DI I T AT T SR

fm = Ll ('T’ 1= )& AL P ('7'.,1’2_}/*7'2 P Lm(-T_Vm '—,Va"/n)”"
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les coeflicients A, B, ..., L étant déterminés d’une
maniére unique ; nous énoncerons ce résultat de la facon
suivante :

m formes binaires d’ordre m telles que (14) peuvent
en général étre ramenées simultanément & la somme
de m puissances miémes des mémes formes linéaires;
ces derniéres sont les diviseurs du premier degré des
déterminants (15) ou (16).

Dans le cas particulier ou ¢ a des racines multiples
ct se met, par excmple, sous la forme (11), les formes f
sont réductibles simultanément a la forme (12).

Comme exemple, deux formes quadratiques f et fo
sont, en général, réductibles simultanément a des
sommes de deux carrés des mémes formes linédaires; ces
formes sont les diviscurs de la jacobienne de deux formes
données

o of
or  dy
o o |
ox  dy

si celte jacobiennc est le carré parfait d’une forme
lindaire f, et f» out cette forme comme diviseur com-
mun.

9. Nous considérons maintenant Ie cas ou 'on donne
¢ formes f d’ordre m, ¢ étant inférieur a m; nous allons
chercher les formes ¢ d’ordre m qui sont apolaires par
rapport a ces formes f. Pour simplifier I'écriture des
coeflicients, nous supposerons cette fois que les coeffi-
cients du binome sont mis en évidence dans ¢, et nous
poserons

o =agrtmt—+ Clajam=1y + Cluyam=2y2 4. .+ apy™;
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nous écrirons de méme, comme dans les formules (14),
fl = a x" + C}najz'm_i_}’ Ho Ay,
Jo=byzm+ Clbyzm=ty 4. ..+ b ym,

...... DR I I I I S N ]

Se=hoxm+ Cl hyxm=1y . . .+ hyym.
> : : A ce
Pour que o soit apolaire par rapport a ces formes f,
1l faut que les ¢ conditions suivantes soient remplies

amay— Clamyay+ Chamgas—...Eaya,=o,

Al 9 .
amho— Cham—r i+ Clamsho—...Fahp=0;

comme les formes f sont supposées linéairement indé-
pendantes, les déterminants d’ordre ¢ tirés du tableau
de leurs coeflicients ne sont pas tous nuls; si 'on sup-
pose, par exemple, que le déterminant

—1

@g CI’Ilai s C?n Ag—1
—1

| b Chbi . CETb
—1

hy Chhy ... Cithgy

soit diflérent de zéro, les équations (17) fournissent les
valeurs de ¢ des coeflicients o, celles de apy %pm 4y - ..,
%m_gyr au moyen des m — ¢ + 1 autres; il en résulte
que la forme © répondant a la question a ses coeflicients
fonctions linéaires et homogénes de m — ¢ 41 para-
meétres arbitraires; autrement dit, il existe m — ¢ + 1
formes ©;, 93, «.., Om_gqs apolaires par rapport aux
formes f, et toutes les formes ¢ sont données par la
formule généralce

(18) © = [y Q1+ L2 Qoo g1 Qin—q+1,

ou les cocfficients u sont arbitraires.
Dans le cas que nous avons considéré, ou o n’est pas
| > I}

nul, Dy, Pay + o os Pm_g4r peuvent &tre représentés par
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des déterminants d’ordre ¢ + 1 tirés du Tableau

(22} Clay Cha, o (273

bo Cl, by Chby ... by |
(19) [’

ho CL hy CLhs  oen hm |l

ym — C’l’l‘ym-—lx C'ﬁnl}/m—zx?. .., Eam

ct formés en adjoignant aux ¢ premiéres colonnes cha-
cune des suivantes respectivement. Ces fonctions sont
linéairement indépendantes, car elles contiennent cha-
cune un terme différent dans la suite des termes

Zlym=1, Itiym—9—i. = gm,

Il y a réciprocité entre les formes f et 9, d’aprés les
formules (17); I'ensemble des formes f apolaires par
rapport a toutes les formes (18) est représenté par

(‘ZO) )\1f1+)‘2f?+---+)\qfq,

ou les A sont des paramétres arbitraires.

10. Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Le déterminant fonctionnel constitué par les déri-
vées partielles d’ordre q — 1 des formes f, et le déter-
minant analogue constitué par les dérivées partielles
d’ordre m — g des formes ¢ ne différent Pun de

U autre que par un JSacteur constant.

Nous commencerons par mettre le premier de ces dé-
terminants sous une autre forme, en montrant que les
deux déterminants

091 [} 971 fy o041 £, |
ox1=!  Jdxi—rdy 0y -1
(21) [ oo e e
; Y N 917Ny

Jxd=t  Odrt-2dy Dy a1
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ct
(22} (1,‘,,a, C;Z,,ag .. .. .o [
hy CLhy C2, hy .. .. .. ... h,,
(22) |yt —Clyrta GCiyi22* .. H=z1 o 0
o 7 —Clyr-tz .. ... Exr .. 0
0 o . B 4 A I =z

ue différent que par un facteur constant; ¢’est la géné-
ralisation de la propriété démontrée dans le cas des
déterminants (15) et (16).

Nous multiplierons pour cela le déterminant (22) par
le suivant

AI pm—g+1 o o .
A'Ilr:—ll xm—r]}/ Alll— 1 )\l Zm—a+ o
Al am=rmiyr AL Alam-ty Al A3t
AZ::}/m—r]+l AZ:] Al’l-4/+l x ym—i AZ;? A;l”_(/H 2 ym—q—1
° A’I:i Al groym—a+l Ar/ SAZ —qre Ty cee
o o Aq 3 Am ’[+3)/Ill-(1+l

les ¢ premiéres colonnes de ce dernier déterminant sont
constituées par des éléments dont la loi de formation
est mise en évidence, Al désignant le nombre des arran-
gements de 7 objets s a s; les colonnes suivantes con-
tiennent seulement I'unité sur la diagonale principale,
ct leurs autres éléments sont nuls; cc déterminant est
égal au produit de x90=¢+ par un facteur constant.
En effectuant la muliiplication, on obtient d’abord,
dans les ¢ premieres lignes et les ¢ premiéres colonnes
du produit, les éléments du déterminant (21); on con-
state ensuite que les lignes suivantes ont leurs ¢ premiers
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éléments égaux a zéro; on vérifie, en ctfet, que I'élément
situé dans la g + ri®®¢ ligne et la 5™ coloune (s< q)
contient ™47+ y¢tr=s en facteur, et le coeflicient de
ce produit est égal a la valeur que prend P'expression

991
Swi=s gos=1 um—q—r+lor—l(y — p)q,
lorsqu’on y fait u = ¢; cette valeur est toujours nulle.

Le produit eflectué se trouve, de cette facon, étre
¢gal au déterminant (21) multiplié par un déterminant
d’ordre m — g +1; ce dernier renferme x? dauns Lous
les éléments de la diagonale principale et se réduit
a o= z9tm=g+1); comme le déterminant par lequel on a
multiplié (22) a cette méme valeur, a un coeflicient
numérique prés, l'identité des expressions (21) et (22)
se trouve bien démontrée a un facteur constant pres.

M. Andoyer, dans ses Lecons sur la théorie des
Jformes, a mentionné la transformation précedente des
déterminants (21) et (22) 'un dans 'autre, ct aindiqué
que D'évanouissement identique de I'une ou lautre de
ces expressions est la condition nécessaire et sufisante -
pour que les g formes f ne soient pas lindairement
indépendantes.

Ceci étant posé, nous avons vu que les formes indé-
pendantes 9, en nombre m — g -1 sont représcutées
par des déterminants d’ordre g 4 1 tivés du'Tableau (19),
ces déterminants ayant en commun les ¢ premiéres co-
lonnes de ce Tableau, et différant par la ¢ 4 '™, Les
dérivées particlles d’ordre m — g de ces formes sc dé-
duisent de la méme maniére, a des facteurs numériques
pres, de Tableaux analogues a (19); il suffit I’y rem-
placer la derniére ligne successivement par les derniéres
lignes du déterminant (22). Ces dérivées sont donc a
des facteurs constants prés égales a des déterminants
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d’ordre ¢ -+ 1, mineurs de (22), ct obtenus en bordant
le mineur désigné précédemment par d au moyen des
éléments de la g + ri®me ligne et de la g + s'®™ colonne.

D’aprés un théoréme démontré dans un précédent
article [ Théoréme relatif aux mineurs d’un détermi-
nant (Nouvelles Annales, mai 19o1, p. 211)], le dé-
terminant A de ces mineurs a pour valeur Dd’"'q_‘,
D représentant le déterminant (22); U'identité du déter-
minant (21) et de celui qui est formé par les dérivées
d’ordre m — g des formes », déterminant que nous
représenterons par
g, |

(23) \ o= gy |

sc trouve ainsi démontrée, a un facteur constant prés.

11. Nous allons donner de ce théoréme une démon-
stration plus courte que la précédente, en supposant
toutefois que les coeflicients ne sont soumis a aucune
restriction, ¢t nous indiquerons en méme temps la signi-
fication du déterminant (21) et de son analogue (23)
relatif aux formes ©. Cherchons parmi le systeme des
formes

f: )‘l,fl+ )~9f2-+—...—1- g J 4
celles qui ont une racine multiple d’ordre ¢ si (x4, 4)
est cette racine, elle annule les dérivées partielles
d’ordre ¢ — 1 de f, et satisfait aux équations

‘ 0L, V0T

Ay Oz d=1=s gy+ T pa—i—s oy
f ' R W

pour les valeurs successives de s. L’élimination des

quantités X entre ces équalions fournit précisément
I'équation obtenue en annulant le déterminant (21);0n
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voit donc que les racines multiples d’ordre ¢ des fornres f
annulent ce déterminant. Réciproquement, si (ay, y,)
rend nul le covariant (21), les équations (24) ont
pour x =x, el y =y, au moins une solution cn A,
Aay +++y Ag, et il existe une ou plusieurs formes f
ayant (xy, y,) comme racine multiple d’ordre au moins
égal a q.
Cela posé, toutes les formes représentées par

P = 1Q1+ H2Qat ... Mm—g+r1Pm—g+1

sont apolaires par rapport & toutes les formes f, et ce
sont les seules; or nous avons démontré (n° 6) que si
une forme f contient (xy, — yx,)? cn facteurs, toute
forme o contenant (zy, — yx,)™ 9" en factcur est
apolaire par rapport a la premiére f; par suite on doit
trouver parmi les formes ¢ renfermées dans la formule
précédente une forme au moins ayant (x,, 3,) comme
racine muliiple d’ordre m — ¢ + 1.

Comme les racines multiples d’ordre m — ¢ + 1 que
peuvent présenter les formes ¢ annulent le détermi-
nant (23), d’aprés un raisonnement analogue au précé-
dent on voit que toutes les racines de (21) doivent
annuler (23); laréciproque est évidente d’aprés la réci-
procité qui existe entre les systémes f et 9. Si les ra-
cines (xy, 1), en nombre g(m — g 4 1), sont toutes
simples, I'identité des déterminants (21) et (23) a un
facteur pres se trouve par cela méme démontrée. Nous
n’insisterons pas sur le cas ou deux ou plusieurs ra-
cines (x,, ) sont égales, et nous admettrons que la
proposition est générale; le raisonnement du numéro
précédent s’applique du reste a tous les cas.

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Etant données g formes binaires d’ordre m, linéai-
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rement indépendantes : fy, fa, <. ., [fq (gSm), parmi
les combinaisons linéaires de ces formes, telles que

f:: )‘|f1+)‘2f2+“-+)\qfq,

il existe en général g(m — q + 1) formes qui possedent
une racine multiple d’ordre q; les systémes de va-
leurs (x, y) qui sont les racines d’ordre q de ces
Jformes s’obtiennent en annulant le déterminant fonc-
tionnel (21) et sont les racines de l’équation ainsi
Sormée.

1! existe m — q +1 formes linéairement indépen-
dantes d’ordre m, @i, 92y <oy Om_gits apolaires par
rapport aux formes f; parmi les combinaisons linéaires
de ces formes, telles que

© = Pt PePate o g1 Om—g+1s

ily a le méme nombre ¢(m — q +1) de formes pos-
sédant une racine multiple d’ordre m — g + 15 ces
racines multiples s’obtiennent en annulant le détermi-
nant (23) et sont les mémes que les précédentes.

12. Nous allons appliquer les considérations précé-
dentes a la réduction simultanée des formes f et © a une
forme canonique; nous nous limiterons au cas général,
ou les coefficients des formes f ne sont soumis a aucune
restriction particuliére.

Désignouns par ¢' le nombre m —¢ + 1, par v le de-
gré qq'= g (m—q 1) des déterminants (21) ou (23)
et par (X, 91), (X2, ¥2)s «+ -y (2y, yy) leurs racines,
qui sont les mémes comme nous ’avons vuj; a l'une
quelconque d’entre elles, telle que (x4, y:), correspondent
des systémes de nombres A etp! tels queles formes T f;
el Ty ¢s alent comme racine (xr;, y;), la premiére avee
lordre ¢, la deuxiéme avec ordre ¢'=m —q +1 de
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multiplicité; nous aurons donc des identités de la forme

)xl;fg -+ )‘g‘f_)—i‘ .o+ )\:.If’/ = (1’}’[—-_}'.1‘,‘)'] i
Bl 91— ph Qe 9= (2yi— Y@

{variant de 1 a v, g; et §; étant des formes d’ordres res-
pectifs m —getm —qg'=q —1.

Nous déduirons de la, pour les formes f et ¢, des
expressions telles que

Sr=(y1—yx )T hp+ (2ys — yzs)Thps+. ..
+(2yq —yxq)Thrq,

o= (Y1 —yx)T 1+ (xys — yxs)? fsa—+...
(@Y —y2e ) fsq's

les quantités h et 7 étant des formes d’ordres respecti-
vement égaux & m — ¢ et m — ¢'; dans chaque groupe
de formes, nous pourrons remplacer les racines qui
interviennent dans les parventhéses par d’autres racines
des déterminants (21) ou (23); nous aurons ainsi,
lorsque ¢ est différent de 1 ou de m, plusieurs réduc-
tions possibles analogues a la précédente.

Par exemple, étant données deux formes cubiques f,
et fy,onam=23, g =2, ¢ = 2; parmi les combinai-
sons linéaires telles que X, fi + Ay f2 on peut trouver
quatre formes ayant une racine double, ainsi que parmi
les combinaisons linéaires telles que p, ¢+ po9, des
formes cubiques apolaires par rapport aux premiéres;
les racines doubles des premiéres ainsi que celles des
secondes formes sont les racines du jacobien de fy et

de f,.

13. Nous avons peu de chose & ajouter en ce qui con-
cerne la généralisation des théories précédentes au cas
ou les formes ¢ apolaires aux ¢ formes f d’ordre m sont
d’ordre p inféricur a m; nous remarquons, d’aprés les
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équations (4), que la condition nécessaire et suflfisante
pour qu’une forme ¢ d’ordre p soit apolaire par rapport
a unc forme f d’ordre m > p, est qu’elle soit apolaire
par rapport aux m — p —+ 1 dérivées

()'n—pf ()m—p'f ()m—pf .
oxm-p’  ggm—p-1 ady o dym- v’

les formes ¢ apolaires aux ¢ formes f doivent donc
satisfaire & (m — p +1)g conditions, et comme elles
renferment p -1 coefficients d’'une maniére homo-
géne, on voit que les formes ¢ répondant a la question
dépendent de

¢ =p+1—qg(m—p-+1)

paramétres homogénes: ce nombre ¢’ doit étre €gal ou
supérieur a 1, ou bien p doit étre égal ou supérieur
a q(m +1)
q+1

cas général; si ¢’ est nul ou négatif, le probléme n’est
possible que si les formes f sont soumises a certaines
restrictions qu'il serait facile de former.

Par exemple il existe une forme o d’ordre 4 apolaire
par rapport & deux formes d’ordre 5

» pour que le probléme soit possible dans le

Sfi=azb+Sa12vy +...+ asy,
Je=boxr+ 50,24y +. ..+ byy5;

c’est
ay a, a; as a,
I a; a, as a, a
o= 1 by b, b, by b,
’ t by 2 by b, b
|yt —ayd x2yr —ady

St (24, 071)s (ay ¥2)y = ooy (24, 1) sont les quatre
racines de o, les deux formes f, et f5 sont réductibles
simultanément a la somme de quatre puissances cin-
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quiémes, telles que
Si=A(zyi—yz 4. . .+ Ay, —ym,)s,
So=Bi(eyi—ya))s+.. .+ B‘(x}'r,—y:pa)%

lorsque ¢ a des racines multiples, les considérations du
v . .
n° 3 s’appliquent a chacune des formes I



