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CONCOURS GÉVÉRAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES DE 1 9 0 0 .
SOLUTION PAR M. GALLOT,

Élève de Mathématiques spéciales au lycée Garnot.

On considère les paraboloïdes II représentés en coor-
données rectangulaires par Véquation

y 2 q -h X .
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dans laquelle />, q sont des constantes et A un para-
mètre variable, et l'on propose d'étudier la surface S,
enveloppe des plans polaires P par rapport aux para-
boloïdes W d'un point donné A.

i° La surface S est de la troisième classe, et chaque
plan polaire touche cette surface en tous les points
d'une droite G.

'A° Les droites G sont tangentes à une courbe gauche Y
du troisième ordre; elles admettent un cône directeur G
du deuxième degré.

3° La section de la surface 2 par un plan tangent,
c'est-à-dire par un plan polaire P, .ve compose dune
droite G et d'une conique. Déduire de là le degré de
la surface S.

4° Chaque droite C est le lieu des pôles dyun plan Q
par rapport aux paraboloïdes II. Chaque plan Q est
perpendiculaire à la droite (j correspondante.

5° En supposant que ( J décrive la surface - , on
demande l'enveloppe C, des plans Q qui correspondent
aux diverses droites G.

On indiquera les relations qui lient l enveloppe G
avec les paraboloïdes U et avec le cône C.

Remarquons que les paraboloïdes II forment un
système homofocal, c'est-à-dire font partie d>un fais-
ceau tangentiel déterminé par l'un d'eux et l'ombi-
licale. Ce faisceau pourra donc se déduire dualistique-
rnent dun faisceau ponctuel de quadriques.

i° Ou sait que le lieu des pôles d'un plan R par
rapport aux quadriques d'un faisceau ponctuel est une
cubique gauche T{. Corrélativement l'enveloppe des
plans polaires P du point A par rapport au faisceau des
paraboloïdes II sera une surface de la troisième classe 2.
A deux points infiniment voisins de F, correspondront
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deux plans tangents infiniment voisins de S. On voit
donc qu'à toute tangente à F, correspond une généra-
trice G de S. A tout point jx de G correspond un plan m
à Tt qui passe par une tangente fixe, quand JJL décrit G.
Le plan tangent en [/. correspond au point de contact
de TH. Il est donc le même tout le long de G.

i° À deux tangentes infiniment voisines à F4 corres-
pondent deux génératrices infiniment voisines de 2. Or
les deux tangentes définissent un plan osculateur à YK

auquel correspond le point de rencontre de deux géné-
ratrices; celles-ci ont donc une enveloppe. Or, comme
par tout point de l'espace on peut mener trois plans
osculateurs à F,, on voit que dans tout plan il y aura
trois points de l'enveloppe des droites G. Donc cette
enveloppe est une cubique gauche F.

Nous verrons plus tard que les droites G admettent
un cône directeur du second degré.

3° Un plan tangent à S correspond à un point m
de F< et aux points de la surface situés dans ce plan les
plans tangents à T{ menés par rn. Or ces plans enve-
loppent le cône de sommet m qui s'appuie sur F<. Ce
cône étant du deuxième degré, on voit que le plan tan-
gent à S la coupe suivant une conique. Comme le plan
est tangent tout le long d'une droite, la section se
compose d'une droite et d'une conique. Il en résulte
que S est du quatrième ordre.

4° A toute droite G correspond une tangente 8 à F4 ;
or, 8 étant donnée, il existe dans le plan R un point I
tel que tous ses plans polaires, par rapport au faisceau
ponctuel considéré au début, passent par 8. On voit donc
qu'il existe bien un plan Q correspondant à I, tel que
tous ses pôles par rapport aux paraboloïdes II soi eiH
sur G. Comme I est dans le plan R, tous les plans Q
passent par le point A.
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La droite G doit contenir des pôles de Q par rapport

à toutes Jes quadriques du faisceau tangentiel donné; en
particulier elle contiendra leur pôle par rapport à l'om-
bilicale. Elle lui est donc perpendiculaire.

5° II en résulte que Q enveloppe le cône C, de
sommet A supplémentaire du cône directeur C de la
surface S. Tous les plans tangents à C sont parallèles à
des plans tangents à S. Donc chaque génératrice de C
est perpendiculaire à un plan polaire S. Elle est donc
perpendiculaire à sa conjuguée par rapport à un des
paraboloïdes II. Or le lieu des droites qui passent par A,
et qui sont perpendiculaires à leurs conjuguées par
rapport à des quadriques liomofocales, est le cône de
Chasle de sommet A. Donc le cône G est du second
degré, et par suite aussi le cône C.


