NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

E.IAGGI

Sur une représentation géométrique des
fonctions snx, sn(x + K) et leur analogie
avec les fonctions circulaires

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 1
(1901), p. 241-281

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1901_4_1_ 241_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1901, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1901_4_1__241_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

(241)

[F2g]
SUR UNE REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES FONC-
TIONS snz, sn(z +K) ET LEUR ANALOGIE AVEC
LES FONCTIONS GIRCULAIRES;

Par M. E. IAGGIL

1. Les fonctions
u = sn(z, k), v =sn(z +K, k),

que, dans ce Journal méme (*) et dans un Mémoire
présenté, en 19oo, 4 I’Académie des Sciences, nous
avons proposé d’appeler des sinus et cosinus elliptiques
(w=sin,x, v = cos.x) a cause de leur parfaite ana-
logie avec les fonctions circulaires sinx, cosx, sont sus-
ceptibles d’une représentation géométrique qui s’étend
non sculement aux relations entre les trois covariables
x, u, v, mais encore a la multiplication et a la division
de argument z par 27, et 4 diverses transformations
parmi lesquelles celles de Landen ct de Gauss.

La représentation géométrique qu’a donnée M. Lé-
meray, dans une lettre 4 M. Laisant parue dans ce
Journal, peut conduire i celle que nous avons en vue;
mais celle-ci s’introduit d’une maniére naturelle par la
considération de la courbe dont I'équation, en coordon-
nées rectangulaires u, v, est la relation algébrique qui
cxiste entre les fonctions uy et vy

(1) w02 =1+ k2u?e?,

équation qui peut se mettre sous diverses autres formes

(') Nouvelles Annales, 1898, 1goo.
Ann. de Matheémat., [ série, t. I. (Juin rgo1.) 16
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¢ui nous seront utiles

, I — u?
2 Y = —_— T
(2) [ — Az a2’
(3) (1—A2u2) (1 — Ak202) = k2, (1— u?) (1—92) = A2ue?,
1= Au?) (1 %= ko2 1— krut 1 — k2ot
(1) UEHOOELD g T
1= 4 1 — A2u? 1— k2o
ou cn coordonunées po]aires
o2
(5) 1'2=1—r—4—1'“si|1?2?.

Cette équation montre que, lorsque & est réel et plus
petit que un, ce que nous supposons, la courbe se com-
pose d’une branche fermée enveloppant le cercle de
rayon un et tangente a ce cercle aux points A, B, Ay,

B,, sur les axes Ov, Ou, et de guatre branches infinies
aux asymptotes

U, ==+

> -

Les points de la branche fermée sont tels que les va-
leurs absolucs de « et de ¢ sont inférieures a un ct ré-
pondent par conséquent aux valeurs réelles de x et aux
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valeurs de la forme x + 27iK’; les branches infinies,
pour lesquelles [« |, | ¢ | sont supérieurs a un, répondent
a des valeurs de la forme x ~+ (21 + 1)iK’, (x réel).
Nous considérerons donc particuliérement les points de
la branche fermée, et comme la courbe a pour axes de
symétrie les axes Ov, Ou et leurs bissectrices, nous
pouvons nous borner pour I'instant a I'étude des points
.z de cette branche situés dans le premier quadrant.

Cherchons ce qu’est 'argument x relatif 4 un point

(1, v) de la courbe (1). Posons

“r _ tan
oo = tangg,

@ étant 'angle AO . En dillérentiant, nous avons
(Vr Uy — Ug¥y) de = (ul+ 02) do.
D’ailleurs
o' — up' =1— k2020 = 2 — (ut+ o2).
On a donc
(6) dr =

r?

9 e 2 d,%

x n’est ni arc, ni Paire de la courbe (1). Mais si Pon
pose

r2

2 _-
e

x sera le double de I'aire balayée par le rayon pdans la
courbe de coordonnées 5 ct ¢, dont I’équation obtenue
au moyen de (5) est

p*(1— A%sin220) =1.
Mais on peut aussi procéder de la maniére suivante

qui nous servira ensuite : I’équation (5) donnc deux va-
leurs positives 7, 7/ du rayon vecteur qui correspondent
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aux deux points @, p/, 'un p sur la branche fermée,
l'autre p’ dans la méme direction ¢, sur la branche in-
finie du premier quadrant, et ces deux longueurs sont
telles que

(7)

.I-

~
©

1
+’—'§=l,

et, par suite,

1 2 ) 1 1 N
—_—— e — ] =] — — ——— == — L2 2
(8) 5 =5 —1=1 75 o m = V1— A?sin220,

7 4 7 r

e

On constate facilement que la courbe (o, ¢) est une
courbe fermée qui a les quatre axes de symétrie de la
courbe (7,¢) et qui enveloppe la branche fermée de
celle-ci et lui est tangente, ainsi qu’au cercle de rayon
un, aux quatre points A, B, A, B,.

On a d’aillears

™
K N
(9) = =f p*de, K:f p*de.
) 0 0

, . ™
La symétrie montre que, lorsque p s’angmente de 3’

k]

x s'augmente de K et réciproquement, mais que, malgré
I’analogic de la premiére formule (9) avec la suivante,

, . R P T

on nc peut étendre ce raisonnement a 'addition 749
K.

ou de Sax.

L’argument K — x est obtenu en prenant le symé-
trique de Ow par rapport a la bissectrice de vOu. La
quadruple symétrie des deux courbes rend compte alors
des relations

u( Kkz)=  o(2), v( Kxz)=Fxu(z),
(10) { u(2K=®+2x) = u(x), v(2K*x2)=— v(2),
v(fK*xo)=F=u(x), v(4KEx2)= v¢(2)

Ces relations, comme les substitutions réelles qu’on
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en tire et qui laissent invariables les fonctions u et v,

sont identigues a celles qui sont relatives aux fonctions
. . . ™ s

circulaires sin 3K % €0s ¢ T

La représentation géométrique de argument x que
nous venons d’obtenir est entiérement analogue a celle
des fonctions circulaires sinx, cosx, ou x peut étre
considéré comme la longucur de l'arc du cercle de
rayon un, mais aussi comme le double de I'aire du sec-

teur déterminé par le rayon du point considéré

(sinz, cosz).

Lorsque k s’annule, les deux courbes (r, ) et (p, ¢)
se réduisent toutes deux au cercle de rayon un, et les
deux fonclions u(x, k), v(x, k) aux fonctions sinwx,
cosz.

L’égalité (7) donne la construction de p’, connais-
sant 1. : on fera tourner . de 7—;; la tangente au cercle
rayon un menée par ce nouveau point déterminera '
sur O .

Le point de coordonnées

u(z + iK') = v(z+iK')=

I I
ku(z)’ ko(x)
n’est autre, on le voit par son angle 9, que le symé-
trique de ' par rapport a la bissectrice de ¢ O w.

Les formules démontrées précédemment (1) a (8) suf-
fisent pour construire géométriquement les quantités u,
v, poux,r,r,p lorsqu’on se donne I'unc d’cntre elles;
mais de nouvelles données que nous introduisons ci-
apreés simplifient beaucoup ces constructious.

2. Construction des courbes (r,9) ou (u,v) et
(¢y9). — Par un point u de coordonnéces vy = r cos¥,
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Uy = rsing, menons les paralléles uP, 1 Q aux axes Ou,
Oy.

Soient O, et O] les deux cercles concentriques de

. 1
rayouns respectifs 1 et i

P rencontre O, et O] respectivement en M, M’; 1 Q
rencontre respectivement O, et O} en N, N. (M, M,
N, N seront les plus rapprochés des points d’intersec-
tion de uP et 1 Q avee les deux cercles.) Posons

/\ /\
MOA = w, N'OA' = w/,
/\ /\
MOA =0, N'OA' = 0.

On aura

. | S
‘ Uy = sinw = - sin w,
3
(1) '
\

'
vx = cos0 = — cos0.

k

Dans la notation de Jacobi, on aurait

uy=sinam(z, k), ® = am(z, k),

vx = sinco am(x, k), 1; — 0 =coam(z, k).

On voit aussi que

{E=Vi—ur=cosw (=cnz), =Vi—ku2=cosw' (=dnz).

)i\/l—vfzsinﬁ, + /1 — k?u? = sin 9,

ct, enfin, par les relations (2) et (3)

. sin®
(I3) sSinw = Si_ﬂ(T’
cosw
(14) cos0 = ——>
(13) sinf'cosw'= X',
(16) tang0 = k'tango.

Ces formules sont toujours vraies en grandeur et en
signe, ainsi qu’on le vérifie par la suite.
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Sil'on se donne 'un des quatre angles précédents,
w = AON, par exemple, on a i construire p;, connais-
sant 1y = sinw; la paralléele NQ a Oy déitermine surle
cercle O deux points N’ symétriques et, par suite, une
scule valeur de sin ', mais deux valeurs égales ct de
signes contraires de cos0 par la formule (14); on con-
struit d’ailleurs facilement cos par la parallele 4 ON’
menée par N jusqu’a Ou. On a ainsi les deux valeurs
de v, égales et de signes contraires données par la for-
mule (4).

On saura donc construire pg, connaissant 'une de
ses coordonnées on 'un des quatre angles w, o', 6, §'.
Construisons maintenant le o, correspondant a p,. La
formule (8) montre que o est une moyenne proportion-
nelle entre 1 ct la quantité

(17)

qui suflit a la construction. Mais I'expression

do

(lb‘) dr = —_—— ===

‘/1 — k%sin2ao
montre, si on la multiplie par 2, que sin2y =u(2x),

4

2% =amax, c¢ qu’on peut vérificr sur la scconde des
formules analyliques sunivantes qu’on déduit du théo-
réme d’addition de u (&) (loc. cit.):

AUV QULV
R 3 = 5 i
1+ AK2uok ui + vi

(19) u(2z) =

ct ou 'on fait u,=v;tangp. 2¢ est donc pour y,, ce
quest w pour Pz, et I'on peut construire pyp avec 29
comme uy avec w. Si NN, Qy est la paralléle a Ov,
on a

. . ,
w(2x)=sin2¢ = —sin29’,
‘ K .

k
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. TN T s . R
ou 2¢' = A’ON|. L’abscisse du point ., sera de méme
- _ 1 . _ Cos
v(22)=cosa} = kcoszz{.« (_ ——COS?,),

TN TN , ,
ou 2¢ =AOM,, 2¢' = A’OM,, M| u.x M, P, étant la
paralléle 4 Ow. On a ainsi, par une construction simple,
la quantité ¢(2.x) dont la formule analytique est

v —ul 02— uj
(20) 0(27) Tty =
1—/L2ulvl 2—(ui—+vx)

Ces formules (19) et (20) montrent que u(2x) ct
v(2x), qui sont rationnelles en uz, v, ('), ont, la pre-
miére, deux valeurs égales et de signes contraires, la
seconde, une seule valeur lorsqu’on se donne soit g,
soit ¢z. Notre construction géométrique donne égale-
ment ce résultat, car, si I'on se donne u; ou w, on a
deux valeurs supplémentaires de w’, d’ou deux valeurs
égales et de signes contraires de v, ou deux valeurs
supplémentaires de ¢ ct, par suite, deux valeurs de
sin29 égales et de signes contraires, et de méme pour
29'; alors cos29 et cos29 et, par suite, cos 2y n’ont
qu’une scule valeur.

La formule (8) donne maintenant
I

1 I
(21) .57_33:;‘—2_])'2

(22) } =sec2y¢'.

=/ 1—/?sin?20 = cos 24/,

On a donc p par une moyenne proportionnelle entre

(') Cette remarque, ainsi que la suivante, n’est qu’un cas particu-
lier d’un théoréme général qu’on peut démontrer sur u(mz), v(mzx),
exprimés en u,, ¢, simultanément ou séparément (Mémoire pré-
senté, etc.; 1900). On peut remarquer l'analogie des formules (19),
(20) avec les formules de sin(2z), cos2z auxquclles elles se ré-
duisent lorsque & = o.
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sec2¢’ et le rayon du cercle O, ('), puis par les for-
mules (7) et (21)
(x3) | comr.

Ces derniéres formules permettent de construire p
lorsqu’on se donne ¢ ou p; car si o est donné, on
construit 2¢ et 29 comme plus haut et les for-
mules (22), (23) donnent les constructions de p, 7, 1’';
si p est donné scul, on a sec2 ¢’ par une troisi¢cme pro-
portionnelle (22), et, ayant 29/, on a 29 et d’autre
part " et r',

3. Multiplication et division de I’argument par a™.
— Les constructions précédentes nous ont donné le
point de coordonnées usy=-sin2¢, vyz=cos2?Y lors-
qu’on connait le point uy= sinw, v,= cosf ou seule-
ment 'une de ses coordonnées. En répétant n fois cette

(') Si par p,, on ménc la paralléle Ou jusqu’a ON, on obtient un
point a tel que Oa = sec2%’. L’ordonnée de N, étant u,,, 'abscisse
de x étant ¢, el, d’autre part, N, décrivant le cercle O, et a décri-

vant Dellipse d’axes 1 et 1 on obtient ainsi la représentation géo-

métrique de M. Lémeray dans le cas de Pargument z, = 22. La

quantité p = {/ON:.Oa a la méme valeur que précédemment, mais
est employée d’'unc maniére différente, puisqu’ici le rayon sur lequel
on porte p est Oa.

Remarquons que la droite OyN’, rencontre la tangenteen A 40, en
un point § tel que OB = sec2%'= Ox; si 'on a décrit un cercle de
centrc O et de rayon OB = sec29’, ce cercle donne sur ON, le
point « qui, projeté sur QN,;N’, donne p,, : on a construit ainsi
Pexpression v, = sec 2%’ cos 2 5. Cetle construction, qu'on peut faire
pour tout point . dont on donne Pamplitude correspondante, peut
remplacer la construction, donnée précédemment, de ¢, connaissant »
ou w. Si alors par § et y on méme un cercle tangent &4 O u, le point
de contact est le point (g, v) cherché de la courbe dont P'axe repré-

sente ) z.



( 250)
construction, on aura le point de coordonnées

u(2nz), v(2”x).

On passe avec la méme facilité du point pyy au
amaax
2

point p;; car on a a construire p, connaissant ¢ =

et ©'. On sait donc construire, au moyen de pz(ug, vz)

le point dont les coordonnées sont u,, v, dont on trouve
2 2

facilement Pexpression soit en p, soit en vz sous la

forme
N
2 Vit kg4 V1 — kuy
- \/l+k\/|+ﬁ*vx+\/1—k‘/1—ﬁv,,
(24)

. Vi up+vVi—u,
3 \/I—E—Icux—i—;/[—/(u,,;
. \/‘),([—e—vx) .
Vi ki kopg+yVi—kyi1—key

Les signes des radicaux sont arbitraires dans ces for-

mules qui sont celles de u,, v, exprimées soil en u,
K z
soit en ¢,. Comme dans le cas des formules trigonomé-

triques analogues auxquelles celles-ci se réduisent
lorsque A= 0, on peut discuter les diverses valeurs
obtenues en prenant tous les arguments

z -+ imK4+a2niK' 2(om+-1)K 42K —2z
b
2 2

9

déterminés par une valeur donnée de wug, et tous les

arguments
fmk +~oniK +x

2
2

déterminés par une valeur donnée de ¢z Cette dis-
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cussion peut se faire également sur notre représentation
géométrique, mais, pour ne pas trop allonger cette Note,
nous nous bornons a dire que les signes indiqués dans

les formules (24) sont ceux de valeurs de u,, v, qui se
27 2
’ 4 k]
correspondent, ., étant sur la branche fermée, et qu’en

changeant successivement les signes des radicaux en

numérateurs, on obtiendra tous les points ., de la
2

ranche fermée; un changement de signe d’un radica

branche fi ; hang t de signe d’ dical

au dénominateur donnerait des points p, sur une

9

branche infinie, répondant par conséquent a une valeur
. . . x .
imaginaire de 'argument de la forme S+ 1K/,

Si on répéte n fois les constructions qui donnent .,
2
on obtiendra les points de coordonnées

xr x
u;ﬁ,v;,:,

il faut remarquer que, lorsque 7 est supérieur a 1, cer-
taines valeurs sont imaginaires; mais il y en a toujours
de réelles.

On trouvera facilement le nombre de ces valeurs
réelles : le nombre des points p obtenus sur la branche
fermée est égal au nombre de points sin (27 7x),
cos(27"x) obtenus dans les mémes circonstances, soit
qu'on se donne uy, soit qu’on se donne v, ; d’ailleurs, a
chacun de ces points w(u, ¢) correspond un point sur

ku’ ko
points w obtenus sera donc le double des points

. o i
une branche infinie (—-, ); le nombre total de ces

[sin(2—"x), cos(2—"z)]

obtenus dans les mémes circonstances.
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4. Sur quelques transformations. — Dans notre Mé-
moire cité, nous avons démontré la plupart des formules
suivantes, ou nous écrivons simplemeunt u, v, pour les
fonctions de module 4 et d’argument z, etsin (g, x, k),
cosc(g1x, k) pour les fonctions transformées, de mo-
dule %, et d’argument gz

sin, [(k = ik ), (k 5 ik')*] = (k &= ik')%,

1— k(k == i) u?
1\ — k(k £ k) w2
_ kE—ke?

T E ik —ke?’

I cos [(hk =ik )z, (k= ik')?] =

transformations auxqueclles on cst conduit en formant
, . P . . . . . u
I'équation diflérenticlle a laquelle satisfait la fonction S

analogue & tangx (Nouvelles Annales, 1898).
sing (ka, ) =k

e K, z = ku,
cose(l:x, —]\l-> = %,

auxquelles conduit la comparaison des deux transfor-
mations I, Pune de module (kK — iA")?, Vautre de mo-
dule (k + iK')2.

sing [(lik’)x, iff,] = (=E=A)u
U ==V 1— (1= 1")u?
coSs, [(l +=ie, ﬁj = ‘l_-—-(l_I./:';?
1-(:1:1;’)&_ 02— u2
T —(axk)er T 1 —(xk)us
(transformations de¢ Landen),

qu'on obtient en appliquant les transformations I aux
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fonctions IlI

. Iikx 2y =k _ 1=k 1—v
e\ ™ " 0xk )7 2 1 ke
=é(‘/1+u‘/liku—‘/l——u‘/x¢ku)(1),

Jiszz +k t=k 14
S =
€0Se\ 5 Tk 2 1xke

1

= (‘/1+u‘/1iku+‘/l—u\/l$k“)s

T

qu’on obtient par inversion des transformations III.

*k +k
Sine[(lik)x’z‘/_/\]_ 1=k ke

= u= u
1=k 1= Au? ut+4p2 "’
A cose | (14 1) 2VEX V== k 1= ku?
s + k) = v =
¢ Pk 1= ko2 u? -4 p2

(transformations de Gauss),

qu’on obtient en doublant I'argument des fonctions IV.

. _— 1+ Lk a9k 1—9
sine (‘/i ke, )= =R

Sy ER

S + k
cose<\/t/fx, 1= A >=

2y =k

VI

qu’on obtient en appliquant la transformation II aux

fonctions IV, ou cn faisant 'inversion des transforma-
tions 1.

sing (iz, k') = e

Vi—u?

Vi : oy e ( : )

= 1

cos,(ix, k') = = iz

Vi— krur K

’

(') Dans les formules qui, comme celles-ci, conliennent des radi-
caux, nous n'avons mis qu’un signe devant chaque radical, mais ce
signe est arbitraire et I'on peut discuter les diverses valeurs comme
pour les formules (24).
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obtenues par la comparaison des deux transformations VI

1+ k 1—k
de modules —= et ——

a vk 01\//{

1 ik
. .
sing <zk T, ) = ———>
k' 4 2
1— u?

coS, <ik’a~, —;—,) =yi1—lut= 717 K =5 (= dna),
v — A

obtenues par I'application de la transformation II aux
fonctions VII.

VI

sin, <I. .z',/ > Vi— o2 = __,/‘ w

X ; \/I:A w
¢ - o
K = —_— U= — -
coS, (/ Ty > Vi—u Wopy v (=cnz),

obtenues en comparant les deux transformations V, ou
les deux transformations IV, ou en appliquant la trans-
formation VIII aux fonctions II.

hu

sing (l/l.r, ) )
‘/1-/\ u?
A 1 1
€% (t/.x, /‘> \/I — w2 <— Cnx)’

obtenues en appliquant la transformation II aux fonc-
tions 1X.

sing [i(li/{)l‘, T+ 1“] (1 —‘-/k)_L_lf =Gk fuy

+' 2

\i 1=k Vi—
(1 =T ==V S I ==y o ==
Cosc[l(lﬁl)m’xil\‘ T imhwr T ik 1 ke?’

obtenues en appliquant les transformations III aux
fonctions VII ou X, ou les transformations I aux fonc-
tions V1II ou 1X; transformation remarquable en ce
que, répétée, clle donne a nouveau le module & ¢t aboutit
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aux fonctions u(2x,k) ct v(2x,k); on le voit par son
inverse qui est

1+k 1= A [— ¢
qme<z N w’[i/\>_ ’/ A\/1+v
cos lli/lx == A TEA 1 — ko
¢ 2 ’|iA)_ 124 T+ Ao’

La transformation III appliquée a ces fonctions donne

\II

les sulvantes

[t () | VR
cosg[gwﬂvw, <1—@>"]= 1 /E =k

1— /4 1 — VA 1+ ko

M

(') On peut faire, au sujet de ces transformations, diverses
1cmarques interessantes, que nous ne pouvons qu indiquer dans ce
Mcmone, rclatif a des representations geometriques

(a) Il n’existe, a propiement parler, qu’une seule transformation
du premier degre du sinus elliptique ©, , = snz, qui est donnee par
In premiere formule I, les cinq auties transformations connues du
premier degre, qui sont ict donnees par la seconde formule I et

par la scconde formule \III, ou les signes de A et de vk sont ai-
bitranes, sont, a proprement pailer, des transformations du cosinus
clhiptique v = sn(x + K) De mcme les transformations de Gauss
de u,, (premiere formule V) sont, a proprement parler, les seules
transformations du second deg1e du sinus elliptique, les autres trans-
formations du second degre, qui sont donnees 1c1 par les secondes
formules I, IIT, ¥, Al sont a proprement parler des transformations
du cosinus elliptique

On peut, sans se servir de la transformation, un peu laboricuse,
de 1 integrale elliptique faite pai Jacobi, ariiver directement a ces
transformations rationnelles par une methode simple qui procede
plutot des 1dees et que nous nous contenterons d indiquer  on expri-
mera qu'une fonction rationnelle (du premier ou du second degre)
de w ou de ¢ est impaire s1l s’agit de u, ou paire sil s’agit de o,
puis, on fera les substitutions z + 1K, =z + 1K, en se servant,
pour les hypotheses  faire sur 1K, ., de ce quela fonction ration-
nelle admet toutes lcs substitutions de « ou de v, selon le cas Les
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et toutes celles qui en résultent par les changements de

signe de k et /&, en tout quatre transformations; on
peut obtenir aussi ces fonctions en appliquant les trans-
formations XI aux fonctions 1V, ou III 4 VI, ete.

Toutes ces transformations trouvent leurs représen-
tations géométriques sur la figure précédente, sauf bien
entendu le facteur \/: qui entre dans quelques-unes
d’entre clles.

Ainsi les fonctions II de module % et d’argument Az

sont
uy = ku = sinw’,

(I1) I .

o= = séch,

identifications donneront les coefficients de la transformation ration-
nelle.

(®). On remarquera aussi que les secondes formules I, III, XI,
linéaires par rapport a4 u®*= sn*z permecttent d’exprimer sous trois
formes (doubles), la fonction de Weierstrass

1442 1

p(z|2K. iK') =— -5 iz

cn fonction linéaire d’un cosinus elliptique. On a ainsi, sous trois
formes (doubles & cause des doubles signes, c’est-a-dire de six ma-
nicres), les transformations linéaires, en un cosinus, de la fonction p
que nous avons démontrees directement (/Nouvelles Annales, 1898).

(¢). Nous avons constaté jusqu’ici des analogics directes de nos
deux fonctions u,, ¢ avec les fonctions circulaires; les formules de
transformation nous montrent d’autres analogies : ainsi les for-
mules (2) qui expriment u, en fonction de ¢, ct v en fonction de u,,
ont une analogie directe avec les formules

sing === /1 — cos‘z, cosz ==+ y/1—sinz,
auxquclles clles se réduisent lorsque A = o; mais les transforma-
tions IX qui montrent que /1 —¢? est un sinus elliptique, et /1 —u?
. - ik X
un cosinus elliptique <arg.l\’x, mod —/—,> sont également les ana-
A

logues des formules trigonométriques précédentes auxquelles elles
se réduisent d’ailleurs lorsque A = o; nous avons la un exemple de ce
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et se construisent facilement. Cette transformation
permet d’éviter la construction ct I'étude de la courbe (1)
dans le cas ou k& est plus grand que 1.
Les fonctions réelles 1X, qu'on pourrait directement
représenter au moyen de la courbe
J2

2 2 2 202
ui +ei=1— ppuivi

ou
(K2 k2ud) (K24 k202) =1,

trouvent leur représentation sur la figure précédente
par les formules (12)

- (sinl = u,,
(%) ? cosSw = ¢ (=cnz).

que nous appellerons les analogies secondes. En voici dautres : les
formules (19) et (20) de u(2x) et ¢v(22x) ont une analogie directe,
ou premiére, avec les formules de sin2x, cos2z; les formules I1I
(transformations de Landen) sont également les analogues des for-
mules de sin2z, cos22 (analogie seconde); on peut remarquer que,
dans les deux cas, la période 4K [celle qui donne la substitution
(2K — ) pour u,] est divisée par 2. Si I'on pose

z,=(1%xk)z,
el si u, est le sinus clliptique transformé de Landen (IIT), on a
du, = (v:i—ul)dzx,
formule identique a celle qu’on obtient en faisant
A=o0 ou u,=sin2x, x =2z.
Les formules (2}) de division par 2 de Pargument de u,, v, et

les formules IV (transformation inverse de Landen) présentent res-
pectivement les deux sortes d’analogie signalées plus haut, avec les

. - . T x
formules trigonométriques de sin 57 C0S Ty e Ces deux sortes

d’analogies se relrouvent dans toute cette théorie. La notion des
analogics secondes, qui nous parait ¢tre des plus importantes, montre
que, dans une théorie faite en prenant pour éléments u, et ¢_, les
formules de transformation devraient étre introduites dés le début.

Ann. de Matheémat., 4* série. t. L. (Juin 1go1.) 17
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Les fonctions V11, dont I'une est imaginaire, trouvent
leurs représentations au moyen des formules

. htangw = u
(VI 5 e
{ cosw’ = ¢ (= dnux).

Les fonctions X et V11 trouvent leurs représentations
au moyen des formules

ftang o' = uy,

(X) séew = o <: __'_),

cnr

‘ [tango = uy,
(VI t séem = ¢ (: —(ﬂ:?)

Les foncuions X1 trouvent lears représentations au
moyen des formules

[.sinm T sinw'
~ { — - = uy,

\ Cosw Cosw'
1Ecinw sinw’
—_— T = V.

1ZE Sinw sinw

Les fonctions I ne sont réelles qu’antant que k est
supérieur a 1; le module et 'argument sont alors récls.
Le sinus elliptique est (A == /A2 — 1) tangz. Mais d’ail-
leurs, si & est plus grand que 1, cette transformation se
ramene par la transformation II & la transformation de
Landen (1) relative & un module & inférieur a 1.

Remarquons que les constructions que Von fait pour
multiplier ou diviser 'argument par 27 dans les fonc-
tions u(wx, k), v(x,k) donnent, grace aux formules
précédentes, 1¢s fonctions transformées (11), (1X), ...,
dans lesquelles I'argument est lui-méme multiplié ou
divisé par 2”; en particulier, on saura ainsi construire
en(2%x), dn(2"x), en(27"x), dn(2""x).

5. La wansformation de Landen (II1) a une repré-
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sentation trés simple, car en vertu de (16), on a immé-
diatement
. 1= A
+ . 1
(25) ‘ sin, [(x..A ), _—ltk']

! =0E£h)uw = (1 L")sinwcosh =sin(w =0).

Considcérons, par exemple, la transformation de mo-

Y
dule kb, =1

l:—-—i\j. Oll aura

(»6) w+0=am[([+k’)ax7kl]1 w = am(z, A)a

ct nous pouvons remarquer en passant que I'égalité (16),
démontrée par I'analyse des relations entre u; et ¢,
donne la relation suivante, dout on trouvera une démon-
stration géométrique dans le calcul de J. Bertrand, et une
démonstration analytique au moyen des fonctions H, 6
de Jacobi dans la Zhéorie des fonctions elliptiques de
MM. Appell et Lacour :

‘ tangsam [(I—f—/i').z‘, %:—%]
CIRE 4
— am(x, k) { = k"tang am(z, k).

Le changement de signe de A daus cette formule

donne une relation équivalente pour la transformation
I ’

de module 7 ee module étant plus grand que 1, nous
'y

nous occuperons plus spécialement des fonctions de

module A (< 1) auxquelles se raménent d’ailleurs celles

I .
de module - bar la transformation IT.
kq

, 1 ~ .
Supposons tracé le cercle O7 de rayon ;- Soit n un
AR

point de Oy tel que AOn=w,=w + 8. La parall¢le
gnn’ a Oy détermine sur O le point 1’ tel que AO /=]
et 'on a

’

—k

— sin(w +0) = sin(w —0).

. . 1
sinw| = A, sinw, = .
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Les fonctions transformées de module & pourront done
s’écrire pat des formules analogues aux formules (11),

(12), «.v,

I

. LI
Uy = sinw; = —sinw
) ! &y ! 1 —k' , 2
(28) h=—Fs1+k=—"57)
V , 1A 1+hy/
91 = cosby = ——cos 0
ky
ou
(29) wy = w —+ ), wy=w—7H
ct
cosw cos(w -+ 0
¢y = cosfly = L= ( ),
cosw, cos(w—10)
(30) .
u o sinf,
=sinw) = —7--
! '™ sin0)

La premiére formule (30) donne ainsi la fonction ¢,
qui s'exprime en u, v par les secondes formules 111
analogues a celle-ci

(31) cosoxr=1—25¢in2x = 2 cos2x — I = c0s2x — sin?x.

On sait donc construire le point (u,, v, ) méme sans
se servir du cercle Of; on pourrait tracer la nouvelle
courbe (o4, 2,) pour figurer Pargument x, = (1 4+ ') x;
mais la courbe (g, 9), agrandie si I’on veut dans la pro-
portion de /1 4 A" a 1, suffit a représenter I’argument.

Supposons qu’on ait fait plusieurs fois de suite la
transformation précédente; les amplitudes successives

sont
w+0, wy=w+0, wy=wy+0,, ..., w,=wy_1+ 041
avec
w—9, ey=w —18;, o;=w—0, v wp=wh_— Byt
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et
cos(w <+ 0) cos(wy+0,)
) ——— ¢ g = " .o
cost cos(w—0)’ coss cos(wy—0;) 7
(32) cosf, = €08 (®n—t =+ Ont)

C_dg(wn—l +0,—1) )

On tire de la
(33) wp,=w—4+ 0404+ 0g+...40,—4.

On sait que I'amplitude w, et 'argument x,, lui-méme
croissent avec n au dela de toute limite et que les rap-
ports de ces deux quantités a 2” tendent vers une méme
limite finie Z=.
2K

Effectuons maintenant la transformation inverse de la
précédente, tout d’abord sur le point (uy, ¢y.) précédent;
nous devons retrouver le point p. 4 par les formules 1V
qui s’écrivent ici

Py 1 — o, 14- Ay sin k0,
ASES = > anio
wla k) \/ e \/ 7 sindo;

31/ o(x ,‘_)=\/l+/{1 / 1+ _ /I+/-‘| cos 0,
N 2 \ 1+ ko \ 2 cosyl)

< 2y 1+ Ay >
k= y X = Xy l.
1+ A 2

Le rapport de ces quantités donne immédiatement

- Uy, tane 16
£35) tango, p= - - = ——zt,
) ok tang, 0

en sorte quayant tang vy x, €L par suile o, par unc
(uatriéme proportionnelle a 1 et aux deux termes du
dernier rapport, ou saura construire le point pz comme
il a éLé dit.

Observons que le dernier rapport peut s’écrire cn
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passant aux angles w,, v} par les formules (30)
W+ o)
2
w;— w' ’
2

sin

cos

ct que, d’autre part, les formules (29) donnent

(36) wz(o,+tn',’ 0____‘”1"‘“"1,

2 2
formules qui donnent immédiatement les coordonnées
u(x,k)=sinw, v(x,k)=cosf de la manic¢rela plus
simple, en sorte que la construction de tang o, x (35)
devient inutile.

On peut tirer de ces deux transformations une maniére
simple de trouver

< K) < K>
ul{xr + — | LT+ — )
2 2

cn remarquant que les transformées de Landen s’éerivent
1+ k) wy(ay, by) = 2u(z, k) v(x, k),

(3-) (1= Ay) (!,(J:,,A-l)=2u<x+}_—j, /.‘) v(.7'+_2-, L) (M

— K
[-’I‘:=(I+/{').Z‘, ky= %_*——].,’(l—f-/\"\)(l-’r'/\‘l):?,].

(') Formules analogues aux suivantes :

sin2x = 2 sinx cosx,

cos2Z = 2 sin (x -+ “—> cos(x+ 7)
4

4

[analogic seconde, voir la note (c)].
On peut faire la remarque suivante : Ayant les formules snivantes
(dont le rapport donnerait la transformation de Gauss) :
2up = (14 k) u,
W+ =14+ R =1k s,
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car on a

. . h
w(r+Ky) =o (), ‘\x=(l+/")?-
. . K ’ ; ’
Si & x nous ajoutons — x, s’augmente de K, %, s’aug-
2 o T )
= . -
mente de g et le point (u, ¢,) tourne de - dans le sens
positif; les nouvelles coordonnées sont

(x4 Kp)= e, (ry), o(ry =+ K))=—wu,(z).

on aura, au moycn de formules démontrées au début de ce Mémorre,
ride — (W40 do = (1 — A o) doe — (1 — h ui) do;
d'aillcurs
Donc

N . + A . 4
(g*—r)de =k uidr = —hui dr, (zl:l——;——TlJ;).

La différence des aives des secteurs d’angle ¢ des courbes (s, <),
(r, %), c'est-a-dire Parre comprise entre ces deux courbes et unrayon
vecteur, s'exprime done au moyen d'une intégrale de deuxicme espéce;
ceer donne done, sur la figure tracée, une représentation de 'inté-
grale de seconde espece de module

1— A

1A

On peut remarquer ausst que la formule

,«_’

- ,ile —dr

2 —r?

Séerit

v dr (vee b)),
G = = - ’

U

dr = —

dr dz ; =
' 1+ A 1

el, par conséquent, que I'intégrale du second membre, qui a Pappa-
rence d'une intégrale de troisicme espéce, s'intégre sous la forme
survante, au moyen d'une intégrale de premiére espéce, x|, ct d’'unc
fonction circulaire

/‘“‘J.z:,___ u(x. by ¢
VoA

arc tang

o 1+ A, v(x, h)
oz t drc“n"\lﬂ—ul\x —Lllll—\l—lll\_ijﬁ,lll’
* 1+ & Vie v ke A Vi w i — kg

mtégrale qui, si nous ne nous trompons, n’est pas connue, du moins
sous cette forme qui n’emnploie pas les fonctions de Jacobr
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On voit alors sur les formules (30) que v, et w sont

. ’ ™ ki3 ’
respectivement remplacés par s+ 0, et 5 —+ 0} et que b,

, w 7 .

ct B sont remplacés par S Fen o+ o',. Le déplace-

ment correspondant du point (uz x, vz,x) donne le point
, K

d’argument x —+ 5

Les formules (36) donnent alors les coordonnées de
ce dernier point, pourva quon y fasse le changement

' ™
de v, et o, en i + 0, =+ 0, sous la forme

E—

. 6+ 6 .0+ 0
‘u K = Sin 11+————)=—sm

T+ o
(38 ¢ ’

) 01—(— 01

v Kk =c05 —-
A1+;

Si donc on a construit 6, et §), la construction
s’achéve sans difficulté. On pourrait remplacer 6, et 0]
par leurs valeurs en w et § au moyen des relations (30);
mais, si I'on veut se servir de w et de §, on aura une
construction plus simple en se servant de la for-

mule (33), qui donne, par le changement de 0, )

= w
en = Aoy, 4w,
2 2

¢ T W ¢ ‘:_L(o+0
ang ( - +~ — ang [ — + ———
B\T ) _me\i T
=
7

(3g) tango = —
° Ty = w')
tang { — + — tang
4 2 4

MLE
2

‘10—0"’
- )

Ayaut o, par cette formule on construit directe-
2=
2

ment le point relatif & Pargument x + % sans passer
par les transformations (II[) et (IV).

Cette formule (39) est d’ailleurs donnée directement
par les expressions snivantes qu’on tire des formules
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d’addition :

1 Opt+Ug ) 1 e— 1y
K= X y Ve b= ; ’
wrg ik V(=K )uewr T ik ==K uge,
Lo LT w0 T w0
(i0) sm(7+ ) cos( -+
I A 2 1 4 2

Vi K sin< -+ -——_0> ViR cos ( —+ w——”)
4 2 4 2

Elfectuons maintenant la transformation (1V) sur le

point [u(x, k), v(x, k)] lui-méme. Nous aurons les
fonctions

) 1+ 5k i
11‘1)(1‘(“,/.‘(1))=\/ 5 ‘/

i . w4
sin ———

tangif B3
l [ ’
tang 1 0 W+
©2% coS§—

2

2/ 1+ k ,
[/'m— _\*_,.’ T = (l’*—/fm)(l-i-/\'):z]-

tangpm =

Ces fonctions uy), v(y) se construisent de la manicre
la plus simple par les angles

(i) wm—‘-w—ﬂ’ 0y = wou,
P 2
Si 'on répéte n fois cette transformation, le mo-
dule %, tend vers 1 en restant inféricur a 1 lorsque
n croit; x(,) croit avec n, mais tend vers une limite
{inie. Soit Xpy= gm)X;ona

O+ k) (v k) (1 K)o o (1 + kjp—yy)
-2".

Il

g(ll)

1
S OF ARG k)

— H—/\ sin} 0 . w4
= sin ——
e sm'()’ 2

1
! 1+ k 1—v 1+ £k cosy0 w—uw'
Cuy (Tm”\u))=\ S pyy o C05_0,~—CUS 5
- 2

b
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Les quantités &/, se tirent de k, comme, dans la
transformation de Landen, les quantités k, se tirent

de }'. On sait que, dans ce cas,

(42) m(t=Ap(t+Ay)...0+Ahy) =

Donc, on a ici

2K’
(13)  limia &) (e Ay (i Ky = 2

.

ke

On peut, d’ailleurs, démontrer dircctement cette for-
mule comme la précédente ou passer du premier cas au

.
)
modules des transformations de Landen appliquées aux

fonctions u(x, k'), v(x, k'), pour lesquelles la quan-
tité K des fonctions de module & est remplacée par K.

&.ny a done une limite qui est S0 b par suite,

second, en remarquant que les quantités A, sout les

, . =r
(i1) limw g, = R

Comme, d’ailleurs, A, tend vers 1, on aura

=T
. ( limw(xm, k = Th—-
(‘/.)) ) n "( (n)s ‘(")) ‘),l\”’

lime (2, ki) = 1.

Le ni*™ point transformé tend donc vers un certain
point de la paralléle & Ou menée par A, point qu’on
construira facilement. La répétition des transforma-
tions (1V) est donc plus intéressante que celle de la
transformation de Landen, inverse de (IV), qui ne con-
duit & aucune limite. De Pexistence des limites précé-
dentes, on pourra tirer des procédés pratiques de calcul
sur lesquels nous ne pouvons insister ici; mais nous
donnerons une formule, susceptible d’applications,
qui montre I'importance des transformations succes-

sives (1V).
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Posons .
w(Zms kiny) = wny o(xnys ki) = ¢y (rimy= gmx).
Nous pourrons écrire
(r+kyu(x, k) =2uyy v,
(v+kay)ugy = 2up) v,

(1+ ko) up  =2ug 9,

cec e D I I I 3

(1+ /"(n))u(n—l) = 2U(n)"(n),
d’ott, quel que soit (),

v lt({,’(n)fl‘- k(ln)
(46) u(x, k)=  em 1) 92,93 P
Sn

formule analogue (de la deuxiéme sorte) (*) a la for-
mule trigonométrique suivante a laquelle elle se réduit

. x
sin { —
1 x xr

x xr
COS — COS— COS — ¢+ +» «COS — »
2 22 929 o

pour k=o

/- 1 —_—
(17) sinx = p

ct qu’on démontre d’'une manicre analogue.
Si, maintenant, on fait croitre n indéliniment, on

aura
Th =7
(i8) u(z. h)= —:—“ 0@y k) 0 (ray k)0 (@, kim) - - -y
. 2K’
ol

(1= M) (1= Ahp)). (0~ /;(,._n)z’ ,;m]

on

(T, k) = v [

tend vers 1 lorsque & croit indéfiniment. Cette formule
est Panalogue de la suivante a laquelle elle se réduit
lorsque k = o, (K'=x),

. . x x xr
(49) smz:xcos—(‘os;‘—zcos—‘-u.
2 22

(') Voir la note ().
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Cette derniére a une analogue directe dansla formule
qu’on peut obtenir en faisant le produit des fonctions
de module k (formule de duplication)

x x
20U\ — 4
x or 2P
u = ’
2pr—1 E et x
u{ — v —
Y4 P

p prenant toutes les valcurs de 1 a n :

o(Z o5 “(5
ey ) (3) (=)
) e ) BT

n croissant indéliniment, on a la formule

()5 ()

(50) w(z)=z — -
(%)~ ()]

analogue 4 la formule (49); mnous retrouvons donc
encore a ce propos les deux sortes d’analogies signalées
dans la note (c).

Si I’on double I'argument dans la transformation (1V),
on obtient la transformation de Gauss (V). Pour con-
struire ces fonctions, on pourra se servir des for-

I DR I
mules (V) qui s’écrivent

/

= u= 0 0 s
1= A w? 1 = sinwsinw’

2/ =k +A sinw=Esinw'
‘u,:u[(li/\)x, l‘{_t/.' ]- ! SInw=mw

(1) « -
2V=E +k 2= cosl)’
( =9 [(li—/.)z'; )l‘/_:/_/‘] 124 cos0==cos0

Au lieu de construire ces formules, on pourra dou-
bler Pargument dans les constructions précédentes des
fonctions (IV) ou, micux encore, doubler 'argument

= P = .
1= ko 1=cos0 cost’
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d’abord, puis faire la transformation (1V). En se scervant
des formules démontrées

. 1.
u(2x) =sin2¢ = - sin2¢’

k U
tango == ——),
. 1. ' Y
p(22)=sin2y = -l—_smzd/
3

et des formules (41), (41'), on voit que

N uy=sin(o+19'),
(52) ,
vp=1cos(9—9'),

ce qui permet de construire facilement le point (uy, vy)
connaissant le point (#=sinw, ¢ = cosl) dont les
coordonnées polaires sont Vangle » et le rayon
 — sees! (¢

r=sccy' (23).

Posant
w(xr
‘,lgar:; = tanggy, =0+ k)r,
A“= 2‘/7': ’ /-"2—':..9_'__/‘.'_,
1+ A 1+ Ky

on construit le point u,(2x, k), ¢y(22,k/) ct au
moyen des deux angles 29, et 29!, qui sont tels que
. v
uy (224, ki) = sinz2o; = Tsmch',,
'y

on obtient le point dont les coordonnées sont les
deuxiémes transformées de uz v, par la transformation
de Gauss

"2(7"2, ki) = sin ( ©1+ ‘?’1))

©2 (g, 1‘2) = COS((:q - @/1)7

Tro = (l -+ /n'|)1‘1,

et ainsi de suite; on forme ainsi les 7™ transformécs
de ug, vy; mais il faut remarquer que 'argument et
) . . . ’ .

Pamplitude croissent indéfiniment; leurs rapports
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o . . ks
avec 2% tendent vers une limite commune qui est K

(woir la transformation IV).

6. Sur les fonctions hyperboliques. — Nous avons
montré qu'on pouvait représenter les parties réelles des
formules (ui contiennent des imaginaires. Mais on est
conduit a d’autres représentations géométriques, si I'on
remarque que, tandis que u(x, k), ¢(x,k) sont ana-
logues aux fonctions circulaires sinx, cosx, les fonctions
d’argument purement imaginaires mises sous la forme

(33) U(x,/.-)=_“(”£*"),

V(a. k)y=v(iz, k),
sont réclles et analogues aux fonctions dites lyperbo-
ligues

sini.r .
= Sha. cosixr = Cha.

Les formules VI, qui expriment des fonctions de
cette nature au moyen des fonctions d’argument réel
u(a, k), v(x, k), nous conduisent, afin de pouvoir nous
servir de la figure tracée et de I'étude précédente, a étu-
dier les fonctions U, V de module &' que donnent les
formules VII sous la forme

. (a, L) 1
U.,/-':—u — \,/\ e ————
(34) U, L) (roh) = e,

Vi—uz(r, k)

On peut, bien cutendu, étudier directement ces fonc-

tions, ou celles de module & ¢’est-a-dire tracer la courbe
dont P'équation

(33) Vi Ul — 20UV,
puis chercher une représentation de x par un calcul

analogue a celui que nous avons fait au début de ce
Mémoire; on se servira pour ccla des formules en
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u(x, M), v(xr,A')ctl'on y changera x en ix, u en iU,
v en V. L'argument x éitant le méme dans les fonctions
U(x,¥), V(x,K'), u(x, k), ¢(x, k) [formules (534)],
on retrouvera la courbe (g, ©) précédemment trouvée.
On voit d’ailleurs immédiatement que

U(r, ") u(x, k)

V@ &) Teak) TR
¢'est-a-dire que 'angle ¢ est le méme. Nous n’entrerons
pas dans le¢ détail des calculs qui permettent de faire
une étude directe de Uy, Vo x au moyen des angles
o, w, 8, ..., dont nous nous sommes scrvis ; mais consi-
dérant U, et V. comme les analogues de Sha, Chur,
nous poserons

\ Uy ar=ShQ = 1 ane.

- /.'
(56)
( Vi w=Che= ,—l_, Che'.
. U oA
( - — 2" = Thd = tang o,
) ) \x,/.’ D7

Q,Q, 0,0 ne sont plus des arcs comme w, v, 8, 6, mais
des secteurs hyperboliques, les cercles Oy, O de rayons 1

el 11\ étant remplacés par des hyperboles équilatéres
d’axes respectifs 1 et LA cet égard, nous devons dire
que O'ne figure dans ces formules (que pour la symétric,
car il est imaginaire, V restant inféricur a l%’ ainsi qu’on

le voit par I'équation de la courbe (53) qu'on peut
éerive
(142U (1 — K2 V2) = k2,

ou

(138) {ChQ Che'= A, The = A The,
, ChQ . She
Llle—amy bllg_m.
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formules analogues aux formules (13), (14), (13), (16).
Nous verrons plus loin par quelle quantité réelle on
peut remplacer 8'; ces formules (56), comme celles qui
suivent, doivent d’ailleurs nécessairement étre conver-
ties en formules trigonométriques lorsqu’on veut en
fairc des applications géométriques ou numériques.

Dans une lettre qu’a bien voulu m’adresser M. Léme-
ray, le 1o février de cette année, sur une représentation
géométrique de ces fonctions, ce géometre remplacait le
cercle et Pellipse qui lui servaient dans le cas de u(x, k),
v(x, k) par deux hyperboles, I'une équilatére, Iautre
d’axes 1 cL% [pour les fonctions U(x, k), V(x, R)] ct,
se servant de la notion de rayon wecteur hyperbo-
ligue qu’a introduite M. Laisant dans son Ouvrage sur
les fonctions hyperboliques ('), il obtenait une repré-
sentation analogue a celle du cas de argument réel,
par des formules qui se déduisent des premiéres par le
seul changement des fonctions circulaires en fonctions
hyperboliques et du rayon vecteur V"—:-’-——}:'r“-’ en le rayon
vecteur hyperbolique /2 — 42 (&, 4 éiant les coordon-
nées orthogonales d'un point  quelconque). Cette
remarque d’un ordre géndral, utilisée en 1874 par
M. Laisant (loc. cit.) peut conduire, dans le cas qui
nous occupe, aux formules suivantes qu'on pourra
d’ailleurs vérifier directement :

Soient P, R, I’ les rayons vecteurs hyperboliques de la
courbe (p, %) qui représente x ct des points M, M’ (dont
le second est imaginaive) de la courbe (Uy 4, V2 4 ) relatifs
au secteur hyperbolique @, ¢’est-a-dire 4 I'angle . On a

(') Essai sur la theorie des fonctions hyperboliques, par
M. C.-A. Lawsant, 1874 (Memoires de la Societé des Sciences phy-
siques et naturelles de Bordeaux, t. X, 2¢ Cahier).
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Ce Tableau de formules parfaitement symétriques (*)
montre que, a cdté des sinus et cosinus elliptiques uy j,
¢z, ky On pourra considérer des sinus et cosinus hyper-
boligues (modA') Uz, x, Vo, #. Les fonctions elliptiques
(mod k) s’expriment toutes par les fonctions elliptiques
élémentaires (modo), c'est-a-dire les fonctions circu-
laires, lorsqu’on introduit les angles w, 6, 20, ...,
appelés amplitudes elliptiques; de méme, les fonctions
hyperboliques (mod &”) s’expriment toutes par les fonc-
tions hyperboliques élémentaires (modo), Sh, Ch,
lorsqu’on introduit les secteurs hyperboliques Q, 6,
2®, ..., qu'on est ainsi conduit a appeler des ampli-
tudes hyperboliques. Mais ici, nous rencontrons une
expression employée depuis Houel dans un tout autre
sens : lorsqu’on a aflaire aux fonctions élémentaires Sh,
Chux, le secteur hyperbolique ne se prétant guére aux
calculs, on remplace les variables précédentes par des
lignes trigonométriques de I’angle introduit par Lam-
bert sous le nom d’angle transcendant, et qui a été
nommé depuis par Cayley gudermanien, et par Houcl
amplitude Iy perbolique (*); cet angle, relativement a
Q et ® dans nos formules, est, avec la notation de
Cayley,

w = gdQ, w'= gdo,

ou avec celle de Houel :

w =am/hQ, w' = amh®o.

Cette derniére notation étant admise par un grand
nombre de mathématiciens, nous ne pouvons nous ’ap-
proprier en lui donnant une autre signification. Nous

(') On remarquera les deux cas de dégénérescence : 1° A = o,
kK'=1w:2h =1, k'=o.
(?) LAISANT. Fonctions hyperboliques (loc. cit.).
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nous permetirons cependant de montrer par les for-
mules suivantes combien la notation w=am,(x,k),
Q = amy(x, k') introduirait de symétrie, Q portant le
nom d’amplitude hyperbolique de x (mod k') comme w
porte le nom d’amplitude elliptique de x (mod k) :

,1 Q= amy(x, k), Q" — amy, (/{'.7‘, %),
. o
0 — amh(/cx,%\—}
>® —= amy, (22, k'), 20" = amy, <2/;':r, /L,) ,
o
. 750
20" — amy, ( 24h @, e )7
6
(6o) )\ w =amy(r, k), o' — ame(k.r, %) ,
i . y
e
H == am, </(’a", %, )>
0
2o —amg(2x, k). 9?':amc(‘)/c.1'.,7),
\ .

AN

2 = am, <')/-'.1', T,—)

|

| (Che =sinb", (ChoU" = sin» ).

Les angles réels W, 24/

, et les secteurs hyperboliques
imaginaires @', 27 ne sont pas des amplitudes. ces
g o', 2g” t pas d plitudes. A

formules on pourra ajouter les relalions suivantes :

(61) ( w = gdQ, w' = gdo,
2o =gdo®, 20'=gde¥, 2b=gdard.

Ajoulons que, si ’on employait cette expression d’am-
plitude hyperbolique dans le sens que nous indiquons,
on pourrait dire que les amplitudes elliptiques ou hyper-
bo]iques sont destindes a exprimer au moyen des fonc-
tions éléméntaires (mod o), sin, cos, Sh, Ch, les fonctions
elliptiques ou hyperboliques de modules différents de
zéro, u, ¢, U, V, et il serail entendu que, sauf des cas
tout spéciaux, {’amplitude hyperbolique ne peut entrer
que dans des formules relatives aux fonctions hyper-
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boliques U, V, sous les signes Sh, Ch, Th, et gue I'am-
plitude elliptique ne peut entrer que dans des formules
relatives aux fonctions elliptiques u, v, sous les signes
sin, cos, tang, les relations entre les deux sortes d’am-
plitudes pouvant d’ailleurs toujours se mettre sous la
forme (61).

Quoi qu’il en soit, I'usage ayant a peu prés consacré
Pexpression d’amplitude Iyperboligue dans le sens que
lui a attribué Houél, nous n’insistons pas.

7. Sur quelques transformations des fonctions ly-
perboliques de module K. — Les formules (60) suffisent
a montrer quelles sont, a I'égard des fonctions U, V, les
transformations VIII, X, et nous laissons au lecteur le
soin d’exprimer les nouvelles fonctions UV au moyen
des anciennes, calcul qu'on peut d’ailleurs faire direc-
tement sur les fonctions u(ix, k') = iU, v (ix, )=V,
dont les transformations seront facilement obtenues par
I’échange de k et de A’ dans toutes les translormations
que nous avons dounces (1-XI1T) au sujet des fonctions
de module k.

L’une de ces transformations est particuliérement
intéressante : ¢’est celle que l'on obtient en effectuant
la transformation de Landen sur les fonctions u(ix, A'),
v(ix, k'), ce qui donne la transformation XI des fonc-
tions elliptiques de module £, ou la transformation sui-
vante des fonctions U, V de module A/ :

: 1k
(62) v [(‘i *)e, 'iﬂ]
= (1= k) U(z, ') V(z, K') = (1= %) ShQ.Che.

ou, en vertu de la relation (58),

The = A ThQ :
—
(63) U[(.f:mr,:_"_C;]=51.(szi@).
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La transformation XI des fonctions elliptiques w,. #,
0,k West done, a I'égard des fonctions hyperboliques
Uy, x> Vo, k, qu'une transformation analogue a celle de
Landen, ce qui était a prévoir, et se met sous une forme
analogue 4 celle-ci [formule (25)] au moyen des fonc-
tions élémentaires (mod o).

Posant
' , 11— A
(61)  =0Q6,  O=0—0. k=7
on aura
(65) U[(u—:—/.)ar,/c‘,]:Sh&!l:/—f;ShQ'l
1
et
. 1 ChQ,

N N ] — 0, — [ it § 1

(66) V[(+ k)x, L}]= Che, /\_,‘Che, Chor (1),

Le retour inverse aux fonctions de module &', Uy g,
V. x [ c’est-a-dire relativement aux fonctions u« v
xk x, ky Y, ky

la transformation XII appliquée aux fonctions de mo-

*

dule —Il]‘> se fera par les formules
1+ A

= Q

?
167)
e

s, e e . . 11—k
La répétition de la transformation (62), K =",
1 1+ A

donne au hout de n opérations (*) l'amplitude hyper-

(') Comparer les formules (64), (65), (66) aux formules (28),
(29), (30).

(%) Ilfaut bien remarquer que la répétition de la transformation (62)
n'est pas la répétition de la transformation XI des fonctions u(z, k),
v(x, k), mais est la répétition de la transformation de Landen des
fonctions u(éx, k') = iU, ¢(iz, k') = V. Nous avons vu que la répé-
tition de XI donne a nouveau le module £.
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bolique (voir plus haut) Q, :
(68) Q=Q4+0+0,+68,+...+8,_,,

qui croit avec n au dela de toute limite comme l'argu-
ment lui-méme (*).

Il n’en est pas de méme de la transformation inverse
qui, faite au moyen des formules (67) appliquées aux
fonctions Uy 4, Vo 4 elles-mémes, donne

/ Q4 Q— 0
Q= ——> o=

1+ A V—1 Q=9

U<fm,/-<1>)—\/ — g = Sh ,
ST v Q_Q’
\(LI‘“,K“))—\ 1= A \/I /A —Cll

/
)\// 1+ A
[/\(1)—-*_’—./,) 1(1)—-*2 ,(l+/u‘[))(l+/x)-—)4]7

(69)

formules que ’on pourra comparer aux formules (41) et
qui, sil’on double 'argument, donnent la transforma-
tion de Gauss (V) pour les fonctions hyperboliques U, V
de module ¥

| LI+ 4, 2y ) = 57 U = Shee = )
(70) « R
V(= ke, iy, = I_—.:—]—Aj—lw\r = Ch(® — ")

analogues aux formules (51), (52).
Si l'on répeéte n fois la transformation (69), on a

(14 A") (K)o (14 kfy_yy)
N on

</' _ 2/ K . 2/ ki, )
Yy = ] —— 0 |3

- !
v+ Ay,

Tny = T = &,

T M =

. . T
(') Leurs rapporls avec 2" Lendent vers une limite commune i

et le module tend vers zéro.
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g(m) que 'on peut écrire

(04 ky) (1 =+ k). o (1 k),

' . .
tend vers S| €0 croissant, en sorte que () reste fini
2
quel que soit . Posant
.
U(zm), k{ny) = Umy  V(@my, k() = Vi,

on voit que, &/, tendant vers 1,

. 1. . T
s limU = 7 limu(izpy, ki,,) = tang—>»

2K
lim Vi = 1.
Si Pon écrit
(r+K)U(z, k') =2Uy Vg,
(a+41)Un =20y Va,
(1=X))Us  =2Ugp Vg,

on obtient, par n égalités de cette forme,

A U(z Kk .
(72) Uz, k') = 2(Em® ) m)V(i)\m)---V(mv
&

et en faisant croitre 2 indéfiniment

tang( )
(58) sU(x/\)«zK 2K N Vi e Voo oes

[x(m: (v — K )(1—.—A(1 (e Alyy) ]

on

K

formule analogue a la suivante (*).

(74) Shz =xChZChZChZ...,
2 2= 27

(') Les formules (49) et (74) concernant les fonctions circulaires
ou hyperboliques élémentaires (modo), et dont nous avons trouvé
des analogues concernant les fonctions elliptiques u, ¢ ou hyperbo-
liques U, V (mod 3 o) sont tivées de I'Ouvrage cité de M. Laisant
(Essai sur....1874).
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a laquelle elle se réduit lorsqu’on fait &' = o, (K = «).

La formule (73) est, pour les fonctions hyperbo-
liques U, V (mod%’), ce qu'est la formule (48) pour
les fonctions elliptiques u, v (modk), comme la for-
mule (74) est pour les fonctions hyperboliques élé-
mentaires (modo), ce qu’est la formule (49) pour les
fonctions circulaires, c’est-a-dire les fonctions elliptiques
élémentaires (modo).

L’analogie des formules (73) et (74) est de la seconde
sorte [ woir la note (¢)]. On obtient une analogue directe
de la formule (74) en multipliant membre a membre
n égalités de la forme suivante (duplication de l'ar-
gument) :

N C AN 2.
. / U(i’i_—l,/ﬂ)z / ) 2 :
(75) { 2 Vz<f),/l'>_U2<£, /.")

ol 2P

( (p=1t,9,...,n),

puis faisant croitre n indéfiniment; on a ainsi, comme
dans le cas des fonctions u, ¢ (J0) :

V<3/> V(—{,/> \<1/>
(76) Uz, k') =a —> 2 2 .
]I ve(Z, ) —u (Z, 1
2P 2P
1

Dans le présent Mémoire, nous avons donné quelques

propriéiés, analytiques ou géométriques, des fonctions
u=snx, v =sn(x -+ K) et des fonctions hyperboliques
qui en dérivent par la considération d’un argument pu-
rement imaginaire (*); on nous permettra de conclure.

(') Le lecteur cst pri¢ d'écrire lui-méme les formules concernant
u(iz, k")

u(x, k'), o(x,A"), pour passer directement a U = ;

V=9¢(iz.k").

’
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comme dans notre premiére Note sur ces fonctions parue
en 1898 daus ce Journal : Jes fonctions

© = sn(z, k), v =sn(x + K, k)

sont, par leurs propriétés corrélatives, les analogues
des fonctions sinx, cosx.



