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SUR LES FONCTIONS NUMERIQUES
ET LA SYMETRIE ABELIENNE;

P\r M. E.-M. LEMERAY.

Ltant donnés une fonction f et un entier
m=prqdry...,

on sait que, si l'on définit une fonction ¥(m) par la

relation
F(m) :Zf((l),

oit la somme s’étend a tous les diviseurs de m, on a
inversement

s f(m):l’(m\—&—Zf(;n:;\ -

| [ 2A(5)+2r() -]

Il est possible de généraliser ce théoréme quand on
définit F'(m) non plus par une somme, mais par une
fonction des f(d) possédant la symétric abélienne. Par
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définition, une fonction W, (a,, ay) posséde la syméirie
abélienne lorsque :
(A) Elle ne change pas quand on permute a, ct as;
(B) Ty[ay, Wa(as, ay)], que nous désignerons par
W'3(ay, ay, a;), ne change pas quand on permute a,, a,
el aj.
En continuant ainsi I'on forme une suite de fonctions
par la loi
Wi (ay, Ay ooy ay—s, @)y, @)
= W—y[ay, @z ..., @-g, Valan-1, @3)]-
Chacune des fonctions est symétrique par rapport aux
2, 3, ..., % variables dont e¢lle dépend. D’autre part,
représentons par
v=Q(y,u)
la résolution de I'équation
Y= ‘I'Z(ll, "),

par rapport & ¢. Le théoréme que nous nous proposous
de démontrer peut alors s’énoncer ainsti :
I}

Sidy, ds, ..., d) sont les diviseurs de m, et si {’on
définit 1'(m) par la relation

(2) F(m) =W f(d)), f(da), .-, fLdi)],
on aura inverscment
(3) Slm) =Q(G, 1),

ot

SO m m
'11:11:,[[?( ~>, ...... ,1?( ),J
\ P rar

Les indices p. et v, qui indiguent le nombre des
variables dont dépendent respectivement G et H, sont
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égaux : le premicr a Uunité augmentée du nombre des
diviseurs de m qui contiennent un nombre pair de
Sfacteurs premiers pistincts; le second au nombre des
diviseurs de m qui en contiennent un nombre impair;
et v seront égaux, comme on sait.

Pour démontrer cette proposition, rappelons que,
d’aprés Abel, les conditions (A) et (B) sont nécessaires
et suflisantes pour qu’il existe une fonction ® admet-
tant ¥, pour théoréme d’addition, c’est-a-dire telle que,
si I'on pose

k’J) a;= ¢ (z;),

Pl + ) = Ta(ay, @).

Alors, en général, on aura

P(xi+ Lo+ ..+um) =@, day o ovy @))e
De plus, si ’on pose
y=Wyu,v)=>o(z), u = ®(xy),

la fonction

0=2Q(y,u)
n’est autre que

D(r;—uax).

Enfin, sil'on représente par ®_, la fonction inverse
de @, de Véquation (5), on tire

xXi= ‘lLi(a,).

11 résulte de 1a que, en faisant a; = f(d;), en intro-
duisant dans (2) et (4) la fonction ® au lieu des fonc-
lions ¥ et en substituant dans (3), on est ramené a
démontrer que, si on définit I (n:) par la relation

(6) F(IH):‘D?Z“"*II‘/([ZM%?
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on aura inverscment
‘f(m)—dn Ed* ,[['(m) ﬁ—zd_,[?<;)—\)]»-,,,
| =X (5] X [ (i) -

La démonstration est maintenant immédiate, car les
équations (6) et (=) peuvent s'éerirve

') Py [F(m)] = W o[ f1d),
‘ talfn) = e [Fom)] +

e

de sorte que, si Von pose
Dy I(m )| = F'(m, Py [ fem)) = [f'im),

on est ramené a une relation de méme forme que (1).

I faut remarquer que U, ¢t Q peuvent avoir plu-
sicurs délerminations; nous supposons, bien entendu,
que lorsqu’on a choisi une détermination de ¥, celle
qu’il convient de prendre pour Q est par la méme déter-
minée.

Exemple. — Soit la fonction symétrique

Wy (g, @y) = u Vi —ﬁuﬂi—f— a, \/1—:{—7{,’ ('3
on ltrouve

Wiy, @y, @n) = @y Gy az—+ E a1+ alyi+al,

syméirique en a,, a,, az; ¥, posséde done la symétrie

(') Elle représente le théoréme d’addition de la fonction hy per-
bolique Sha, qui n’intervient pas d'ailleurs dans le calcul.
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abélienne; on trouve ensuite

Vila, s as @) = Y araas i+ af-+ N Vi+ai i+ al Vit al,

Prenons pour f(m) la fonction numérique fonda-
mentale ¢(m) et supposons m=06=2.3. Ses divi-
seurs sont 1, 2, 3, 6 ¢t 'on a

g(H=1t  o(2)=1, ¢(3)=2, ¢(6)=n2,

En remplacant les @ par les o(d) et tenant compte

de (2), on a

Il

L,

F(6) =W, (1,1,2,2) =123 +18 /2, F<—('—_,>

2.3
]’(\g):""g(l,‘z) = V34 a2y, l(‘—;) =W, (1,1) = 2 /2.

En tenant compte des équations (4), on a ensuite

G=11'2[17<6), F(;ﬁ—_>]:63 — 0y 10,

3

1 :\13[1?(?), l<§> J ==V> 10y

D’autre part, de
y=%W(u,v)y=u \/l—i— vH—v;/H—?,

on lire

v=0(y, ) =yyi+w—uyi+y?,

¢t 'on vérifie que

0(6)=0(G,H)=Gyi1+H—Hy1+ G =



