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[I2e]
SUR LES CONDITIONS DE DIVISIBILITE D'UN PRODUIT
DE FACTORIELLES PAR UN AUTRE:

Par M. Epn. LANDAU,
Docteur en Philosophie, a Berlin.

INTRODUCTION.

On sait que le coefficient du binome

a)_a(a—l)...(a—l)+l)_ a!
(l) - 1,2, ...,0 T (a—b)!b!

est un nombre entier pour tous les systémes (a, b), pour
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lesquels @ — b et b sont 20, le symbole o! signifiant 1

par convention. Si l'on pose

a—b=uax, b = z,,

on obtient la fraction

(z1+4@5)!
x1!x2!

qui est entiére pour tous les systémes (x,, x;)2 0. De
méme, le coefficient du polynome

(1 4+ 2yg+.o..+2,)!
.’1»'1!.%'2!....1‘,4!

est entier pour tous les systémes (&, 2, ..., 1) 20("),
ce qui se démontre au moyen de la proposition connue,
que Pexposant dont le nombre premier p est affecté dans
la factorielle n!, égale

S R P Rl P

formule ou [m ] désigne le plus grand nombre entier
non supéricur & m. Il est connu depuis longtemps que
les coeflicients du polynome sont des nombres entiers;
car ils indiquent des nombres de permutations de
Xy +...+ x, éléments, parmi lesquels il s’en trouve
x, égaux, x, autres égaux, elc.

En 1874, Catalan () publia un théoréme auquel il

(') Voir, par exemple, DiricHLET-DEDEKIND, Vorlesungen iiber
Zahlentheorie, 4* édition, p. 28-29; 189%.

(?) La somme n’a qu'un nombre fini de termes, savoir [:Zi;]’

cependant, comme [m] = o pour oSm <1, on peut I’étendre jus-
qu'a v =oco. .

(®) Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. XIII,
p. 207; 187%4.
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avait été conduit par la théorie des fonctions elliptiques :

le quotient -
224 ! .22‘2!
zy 2y (21 + T2)!

esL entier pour tous les systémes (x, x,)20. En s’ap-

puyant sur la formule (1), M. Bourguet () démontre ce
, M.

théoréme d’une maniére élémentaire (2), de méme

qu’unc autre proposition plus générale : la fraction

(rx)!(rz)! ... (ra,)!
1‘1!1‘1‘....z‘,~‘-(.’1'1+1'2+...—'r—.Z‘r)!

est entiére pour tous les systémes (2;)20 (i==1,2,...,7).
Dans ce qui suit, il s’agit de ce probléme : Etant don-
nées m + n fonctions linéaires et homogénes de 7 varia-
bles &y, x4, ..., Xy, & cocflicients entiers,
r
Ug= oz +...+~afr,= Ea“f’)xi (e=1,2,...,m),

=1

.
ve= B0z ...+ Bz, = EB(‘T'xi (t=1,2,...,0),
=1
trouver les conditions nécessaires et suffisantes aux-
quelles les (m ~+ n)r coeflicients o/, 8{" doivent satis-

faire, pour que la fraction

(el +...+ V) (2™ x4, .+ alM )] wlug!coouy!

B2 ...+ Bz ) L (BPa .+ BP ) T vl ’

soit égale a un nombre entier, pour tout systéme x,,

Xy ..y &y qui donne aux m -+ n fonctions ug, vr des
valeurs 2o (3).

(') Nouvelles Annales de Mathematiques, 2° série, t. XIV, p. 89-go;
1875.

(*) Voir aussi BAcuMANN, Zahlentheorie, I'* Partie, p. 37-39.

(*) Pour des valeurs négatives, les factorielles n’auraient pas de
sens.
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1.

Pour que le produit II ug! soit divisible par H vel,
g

T
il faut et il suffit que chaque nombre premier p divise

le numérateur au moins autant de fois que le dénomina-
teur; on a donc a étudier I'inégalité

S[4]+ 2[5]- - 2]
SIEESEEET]

¢’est-a-dire

(=) 22["“}22[ )

v=1T=1

qui doit subsister pour tous les systémes entiers xy, ..., x,
pour lesquels les u; et v; sont 2o, et pour tout nombre
premier p.

Dans les cas spéciaux mentionnés dans I'Introduc-
tion ('), on s’est servi des inégalités correspondant
a (2) pour les systémes spéciaux de coefficients (2, 3.7).
En ce qui concerne le coefficient du polynome, on a di
moutrer que, pour tous les z,, ..., x,Z o et pour tout
nombre premier p,

@ ®©

e Dol I RS I e

(') Voir aussi plusieurs Mémoires de M. Désiré André ( Nouvelles
Annales de Mathématiques, 2°série, t. XI, p.314; t.XII, p.84; t. XIII,
p. 185. — Bulletin de la Société mathématique de France, t. I,

81).
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pour I’expression considérée par M. Bourguet

g.[%] *g['x] +E[m~]

La démonstration de ces inégalités se fait en établissant
que, pour chaque nombre d, donc, a fortior:,) pour
d=p’, ona

Xry+.e.+ 2, x| e
[*——d Je[%]+~[%)

ra 4+ -+ rz, 2 4+ Zr ‘E~—__t+’"+ Zrl.

y | i EE i ks 5 ;
ct d’une inégalité de la forme
3) J)z2g),
on déduit ensuite, a fortior,

W
“) N sz Y.
v=1 v=1

Il peut arriver,”inversement, que,”pour un certain
systéme (X, .., Xr, p), On ait, pour un v, déterminé,

. 2 o,
© 3[5] < X[
G =1 T=1

) EZ[ iz EZ[ )

vu que le sens d’une inégalité contenant la fonction [x]

[a)]+. ..+ [an]<[bi]+...+[br],
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ou les @, b sont des nombres fractionnaires, peut se
renverser en multipliant tous les arguments ag, b par
une méme constante .
Mais, ce qu’'on n’a pas remarqué jusqu’ici, c’est que
I’existence de la relation

m n
X525
ad p’

=1 T=1
pour tous les systémes (x;, p, v), est non seulement suf-
fisante, mais aussi nécessaire pour que la condition (2)
soit remplie pour tous les systémes (x4, ..., 2y, p). Il
est vrai que (5) n’entrainerait pas nécessairement que,
pour le nombre p en question, 'inégalité (2) ne soit pas
satisfaite; mais, et c¢'est la marche suivie dans la démon-
stration qui forme 'objet du n° II, en supposant qu’il
cxiste un systéme (&, &2, ..., &) et une puissance P
d’un nombre premicr (), pour lesquels

m n
~ Wl u (%
(®) 2[7]<Z[5)
o3 o3
c=1 T=1
je montrerai qu’on pourrait en déduire un autre systéme

(.}/la)’z, ey Xy p), pour lcqucl
SX[F<22[F])

¢t J’aural démontré ainsi la proposition suivante :
Pour que l'inégalité (2 ) subsiste identiquement, il faut
qu’on ail identiquement

m

NEBIERS

o=1 T=1

(*) P peut signifier, du reste, une grandeur positive quelconque,
rationnelle ou irrationnelle.

(*) Vulgairement parlant, il est permis dec différentier I'inéga-
lité (2).
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Les ug, v; étant des fonctions homogénes et linéaires
des x;, on a

ud’(th Y] Pzr) = Puo‘(wh R fl‘p),
02(PZ1,y oo vy p&y) = pvz (X1, vy Tp).

[Si p est positif, les ug(pai) (1) et vi(px;) seront Zo
en méme temps que les ug(x;), vz (2;)]. On a done, en
posant

Us= ua(PEi),
V.= VT(PEi)a

et en introduisant ces expressions dans (6),

m n

Us -y

er
T=i

(7)

V.
[

]
og=1

Ayant une fraction % (o, 8 > 0) on peut muliiplier

ses deux termes par un nombre positif p tel que le numé-
rateur devienne plus petit que la deuxiéme puissance du
dénominateur diminué de 3. Car, pour

a--2832
e |

p= 82
on a, comme on le vérifie facilement,
pr < (pB—F)2.
Si plusieurs fractions
P g

sont données, on obtient, en multipliant les deux

(") ug(px,) signifie u (pxy, .... pz,)....
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termes de chacune par un nombre supérieur aux
ay+ 22
S ——

——» des fractions ou le numérateur de

t nombre

chacune est inférieur a la deuxiéme puissance du déno-
minateur diminuée du dénominateur primitif. Il existe
donc un nombre p, tel que pour tout p >y,

Us< (pP—P)2 (6=1,2,...,m),
et
Vo< (pP —P)2 (t=1,2, ...,0)

Si y, en augmentant, passe par une valeur entiére N,
la fonction discontinue (y) augmente de 1. Comme,

pour N elle-méme,
(y)=N\,

on voit que, y étant une valeur quelconquc, on peut
trouver une grandeur positive ¢ différente de o, telle que
pour oS h <s,

(¥ +hy=(¥)-

En eflet, il suffit de prendre
e=(y)+1—yp,

expression posilive pour tous les y. De méme, une frac-
. a , , .
tion 7 étant donnée, on peut trouver un nombre posi-

Lif o tel que pour 0 Sk <8,

(v=2)= ()

D’aprés ce qui précéde, en posant

R

=2 + h =
Y= B’ Y oy
il suffit de prendre

a

= (3) e

grandeur toujours plus grande que o.
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Donc, une grandeur positive d étant donnée, on peut
trouver un nombre p, tel que, pour tous les p > o4,

(w=a)=() o

En effet, il suffit pour cela que

d _g___* .

o1 o
b1 <£—3) -+
D . a; or ., ,
onc, ¢ fractions BB E étant données, on peut

choisir un nombre p, tel que pour o > p,,

F22)=G) — (F=)-G)

relation ou d désigne une grandeur positive donnée.

En posant 3 = d = p, et cn tenant compte des con-
sidérations auxiliaires présentées plus haut, on obtient
cette proposition : 1l existe un nombre g5 tel que pour

P > P3v
(1) Us< (P —P), Vo< (pP—P):

a fortiori donc pour g <P,

Us<(pP—g),  Ve<(pP—g)%

Uq [IO' \rt _ \,rr .
@ (ozr)=(E) Grze) = (o)

a fortiori donc
Us _ <I_J£ Ve A\
oP—q)  \pP)’ ¢P—gq P/
(') Il n’est pas toujours possible de déterminer p suffisamment

grand pour que
( P-’- > ( ;
ob+d g’

. a . . . . . . e
car, dans le cas ou 3 cst entier, cette équation n’est jamais satisfaite.




Or,
pP—g  (p=1,2,3,...;05¢<P)

parcourl toutes les grandeurs positives. Il existe donc,
en désignant par p un nombre premier quelconque supé-
rieur 4 o3P — P, un nombre premier p tel que

(l) UO‘< ng \XT<P27

()= (-

De
Z()Zﬁ
il s’ensuit donc que, dans les sommes V <p\‘> 2<}—T),
V= v=1

PV

Lous les termes, excepté les premiers, s’évanouissent;

X <X
vV-16=1i v=1T=1

gg[zw ] g E[ <u;,>],

ct la proposition énoncée plus haut est démontrée.

on a

111

On en conclut, en posant

YA

N

2

N
<

= 2 —l—; = )

EETRS

la proposition suivante :
Pour que la fraction
uy! us! oL up!
ol og! Ll op!

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIX\. (Aout 1900.) 23



(354)
se réduise, pour tous les systémes (x,) tels que
uo‘zor “T_Z.O (g;;:3',7)1
aun nombre enticr, il faut et il suftit que I'inégalité

m

(8) ) [Uc”t)J z oz ()]

soit vérifiée pour tous les systémes commensurables (1)
de grandeurs réclles (7)), pour lesquels les ug et v
sont ~o.

La resuiction que les y sont commensurables peut,
aussi étre écartée. En effet, supposons que, pour un sys-
teme réel quelconque (7)) pour lequel les ug et ve
sont > 0, on ait

m

2[“0(} )] <2["1(."1)]-

G

D’aprés les considérations précédentes, on peut trouver
une grandear positive 3 telle que pour

oih, <3 (E=1,2, ..., 7),
us ()] _ i oy G =0y 2, e L)
[l—h,]u[u(’”')]’ [1—11]_ [o(00)) (—.:1,2....,11)’

c’est-a-dire

[Ur< _h/“>] = lus(2 ] [(‘f <[—}E)] = [z (9)],

m m

S [(25)] - Eenrore G

(') Cest-a-dire tels quiil existe un nombre pour lequel 3 P ~a. ...
. P r. soient entiers

’
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et Pon peur choisir les h; entre o ct g, tels que les
r nombres
v
- I — /li

soient commensurables ou méme rationnels avee une
puissance d’un nombre premier comme dénominateur
commun; une contradiction avec la proposition trouvée
plus haut se présenterait donc; on a, par conséquent,
cet énoncé @ L'existence de Vinégalité

m n
(8) Dlus(rilz B0l

G=1 T- |
pour tous les systémes réels () tels que les wg, vy
sont 2 o, est une condition néeessaire et suftisante pour
que le quotient de factorielles considéré soit enticer.

1V.

Soit maintenant () une solation (|lu‘|c0nquc de (8)
(g, 9z 20) et (n,) une autre (ug, v 0), dont les élé-
ments sont tous entiers et différents de o. Dans

D luatnnlz ¥ [es(nol,
g=1 T=1

on peut, tous les arguments étant entiers, omettre les
crochets. En multipliant par un nombre entier et posi-
1if £, on a donc

” n
2 Ug( k)2 2 or( k1)
G- T 1
eLen ajoutant a
m n

Dlustyo)z Flez(yo),

G- 1 T=1



vu que, pour b entier,

(a)y+b=(a+b),
on obtient

Z[“G(J’t—/' %)) 2 Z[VTU i+ k1)l

T—1

De la cet énoncé : Silinégalité (8) est exacte pour
tous les systemes ();) tels que y; parcourt les valeurs
comprises entre denx multiples conséeutifs 2; 7,
(hi+1)n; de 7;, elle Vest pour tous les systémes ()
de la forme

-

yi= ki S+ kg (0<¢;Z1, kentieret 20),

c’est-a-dire pour tous les y; = hiniy si ;> o0 et Shiry,
sin;<<o(l=1,2,...,71).

Je suppose maintenant que les ug, ¢ sont Zo pour
tous les arguments qui sont 2 o. Les coeflicients seront

alors tous Zo; car si, par exemple, 27 était négatif, on
auralt, pour
== . =i =Tj41== ... =T~ 0, xri=—1,
u‘l"’ < o.

Les considérations précédentes permettent de démon-
trer le théoréme suivant :

Pour gue

A o1y ! (Ill). —_— (/ll)_ . '
(V. o2l Lo (@Y ey e ) (25> 0. B‘F‘ZO)
(B == B e (B ey - B )] T ‘=

soit entier pour tous les systémes entiers (x;)2o, il
Jaut et il suffit que l'inégalité

{ [af v 2y ]+ +[z‘,’">y1+...+a‘,.’"’y,.]

(8) } 218 e +3“‘V,] v (B = By ]
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subsiste pour tous les systémes réels (y;) entre o et 1
(inclusivement).

Démonstration. — Si le quotient de factorielles en
question est entier pour tous les systémes entiers (x;)2o,
I'inégalité (8) est exacte pour tous les systémes 2o et
réciproquement. Ceci n’est pas une conséquence du
théoréme général établi 4 la fin “de (IIT) ('), mais sc
démontre littéralement de la méme maniére, en se bor-
nant dés le commencement aux systémes positifs ; car le
systéme (p&;), qu'on a déduit (IT) de (&;) et qui ne satis-
ferait pas a (2) est 2o en méme temps que (§;).

1. Sile quotient en question est entier pour tous les
(xi) 20, inégalité (8) sera done, a fortiori, exacte
pour tous les (y;) entre o et 1.

Réciproquement, supposons (ue tous les systémes
()7i) entre o et 1 satisfassent a (8). En posant

V1= .= Vi1 = )i+1= . = V=0, Yi=1.
on a
(1) (m) > N1 n
a2 80 g B

m "
21}“'32@“" (E=1,2,...,1);
G =1 T=1
donc, Ay, ..., &, désignant des nombres entiers quel-
conques 20,

Z T T T TR,

T=1

3 Sruc 3, Sk

G=11:=1 T=11=1

(1) Dans le cas ou il y a, pour chaque variable, au moins un u,
ou ¢_ qui ne contient qu’elle seule, ces deux théorémes sont iden-
tiques, car les t,, ¢. ne sauraient étre Lous o sans que les x, le soient
aussi.
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et cn ajoutant cette inégalité a (8), pour tous les sys-
temes (7)) entre o et 1,

m r oo
Y Rl Wl
> 1{’)‘1/‘,’ o ailfﬂ )/l'
v | e Z
G = =1 \or=1
n
X
- 2 pr‘r»/” - 2 DV‘EA ]’
T=1L =1 =1
. ~ O o .
d'ot, comme les sommes > ak; et Brk: repré-

z i
senlent des nonibres enliers,

m r n r

N N\ O O

N DR CES A EY B (A, — i) |5
G:--1 =1 T=1 =1

or, chaque grandeur positive est de la forme ki + 37,
ou k; est enticr et 0= y,<C1. Done, linégalité (8)
reste vraie pour tous les systémes (1) Zo0. Done, le

I I Ug!

quotient —Z—— e¢st entier pour tous les (a) entiers 2o,
or!

T
ce qu’il fallait démontrer.

V.

Pour appliquer le théoréme trouvé, je traiterai, dans
un cas spéeial, fe probleme qui cosnsiste, élant donnés
: v . [=1,2,...,7
les nombres m, ny r et les coefficients B Y
» Lt \t=1,2,....,n
du dénominateur, a trouver tous les systémes o tels

. u U
que le quotient " m' soit identiquement entier. 11

-..V,l.

est évident que, siun systéme (2,7) satisfait aux condi-
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tions exigées et qu’on augmente un ou plusieurs des «'®,
le nouveau systéme y satisfera a fortiori. On n’'a donc
qu'a déterminer tous les systémes, indépendants («),
pour lesquels :

1. I Iuc,! est divisible par I lv,'.
G T

2. Ou ne peut diminuer aucun des coefficients posi-
tifs de 1 sans que cette divisibilité cesse.

Soit
n == 2, n=y, r=»,
— (1) _ . 2) 2) ..
g(ln =1, ﬁ-z”‘— o, p(lz) =0, p(zz) =1,
‘@(13,:2, p(_,s): 1, p(‘u: 1. B(:“:?"

Il s’agit done de trouver tous les nombres entiers 2 o
a,b,c,d tels que pour oSx <1, 05 y S

[eaz+0by|+[car+ dy]
{ 2[x)l+ly]+l2x-+y]—[2-+23]

(9)

x =1, v == o donne

(10) a—+c2j;
z=o0,) =1 donne
(11) b+dzy

comme conditions nécessaires.
Pour a == 1, y =1, 'inégalité (9) est done satisfaite.
Pour x =1, 9 <1, (g) prendra la forme

a+c+byl-+[dy]z4+[2)],

conséquence immédiate de (10) et (11), un des nombres
b et d, au moins, devant étre, a cause de (11), > 2. De
méme x <1, ) =1 ne donnera aucune nouvelle condi-
tion. Comme, pour x <<1 et y» <1, [x] et [y] sont o,
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[

on est donce ramené aux inégalités

(10) a-c2j,

(11) b-dzj,

(12) [ax+by|--lce—dy] [2a0— y]|+[r-+2y]

(ofzx <, Oi]’<l)

Pour parvenir a leur résolution, il y a lieu de trouver
d’abord tous les systémes «, b, ¢, d pour lesquels elles
sont satisfaites pour

olxly 1.

Aprés ccla, un changement de lettres donnera ceux qui
satisfont aux inégalités pour .

o ¥y lx<ly

et 'on aura A conscrver tous les systémes appartenant a
la fois a ces deux groupes.
£
En faisant augmenter & et y, le deuxi¢me membre
de (19) w’augmente que si 'une des expressions o —+ 9,
£~ 2 %, passe par une valeur entiére; il faut et il suftit
donc (en se bornant a x <)) que, outre (10) et (11),
‘ 1 pour -+ =1

2 pour 2x — 3 =1

[ar+by]—cr—+dy]” « ( (o y <)
3 pour x+v)y =2 ’

(] pour ox + ¥y =2

En éliminant & de la premiére de ces inégalités et de
la troisi¢me, j- des deuxicme et (uatriéme et en posant
ensuite, respectivement, y et x = J, on obtient, outre
(ro) et (11), .

(13) a-- ¢—+[(b—2a)F)+[(d—2c)T)z1 pour 2T 2 L,
(14) b+ d+[(a—20)I]+-[(c—2d)F]z2 pouro<T £ &,
(15) 2a+ 20+ [(b—2a)3]+[(d—2¢)F]23 pour ;ST < 1,
(16) 2bod--[(a—20)F|+[(c—>d)T]2{pour 15 < 3.
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La discussion de ces quatre inégalités donne le résultat
suivant : clles sont satisfaites pour tout systéme vérifiant
(11) et (12), a Pexception de

a =3, b= o, c=1, d == j.
et
a=1, b=, c =3, d =o.

En opérant maintenant suivant les indications qui
viennent d’¢tre donndes, on obtient, comme solution
générale du probléme proposé, le résultat que voici.

a, b, ¢, d sont respectivement supérieurs ou égaux a
Iun des quatre systémes 3,0, 1,55 1,5, 3,050, 3,5, 135
5,1, 3, 00ual’un des 3.5 — 4 = 21 systémes @, b,¢,d
pour lesquels

«+c=1, b —d =1 (a, b, ¢, d0)

(mais o a, b, c. d ne sont pas respectivement égaux a
un des quatre systémes 3, 0, 1, 4; 1, 4, 3, 03 0,3, 4, 13
4,1,3,0).

La plupart de ces 25 solutions (parmi lesquelles il n'y
en a que g qui soient différentes entre clles, vu les chan-
gements permis de lettres) ne disent rien de nouveau;
cen effet, il est évident que (ax + by (cx + Jy)! est
divisible par ! y ! (2a + ) (x 4+ 2y),siax+ by
est la somme de une, de deux, de trois ou de toutes les
quantités x, 3, 20+ 3, x+ 2) ou égal a o, tandis
que cx —+dy est la somme de celles qui ne sont pas
contenues dans ax + b y; car le quotient de factorielles
considéré est alors le produit de deux coeflicients du
polynome, donc entier. Cela donne déja 15 systémes
indépendants.

Ensuite, par le théoréme de Catalan cité dans
Plntroduction, 4 + 23 ! 23 ! est divisible par

rr+ylylalor—oy!
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a fortiori donc par 2x +ylylxla—+2y! Cea
donne, en échangeant x et y ou les deux factorielles
cutre elles, quatre solutions. Il reste six solutions, dont
deux sont essenticllement différentes. La premiére est
Sx—+ 3! 31! Le second théoréme, gue
hx! qy!
el yl(2e+ y)l(x+2))!

est enticr pour tous les ar, 3> o, est intéressant a deux
points de vae : d’abord, en ce que la fraction est symé-
trique en & et y; et puis, en ce que la somme des coef-
ficients de son numératenr est pour chaque variable
aussi petite que possible, savoir égale a celle des coefti-
cients du dénominateur.



