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[B12d]
SUR DES ANGLES RÉSULTANTS;

PAR M. G. FONTENÉ.

Le calcul des quateriiions comprend celui des quan-
tités complexes ; mais, comme nous interprétons a -\-bi
dans unplaii qui a deux dimensions, et a -j- hi-\-cj-\- dh
dans un espace qui n'en a que trois, la théorie géomé-
trique qui correspond aux quaternions ne comprend pas
celle qui correspond aux quantités complexes. Eu con-
séquence, la formule de Bellavitis pour le quadrangle
plan quelconque

DA xBG-^- DB x CA -h DC x AB = o

donne un théorème dont l'énoncé géométrique ne res-
semble nullement à l'énoncé du théorème auquel con-
duit l'étude du premier membre de cette formule
lorsque ABCD est un tétraèdre, et ce dernier théorème
n'a même aucun sens pour le quadrangle plan (Nou-
velles Annales, p. 34o, question 1801; 1898); d'autre
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part, le théorème plan qui résulte de la formule de
Bellavitis a son analogue dans l'espace, comme on le
verra par ce qui suit.

1.

1. Définition. — Dans l'espace, l'angle résultant de
deux angles (<2, b) et (e, rf), dont les côtés sont dirigés,
est Tangle (<?,ƒ) obtenu en amenant ces angles, par
glissement dans leurs plans respectifs, le premier dans
la position (e, co), le second dans la position (to, / ' ) ,
(t> étant l'intersection des deux plans prise dans un sens
arbitraire si l'on a égard seulement à la grandeur de
l'angle (<?ƒ), et non à la direction de son plan comme
dans la théorie des vecteurs; on peut écrire

Jl — \(a, b) -+- (c, d)\,

le crochet indiquant un angle résultant; les plans ni
et n étant orientés, on a

oosJl = cos ab. co^ cd — <*\\\ab.*>mcd x cos ma.

THÉOIILME I. — Dans un tétraèdre ÀBGD, la nota-
tion Al> ou I5À (indifféremment) désignant la droite
dirigée qui poite Varête AB, les plans orientés des
faces étant a, />, c, d, les dièdres étant évalués avec
signes autour des arêtes dirigéesf si Von considère
1) \ et BC, I)B et CA, DC et AB, et si Von prend avec
des sigfies convenables les angles résultants

\ L = [(DB,DC) — (AG, AB)] = [(BD, BA)-+-(CA, CD;],

construits avec les angles des directions positives des
arêtes non opposées, ces angles sont ceux des directions
positives des cotés d'un triangle LMiN, et les côtés
M.\, ML, LÀ! de ce triangle sont proportionnels aux
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produits

(•2) / = D A x B G , »* = DBxCA,

ou encore aux produits

(V) > = %'mda x sin6c, JJL = sin db X

t e que l'on a

h H- M — N = o.

(J) i s i n L ~ sin M ~ sin

/ k ,u v

l s i n L M M M s i n ' N '

ou encore
r- = ni'1 -r- /i2 — >. nui cos L, . . . ,

X2 = [JL2 -r- V2 -f- !2 [J.V C0> L , . . . .

Dans la formule (i), la seconde expression de L est
construite avec BC, DA, comme la première l'est avec
DA, BC. Ce théorème sera démontré.

2. Si les quatre plans a9 b, c, d passent par un
même point S, en prenant les quantités A, a, v, on a
un théorème sur l'angle tétraèdre complet, ou encore
un théorème sur le quadrilatère sphérique complet5
comme l'arête A.B du tétraèdre, tant qu'il existe, est
l'intersection des plans c et d, on devra écrire, pour la
formule (1),

L = [(ac, ab) -f- (db, dc)\ ou L = [(db, de) H- (ac, ab)J,

l'ordre étant indifférent au point de vue où l'on se place
ici. Nous énoncerons le théorème sur la sphère.

Définition. — Sur la sphère, Tare résultant de, deux
arcs de grands cercles AB et CD est l'arc de grand
cercle EF obtenu en amenant ces arcs par glissement



sur les grands cercles qui les portent, le premier dans
la position EO, le second dans la position OF, le
point O étant l'un quelconque des deux points d'inter-
section de ces grands cercles.

THÉORÈME II. — Etant donné un quadrilatère s plié-
rique complet dont les côtés sont portés par les quatre
grands cercles a, b, c, d, si Von désigne par (db, de),
par exemple, le coté situé sur le grand cercle d et
compris entre les grands cercles b et c, et si Von prend
avec des signes convenables les arcs résultants indiqués
par les f or mules

L = \{db, de) -+- (ac, ab)] = [(bd, ba)-^{ca, cd)],

on a les formules (3) et (4), avec les quantités ),, JJI, v
définies par les formules ( a') et qui sont ici des pro-
duits de sinus d angles sur la sphère.

3. Le théorème sur Tang le tétraèdre complet donne-
rait un théorème corrélatif sur un système de quatre
droites issues d'un point, figure que l'on peut appeler un
tétraode; sur la sphère, on a un théorème concernant
le quadrangle sphérique, et c'est celui-ci que nous
énoncerons.

Définition. — Sur la sphère, l'angle résultant de
deux angles donnés («, &) et (c,d) est l'angle (e, ƒ )
obtenu en amenant ces angles par rotation autour de
leurs sommets respectifs, le premier dans la position
(e, to), le second dans la position ( c o , / ) , to étant le
grand cercle qui passe par les deux sommets.

THÉORÈME III. — Etant donné un quadrangle sphé-
rique A, B, C, Ü, si Von prend avec des signes conve-
nables les angles résultants

, l)C)-t-(AC, VB)| = f(BD. BA)-t-(GA,GI>)],
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ces angles sont ceux des directions positives des côtés

d'un triangle plan LMN, et les côtés Mi\', JNL, LM de

ce triangle sont proportionnels aux produits

/ = s i n D A x s i n B C , m — sin DB x s i n C A , . . . ,

de sorte que Von a les formules (3) et (4) avec les

quantités /, /?/, n définies par les formules ( a ) .

4. On a en particulier ceci pour un quadrilatère
sphérique dans lequel <?, Z>, c concourent en D, ou un
quadrangle sphérique dans lequel A, B, C sont sur un
même grand cercle d.

THÉORÈME IV. — Si Von considère sur une sphère
trois points A, B? C sur un grand cercle a1, et si on les
joint a un point l) de la sphère par trois arcs de grands
cercles a, &, e, on a

sinDAxsinBG sinDBxsinCA/ sinDA x sinBC _
] sin&c ~~

sinda X s\nbr sin db x sin ca
sinBC sin CA " '

et des formules, analogues aux formules (4)? (Jue nous
7i écrirons pas.

5. Si la sphère dégénère en un plan, on a d'abord le
théorème II pour un quadrilatère plan, avec des seg-
ments résultants L3 M, N dont la somme est nulle quand
on les prend avec des signes convenables, et qui sont
proportionnels aux quantités X, |x, v. On a ensuite
le théorème III pour un quadrangle plan, avec
/ — D À x B C , . . . , les angles L, M, N étant ici des
sommes d'angles, puisque la figure est plane 5 nous
reviendrons sur ce théorème.

En ce qui concerne les faite du n° i , nous dirons :



Étant donnés trois points A, B, C en ligne droite et un
point}} extérieur, si Von écrit

BÜ _ CÂ Â~B

P ~~ T ~ ~'
on a

p A) A </.~DB r.DG
sin(DB, DC) sin(DC, DA) &in(DA, DB)

(DB, DC)-t-(DC, D A ) - H ( D A , D B ) = o,

comme il est facile de le voir directement; on a donc
aussi

BTDGl< cos(DB, DG),
ces formules se rattachent au théorème de Statique connu
sous le nom de théorème de Leibnitz; et il suit de là

2

que Ton aurait la formule qui exprime />2.DA en con-
sidérant le triangle DBC comme défini par (DB, DC),
J)B, DC, en regardant A comme un barycentre, et en
appliquant le théorème de Stewart.

6. Démonstration. — On pourrait démontrer le
théorème II pour un angle tétraèdre, ce qui donnerait
le théorème I avec A, JJL, V; on sait d'ailleurs que, dans
un tétraèdre, les quantités /, 7?z, n sont proportionnelles
aux quantités À, p., v. Nous suivrons une autre marche :
nous démontrerons le théorème III pour un quadrangle
plan, et nous en déduirons le théorème I; nous remar-
querons, à ce propos, que si les quatre points A, B,
C, D du théorème 1 sont dans un même plan, on ob-
tient le théorème III pour un quadrangle plan.

Soit donc A, B, C, I) un quadrangle plan. Si l'on
prend une direction origine.r'x, et si l'on pose (théorie
des équipollences)

ÂB" = VB|roMx, AB)-Wbin(x5 AB)|. . ..,
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comme on a, avec l'origine D, BC = DC — ÜB, . . . ,
l'identité d'Euler donne la formule connue

DÂ.BG -h DB".GÂ~-f- DC\ÂF= o.

Bellavitis, qui a donné celte équipollence, n'en a dé-
veloppé les conséquences que dans des cas particuliers;
d'une manière générale on a

DA.BÏÏ = "DÂ.BC(cosa-+- *sina),

les arguments a, [Ü, y étant respectivement

(T. DA)+(a?, BC), (x, DB)-T-(a?, CA), (x, DC) -r-(a?, A15);

, DÂ.BG UH.CÂ "DG.ÂB r ,les vecteurs — , — — , — tont donc entre eux:
k A A"

les angles

(DB, DC)-i-(AC, AB ou (BD, BA) + fGA, CD),

et comme leur somme est nulle, on a ce théorème que
l'on peut regarder comme une extension du théorème
de Ptolémée : Dans un quadrangle plan, les produits

/=¥xBC, m = ÏÏBxCÂ, /^DGxÏB

sont proportionnels aux côtés MJN, J \ L , LM d'un
triangle LMN dans lequel les angles des directions
positives des côtés sont

L = L)B?DG ~h AG^AB = BD?BA -4- OVCD,

de sorte que Von a les formules (3 ) et ( 4 ) .

Soit alors un tétraèdre ABCD : on veut démontrer

DÂ2x BC2= DB2x CÂ2x Ë>C2x AB2

+ 2DB.DG x CÂ.ÂB x c o s L ,

L étant l 'angle résultant donné par la formule (1); or ,
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en menant la hauteur DH, on a dans le quadrangle
II ABC

4-2ÏÏB.HC xGÂ.ÂBxcos(HB, IIG-f-AG,AB);

on retranche, on transpose, on divise par 2CA.AB, et
l'on doit démontrer (jue Ton a

2 BC2 — ÏÏA2— ÂB2

DH 2GA.AB

= DÏÎ.DGcosL — ÏÏB.ÏTCcos(lÏB,HC-4- VC. AB)

ou

Dll2cosAG, AB

= DB.DGcosL-ÏÎB.ïrGcos(HB, HG-r-AG, AB);

cela devient, les sens positifs étant DH, DB, I)C, HB,

HC,

cobL= cosDlT, DB cos DU, DG cosAG, AB

-h sin DU, DB sin DH, DG cos(HB, IIC -H AG, AB ),

ou, en développant le dernier cosinus et en rappro-

chant les deux termes en cosAC, AB,

( cosDH, DU cosDH, DG \ ^ ^ \

)cosAG,AB

-+- sin DH, M sin DH, DG cos HB, HG/- sinDH, DB sinDH, DG sinHB, HG sin AG; AB.

Considérons alors le trièdre DH, DB, DC : d'une

part, le facteur qui multiplie cosAC, AB dans la for-

mule précédente exprime la quantité cosDB, DC;

d'autre part, le facteur qui multiplie siu AC, AB exprime



le sinus du trièdre considéré, et cette quantité a encore
pour expression

sinDB, DCxsin(DH,DBC) ou sinDB, DC x cos(ABCDBC);

on obtient donc

cosL=cosDB, DCcosAC, AB

— sinDB, DC sin AG, AB cos (DBG, ABC),

ce qui correspond précisément n la formule (i) . Le
théorème I est donc démontré.

Il serait intéressant d'établir ce théorème par la mé-
thode des quaternions; comme il consiste, si l'on veut,
en trois formules dont rune est

/ = m cosN H- n cos M ou i = -y cosN •+• -.- cos M,

si Ton observe que l'expression -j cosX est la partie

scalaire du produit des deux biradiales 7—7- et -̂ rr? ou1 DA GB
entrevoit la possibilité d'une telle démonstration.

II.

7. Considérons spécialement les angles L, M, N dé-
finis par les formules (1), et les quantités /, /w, n défi-
nies par les formules ( 2 ) : ou peut avoir un tétraèdre
ABCD, ou un quadrangle plan A, B, C, D, ou trois
points A, B, C en ligne droite et un point D extérieur,
et nous commencerons par ce dernier cas; notre but est
d'étendre les formules et d'indiquer des applications
des formules généralisées.

Soient d'abord deux droites de l1 espace sur les-
quelles se trouvent les deux divisions semblables A, B, C
et A', IV, C', et considérons les segments A'A, B'B, C'C



qui sont parallèles à un même plan R. Si l'on fait une
projection oblique de la figure sur Je plan R, les proje-
tantes étant parallèles à A' B'C', les segments sont projetés
en vraie grandeur en O'A0, O'B0, O'Co, et la division
A0B0C0 est semblable aux deux premières. On voit que,
si l'on connaît les trois longueurs AA', BB', CC', et la

PC

valeur du rapport -4-r, la figure O'AQBOCO est déter-

minée, de sorte que les angles (AA', BB"), . . . le sont

aussi ; en posant
ÏÏC _ GA _ ÂH

P ~~ 9 ~~ r '
on a, d'après le n° 5,

( p . X x ' q.mV r.C~C'

< sin(BB', GG7) ~ sin(GC', AA') ~ sin(AA', BB7)'

f (BB', GG') + . . . =o,
) )

( -+-2yr.BB'.CG'x cos(BB', GG'j, . . . .

8. Soient, en second lieu, deux triangles directe-
ment semblables ABC et A'B'C' situés dans un même
plan, et considérons les segments A;A, B'B, C'C. Si

Ton emploie la notation AB avec le même sens qu'au
n° 6, on a

B'G' = BC x A, C'A' = GA x /*,

à cause de

J>J> —^ i> \J -f- KJ \J —r- L J D = : O,

OU

BB7— ^<T' = BIT— FC 7 ;
on en conclut
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et il en résuUe ceci : si, à partir d'un point O', on trace
les segments O'A0, O' Bo, O'C0 parallèles et égaux aux
segments A'A, B'B, C'C, le triangle A0B0C0 est sem-
blable aux deux triangles donnés; on le verrait d'ail-
leurs facilement par la Géométrie, en mettant, par
exemple, le point O' en A'. Dès lors, si Pon connaît les
trois longueurs AA', BB', CC', et des quantités p, q, r
proportionnelles aux côtés des deux triangles, la figure
O'A0B0C0 est déterminée, de sorte que les angles
(AA', BB'), . . . sont déterminés ; d'après le n°Q, les
produits p X A A', q X BB', ' X CC' sont proportion-
nels aux côtés dJun triangle LMN dans lequel on con-
naît les angles des directions positives des cotés, savoir
(BB', CC')H-(AC, AB), . . . , et l'on aurait des rela-
tions métriques que nous n'écrirons pas.

On a ce théorème :

Un triangle ABC étant donné de position dans un
plan, ainsi que les longueurs AA' et BB' avec Vangle
quelles foi ment, si Von construit le triangle h' B' G'
semblable au triangle ABC, le lieu du point C est une
circonférence de centre C, et la droite CC' fait des
angles constants avec les droites A A' et BB'.

La figure O'A0B0C0 est en eiîet déterminée de gran-
deur; les relations dont il est parlé plus haut donne-
raient le rayon CC'. Lorsque les points A, B, C sont en
ligne droite, on a une démonstration simple en mettant
le point O' en C'; le cas plus particulier où le point C
est le milieu du segment AB a été proposé comme exer-
cice par M. E. Bourrienne, dans le Journal de Mathé-
matiques élémentaires de M. Vuibert (1894, ques-
tion 3454).

Voici une autre solution pour le cas général :
Étant donné dans un plan un contour quadrangu-



laire ABB'A', le centre de similitude S des deux seg-
ments AB et A'B' est aussi celui des deux segments AA'
et BB'; dès lors, les triangles ABC et A'B'C' étant
supposes directement semblables, si Ton construit les
trois triangles directement semblables, A A'A", BB'B",
CC'C", le triangle A"B"C" est semblable aux deux
premiers triangles-, si l'on suppose AA// = AA/, d'où
BBr/ = BB', CC/; = CC', on arrive au résultat cherché.

Il est intéressant de suivre la variation de la figure;
les segments AA', BB', CC; peuvent être remplacés par
les segments opposés AA", BB", CC".

9. Relativement au théorème général, nous observe-
rons d'abord que, si un tétraèdre ABCD varie eu con-
servant les mêmes longueurs d'arêtes à partir de D, et
une base ABC toujours semblable à elle-même, les
angles résultants L, M, N sont invariables.

Soient alors, dans deux plans parallèles P el V,
deux triangles semblables ABC, A'IV G', et considérons
les segments A'A, B'B, C'C : si, à partir d'un point O',
on prend les segments O'A0, O'B0, O'C0 parallèles et
égaux aux segments A'A, B'B, C'C, le triangle A0B0C0

est semblable aux deux triangles donnés ; pour ramener
ce cas au précédent (n° 8), on peut prendre le point O'
dans le plan P', ce qui donne le triangle A 0 B Ü C 0 dans le
plan P, et projeter eylindriquement le triangle A'B'C' et
le point O' sur le plan P.

Dès lors, si Von connaît les trois longueurs A A',
BB', CC', et des quantités />, q, r proportionnelles aux
côtés des deux triangles donnés, le tétraèdre O'A 0 Bo Co

n'est pas déterminé, il est vrai, mais, d'après la re-
marque ci-dessus, les angles résultants

L = [(BBr, GG')-H(AG,AB)],

sont déterminés avec une somme nulle, et les produits
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p X AA', (j x BB', /• x CC sont proportionnels aux
côtés d'un triangle LMN dans lequel les angles des
directions positives des côtés sont ces mêmes angles
résultants; on aurait des relations métriques.

Voici une conséquence de la remarque faite au début
de ce numéro.

Dans le Bulletin de la Société mathématique (i 897),
M. Raoul Bricard a donné ce théorème : « Les deux
cercles C et C', situés dans des plans parallèles, étant
supposés rigides, si l'on réunit deux à deux leurs points
homologues par des tiges rigides, articulées en ces
points, le système obtenu est déformable, et les plans
des cercles restent parallèles pendant la déformation. »
Considérons alors deux liges AA' et BB' : si nous pre-
nons une troisième tige quelconque CC', laquelle donne
lieu à uu angle (CB, CA) qui ne dépend que du système
des deux premières tiges, l'angle résultant indiqué par
la notation [(AA', BB') -f- (CB, CA)] reste constant
pendant la déformation ; on considère le tétraèdre
O'A0 B0C0 oblenu comme il a été dit.


