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QUESTIONS. — On voit facilement comment par le
moyen des formules indiquées on peut aborder l'étude
d'une foule de problèmes relatifs aux différentes rela-
tions métriques entre les éléments de la figure que nous
avons étudiée, et comment la combinaison même de ces
formules peut donner quelques propriétés spéciales de
figures particulières (en prenant pour m, p, <ydes valeurs
particulières).

Par exemple étudier quand on a

A, G _ BiA _ Q B
"ÂB~ ~~ ~BC~ ~ ~C A '

A i A = AB-H A i C , . . . ,

AP _ BP _ CP
AD ~ UË ~~ CF ~~ '

P D = PE = P F = . . . ( * ) .

Si le point P est le centre de gravité du triangle ABC,
on a

[L26a]
SIR LES OLAURIQUES CIÜCONSCIUTES A IIS TÉTRAÈDRE;

PAR M. CII. BIOCHE.

On sait que le triangle formé par trois points d'une
conique et le tiiangle formé par les tangentes en ces

(•) Intermediaiie des Mathématiciens, t. IV, p. 97 (104i).



< -39 )
points sontliomologiques. 11 est naturel de se demander
si le tétraèdre formé car quatre points d'une quadrique
non développable et le tétraèdre formé par les plans
tangents sont homologiques. Je vais montrer que cela
n'a pas toujours lieu, mais que sur une quadrique
donnée, non développable, on peut toujours trouver
des systèmes de quatre points présentant cette particu-
larité.

1. Si le tétraèdre de référence a pour faces

X!=o, X2=o, X3=o, X4=o,

l'équation d'une quadrique circonscrite peut s'écrire

h et k prenant les valeurs i, 2, 3, 4> mais ne prenant
pas tous deux à la fois la même valeur; en outre, je sup-
poserai

Les plans tangents aux différents sommets ont pour
équations

A l j2X2-f- Ai,3X3-+- A3^XV = o,

A2,iX1-v- A2,3X3-4- A2)4X4 = o,

A ^ i X i - h A352X2-f- A 3 ^X 4 = o,

A 4 j î Xi- f -A 4 j 2 X 2 -h A4 ) 3X3 = o.

Pour que le tétraèdre formé par ces plans soit liomo-
logique du tétraèdre de référence, il faut et il suffit que
les traces des plans tangents sur les faces du tétraèdre
de référence soient dans un même plan ; en particulier,
il faut que les plans tangents aux sommets d'une arête
coupent l'arête opposée au même point. Or Tarête

Xi = o. X2 = o



coupe les plans tangents correspondants aux points

Xj = X-2 = o, Aj^Xs-f- Aj^X^ = o,

Xx =. X2 = o, A2)3X3-f- A2,4X4 = o.

La condition pour que ces points soient confondus est
que

Al,3 A2,4 = A2j3 Ai,4.

Si Ton opère de même pour l'arête,

Xi = O, X3 = O,
on trouve

A-2,3^1,4 = -^1,2-^3^.

2, Les conditions trouvées sont suffisantes, car si l'on
pose

A2)3=a, A3>i = p, A1,2 = y,

A - fr A ^ A - a ?

0 0 ' 0

l'équation de la surface peut s'écrire

Ai \2 X1X3 X| X4. Xo X3 X2X4. X3 X4

«P ocy ao PY P Ô T Ô

et les traces des plans tangents sont dans le plan

(H) £• + * ! + X » + ^ = o .
a p Y °

Les droites qui joignent les sommets du tétraèdre
de référence aux sommets du tétraèdre circonscrit se
coupent au point

( h \ X i — X'2 — ^ 3 — ^ *
(/<) « - p - T - 8.'

On voit qu'étant donné un tétraèdre, on peut toujours
prendre arbitrairement soit le plan d'homologie H, soit
le pôle d'homologie li\ on a une quadrique circonscrite



au tétraèdre de référence et inscrite dans un autre, homo-
logique de celui-ci.

3. Si l'on se donne une quadrique non dévelop-
pable Q, on peut trouver sur cette surface des systèmes
de quatre points tels que le tétraèdre formé par un de
ces systèmes soit homologique du tétraèdre formé par
les plans tangents en ces points.

Soient A, B, C trois points pris arbitrairement sur Q
(mais non en ligne droite), le plan ABC coupe Q sui-
vant une conique, et les tangentes en A, B, C à cette
conique coupent les cotés opposés en trois points situés
sur une même droite A. Si l'on mène par A un plan tan-
gent à Q, soit D le point de contact, le tétraèdre ABCD
réalise la condition énoncée, car chaque côté du
triangle ABC coupe les plans tangents aux sommets de
l'arête opposée au môme point, et l'on a vu que ces con-
ditions étaient suffisantes.

On aurait pu se donner le plan d'homologie $ alors,
on pouvait prendre un des sommets arbitrairement : les
autres sont alors sur une conique déterminée, sur la-
quelle on peut choisir l'un de ces points à volonté, car,
si le plan d'homologie est à l'infini, la quadrique Q étant
une sphère, le problème revient à trouver quatre points
de la sphère formant un tétraèdre régulier.

4. Si l'on considère une quadrique quelconque cir-
conscrite au tétraèdre de référence, les quatre traces des
plans tangents aux sommets sur les faces du tétraèdre de
référence sont sur une quadrique dont l'équation peut
s'écrire

les termes non écrits se déduisant de ceux qui sont écrits
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par des permutations d'indices. Cette quadrique se ré-
duit à deux plans confondus dans le cas particulier pré-
cédemment étudié.
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SESSION DE JUILLET 1898. — COMPOSITIONS.

Besançon.

CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL.

EPREUVE ÉCRITE. — Définition de la fonction Y.

Démontrer que Y(x)Y(i — x) = -7-^—

PROBLÈME. — Etant donnés trois axes rectangu-
laires et un hélicoïde représenté par l'équation

s = K arc tang - >

où K est une constante donnée, calculer Vaire de la
portion de cette surface qui se projette sur le plan
des xy suivant un secteur circulaire ayant son centre
au point O, ayant pour rayon a et pour angle au
centre a.

l'intégrale
KPREUVE PRATIQUE. — Calculer avec cinq décimales

ale

f -—=jt , K = o,43528.
J» / ( i — 2 ) ( K ' 2 2 )


