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[DR2az]
DEMONSTRATION NOUVELLE DE LA REGLE DE CONVERGENCE
DE GALSS ;
Par M. GODEFROY,

Biblioth¢caire de la Faculté des Sciences de Marseille.

La régle de convergence de Gauss peut s’énoncer :

Si dans une série positive le rapport d’un terme au
précédent est de la forme

Upry _ NP +anP~' 4+ nP=24.. .+ apy
Uy, nPe+bnP=t+ b nr—2 4. .+ b,

)

les termes décroissent constamment & partir d’un cer-
tain rang et tendent wvers zéro pour b —a>o, ils
finissent par augmenter indéfiniment pour b — a < o,
et ont une limite non nulle pour b — a = o; la série
est convergente quand on a b — a > 1; dans tous les
autres cas elle est divergente.

Si ’on pose

u,
— =140y
Un+1

. u
ctque I'on remplace —2- par sa valeur, on trouve pour
P Un+1 !

na, une fraction rationnelle dont les deux termes sont
de degré p; en effectuant la division et limitant le quo-
tient a son premier terme b — a, 'expression na, peut
donc se mettre sous la forme

A
nap,=b—a-+ Z‘P(”)y

« désignant une constante et 9(n) une fraction dont la
limite est 'unité ou zéro pour n = oz,
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I. Soit d'abord & — a > o, le nombre «, finissant
par devenir positif, les termes vont en décroissant a
partic d’un certain rang; d’autre part, k étant un
nombre compris entre zéro et & — a pour une valeur
de n suffisamment grande m, on aura
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d’ou
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et, a plus forte raison,
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m restant fixe, le second membre de cette inégalité croit
au dela de toute limite, lorsque 1 augmente indéfini-

ment; par suite, u, tend vers zéro.

II. Soit maintenant b —a<Co, la série de terme

e [ A .
général = s¢ trouve dans les mémes conditions que la
n

série de terme général u, dans I'hypothése précédente,
ses termes a partir d'un certain rang, vout done en dé-
croissant et tendent vers zéro; par suite, ceuys de lasérie
considérée finissent par augmenter indéfiniment.

III. Soit enfin 5 — a = o, on trouve alors que n*a,
peut s¢ mettre sous la forme

A
n2a, =b,—a;+ —<(n),
P

2 désignant encore une counstante et ¢(n) une fraction
dont la limite est I'unité ou zéro pour n = x. Si 'on
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suppose b, — a,< o0, le nombre 2, finissant par devenir
négatif, les termes vont en croissant i partir d’un cer-
tain rang; d’autre part, k étant un nombre supérieur
4 a, — b, pour une valeur de n suftisamment grande m,

on aura
Um k
—_— —_ —
Um+1 m?
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— —_— e s s s —_—— 2
Uprs (m +1)2 Up (n—1)p

d’ou, comme on peut supposer m supérieur a k,
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et a plus forte raison
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or, la séric de terme général — €lant convergente, on

peut toujours prendre m assez grand pour que le coef-
ficient de A soit inférieur a un nombre positif déter-

., . 1 \
miné ¢ plus petit que 75 ona dés lors

Um

wp < T—-—/{E,

m restant fixe, «, reste toujours inférieur 2 un nombre
déterminé et fini, lorsque n augmente indéliniment;
comme il croit constamment, il a donc une limile infé-
rieure ou au plus égale a ce nombre et, par suite, non
nulle. 11 en est de méme si l’on suppose b, — a, > o,

— (e - 1
car, en considérant la série de terme général o ses
n

termes, d’aprés ce qu’il vient d’étre dit, croissent
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a partir d'un certain rang et tendent vers une limite
non nulle, ceux de la séric considérée finissent donc
par décroitre constamment et tendent aussi vers une
limite non nulle.

Il résulte de ce qui précéde que le seul cas ou la série
puisse étre convergente est celui oul'on a b —a>o;
si on applique alors la régle de Raabe, comme la limite
de na, pour n = est égale 4 b — a, on cn conclut
que la série est convergente pour b —a > 1 et diver-
gente pour b — a << 1; elle est encore divergente pour
b —a=1; en ecffer, daus ce cas, en désignant par
1+ 8, le produit na,, lalimite de n 3, est égale a % ou
a zéro. La série n’est donc comvergente que si Pon

ab—a>.
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