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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 4384.

SOLUTION ET GENERALISATION.
Par M. A. Droz-FARNY.

Dans les Nouvelles Annales de 1896, page 388, M. H. Bro-
card a publié une trés intéressante solution de la question 1384,
proposée par M. Mannheim :

D’un point pris sur une hyperbole équilatére, on méne des
paralléles aux asymptotes de cette courbe. Démontrer que les
cOtés d’un triangle quelconque inscrit dans I’hyperbole déter-
minent sur ces droites des segments proportionnels.

Dans cette Note, je me propose de donner de ce théoréme
une démonstration purement géométrique et de prouver que
le théoréme reste valable pour une hyperbole quelconque.

Soit ABC un triangle inscrit dans une hyperbole H, dont
les points & I'infini sont Q et R. D’un point P pris quelconque
sur H on méne les paralléles PQ et PR aux asymptotes. En
vertu d’'une proposition bien connue, les deux triangles PQR
et ABGC, inscrits dans H, sont circonscrits & une conique qui
sera ¢videmment une parabole, puisqu’elle admet comme tan-
gente la droite a Vinfini QR.

Mais on sait que trois tangentes fixes a une parabole déter-
minent sur toute tangente variable des segments proportion-
nels a des quantités constantes.

D’ou la proposition généralisée de M. Mannheim.

Question 1529.

(18835, p. 152.)

Trois droites, issues de trois sommets d’un triangle, de-
terminent sur les colés opposés six segments. tels que lo
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différence entre le produit de trois segments non consécu-
tifs et le produit des trois autres est

_abe ,£>2lnzn'
ave () s
A, a, b, c désignent l’aire et les cotés du triangle donné;
\, a', b, c DUaire et les cétés du triangle formé par les
trois droites; I, m, n les segments de ces trots droites com-
pris entre les sommets et les c6tés du premier triangle.
CEsARo.

SOLUTION ET GENERALISATION,

Par M. FrRaNCESco FERRARI.
I. Soient :

1. Ay, By, C; points situés respectivement sur les cétés BC =a,
CA = b, AB = ¢ du triangle ABC =A;

2. A’, B’, ¢’ les points d’intersection des couples de droites
(BBy, CCy), (CCyy, AAy), (AA4, BBy);

3. a', b’y ¢’ respectivement les cotés B'C’, C'A’, A'B’ du
triangle A’'B'C'= A’;

4. AA =1, BB;=m, CC;=n:

s BAi _, CBi_  AG _
"AMeTPBATPEBTD

d’ou

‘ BC _ h—+1 BC _,
1) E}-(;-—TJ ] KI_CH -1,

6. 1+h+hp=p. 1+p+pg=py 1+ g+ qh=yp,.

Fig. 1.

8

A,

Les triangles AA;C, AA;B (fig. 1), coupés respectivement
par les droites BB, CC;, donnent
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d’ou, en vertu de (1),

AC A AB" (h 1

CA T Thp 0 B, 1 )s
et de la

ACT b AB"  g(h+1)

AN T AA, T U3 ’

d’ott

ﬁ, _AC—AB" _ (r—hpg)(1+ k)
. AA, - 3 12

Par analogic,

’

b_’:(lu/zpq)(la—p) Ez(l—!—hp(])(l—r—l]).
m 1 Lo ’ n o h3

En multipliant

abc  (—hpgp+h)1—p)1+q)

(2)
{mn Wy M2 Uy

L'aire du triangle A’B'C’ circonscrit & ABC est
D

A" (i —1lpg)?,
(3) AT :hlizlu_s—
donc on a
lmn ( "\ 2 1 — hpqg
ab’e ) (=) (+p)(i+q)

d'ou, par (1),
ALC By ALy B — BALLGBLL Gy = abe 278 (A0
4 ap b — DAy 1. 1= A0C —55— oy A)

LI. Soient :

{. ABCD un tétraédre;

2. Ay, By, Gy, Dy points situés sur les cotés AB = a, BC =0,
CD = ¢, DA = d du quadrangle gauche ABGD;

3. A', B, G, D' respectivement les points d’intersection des

trois plans (CDA,, DAB;, ABC,), (DAB;, ABC,;, BCDy),
(ABC,, BCD,, CDA,), (BCD;, GDA,, DAB,);
4 2. B, y'. 2y, 31, y1 laive des triangles A'B'C/, B'C'D’,

’D'A’, D'A'B’, ABC,, BCD,, CDA,. DAB,;:
9.\, X' les volumes des tétraédres ABCD, A’B'C'D":
\\, BB, UG DD,
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d’ol

, AB i AB — e .

(%) A‘*-A‘— n? ey m-—)-r—l, e

7. v+ h+hp+ hpg = p. T+ p —+ pg — dqr = p,
L+q+qr—+qrh =y, V=r s rh+r1hp = pu,;

8. N le point d’intersection des droites BC,, DBy, et S celu
des droites AC,. CD,.

Des triangles BCC;, DAC, (f£g. 2), coupés respectivement
par les droites DBy, CDy, on a

BN C,;D CB, - C;S AD; DC —
NC, DC B,B SA D,D Cc¢,
d’ol, en vertu de (4),
. BN CGiS  rg
5 NG, S PTY sy T o

Or le triangle A'B'C’ est circonscrit au triangle ABCy, et
ses cOtés A'B’, B'C’, C"A’ rencontrent les cotés BC;, C; A, AB
de ABC; respectivement aux points N, S, Aj, et de 13, en
appliquant la formule (3) et ayant égard aux valeurs (5), on
trouve )

@ (r—hpgryi(g +1)

%y &1 M2 43

Par analogie,

g’ (t— hpqr)2(r—u) Y (1—hpgry2(h +1)
= ———— ) - ’

B Mo 23 (4 T H3 et




(98)

En multiphant

By (l—-—llpqr‘)s(h-f-l)(p+l)(q+l)(r+l))
0 81718, pipd pd el
le volume du tétraédre A'B'C'D’, dont les faces passent par

les cotés AB, BC, CD, DA du quadrangle ABCD et rencon-
trent respectivement les cotés opposés en Gy, Dy, Ay, B, est
A _ )3

(6) _=(l ,l[)ql}.
\ [y M2 B3 M,
Donc on a

@piyicy (AN 1= hpgr

a'Bye (A ) TR (pe(g—nr+1n’
d'ol, en vertu de (4).

AyB.B,C.C,D.Dy A —A\,.BB,.CC,.DD,

2 Brvi8 /A3
— abea 2B (1—)'
258 \X

Remarque. — Les formules (3), (6) se déduisent aisément
des formules de l'aire du triangle et du volume du tétraédre
en coordonnées segmentaires ou cn coordonnées barycen-
triques.



