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[P1c]
SUR UN CAS PARTICULIER DE LA TRANSFORMATION
HOMOGRAPHIQUE
Par M. X. ANTOMARI.
Définition de la transformation. — Considérons

deux droites fixes, D et A, Un point M, étant donné
) 1}

dans I'espace, on peut mener une droite et une seule

passanl par ce point et s’appuyant sur les droites D et A.

Fig. 1.

M,

Imaginons qu’on ait mené ceite droite et qu’au point M,
on fasse correspondre le point M,, conjugué harmo-
nique du point M, par rapport aux points de rencontre
A et Bavec D et A. On a ainsi une correspondance point
par point. Celte correspondance est une correspondance
homographique. En eflet :

1° A tout point de I'une des figures il correspond un
point ct un seul de 'autre. On peut méme dire qu’on a
une correspondance involutive; car a tout point M, con-
sidéré comme appartenant a I'une ou a 'autre des deux
figures, il correspond toujours le méme point M,, puis-
qu'il existe une seule droite passant par M, et rencon-
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trant D el A, et que, sur cette droite, il n’existe qu'un
point M, conjugué harmonique de M, par rapport aux
deux points A et B;

2° Sile point M, décrit une droite D,, M,M; engendre
un hyperboloide a une nappe dégénéré ou non dégénéré
et, sur cet hyperboloide, le point M, décrit une droite D,
de méme systéme que D, A et D5 donc 4 une droite il
correspond une droite; .

3° A deux droites qui se coupent, il correspond évi-
demment deux droites qui se coupent; il en résulte
qu’a un plan il correspond un plan. Par conséquent la
correspondance est bien une correspondance homogra-

phique.

Propriéteés. — Les droites D et A directrices de la
transformation, se correspondent évidemment a elles-
mémes; car si M, coincide avec A par exemple, M, coin-
cide aussi avee A.

Toute droite qui s’appuie sur D et sur A coincide
avee sa transformée; il en est, par suite, de méme de
toute surface réglée qui admet D et A comme divectrices.
Eu particulier, tout plan passant par 1) ou A coincide
avec le plan correspondant.

Considérons alors une higne plane située dans un plan
passant par 1), par exemple, et rencontrant D ¢n un
point O. La ligne correspondante scra située dans le
méme plan et sera homologique a la premicre, D étant
I'axe d’homologique et O le centre d’homologie.

Supposons que le point My déerive une surface S,
d'ordre m, le point M, déerit une surface de méme
ordre Sy, qui rencontre D et A aux mémes points que 5,.
De plus, les scctions faites dans ces deux surfaces, par
un méme plan passant par D ou A, seront des sections
homologiques.
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Lorsque le point M, s'éloigne a I'infini, dans unc
direction quelconque, le point M, devient le milicu
de AB paralléle a cette dircction ct s’appuyant sar D
et A, Il en résulie que, au plan de Iinfini, il correspond
le plan équidistant des deux droites. Par conséquent si
une courbe quelconque a p points a I'infini, la transfor-
mée rencontrera en p points le plan équidistant des deux
droites, cl véciproquement.

Nous avons vu que, a toute figure plane située dans
un plan passant par D ou A, il correspond une figure
située dans le méme plan et homologique a la premiere.
Si le plan de la courbe est mené par D, par exemple,
parallélement 4 A la droite D est un diamétre des
deux figures par rapport a la direction A; de sorte que
si D ct A sont rectangulaires, les deux figures sont sy-
métriques par rapport 4 D. On a une propriélé ana-
logue concernant les figures situées dans le plan mené
par A parallélement & D.

Soit » le milieu de la perpendiculaire commune a4 D
et a A. Comme au point w il correspond le point a P'in-
fini sur la perpendiculaire commune, a toute droite
menée par o il correspondra une droite perpendicu-
iaire au plan P ¢équidistant des deux droites D et A,

Formules de transformation. — Prenons pour ori-
gine le milicu de la perpendiculaire communc aux deux
droites; prenons, cn outre, cette perpendiculaire com-
lnune pour axe des z, et les bisscctrices des l)lOJ!‘(‘[lOHS
des deux droites sur lc plan équidistant pour axes des x
et des y. Les équations des deux droites D et A sont

respectivement

AV —mr —o0 el Vo= ma — o,

z h—=ao et s ho=o.
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Si I'on appelle x4, 34, 2z, les coordonnées du poiut, M,,

M,
Xy, ¥a, 22 celles du point M,, et X le rapport AM > les

coordonnées du point A sont

T+ 2wy i+ hys S+ A&
[ 1+ A I — A

Comme le point A est situé sur D, on a

(1) Vi hys—m(x)+ Axy) =0,
(») Si—Asa— (14 A)=o.

D’autre part, si les quatre points M,, M,, A, B forment
une division harmonique, les coordonnées du point M,
sont
Ly— XXy Vi—Ayy 3 — A2y
’ = — 3
1 — A [ — A 1 — A

de sorte que si 'on exprime que ce point est sur A, il
vient

(3) yi— Aya+ m(ry— hry)=o.
4) 31— Aay+ h(1—A)=o.

En éliminant % entre les équations (1), (2), (3), (4),
on obtient facilement

hy, hmux, h?
’ Y= y =

(3) Ty = - - = —-
m 3y 35 3

L1

Ces formules, qui sont réciproques en x4, ), z; et X,
225 33, délinissent la transformation, qui est évidem-
ment une tr ansformatlon homographique. Elles mettent
bien en évidence les propriétés de la lransfoxmallon
que nous avons étudiées directement.

Nous allons les utiliser pour obtenir d’autres résul-
tats.

Considérons d’abord deux positions du point M, sy-
métriques par rapport a lorigine. Si dans les formules (3)
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on change x5, y,, z, respectivement en — x,, —)as
— 5, les valeurs de z, et de y, ne changent pas, et la
valeur de z, change de signe; donc les deux positions
de M, qui correspondent aux positions considérées
de M, sont symétriques par rapport au plan des xy.

Il en résulte que si I'un des points décrit une figure
admettant 'origine comme centre de symétrie, la figure
correspondante admettra le plan des xy comme plan
de symétrie, et réciproquement.

Autrement, si I'on considére deux figures symétriques
par rapport a I'origine, les deux figures correspondantes
seront symétriques par rapport au plan des xy, et réci-
proguement.

En particulier, & une droite ou a un plan passant par
P'origine, il correspond une droite ou un plan perpen-
diculaires au plan des xy.

Considérons, d’aprés cela, un hyperboloide a deux
nappes, dont I’équation par rapport aux axes choisis est

[

x2 .}/2

LT-’_F_ + 1 =0,

e

L’équation de la surface transformée est

h2 y2 hm? a2 It

m2a?s? btzr | it =0
b v, -
ct 'on peut éerire
h2m?xr? h? y2? , I
— o 32— = 0.
b2 a?m? c?

Voyons si cette équation peut représenter une sphére.
Pour qu'il en soit ainsi il faut évidlemment et il suffit

que l'on ait
hrm2 _ h2

— = =1.
2 wam?
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De ces deux équaltions, on tire d’abord

, . b
m*=1 —
a
¢l ensulle
I === ab.

Si I'on veut que m el & soient réels, il faut prendre

b
m?2=—= —.

«
2= ab.

Donc, étant donné un hyperboloide a deux nappes, il
existe toujours denx droites réelles et deux sculement
perpendiculaires a 1'axe transverse, et telles que si on
les prend comme directrices de la transformation défi-
nie plus haut, Phyperboloide se transforme en une
sphere concentrique.
Le carré du rayon de la sphere est, d’ailleurs,
a2h? al

— d'ol R—=—,
c? 4'

R?=

c’est-d-dire la quatriéme proportionnelle entre a, b, c.

Généralisation de la transformation. — Une géné-
ralisation évidente de la transformation consiste a faire
correspondre les points M, et M,, de telle sorte que le
rapport anharmonique

MoA M B

AM, T BM,

ait une valeur donnée K.
Transformation générale. — 1l cst aisé de voir quc
la transformation homographique la plus générale sc
raméne A trois transformations de cette espece. Suppo-
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posons, en effet, que I'on prenne le tétraé¢dre des points
doubles comme tétraédre de référence, et soient X = o,
Y =o0, Z=o0, T =o les équations des faces. Si A, B,

\ s
M ’//

NEATA

w\/n’ R
\ /).“?
c‘
,
'
)
1
/
/™

C, D sont les sommets du tétracdre, on peut supposer
que X=0,Y =o0,Z=o0, T =o sont les équations des
faces opposées respectivement aux sommets A, B, C, D.
La transformation homographique la plus générale est
alors définie par les formules

oX = aXy, oY =8Y,, 0L =1, T =+T,.

Soit un point M, de coordonnées xy, ¥y, 2y, ¢;. Mcnons
la droite M,2,2, qui rencontre les deux arétes opposées
AB et CD du tétraédre, et prenons le point

My (23, 2y 52, L2),

tel que le rapport anharmonique (M 2, My2,) ait une
valeur donnée. Entre les coordonnées des points M, M,
on a alors les relations

(1 — .—/. = A = o4,
) I /. 7, 0’ 3 t,
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Menons maintenant par le point M, la droite qui s’ap-
puie sur les arétes opposées AB, DC, et prenons le point
M; (23,773, 23, 13), tel que le rapport anharmonique des
(uatre nouveaux points ait une autre valeur donnée;
on a alors

Tyl ¢ 2 ¢,
(2) it Y2 g2, L)
33

b
a'g [3 Y3 ls
Recommencons enfin les mémes constructions avec le
point M; et les arétes opposées AC, BD, de maniére 4
obtenir le point M(x, y, z,t); on aura ainsi

r; t. st 3 t
(3) ok S AT 33— fy 3.
/ z 27 ¥ ] 5 1

Si I'on multiplie membre a membre les équations cor-
respondantes (1), (2), (3), on obtient finalement

) Tkl Loml Bokel

La comparaison, avec les formules
oX = aXy, pY =8Y,, pl =1, pT =vTy,

montre immédiatement que les équations (4) définissent
entre M, et M la transformation homographique la plus
générale.

On peut se demander maintenant s’il ne serait pas
possible d’obtenir la transformation homographique la
plus générale en répétant deux fois la transformation
définie au début. A priori, le probléme parait possible
d’une infinité de maniéres, car la transformation homo-
graphique la plus générale dépend de quinze paramétres;
or, les deux transformations successives dont elle devrait
résulier sont définies quand on donne les deux couples
de directrices, qui dépendent de seize paramétres. Mais
nous allons voir qu’on ne peut obtenir, de cetie ma-
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niére, la transformation homographique la plus géné-
rale.

Soient, en effet, D, D, les directrices de la premiére
transformation, A, A, les directrices de la transforma-
tion suivante. On sait qu'il existe, en général, deux
droites P, Q rencontrant les quatre droites D, Dy, A, A,.
Appelons A et A, les points de rencontre de P avec D

Fig. 3.

et Dy; appelons de méme B et B, les points de rencontre
de P avec A et A,.Si I'on considére les points a et B,
points doubles de l'involution définie par les deux
couples de points correspondants (A, A) et (B, By), le
point B correspond au point @ dans la transformation
dont les directrices sont D et Dy; par suite, dans la trans-
formation dont les directrices sont A et A, le point o
correspond au point 3; donc, finalement, le point « se
correspond a lui-méme. Il en résulte que si les couples
de droites D, Dy, A, A, existent, ces droites s’appuient
sur deux arétes opposées du tétraédre des points doubles
de la transformation homographique la plus générale.
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Soit donc a3y le tétraédre des points doubles que
nous prendrons pour tétraédre de référence et soient

Y—aX=o0 et Y+-aX=o,
Z—-bT =o0 et Z -0T =0

les équations des droites D et D, qui divisent harmoni-
quement les aréles opposées a3 et v du tétraédre. Si
Lyy)ay 2y, [y Ly, Y ay 2o, (5 sont les coordonnées des
points M, et M,, on doit avoir

Y1 - hys—alx; —hry) =o,
5 -Az, bty —hty) —o.
Yi— )\.}/_; --a(r hry) = o.

3, -A3, -b(ty -—kly) =o.
On en déduit, en éliminant 7.,

xy

b v T /
AN HANNNY AN L P
1, a3 1y 3 I 5

(1)

11 en résulte que si les équations des droites A et Ay sont
respectivement
Y—aX =0 et Y ~a'X =o.

. -DT =0 ct Z -0T=o,

les coordonnées (x,1.z,1) du point M, obtenu au
moven de M, et de A, A,, comme M, a été obtenu au
moyen de M, D et Dy, sont lides a xs, 14, 34, 2 par les
relations

T, ooy ¥

2 - = = e = a'b
) H o ~a s 15

&
™

=02

iy
.
|

*
~
w
(A Bt

En comparant avec les formules (1) on en déduit

o

vi _ ab ¥y 3 1A

T a ot T

ry _ ba' x
LW bat’

’

i3]
~la
-

o

4
7

. ’ a
formules qui ne dépendent que des rapports — et
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Elles ne définissent donc pas la transformation homo-
graphique la plus générale.



