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APPLICATIONS DES METHODES DE GRASSMANN.
CENTRE DE GRAVITE D'UN QUADRILATERE
ET D'UN PENTAGONE;

Par M. F. CASPARY.

Il y a seulement quelques années que les géométres
se sont persuadés de la fécondité et de la puissance des
méthodes de Grassmann. Ces méthodes s’adaptent,
d’une maniére remarquable, a la Géométrie, & I’Ana-
lyse, a la Mécanique et a la Physique mathématique;
elles rattachent ’intuition au calcul et elles forment le
lien entre les méthodes synthétiques et analytiques des
Mathématiques pures et appliquées.

En France, M. E. Carvallo, le premier, a dirigé I’at-
tention sur ces méthodes importantes ().

M. Carvallo m’a fait 'honnear d’ana]yser () le Mé-
moire que j'ai publié sur la génération des courbes
gauches algébriques (3), et de signaler mes deux Mé-
moires : Sur les cubiques gauches (V) et Sur une mé-
thode ge’ne’l'ale de la Géométrie qui forme le lien entre
la Géométrie synthétique et la Géométrie analy-
tique (°), cn les prenant comme point de départ pour

(') Voir aussi la Note de M. H. Fenr, Sur l’emploi de la multi-
plication exterieure en Algébre (Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, 3° série, t. NIV, p. 54; 1895)

(2) Bulletin de la Societé mathématique de France, t. X\
p- 158; 1887.

(3) Journal de M. Kronecker, t. C, p. 4o5; 1887.

(%) Bulletin de M. Darboux, 2* série, t. XI, p. 222; 1887.

(%) Ibid., t. XIII, p. 202; 1889.
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ses propres recherches, consacrées a I'exposition et a
I’application des méthodes de Grassmann (*).

Dans les Mémoires que je viens de citer et dans
deux autres (?), j’ai exposé une partie des principes et
des calculs, dus a Grassmann, et |’y en ai fait usage.
De méme dans mes autres recherches, relatives a la Géo-
métrie (3) et a la théorie des fonctions théta, des fonc-
tions elliptiques et des fonctions hyperelliptiques, J'ai
employé, pour leur invention, les mémes principes et
calculs; mais, pour la publication, je me suis servi des
méthodes usuelles, parce que les méthodes de Grass-
mann n’étaient pas assez connues.

Bien que, depuis uune dizaine d’années, le nombre
des géométres ait fortement grandi (*) qui s’'intéressent
aux méthodes de Grassmann et s’en s'occupent, elles
ne sont pas répandues jusqu’a ce jour et elles n’ont
point la place qu’elles méritent. Pour contribuer a leur
connaissance et pour les rendre familiéres aux géo-
métres, je me propose, dans une série d’articles, d’en
donner des applications. Comme le but de ces articles
est essentiellement didactique, je passe des applications
les plus simples aux applications plus élevées. En me
bornant, dans les premiers articles, a la Géométrie du
plan, je vais donner successivement des applications

(') Nouvelles Annales de Mathematiques, 3° sévie, t. X, p. 219,
341, 3455 18g1; t. XI, p. 85 18921 t. XII, p. 65, 454; 1893.

(?) Journal de M. Kronecker, t. \CII, p. 123, 1882; t. XCV,
p. 36, 1883.

(3) Voir Journalde M. Kronecker, t. XCIX, p.128, 1885; Comptes
rendus, t. CXII, p. 1356, 1891; Bulletin de M. Darbouz, 2* série,
t. XV, p. 308; 18q1.

(*) Poir Vintéressant Apercu historique de M. V. SCHLEGEL :
Die Grassmann’sche Ausdehnungslehre. Ein Beitrag zur Ge-
schichte der Mathematik in den let sten fiinfzig Jahren (Schio-
milch's Zeitschrift. Hist. lit. Abth. Jahrgang NLI, p. 41; 18g6).
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relatives aux points, aux vecteurs et aux lignes droites.
Je commence par éLablir quelques définitions, dont j’ai
besoin pour I'application en question, et je vais déduire
plus tard toutes ces définitions d’'une seule définition
grassmannienue. Par cette maniére de procéder, J'espére
inilier rapidement le lecteur, sans le fatiguer, aux prin-
cipes des méthodes de Grassmann et lui en montrer la
portée.

CENTRE DE GRAVITE D'UN QUADRILATERE
ET D'UN PENTAGONE.

1. Définitions. — En représentant par des majus-
cules de alphabet latin b, W, 2, ... des points,

1° Le point O = {(-L + W) représente le milieu du
segment Lh §
a., + Bb

a—+ B

conque de la droite <Lwh, a et 3 étant des parameétres

2° Le point O = représente un point quel-

quelconques ;

3° Le point ¢ = | (b 4+ b 4 &) représente le centre
de gravité du triangle homogéne dont &, Wb, & sont les
sommets;

4° La différence w» — .\ représente, en grandeur,
sens et direction, le vecteur L, 1ssu de -4 et finissant
aah;

50 Llégalitd W — L=® —2C, -\, ¥, S, ® élant
quatre points non situés sur la méme droite, exprime :
1© que les deux vecteurs -lah et 2® sont égaux en
grandeur; 2° qu'ils possédent le méme sens, de facon
que les points & et & sont leurs points d’origine, les
points W et ® leurs points extrémes ; ety 3° que leurs
directions sont paralléles.

Comme de légalité v — A =® —~2 se déduit
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® =1 + & — &, le point @ se construit en menant
par © une paralléle & dovb et en faisant S® = db; ou
en menant par ¥ une paralléle 3 A2 et en faisant
W® = AHb. Autrement le point ® se construit en me-
nant par & une parallé¢le & Aub, et par ¥ une paralléle
a AC. Par conséquent le point ® =11 + & — & cst le
quatriéme sommet, opposé a Ju, d’un parallélogramme
dont A, W, & sont les trois autres sommets.

A. Centre de gravité d’un quadrilatére.

2. Soient oy, by, by, -, les quatre sommels d’un
quadrilatére quelconque; en le divisant par la diago-
nale Qodb, en deux triangles doacbgd, €L oy dogoloy
dont les aires soient &, et g, et dont les centres de gra-
vité sont (définition 3°) 3 (a4 by4oby) et
$(Roy + g+ Aoy), le centre de gravité ¢ du quadrila-
Lere ooy g fbog -, sera représenté par
3(814 03) G = 01 (Mo + oy + Moy) + 83 (o + Rog+ oy )

= (81-4-— 83)(@;“‘:24— c{‘sb) -+ 615}{93“5‘ 83&91
= (81 -+ 83)(@{” 4 oy + Moz —+ J\%)—(Sp}ln +()‘3e}193)-

En divisant par 8, + ¢, = ¢, ¢ étant I’aire du quadri-
latére, et en posant

(l) 80 = 8,&»,—{—8“{»3,

on obtient

/

(2) 3g=m%l+o\>2+w%3+e}\w—().

Si I'on divise le quadrilatére sboy Jbog oy b, par la dia-
gonale o, A5 en les deux triangles by dog ooy €t doy Jog Sog
dont les aires soient 3, et 84, dans les formules précé-
dentes les indices 1 et 3 se changent en 2 et 4. Par ce
changement, ni ¢, ni Pexpression oy + o 4 b g = oo,
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ne changent. Par conséquent, et comme on a
8y + 083 =08y + &, =23, la formule (1) prend la forme

(3) 30 = 8y og+ 84l (1),

Or la formule (1) exprime (définition 2°) que O est
situé sur la diagonale oy Aoz de méme la formule (3)
exprime que O est situé sur la diagonale A\, Ay ; donc O
est le point d’intersection des deux diagonales <&, A5 et
oy o, du quadrilatére foy dog oz oboy. En résumé :

I. 8i lon désigne par ¢ le centre de gravité d’un
quadridatére Aoy dog Aoy oy et par O le point d’intersec-
tion des deux diagonales o, doy €t Aoy Aoy, le point §
s'exprime par la formule (2)

(2) 3{"-_—1 c}'{o‘—*—u{og—“ Qg+ oy — O,
3. Pour construire cette formule, je vais étudier

Pexpression by + ooy~ dog + oy
Si l'on pose

(4) ‘ 0/101—0— JL)QZ 23]112, ulna"}— d’lﬁg=23|1357
| JL‘IQ““ cRo:; = '23]123, c,:lo5+ oﬂm = ‘23“.“,
et
(5) oﬂa‘ —+ w‘lo3 = 23'113, a%g—i— u’lok = 23“,25,
les points 1Ly, I,3, ... représentent les milieux des

(*) Des formules (1) et (3) on déduit immédiatement Videntité
8 oy — 8y 2hoy 4+ S5 hay— 84 ooy = 0,

qui met en évidence qu’il y a entre quatre points quelconques d’un
plan une relation linéaire dont les coefficients &, ..., &, égaux res-
pectivement aux aires des triangles olo,oloz-log, o\ .y ooy oyolog, sONL
liés par I’égalité
51— 82+ 8,— &, =o.
(*) Voir la Note de M. NOEGGERATH. Archives de Grunert-Hoppe,
1™ série, t. LXV, p. 209; 1880.
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cOtés by Aoy, Aoy oy, ... (définition 1°). Par conséquent,
on a
Rog 4+ Mog =4 elog 4+ ey = 2( M 39+ 3]135)
= 2(:)11234- eru)
= ‘2(3'113—‘— 3]125).
En introduisant de plus le milieu 9V du segment
My 5 M 34, on obtient

Mg+ Nz, = 2N
et, par conséquent,

(6) Qog = log 4= fog 4+ clofy = 4 I
= 2(INCqg+ IM3)
= 2(IM o3+ M)
=2 (Nyz—+ Ngy);

donc la formule (2) devient
(2%) 3G =4I — O.
4. En donnant au point I, défini par les formules

(6) le nom de point moyen du quadrilatére, on tire des
formules (6) la construction suivante :

Il. Construction du point moyen d’un quadrilatére
(fig.1). — Sil'on désigne par Oy ay Iy, Moy, Moy,

FL’} 1.

les milieux des cotés opposes Soydog, dogdog; dog og,
Ao oy d'un quadrilatére do; Aoy fog Aoy €t par IMUyz, Moy
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les milieux des deux diagonales Aoy fog, logabsy, les
trois segments I oM gy, Mgz Mgy, IMUy3IMgs pos-
sédent le méme milieu NV qui est le point moyen du
quadrilatére.

5. Ceci établi, la formule (2*) exprime (définition 2°)
que le centre de gravité ¢, le point moyen JU et le
point d’intersection O des deux diagonales d’un quadri-
latére sont situés sur la méme droite. Comme de plus
la formule (2*) se change immédiatement en

3(G— M) =M — O,
d’on suit
3G = O,
on obtient :

II. Premiére construction du centre de gravité (')

(fig. 2). — Dans un quadrilatére quelconque soit ©

le point d’intersection des deux diagonales et I le
point moyen; en joignant les points © et MU par une
droite et en faisant ILG = 5O, le point ¢ sera le
centre de gravité du quadrilatére.

(') Voir les Notes de M. StoLL (Archives de Grunert-Hoppe,
1™ série, t. LXV, p. 445; 1880; 2° série, t. I, p. 334; 1884; Hof-
mann’s Zeitschrift fur math. und naturw. Unterricht, t. XIII,
p. 119; 1882).
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6. Au moyen des formules (4), la formule (2) prend
ia forme
3G =2M 5+ Mg+ foy— O
— 29 gy + oy 4+ oy — O,

Par conséquent, si I'on pose

((Roz doy— O =My, oyt og— O = IMj,,

(7) [ oy oy — O = MYy, g+ -ly— O = I,

et
(8) gty — O =My, by oy — O = I,

on oblient

‘ 30 = 2 M pp+ L),
» Mgy + Iy

) <
=2 My - I,
ct
(0 { 3G =20 5+ I,

= 23R25+ :)‘IL;L-

D’aprés la construction qui découle de la définition 5°,
le point MU}, est le quatriéme sommet d’un parallélo-
gramme dont d3, A, et O sont les trois autres sommets.
Comme 1L, est opposé i O, on obtient le point O, en
menant par 3 une paralléle 4 O, et par &, une pa-
rallele & ©dy. Or, le point © est situé sur les deux dia-
gonales cbgcl; et oy cly; par conséquent U, est le
point d'intersection des deux paralléles, menées respec-
tivement par by a Jdogolo, et par oy & oy by. Donc les
formules (7) fournissent :

IV. Construction des points I, ,, Oy, IMy,, N,
(fig.3). — Sil’on méne par les sommets opposés o
et dog d’un quadrilatére Jo, oy oz Ay deux paralléles
a la diagonale Aoy Aoy et par les deux autres sommets
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0pposEs Joq et Joy deux autres paralléles a la diago-
nale o, &5, on obtient un parallélogramme dont

Fg 3
7" u

Iy, I, IMy,, I, sont les sommets, et ot le point

My, est le point d'intersection des paralléles, menées
par g et Aoy, elc.

7. Comme les formules (¢) prennent aussi la forme

2(G — IMyg) = My —G.
d’ou suit
'23]112((;: ng'L',z, ey
ona:

V. Deuxiéme et troisiéme constructions du centre de
gravité (V) (fig. 3). — Le centre de gravité § est le
point d’intersection des quatre segments Iy, MU, ,

’ !
m233rL/23, D'IL“ JIL,347 JR,AH J'Lk‘-

(') Voiur EpmoNnp HENRY *© Sur [l’extension au quadrilatere
d’une propriete analogue a celle des medianes d’un triangle
(Revue scientifique, t XLVIL p 731, 1891)
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Le pomnt § divise chacun de ces quatre segments
dans le rapport 1:2, de facon que I,y =} GO,
M ag g = % (J’Z)I‘L;a, etc.

8. Les points JIU,, et OIU,,, définis par les formules
(8), se construisent encore plus facilement que les
points oL ,, ..., IN;,.

Comme le point O est situé sur -Ly.b,, la premiére
formule (8) oy + by — O = I}, exprime que le point
My, a la méme distance du point <L,y que le point © du
point &,. De méme, la seconde formule (8)

Aop o g — O = DIy,

exprime (ue M, oy = -4, 0. Au moyen des points
o, et L, , des formules (10) résulte :

V1. Quatriéme et cinquiéme constructions du centre
de gravité (') (fig. 4). — Soit. dans un quadrilatere

oy oy 2oy by, O le point d’intersection des deux diago-
nales foy Aoy €ty o, dont Nyy et Moy sont les mi-
liecux. Si U'on construit sur la diagonale Ao,y le
point MW, ., et sur la diagonale A,y le point O,
de facon que A, O = IMhidy et by O = I, -\, le

(') Voir, par exemple, CH. DELAUNAY, Traite de Mecanique ra-
tionnelle. Paris, 18-8; 6¢ édit., p. 275.
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centre de gravité ( est le point d’intersection des deux
segments M3 I, et Mgy My, .
Le point § divise chacun de ces deux segments dans
le rapport 1 :2, de facon que IM,3G=4GQM', et
s =4 GO,

B Centre de gravité d’un pentagone.
4 P 4

9. Le centre de gravité d’un pentagone se calcule et
se construit de la méme maniére que le centre de gra-
vité d’un quadrilatére.

Le pentagone quelconque by -bychos s ( fig. 5)
soit divisé par la diagonale &, A, en le quadrilatére

oy hog fog L, et en le triangle o doq oy dont les aires
soient respectivement Aj et A,;.

D’aprés la formule (2) le centre de gravité du qua-
drilatére b fog 3oy s’exprime par

T‘;(aﬂol—i— log + oz + ooy — @5),

O; étant le point d’intersection des deux diagonales
Aoy oz, og oy Comme, de plus, le centre de gravité du
triangle b, b oy est représenté par £ (foy - dog - oz ),
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le centre de gravité du pentagone dbo; dbog ool oho; €st
cxprimé par la formule

3(A5+ A23)(3 = A;(nﬂoi—i— Qoo + o,%3+ c}\oa— ®5)
+A23(QR91+0R95+<:[\95)
= (As+ Agg)(J{‘ﬂ —+ Aog - Rog + log +- 0%5)
— 1 A5 (g -+ O) Az (og + obg) |

En posant, d’aprés la formule (4),

g+ oy = 2 Mg
et, de méme,
os+ Oy =2 %5,

9 5 étant le milieu du segment 4;0;, I'expression

As(fog + Og) + Ag3 (+lig + ~Aag)
devient
)(Aa@j—‘—A‘zaaKz3)-

Si I'on définit le point ©, par'égalité
(l ') (A5+ A23)® = A:, Q;—:‘Az:«;a‘rbgg.

et si I'on divise 'expression de § par A;+A,; =4,
A étant 'aire du pentagone oy oy by oy oy, 0N oblient

(12) 3G = oy + og —+ oz =+ Aoy + oy — 2O

10. En divisant le pentagone o, dog-log oy oy par
une autre diagonale que o, oy, 5aVOIr Jboghosy oy oy,
Rogfogy Moz logya i G, DI ooy 4 g+ dog—+ oy 4 ooy nE
changent; par conséquent, I'expression de O, définie
par I'égalité (11). reste la méme, si 'on y change, d’'une
facon cyclique, les indices inférieurs. Or la formule (x1)
met en évidence que le point O est situé sur la droite
D ;M oy; done ce point est situé aussi sur les droites
4 Mgyy VaMysy I 3y, 249y, Dol résulte :



( 4ov)
VIL. 8¢ lon désigne (fig. 5) par

Oy, O,, Os,
O,; O;,
les points d’intersection des diagonales

Rozolb,, Moz log,  olog gy oy og;  log ooy, oo og,
m'logo%z, Aoq oz o'lpk)g, c&zc&g,

par 4, ., . ., 2, les milieux des segments A, 0y,
A2 02y ooty Ko, O53 par Nya, May, ..., My, les mi-

Fy6 4

lieux des cOtés doy oy, Noroog, . ., Jos oy, les cing seg-
ments Q4 Myyy 2Ny, ..., 2,000,3 ont le méme point
d’intersection O.

VII. Au moyen de ce point O, le centre de gravité
g d’un pentagone (/ualcon(/ue Hoy Roz fog hoy b, S'€T-
prime par la formule

(12) 39’:0}{9;—1— o)‘og—"ul)a‘i"ulbg—!‘e}\os—‘z@.
11. Pour construire cette expression, je rappelle que
I'on a, d’aprés la formule (6)

cﬁol'—‘i— c\g-!— %3-\‘ nﬂ). :43K5,
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MUy élant le point moyen du quadrilatére L, 4y Aoy oy
Par conséquent, la formule (12) devient

3{]’ = 4’.‘3115—,— e}\ns— 20.
Si I'on pose
X M+ foy = 2 JGs,
on ¢n tire
3(( — Mx) = 2(Ios— O).

De la résultent les constructions suivantes :

Premiére et deuxiéme constructions du centre de
o, .
gravité d’un pentagone (voir fig. 6 et fig. 7).

IX. Soient DLy, Iy, ..., MU  les points moyens des
gquadrilaréres byl by oy A g geley,
en Icsz/uel.c les 1ling0nu/€s Aa~bayy wlg-logy cony Sy aly
partagent le pentagone by sy b,y soient, de
plus, Moy, Iy, ..., I, tes milieux des segments
Ry My, b My ovey o3I, 5 S0l enfin © le point
défini par le théoreme VII :

Si Pon mene par les points DLy, iy, ..., My des
paralléles aux segments OYo,, OVoy, ..., 0Ny, les
cing paralléeles concourent en le méme point §, centre
de gravité du pentagone.
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X. Le point § est situé sur chacune de ces cing pa-
ralleles, de facon que

NG =3O, (i=1.2,3,4,5).

12. Comme on a

Aog 4+ c/ilt\z-‘-' 01\934" Aoy 4+ e]’l-m
= AN+ oy = 3N+ 296, = 5T
(i=1,2,3,4,5),
on trouve
4N+ oy = 4N+ =Ly )

.’k: 7‘73, ,5;
3R, - 29%; = 39 s+ 296, | (£ 1,2,3,4,5)

par conséquent,

5 T — Iz ) = Moy — oy,

3
(3) | 30, — M) = > (Iog— IT,).

Donc on a les théorémes suivants (fig. 7) :

X1. Les points moyens Dy, Mo, ..., N, des qua-
drilatéres L, oz doyclog, fogogals, dogy vy clog clogalogeloy,
en lesquels les diagonales Ry losy Lg-Ly, ooy ool
partagent le pentagone oy dbog dogeloyds, Sforment un
pentagone Ny I g Ny N4 N dont les cotés I, M ,,
Mo Iy, ...y ;I sont paralleles et de sens opposé
aux coles Nogclog, adlogy o vy cbigloge

Le rapport de 9L, dly 1 by, Moy 1 Lgelyy, ele.
est égal a 1 : 4.

XIL. De méme les points 3%y, Iy, ..., Xo,, milieux
des segments Qoy Ny, og Moy ou.y oy Iy, forment un
autre pentagone Yo, Iy Moy 90, W5 dont les cotés sont
eux-mémes paralléles, dans le méme sens, aux cdtes
du pentagone Loy hoy ... foy €t paralléles, mais de sens
opposé, & ceux du pentagone M I, ... M.

Le rapport de 9%, 9%y 1 My Mg,y 690y 1 Mo My, ...
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est égal & 3:2 et le rapport de J0yJ0y: Aoy hos,
PGy Mg & foacoy, ... est égal a3 : 8.
XIIl. Les cing droites do, Mi(i= 1,2, 3, 4,5) con-
courent en le méme point

I = 1(&‘91"}- g+ fog + olof + ols),

5

point moyen du pentagone oy fog ... Jos.

XIV. Le point moyen I est le centre de similitude
des pentagones oy fop ... foz; My Iy ... IMs;
Ioy D6y ... Moy,

13. Au moyen du point I, la formule (12) devient
(12*) 3G =501t — 20,

De cette expression, tout a fait analogue a I'expres-
sion (2*) pour le quadrilatére, on déduit

3(G— IR = 2(M — O)
et, par conséquent,
3IMG =2001L.
Donc on obtient :

XV. Troisiéme construction du centre de gravité
d’un pentagone (fig. 7).

Dans un pentagone quelcongue, soient O le point de-
JSini par le théoréme VII, L le point moyen défini
par le théoréme XIII; en joignant les points O et L
par une droite et en faisant LG =} OI, le point §
sera le centre de gravité du pentagone.

14. Si lon pose

oyl = 29 gy, oyt oy shog— 20 = I,
Rog =+ fog = 2 DM a3, oy 4+ fog 4+ oy — 2O = Iy,
(14) { oz +Roy, = 23y, o+ oy + fopg — 20 = 34
oy + Ros = 2 Nss, oy + fos + fog — 20 = N5,
Mos + Roy = 2 sy, fog ~+ elog + Roy — 20 = M|,
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ct, d’une facon analogue,

oy 4+ g = 2N g3, oy 4+ o+ foy— 20O = I i3,
Mg+ oy = 2Iy,, Qg =4 log 4+ oy — 2O = Iy,
(15) ¢ ozt A5 =235, o + oy 4+ log— 2O = M55,
oy + oy = 21y, b+ dog 4+ fog— 2O = Ny,
g4 og = 255, oy + oz =+ foy — 20O = I,

la formule (12) se change en I'égalité
(16) 3G =2 d— Ml (6 h=1,2,3,4.5: i k),
qui représente dix formules différentes.

15. Pour construire les points I} ,, My, ..., N3

MUy gy MUy,, «vey ALY, je fais remarquer que les for-
mules (14) et (15) prennent la forme commune

(17) i o = 200ty by ot dop— 20 = I/

ou les cinq indices i, k, , m, n désignent, dans un ordrc
quelconque, les cinq indices 1, 2, 3, 4, 5.
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Comme des expressions (17) découle immédiatement
s P ppp— Q) = N fp— oy,
2(NMCp —©O) =I5 — A
2(M iy — O = Ny — doy

(18)

on a;

Deux constructions des points M,y Ny, .oy M5
DML 5y MUY,y weey MU, (voir fig. 7 et fig. 8).

XVI. Soient i, k, I, m, ncing indices différents, dé-
signant, dans un ordre quelconque, les indices 1, 2, 3,
4, 5; soient, de plus, Mppy My, M ym les milieux des
COLES oy dony g ology ogchon, du pentagone foy dog ... oy s
soit enfin O le point défini par le théoréme V1l :
Si l’on meéne par les sommets Jozy Jomy Mop du penta-
gone des paralléeles respectivement aux segments
OMnny, ONMpyyy OMyp, ces /)m'allélm concourent au
point N,

XVIL. Le point )W), est situé¢ sur ces paralléles de

Jacon que Ay = 2OMpp, A MUy == 2 Oy,
Qo MLy = 2 O s
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Pour i = Lk=2,l=3, m=4,n=>5,lafig. 8et,
pouri=1,k=3,l=2,m =4, n=>5,la fig. g mon-
trent les constructions précédentes.

Dans la fig. 8, par les sommets o, Ay, by, des pa-
ralléles sont menées respectivemenlL aux segments
OM 45y ONM 35, ONyy; leur point d’intersection est le
point O,. De plus on voit que Jbo3 I, = 20M s,
Aoy M,y = 20N g5, Aoy N, = 20 y,.

De méme, dans la fig. 9, par les sommets oy, oy,
A5, des paralléeles sont menées respectivement aux
segments O 5, ONa,, ONM.,; leur point d'intersec-
tion est le point JIU,,. De plus on voit que

c{\qz 3]1’13 =2 C)DKVQSQ c;‘.m, DK', 3 = 20 25,
-;Lv:,D]L; 3= 26)3]1/33.

16. Les points 91U, ,, Iy, uvy My, 3 I\, Mgy ey
Iy, sont liés aux points oy, o, ..., s par de simples
relations qui raménent leur construction a la construc-
tion d’un seul point d’entre eux.

En effet, si I’on échange, dans la formule (17)

|

Aop o= oy — 0O =L,
les indices A ct /, on obtient

s+ Ly —2 O = DI,
et, par soustraction,
(19) MUjy — Iy = oy— oMoy,

d’ou il suit que les segments 1L}, IV, sont paralléles et
égaux aux segments dog loy.

Par conséquent on obtient comme corollaires les
deux théorémes :

XVIII. Dans le pentagone |, N, I, IR, I,
(fig. 10), les cotés DL, Iy, My Iy, ..y LG, I,
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sont égaux et paialléles respectivement aux diago-

nales fogdoyy b, oo, ., gy du pentagone

K T T
A

XIX. Dans le pentagone O, DYy, Mg My AL
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(fig. 11), les diagonales O, O, , My Mgy, -0
M, I, ; sont égales et paralléles respectivement aux
Cotés  foy oz, foaby, ..., My, du  pentagone
Ay .ol o
D’aprés la formule (19) on a aussi

(20)  OMip— M.y = M jp— M) = op— chogs

et comme My, == My, M, = M,

mir on obtient :

XX. S8t Uon désigne par i, k, [, m quatre indices
quelcongues parmi les cing indices 1, 2,3, 4,5, les
quatre points

é)n';'/n DTL;C/’ ")R’;my 3]1;,”

Sorment les quatre sommets d’un parallélogramme.
Donc :

XXL. 8iparmiles dix points MG (i,k=1,2,3,4,5)
un seul est donnc', les autres se construisent au moyen
des parallélogrammes.

Comme la formule (20) prend aussi la forme
(21) M — Vo = My — Ao,
ona:
XXIl. Les segments
oMl et Jop My, (L hk,m=1,2,3,4,5;1i% k=m),

formés par les sommets des pentagones foy oy .v. oy
M, MYy wes MYy 5 M,y IMy,y -0 ey NG, sont égaux
et paralléles.

17. Dans la fig. 10, sont illustrées quelques-unes
des propriétés, établies par les théorémes XX, XXI,
XXII.
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En eflet, la fig. 10 met en évidence :
1° Que les sommets

PITAE EA) SAS) SASIE | (S (A S, | S,
DRy O, UL, OG0 N, O 5 MG, MYy
forment des parallélogrammes;;
2° Que les segments (cOtés ou diagonales)

O My I, M,y Iy Mye  og g

DY, O, O, O G, I, dl,s, deseby:

B AR, | A [ A | AR O W
sont égaux ct paralléles;
3° Que les segments

a My, byl ; bpdiUy, bydiy; cbpdllys, obgdils,;

+

c&vl 2)11'52. ~1n5c\)]~L'12; C‘lﬂ] ml;;, c!l-wg:)r\,;;; c{lo[:)rL/‘.;, e‘gsamzl;

18. Apres avoir construit les points IIUj;, on déduit

de la formule (16) :

Quatriéme et cinquiéme constructions du centre de

gravité d’un pentagone (') (fig. 11).

XXIII. Le centre de gravité G est le point d’inter-
section des dix segments I i W (i,k =1,2,3,4,5).

(*) Voir la Note de M. J. GYSEL : Sur la construction du centre
de graviteé d'un polygone plan homogéne (Archives des Sciences
physiques et naturelles, 3° période, t. XXXII, p. 275; Genéve, 1894);
ainsi que le Mémoire du méme auteur : Zur Konstruktion des
Schwerpunktes einer ebenen Vielecksfldiche, Beilage zum Jahres-
bericht des Gymnasiums Schaffhausen fiir 1894-1895.
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XXIV. Le point § divise les dix segments I M
dans le rapport 1: 2, de facon que M ;G =3 G ,.

En terminant cet article, relatif aux points, je fais
encore remarquer que les poims Oy My, Iy iy Mk,
My, (Lh=1,2,3,4,5; i £ k), O, IO, ¢, introduits
pour les différentes constructions du centre de gravité,
sont liés par bien d’autres relations. Je laisse au lecteur
le soin de les établir, a titre d’exemples. Je passerai,
dans un deuxiéme Article, aux applications relatives

aux vecteurs.



