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CERTIFICATS D'ÉTUDES SUPÉRIEURES
DES FACULTÉS DES SCIENCES.

SESSION DE NOVEMBRE 1897. - COMPOSITIONS.

Marseille,

E INFIMTÉSIMVLE.

VE ixiiiTE. — Etant donnée une congruence
de droites définies par les équations

— u

y =• vz -h b-f(u),

ou a et h sont des constantes données et ou ƒ (M) est
une fonction connue de u, déterminer les surfaces dé-
veloppablcs qui passent par Vune quelconque des
droites.

Trouver le lieu des points où la droite considérée
rencontre V arête de r eh r o us sèment de chaque surface
dêveloppable ; en d'autres termes, trouver la surface
focale de la congruence.

On sera ramené aux quadratures. On peut intégrer
complètement si f(u) est un polj nonie du troisième
degré en u. On feta le calcul pour J{u) = u3.

E si-il nécessaire d'intégrer quand on ne cherche
que la surf ace focale de la congruence?

Pour que les équations de la droite mobile représen-
tent unQ surface développable, il faut que Ton ait la
condition
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qui se décompose et donne la double équation

b / ƒ ' ( a ) du d t a sjj'(v) dv = o.

L'intégration est en évidence. Les deux constantes

sont fixées par le cboix de la droite initiale. Le point

où cette droite touebe l'arête de rebroussenient de Tune

des surfaces développables est défini par l'équation

z{ du •+- (t>*f'{v) dv = o,

z\ — — (lb vV'' (u) "+~ / (̂  ) •

Dans le cas où l 'on a

ƒ(") = u\
le calcul donne

bu2ih av'2 = const. = A,

^i = — Zabuv.

La surface focale, dont le point variable a pour coor-

donuées xy et zK, vbt donc définie par les équations de

la droite et par la dernière équation écrite. L'élimina-

tion de u et v n'oiïre rien de particulièrement remar-

quable relativement à cette surface.

On peut au contraire éliminer facilement u et v de

manière à former les équations des deux développables

qui passent par la droite initiale. On obtient les équa-

tions
/ IO , '2

ÉpiiEWE PRATIQUE. — Intégrer l'équation différen-

tielle

dx- dx

L'équation caractéristique a pour racines précisément

les exposants 2 et — 2 de e dans le second membre. On

trouve parles méthodes classiques

y
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ASTRONOMIE.

EPREUVE ÉCRITE. — I. Enuniérer et définir les élé-
ments de l'orbite parabolique d'une comète.

Ces éléments étant supposés connus, calculer les
coordonnées héliocentriques et les coordonnées géocen-
triques de l'astre pour une date donnée.

IJ. Un miroir plan est porté par un axe de rotation
auquel il est parallèle et qui est lui-même parallèle à
l'axe du monde.

Cet axe de rotation est animé d un mouvement uni-
forme qui lui fait exécuter une révolution complète,
en quarante-huit heures sidérales, dans le sens du
mouvement diurne apparent.

Démontrer que le ciel, vu par réflexion dans le
miroir, paraît immobile.

II. L'image de la sphère céleste dans un plan est une
sphère. Pour démontrer que cette image reste» immobile
dans le plan mobile, il suffit de démontrer (jue deux
points ont leurs images immobiles. On choisira deux
points de Téquateur céleste et l'on démontrera la propo-
sition pour un seul de ces points.

EPREUVE PRATIQUE. — En un lieu dont la colatitude
est y, on a observé la distance zénithale z du centre
du Soleil avant son passage au méridien.

On connaît le temps vrai t, compté du méridien de
Paris, auquel l'observation a été faite, ainsi que la
distance polaire (J? du centre du Soleil.

Calculer : i° la longitude du lieu de l'observation'y
2° L'erreur dont se trouve affectée celte longitude,

par suite d'une erreur de \o" commise sur la distance
zénithale.
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Données numériques :

t •=- i 8 h i7 in3<js. j i ,
(j? --- <j9o3*2' iyy, i,

y — G |" 3 i ' 27" , 5 ,

z -.= '33°i<y a r , ; .

()/* supposera que z est affranchie des effets de ré-
fraction et de parallaxe.

7/> ') 1 7 . ' 2 3 . >4.G Mn(p — /J T,843J077

p 108.4T .44>-j > sin(/> —CP) T , 2 O I J G 7 2

/>» — 3 5 ). '}'i. 18 , G ^in p "1 ,9764590

p—/ 4 9 - l o - I 1 î 8 MII(/? — z) 1,9153245

p — (J? 9 . 9 . 8,9 N T,o44G749

iî 20.39.39,56 D T,8(ji783)

11 4 1 • i 9 • 19, Ï *i "N : D T, 15^891 i

II (en temp*) 7h45mi7V?7 tang— 1,57044^7

Temps local vrai o i h i 'tin4'A7>:>

Temps de l*ari« vi\ii i8h 17m3tj", \ 1

liOiigitutle o*t du lieu >°57' 3". \>

M. »M> <u c î !" 15' 49"1 ^



, , | |
^iil y M U F sin 11

M1 - o AH = A z x i ,36 .sinH i ,820 [ '
S1117 s inP s inl l ï ,77o

k 0,134

Si A3 = 1 o", la longitude orientale est erronée de

Montpellier.

ClLCLL DIFFÉRENTIEL KT INTEGRVL.

EPRELVE ÉCRITE. — I. Soit P-j-Qt une fonction
analytique de z = x -\-j i, P ê  Q étant deux fonc-
tions réelles de x et y .

Démontrer qu il existe une fonction analytique telle
que

</?// devient égale à 1 -{- i pour z =• — •

Déterminer cette fonction, et trouver les valeurs de
la variable qui la rendent nulle.

II. Calculer la valeur de Vintégrale double

vcos("r)
^ — 16/;8 — ~8"^ ( r* - / M ^ '

ÉPREL'\E ÉCRITE. — Un point matériel, non pesant,
glisse sans frottement sur la surface d'une sphère,
dont il peut se séparer. Cette sphère est animée d\in
mouvement de rotation uniforme autour dun axe
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passant par son centre. Deux poi/ifs fixes A et B, de
masses égales, situés à l'intersection de la sphère et de
son axe de rotation, attirent le point mobile propor-
tionnellement aux masses et en raison inverse du cube
de la distance. Etudier le mouvement relatif du point
mobile, en suj> posant que sa vitesse relative initiale
est nulle. En particulier, considérer la réaction de la
sphère et dire si le mobile abandonne la sphère.

KPRFTVE PRATIQUE. — Etablir les équations d'équi-
libre tlun fil jlexible et inextensible. Applications.

ASTRONOMIE.

EIMIKLYE PKiTiQUE. — Le CÀ6 novembre 1897, à midi

moyen de Paris, les coordonnées équatoriales de la
Lune sont :

Ascens ion d r o i t e . . . a = 1811 j 'i,m<2s,38

Décl ina ison 0 = — 1 IOI>A' 10", 7

et les variations de ces coordonnées pour une minute
de temps moyen sont :

\y. — 2S,6688,

Ao = 6', j6(>.

On demande de calculer la latitude et la longitude
de l'astre au même instant, ainsi que les variations de
ces coordonnées pour une minute de temps moyen.

L inclinaison de l'écliptique est de

23° 27 Y , 40.

1! n'y a pas eu d'épreuve pratique de Calcul diffé-
rentiel et intégral, aucun candidat n'ayant été admis-
sible.



Nancy.

CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL.

Vérifier que Uéquation différentielle du second
ordre

x dv

ou n désigne un nombre entier positif admet comme
solution particulière un polynôme de degré n, et cal-
culer les coefficients de ce polynôme.

Déduire de là la solution générale de Véquation
différentielle et la ramener à une quadrature. Quelle
est, dans le domaine de l'origine, la forme analytique
de cette quadrature et celle de la solution générale?

ANVLYSE SUPÉRIEURE.

I. Démontre?' qu'un système complet de m équations
aux dérivées partielles du premier ordre, linéaires et
homogènes a m -+- n variables indépendantes peut tou-
jours être iamené à un système jacobien. Déduire de
là qu il admet n intégrales distinctes.

II. Les coordonnées x, y, z d'un point d'une cer-
taine courbe, étant exprimées en fonction d'un para-
mètre £, satisfont aux trois équations différentielles,

dx
dt

dt ~

dz
dt

z~(.y2— - 2 >

ZX

xv y

en outre cette courbe passe par le point (.r0, yQ, z{)) qui



répond à la valeur t = o du paramètre. On pose

, , . 4'
y L 't/ l ~ L _J

, I)J l ) V t ) ~ " _ '

U . / 0 r II " i •

?̂t Pon désigne par u la somme x'1 -+- )r2 - j - 32.
i° Former Véquation du troisième degré à coeffi-

cients fonctions de u qui admet pour racines

i° Déterminer pour chaque valeur de la constante a
Vintervalle dans lequel varie la variable positive u.

3" Exprimer u à l'aide de t en employant la f onc-
tion p de IVeierstrass si a ^ i , et examiner particu-
lièrement le cas de a = i.

1J. En formant J(.r-), (i(y2) cl d(z2), on voit que

dL(x*y*z*) et

sont nuls, de sorte que l'on a déjà

comme on pose x%--r-tV
J-l- z-= uy x^^y1 et z2 sont les

racines de l'équation

(I) \ 1 _ , , \ 2 + ^ Ë ! \ _ ^ _ } ^ - ( ) .

Pour que les racines soient réelles et positives, il faut
que a et (ï soient positifs, et que u rende positive la
l'onction
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il est nécessaire pour cela que o(u) ait ses trois racines
réelles et que u soit compris entre les deux racines po-
sitives-, pour que ces conditions soient réalisables, il
faut et il suffit que a^ i et que y rende positive la fonc-
tion <P(M). La fonction u de t est déterminée par
l'équation

du _ v^H.r2— s2)-4- 9 j 4 ( ^ 2 - r 2 ) -*- '±Z'*(T- — y- )
Ht ~~ ~xyz

ou, en introduisant le discriminant de l 'équation ( i ) ,

par

Le changement de variable déterminé par l 'équation

\

donne, pour déterminer v, l'équation canonique

f dv\ 2

comme w doit varier entre les deux plus grandes racines
de l'équation (i), u variera entre les plus petites racines
e3 et e2 du second membre de l'équation (2), et l'on
aura

e — (•(, — r — a 3 - 1 - 4 7 = P l t -^ ( 0 '« 0>' ll>' ) — ^ J

ou bien
" = 7 — i le.\— } ^ f -+" (0'- w> w 'H-

Lorsque a = 1, cp ( t/ ) a une racine double u = [î et une

simple w — — - [ 3 ; il faut que l 'on ait constamment

u = p = y, de sorte que x2, y2 et z2 sont des constantes

égales à | -



Paris.

CVLCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL.

EPREUVE ÉCRITE. — I. On considère Véquation aux

dé f ivées partielles

r ( i - f - q2) — )spq -\- t(i — p2) = o,

où, suivant l'usage, /?, <ƒ, r, s, t désignent les dérivées

partielles des deux premiers ordres d'une fonction z

de x et y

dz öz ô-z d2 z ()2z\
P — T - > Q = -' ' ' "= T"-,» s — r~» * — ~T-T; *

v̂T ~ r^y o^r2 Oxoy oy " /

O// demande de trouver toutes les solutions de cette

équation, pour lesquelles z est une fonction de la seule

quantité u, en posant

2 -h y2

II. Trouver les fondions z des deux variables x et y

satisfaisant à Véquation aux différentielles totales

yz{y -h z) dx -\- zx(z -h x) dy -1- xy(x -\-y) dz — o.

EPREUVE PR\TIQUE. — Calculer l'intégrale définie

I x y i — TA dx.

Méc\MQlE RATIONNELLE.

EPREI \ E ÉCRITE. — Un cadre rectangulaire A'B^C^'

formé par quatre tiges rigides invariablement liées

entre elles peut tourner autour du côté À'D' supposé

'vertical et fixe. Une poulie circulaire homogène H'

est liée au côtéB'C de façon quelle puisse tourner



librement autour de B'C' sans glisser le long de ce
coté. Autour de cette poulie est enroulé un fil inexten-
sible sans masse, qui est ensuite tendu horizontalement,

qui passe sur une poulie infiniment petite E' placée sur
le coté A'D' et qui pend librement, en portant à son
extrémité un point pesant P de masse m.

On abandonne le système à lui-même sans vitesses
initiales, de telle façon que le point. P tombe le long
de la verticale A'D'. Trouver le mouvement, en suppo-
sant quil n'y ait pas de frottements.

NOTATIONS. — On appellera a la longueur A'B', R le
rayon de la poulie, M sa masse, I le moment d'inertie
du cadre par rapport à A/D/ , 9 et z> les angles dont
tournent respectwement le cadre et la poulie à partir
de leurs positions initiales.

Dans la figure, on a représenté au-dessous de la
ligne de terre XY la projection horizontale du système:
AB projection horizontale du cadre, II de la poulie,
AF de la partie horizontale du fil.

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer, en kilogrammes, la

Ann.de Mathémat., 3e série, t. XVII. (Mai 1898.) i5



pression de leau sur une porte d'écluse verticale rec-
tangulaire, en supposant qu'en amont Veau affleure

au côté supérieur AB et en aval au coté inférieur DC.
Déterminer la position du centre de pression. La lar-
geur AB de la porte est 3m et sa hauteur AD = 4m-

MÉC\NIQIE PinSlQL'E.

EPREUVE THLOHIQUE. — On se propose de construire
le dispositif du balancier et du contreb al ander.

On connaît a priori la position et la longueur C du
segment M, ]\J2 de la verticale que doit décrire approxi-

B

mativement le milieu M de la bielle AB. On connaît la
longueur l de cette bielle et la longueur a du balan-
cier et du contrebalancier. Déterminer les points d'ar-
ticulation O et C du balancier et du contrebalancier.
Dire si les deux solutions que fournit le calcul sont
également admissibles.

On prendra

C = om,48, / = om.48, a = om,74.



( )
Prouver que le point M décrit la verticale avec une

erreur moindre qu'un tiers de millimètre.

EPREUVE PRATIQUE — Deux arbres parallèles A
et B, distants rfe4o*m, portent chacun une roue dentée.
Ces deux roues représentent un engrenage du système
à développantes de cercles. & une des roues a if\ dents j
on demande de trouver le nombre des dents de la se-
conde, sachant que, la première roue faisant 80 tours,
la seconde en f ait 120. Trouver les rayons des circon-
férences primitives et construire le profil d'une dent
de la seconde roue.

ASTRONOMIE.

EPREUVE ÉCRITE. — Théorie de la réfraction astro-
nomique dans Vhypothèse des couches d'air sphériques
et concentriques.

Développement en série de Vexpression de la réfrac-
tion.

Détermination expérimentale des coefficients de la
série.

ÉPREUVE PRATIQUE. — On a observé, en un lieu de
latitude cp, Vinstant du passage d'une étoile de dis-
tance polaire (JL\ au fil moyen d'une lunette méridienne
imparfaitement réglée. Le fil n a pas dy erreur de col-
limation ; l'axe des tourillons est horizontal, niais
Vextrémité ouest de cet axe est dévié vers le sud d'un
angle a. On demande :

i° De calculer la réduction au méridien du temps
du passage pour le cas suivant :

cp = j8 .5o. 10.

$ =. 72.23.20,

a = T . 10. 5.

2" De discuter la valeur de la réduction lorsque la



distance polaire de l'étoile varie de l'horizon sud à
l71iorizon nord.

Hennes

VWLYSE.

EPRELYL ÉCRITE. — i" Déterminer une jonction ana-
lytique sachant que sa partie réelle est une fonction
homogène d'ordre m des deux variables x et y ;

a° Etant donné un polynôme entier de degré m

calculer l'intégrale

effectuée à partir d'un point donné, le long d'une cir-
conférence ayant son centre à l'origine des coordon-
nées et de rayon R assez grand pour contenir toutes
les racines de l'équation &(z) = o ou de rayon p assez
petit pour ti en contenir aucune ; on suppose bien étendu

? ( o ) ^ o .

EIMIELVE PUVTIOLE. — Intégrer Véquation

d* y ydy
dr"' dr J

ASTRONOMIE.

EPREUVE PUVTIQLE. — i° Calculer Vascension droite
et la déclinaison d'un astre dont les coordonnées éclip-
tiques sont

Longitude L = 2240 36'20", 00

Latitude \ = —GJ 7' 10",00

2° Corriger après coup les valeurs trouvées sachant
que la longitude L doit subir une correction de \!'.



Toulouse.

CVLCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGKXL.

EPREUVE ÉCRITE. — I. Définition, propriétés et équa-
tion différentielle des lignes asyinptotiques d'une sur-
face donnée ; cas ou la surface est réglée.

II. Déterminer pour la constante a une valeur réelle,
positive, différente de zéro et telle que l équation dif-
férentielle

d ï d y

admette une infinité de solutions qui soient des poly-
nômes entiers.

Trouver pour cette même valeur particulière de a
Vintégrale générale de Véquation proposée.

III. Démontrer que les courbes caractéristiques de
l'équation aux dérivées partielles

sont rectilignes et parallèles au plan

x — y — iz = o ;

trouver Vintégrale générale de cette équation.

ÉPREUVE PRATIQUE. — a désignant une constante
réelle choisie de façon que l'intégrale

* x«d.r

ait un sejiSj calculer la valeur de cette intégrale.

MÉCANIQUE RATIONNELLE.

EPREUVE ÉCRITE. — I. Un prisme homogène de

masse m, dont la section droite est un triangle rec-



tang/e ABC repose par une de ses faces rectangulaires

sur un plan horizontal fixe RR' sur lequel il peut

glisser sans frottement. Un corps pesant M de masse m'

et de dimensions très petites est posé sur la face hypo-

ténus aie BC du prisme et glisse suivant ta ligne de

plus grande pente, de sorte que son centre de gravité

et celui du prisme soient toujours dans le même plan

vertical ABC. La pression de M sur le prisme fait

reculer celui-ci.

On propose de déterminer la vitesse du corps M, sa

trajectoire, la vitesse de recul du prisme.

Jl. Lorsqu'une figure plane, limitée par une ligne

fermée, possède un axe de symétrie A, si l'on fait

tourner cette figure autour d'un axe parallèle à A,

le moment d'inertie I, relativement à ce dernier axe

du corps engendré par Vaire plane considérée après

une révolution complète, est égal à m (//2 -h 3 A2 ), m re-

présentant la masse de Vanneau supposé homogène,

h la distance de l'axe de symétrie de Vaire plane à

Vaxe de la surface de révolution qui limite le cojys,

k le rayon de gyration de l'aire génératrice relative-

ment à l'axe de symétrie de cette aire.

EPREUVE PRATIQUE. — Déterminer les coordonnées

du centre de gravité d'un arc homogène de spirale

logarithmique (r = aem0). On prendra pour origine

des arcs le point ou la spirale rencontre Vaxe polaire

r = a. 0 = o.
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MÉCVNIQUE APPLIQUÉE.

J. Description sommaire du joint Goubet.

IL On donne la droite AB définie en coordonnées
rectangulaires par

et l'on considère le mouvement d'une aiguille MN, de
longueur a, dont les extrémités M et N se déplacent
respectivement sur AB et Oy. Soit

l'équation du mouvement de M sur AB.
i° Montrer qu'à un instant quelconque t le mouve-

ment de MN est (au point de vue de Vétat des vitesses)
un mouvement de rotation et déterminer le segment
qui représente cette rotation.

2° Une seconde aiguille PQ, invariablement liée à
la première MN au point I, de manière que Vangle des
deux aiguilles soit droit, tourne autour de MN (dans
le sens de la flèche) d'un mouvement uniforme donné.
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Décomposer d'une manière simple le mouvement du
système des deux aiguilles :

i° En deux rotations; 2° en une rotation et une
translation.

ASTRONOMIE OU MÉCANIQUE CÉLESTE.

EPREUVE ÉCRITE. — ^Connaissant, par rapport à
V écliptique et à l équinoxe moyens d'une date T, les
éléments de Vorbite d'une planète, déterminer par
rapport au même équinoxe Vascension droite et la dé-
clinaison géocentriques de la planète à une date quel-
conque t. Constantes de Gauss.

Emploi de la lunette méridienne pour la détermi-
nation des ascensions droites des étoiles. {On supposera
connues les constantes qui définissent la position de
l'instrument.)

EPREUVE PRATIQUE. — Une lunette montée équato-
rialement est installée dans le voisinage d'une colonne
verticale. On dirige la lunette sur le sommet de la
colonne et l'on constate que :

i° L'angle horaire est ih ^
2° La distance polaire est i 20° \
3° L'œilleton de Voculaire de la lunette est à 6om

du centre du pied de la colonne et dans le même plan
horizontal.

La latitude du lieu d'observation est 46°.
On demande la hauteur de la colonne.
{On fera le calcul avec la précision que comportent

les Tables à sept décimales.)


