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[Q4a]
THEORIE DES REGIONS:

Pir M. E CAIIEN.

1. On sait que n points distinets déterminent sur
une droite n + 1 segments.

Dans un plan, n droites, dont deux quelconques ne
sont pas paralléles, et dont trois quelconques ne passent
pas par un méme point, déterminent

: nin—i n
V_(_____) —+ -
4 1

-1
régions.

Dans I'espace, n plans, dont trois quelconques ne sont
pas paralléeles A une méme droite ct dont quatre quel-
conques ne passent pas par un méme point, déter-

minent
niin 1yon-—2) n(n-—ru) n

[ 1.2 1

régions.

2. Ces formules se généralisent. Considérons, dans
Pespace a p dimensions, n variétés 2 p — 1 dimensions.

Supposons que p + 1 quelconques de ces variéids ne
passent pas par un méme point et que p quelconques ne
soient pas paralleles a unc méme variéié a une dimension.
Je dis que le nombre de régions qu’clles forment est

n(n—i)...(n—p+i)
I.2...p
n(n—1)..(n—p-+2)
- .2...(p—1) -

DY L
Py =

n
...+—l+].

o
)

Ann de Vathemat., 3¢ <érie, L \V1, (Décembre 18¢7) . 4



( 534)
Cette formule s’établirait d’une fagon analogue aux
précédentes. On établirait d’abord la formule

P . pP pP—1.
i n— Pn——l+ Pn—-h

puis, de proche en proche, on en déduirait la formule
précédente.

3. L’énoncé purement algébrique de la question pré-

cédente est le suivant :

FEtant données n fonctions linéaires de p variables,
de combien de combinaisons de signes sont-elles suscep-
tibles ?

On suppose que les déterminants d’ordre p+1,
formés avec les coefficients des variables et les termes
indépendants dans p 41 fonctions quelconques, ne
sotent pas nuls, et qu'il en soit de méme des détermi-
nants d'ordre p formés avec les coefficients des va-
riables dans p fonctions quelconques.

Dans ces conditions. ce nombre est P2,

Remarquons que, si n<p,
)
l’{l =21,

ce qui veut dire que les n fonctions peuvent prendre tous
les signes possibles. Autrement dit :

Un systéme de ninégalités du premier degré a p in.
connues, dont les premiers membres satisfont aux
conditions indiquées plus haut est toujours compatible
sinsp.

k. Théoréeme
P p-1 —
Pu+ P"i P=1 — gn,

Ce théoréme se déduit immédiatement de la formule
(ui donne P7,.
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5. Maintenant, ¢tant données n fonctions lindaires
X, Xy, .., X, & p variables xy, xa, ..., xp, satisfai-
sant aux conditions précédentes, quelles sont les combi-
naisons de signes, au nombre de P2, dont elles sont
susceptibles?

Supposons que nous sachions résoudre cc probléme
pour la valeur n —1 de l'indice n. Soit C une combi-
naison de signes possibles pour les fonctions X,
X, oo en X\

Nous allons cherclier de quel signe est susceptible X,
étant donné que X, Xs, ..., X,_, ont les signes de la
combinaison C. Nous recommencerons cette détermina-
tion pour toutes les combinaisons C et le probleéme sera
résolu.

D’abord, la fonction X, est-elle susceptible des deux
signes (')? Si oui, clle sera, par continuité, susceptible
de s’annuler. Posons done X, = o.

On tire de cette équation la valeur de x,, par
exemple, en fonction de &y xa, ..., 25 . On porte
celte valeur dans les fonctions X, X,, ..., X,_,. Ces
fonctions deviennent fonctions de p —1 variables, et
I'ou verra si ces fonctions sont susceptibles des signes
de la combinaison C. Si oui, ¢’est que cette combinaison
est compatible avee les deux signes de X,,.

Sinon, elle n’est compatible qu’avee un signe de X,
qu’il reste a déterminer. Il suflit pour cela de substituer
dans X, un systéme de valcursde x,, 23, ..., x, donnant
a Xy, Xy, o .0, X,y les signes de la combinaison Cj ou
encore un systeme de valcurs annulant p de ces fonc-
tions et donnant aux n — p — 1 autres les signes de la
combinaison C (2).

(') En langage géométrique : la variété X, = o traverse-t-clle la
région C?
(%) En langage géomdétngue - un sommet de la région C.
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Ce systeme de valeurs n’annule pas X,,, puisque, par
hvpothése, p + 1 fonctions ne s’annulent pas pour une
méme valeur des variables. On obtient donc pour X,
un certain signe qui est le signe cherché.

Les calculs sont trés simples pour p = 1. Pour p = 2,
la représentation géométrique est tres facile a effectuer
exactement, et remplace avantageusement le caleul.

6. Nous allons montrer que le cas de p+h fonc-
tions & p variables se raméne & celui de p +h fone-
tions ¢ h —1 variables.

Le probléme est ainsi simplifié si

h—1<p.

Soient Xy, Xoy oo o, Xpy Xppyy ooy Xpgr cos p+ 1
fonctions linéaires de p variables.

Cherchons a déterminer oy ,%sy . o1 %pyZppiy v oy %pph
de facon que
(1) Xy~ Xo—+. o2, Xp+ %pra X i+ o . % s Xpo o
soit identiquement nulle.

Nous obtenons p —+ 1 équations lindaires entre les
p -+ h quantités o ; nous pourrons exprimer ces p + h
quantités en fonctions linc¢aires de h—1 variables.

Déterminons les P!

en combinaisons de signes dont elles

sont susceptibles. Ces combinaisons sont impossibles
pour les fonctions X, puisque I'expression (1) est iden-
tiquement nulle.

Ce sont d’ailleurs toutes les combinaisons de signes
impossibles pour les fonctions X. En effet, le nombre

de ces combinaisons impossibles est oPt2 — Pz+h' Or ce

]

nombre égale P},

d’aprés le théorcme du n° 4.
Exemple :

\y = 3&)+ Xyg— 13-+ 2,

s =X+ XT3+ 1,
) — X9+ 2203+ 3,
=62+ 22y — Hrz+ 6.
20— 2Ty Ty 11.

-
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Il
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Posons

oy X+ 29 X9+ a3 X3+ 23, Xy + 23 X3 = o,

d’on
3oy + ay+ fag+ b6a,+ 225 =0,
o+ Ay — A3 2A,— 2%5 =0,
— a4+ A+ 2% — 5%, + a;=o0,
2%+ a3+ 3oy + Oy +1125 =0,
.
d’ou
163 25— 19
Ay = —,
31
— 16525+ h
%y = ————)
31
— g4as— 22
2y — 94 ,
41
—15hay5— 4
2y = : 3 4'
41

Les combinaisons de signes possibles pour a,, o, o,
%y, %5 et par suite impossibles pour X,, X,, X3, X;, X,
sont contenues dans les colonnes du Tableau suivant.
dont la construction est facile 4 comprendre.

v |—w o1 L9
°l 155 47 33 463

ISR

12|+'+ +l+t—|-—
= === ]
I
IR

7. Dans ce qui précéde nous avons supposé que p —+ 1
quelconques des variétés ne passaient pas par un méme
point. Voyons ce qui arrive dans ce cas, ou plus géné-
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ralement ce qui arrive lorsque A des variétés a p —1
dimensions passent par une variété de dimension £,

Soit P2 (&, 1) le nombre de régions formées. On peut
calculer ces expressions de proche en proche parla for-
mule

PROR, Iy = P8 Chy o)+ PR=L A, B — 1),

valable pour n—1ZA, et qui ramene le caleul de
P/ (R, 1) & celai de P2(A, h). Ce dernier se fera an

moyen de la formule
PUCA Iy =P [ (h—1 ey + PP Y l—u, k.

On arrive ainsi par un calcul de 1ecurrence sans dif-

ficulté & la formule géncrale

PRCAR Y = 2(1=Ch_j+C3 = Ch_ (14 Gy =G (4 .=
G (1 Cf == G
Sy \ -/
—~Chi(--Cl G} .. =Gy

— G
C; désignant comme a ordinaire Uexpression

ﬂ:l)...(l‘—_&:l)

Cette formule est générale en faisant les conyentions

que
Prck, hy="Pp

lorsque b <—1 et que
Ph(A, by ou P4
sont éganx a un quand p = o et a zéro quand p est né-
¢

gatif.

8. Une autre singularité que peuvent présenter les
nvariéiés c’est que k d’entre clles soient paralléles a
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une méme variété de dimension /. Si Pon appelle
2 (k, ) le nombre de régions formé, on trouve
ULk, hy=(1+Cl+...+CEM(+Chp+...+Cl_1)
+ CE (14 Clae . 4 CRRY

+ G+ G
-+ Cﬁ‘/.,

9. Maintenant si Pon considérait n variétés a p — 1
dimensions dont & passent par une variété de dimen-
sion h, A’ par une variété de dimension &', ete., ky sont
parallles & une variété de dimension hy, & & une va-
riété de dimension '), etc.; sans établir de formule gé-
nérale, on pourra, en tout cas, calculer le nombre de
régions formées.

Par exemple, cherchons le nombre de régions for-
mées par six plans, dont trois passent par une méme
droite D et trois par une autre droite D’ ne rencontrant
pas D.

Faisons abstraction d'un plan, les cinqautres forment

P#(3, 1) = 22 rigions.

Or le sixi¢éme plan coupe les cing précédents suivant
cing droites, dont trois passent par un méme point ct
deux coincident. Le nombre des régions formdes par
ces droites est

P2(3, 0) =10.

Donc e nombre cherché égale 22 410 = 32.

Si les deux droites D et 1Y se rencontraient, il fau-
drait raisonner autrement ct I'on trouverait

28 régions,

De méme la détermination des combinaisons de signes
correspondant a chacune de ces régions se fera par une
méthode analogue a celle dun’ 3.



