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DES CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR
QU'UNE SURFACE D'ORDRE QUELCONQUE SOIT DE RE-

YOLUTION;
Pan M. S. MANGEOT,

Docteur ¢s Sciences.

Je suppose.que I'on veuille avoir les conditions néces-
saires et suffisantes pour qu'une surface S, autre qu’un
systéme de plans paralléles ou de sphéres concentriques,
représentée en coordonnées rectangulaires par I'équa-
tion entiére de degré m et a coeflicients réels

f(‘z'y}ﬁ 5)=fm(xy}’- z) +fm—t(1'x.71 Z) .. -+f0(‘z'y}’9 z)=o0,

ou f,(x, y, 5) désigne le groupe des termes de degré n,
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soit une surface de révolution, et, quand ces conditions
sont remplies, connaitre la position de I'axe de révolu-
tion de la surface.

Jai déja donné une solution de ce probléme (*). Je
vais en donner ici une autre solution, qui m’a été four-
nie par la comparaison du polynome f(x, y, 3) avec
la fonction entiére (de méme degré) du premier membre
de I'équation d’un plan et du premicr membre de
I'équation d’une sphére.

Je puis admettre que le premier groupe fu.(x,y, 5)
du polynome f(x,y, 5) n'est pas une puissance d’unc
forme linédaire P, pulsqu ‘alors si le premier, f3, des
groupes suivants qul n’est pas, a un facteur constant
prés, une puissance de P, était une puissance d’une
autre forme linéaire, la surface S ne pourrait pas étre de
révolution, et, dans le cas contraire, cette surface serait
de révolution en méme temps et autour de la méme
droite (droite normale au plan P =o0) que la surface
représentée par I'équation

Su+fra+...+fo=o0.

Je réserve, pour le traiter plus loin, le cas ou
Sfm(x, »,5)serail, a un facteur constant prés, une puis-
sance de 1%+ y? 4 32,

Soient ¢(y, 3)+xe, (¥, 5), ¥(5 x)+y 9 (5 r),
7(x,y)+ 5y (x,y) les sommes forméces par les deux
premicrs termes du polynome homogene fn(x,y, 3)
ordonné suivant les puissances croissantes de x, puis
de y, puis de 5. Si deux des trois formes ¢(y, 3),
4(5, x), 7(x, y) sontidentiques (?), la surface S n’est

(') Annales de I’Ecole Normale supéricure, mai 18g7.
(*) Ventends, partout, lc mot identique dans le scns de identique
a zero.
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pas de révolution; et si une seule est identique, par
exemple la premiére, la surface ne peut étre de révolu-
tion qu'autour d’une paralléle & I'axe des a. Je sup-
pose qu’aucune de ces trois formes ne soit identique.
1° Lorsque deux des trois formes ¢, (y, ), 9 (5, x),
1 (x, y) sont identiques, la surface n’est pas de révo-
lution quand m est impair, et, quand m est pair, il faut,
pour qu’elle soit de révolution, que la troisi¢me forme
soit identique aussi, et que I'une des trois fonctions
2(yy =)y ¥(5 x), 7(x, ¥), et une seule, la premiére
par exemple, soit, a un facteur constant prés, une
puissance de la somme des carrés des deux variables
qu’elle renferme : alors on peut affirmer que, si la sur-
face est de révolution, son axe est paralléle a I'axe des .
2" Quand deux des trois formes 2,(y, 5), ¥ (3, x),
/1 (2, ) ne sont pas identiques, soient 9, (), 5) U'ane
de celles qui ne le sont pas; ©\7'(1, 1) la premiére des
fonctions de ¢

G0, L =y (1,1), e\ (1,0, ol (1.1), @V (1,2).

qui ne s'annule pas pour la valeur 1 =i, et 0@ (1, )
la premiére des fonctions

o0 (1, t)=o(1,t), (1. 1), @"(1.1), 0" (1,1), ...

1

qui ne s’annule pas pour cette méme valeur ¢ =i, Si
I'ona p 2 g, la surface n'est pas de révolution. Si p =g,
on peul aflirmer que la surface ne peut étre de révolu-
tion qu’autour d’unc paralléle a la droite réelle du plan
imaginaire

oM (1,7)

¥y —is=(m—np) W‘—)

b
droite qui n’est pas confondue avec I'un des axes de
coordonnées.

Ainsi les six fonctions o(y, z), 4(z,x), (2, ),
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21 () 2), Y (3, x), 7.(r, ¥), Lraitées comme je viens
de le dire, conduiront, soit a conclure que la surface S
ne peuat pas étre de révolution, soit a la connaissance

Q
v

d’une direction :: ¥ _—_§ telle que la surface S ne
i i

peut ¢tre de révolution qu'autour d’une paralléle a cette

direction.

Dans ce dernier cas, ct supposant, afin de fixer les
idées, a diflérent de zéro (soit o =1), pour que la sur-
face S soit de révolution il faudra et il sullira :

1° Qu’aucune des deux formes (x5 y), ¥(z,.x) ne
soil identique ct que les exposants A et A des plus
hautes puissances de ax + 2y et de 2x +7yz (formes
linéaires connues) qui euntrent respectivement en fac-
teur dans ces deux formes soient égaux ct de la méme
parité que m, en étant inféricurs a my

2° Que, si k n'est pas nul, en appelant 2n// le plus
grand nombre pair contenu dans m et posant

(r ) ‘7‘2—"('52)"'"_"9/1('7" )')"‘(-"?’i—1”2)1'1'—"9/1(;3»_1)
9] B e R N A— .
Py Y 123-;'5'))”"“(a-’l‘~-r— {j.y)z

’

(%% — «:2)//1 My, (1, 3)—(r? +;2),,,1_,, w, (,Yv —a)

wyq(r,3) = — oo -
n 1( El ) (12__.‘,z>m—/:(11._?_.(3)2

’

les fonctions définies, quand k est pair, parles symboles

f/n—l(‘r }’ 0)
oy = ,O’ s 9y 23y 95’
axr + py 3

m—1 (1, 0.3)
' wy = ,/__In_l_~__-__y Wy, Oy, N OV
\ AT + Y5 2

ct, quand k est impair, par les symboles
‘ £o :f/ll—l(‘rﬁ)’ao)v P1y P2y eeey Ph 1y,
<

Qwo:f,,,_l(r,o,z), Wi, Wy, e, Ok,

soient des polynomes entiers (') ;

(") Chacun des symboles py, pyy +.y 0. 0, ... a deux significations
différentes suivant que A cst pair ou impair.
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3¢ Que, si l'on représente par U(x, y), V(x, 3)les
deux polynomes entiers (z.x + 2 y) Pé*—" (2 +Tz)“’é_'+,’

quand k est pair ou nul, et ceux-ci (2.x -+ BY)pra
2

(2 4+ v3)w; 44, quand k est impair, et par 7,(x, y),
T2
Yo (x, 2) les deux polynomes entiers

J(x,0) (s, o)
(ar—+ By’ (ax+yz)’

les coefficients des termes de la fonction entiére

’

IJ”“T y—y s—3
Fepa=) S A S
! a7
'l, . l é \
ou l'on fait
2 22 0o .
»' = 0. y’:“‘ +p )L(Hw 1\)’
N 1(171»/.)/.0(5._1)
_ (A V(y, — )
__1\/;1--/.)4,0(«{,__1)

soient tous nuls (').
L’axe de révolution de la surface S sera la droite dé-

finie par les équations

’

r _y—y _F—3F
. ).

3 T

Quand la surface S est d’ordre pair, on peut, en con-

(') Les nombres A, &', y,( By, — @), $, (v, — @), dont les deux der-
nicrs sont différents de zéro, peuvent étre obtenus sans effectuer de
divisions, par I'emploi des dérivées relatives 4 z de chacunc des
formes ¥ (z, ¥), $(5, x).

(?) Pour que le cone f,,(z,y, 5) = o soit une surface de révolu-
tion, il faut ct il suffit que I'on ait

s Y s )i (s o L)y (o Yy ) =0

2, 8, v ¢tant dclcrmmcs comme il a été dit : son axe est la droite
r _y s

5
E
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séquence de ce qui précéde, formuler cette proposi-
tion :

Lorsque, ce qui est le cas général, la constante
¢ (1, 1) 9, (1,7) n’est pas nulle, et que, en représentant
les deux quantités réelles

_Ilvl[fls(l,i)“_l_?(l,——-i)] m [f{/(l,i) o (1, —1)

2 :?17(“[’;) ‘ ?1('1_5) 20 (PI("[‘) (?l(‘y—i) ’

par A et B, les deux constantes y (A, —1), 4(—1, B)
sont elles-mémes différentes de zéro, si I’'on pose
(A D fm-1(A.—1,0)

- my (A, —1) ’

_(B21) fr1(B,0,—1)

- my(—1, B) ’

les conditions nécessaires et suflisantes pour que la sar-

G

D

face S soit de révolution, m étant pair, sont queles coet-
ficients de tous les termes du polynome entier

z y—C z—D
Je Sy VE
1 A B

soient nuls, et les équations de I'axe de révolution sont

y—C=Az, s—D =Bz

Cas ou le groupe f,(x,),z) est de la forme

m
a(x*+ y*+ 52)*.— Soient, en conservant les notations
précédentes, ¢ (¥, 2) + z2(y, 5), ¥(z, )+ y 4i(z, z),
6 (2, 9) + 2z (x,y) les sommes formées par les deux
premiers termes du second groupe homogeéne,

fm—1(@".}’, z)7

ordonné suivant les puissances croissantes de z, puis
de y, puis de z. Je suppose d’abord que I'on n’aitpasila
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(0

%, 1, v étant des constantes qui peuvent étre nulles.
JFadmets, par excmple, que ¢,(y,z) n'est pas de la
m
2

forme ()2 + 22) | En définissant la dérivée dordre o

d’une fonction comme élant cette fonction elle-méme,
soit p I’ordre de la premiére des dérivées de la fonction
non identique 2, (1, ¢) qui ne s’annule pas pour ¢t =1.
Si le polynome (1, ) est identique, ou si la premiére
de ses dérivées qui ne s’annule pas pour t =i (y com-
pris celle d’ordre o) est d’ordre différent de p, la sur-
face Sn’est pas derévolution. Dansl’hypothése contraire,
la surface ne peut ¢tre de révolution qu’autour d’une

\ \ . ’ x . et
parallele a la droite réelle S = ,1 = Z(2==1) du plan
I i

imaginaire

. )c‘l"( 1.¢)
VAl =(m—o2p—1i)V—ar
! (i

droite qui ne coincide pas avee un axe de coordonnées.
Pour qu’elle soit d’ailleurs de révolution, il faut et il
q s
suffit que le polynome I'(x, ), z) soit identiquement
nul quand on y fait
o S B0 S0 —)

'
JT= 0, Vo= - —
. m "

maa(2? — 9252

Al
'
|

M a( 2 v2)?

o ’

’ . ’ T —) S— 3z
et les équations de I'axe sont o= = o avee
- h [}
ces valeurs de ) et 2.

Je me place maintenant dans I'hvpothése ou les Lrois
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identités (1) auraient lieu (*). lci la surface S ne peut
étre de révolution qu’autonr d’une droite passant par le

.
point (— o — 17::7[, — ”—ZZ : ¢’est 1d un premier résul-
tat. Je considére alors les trois formes
m
Sy 31~ (uy —v3)presE
: m_
Yz, 2)—(vs—+—hr) (32 —22)2 |

1

X, ) — (W~ ) (2= y2)2
Si aucune d’elles n’est identique, ou que deux dientre
clles soient identiques, et deux seulement, la surface
n’est pas de révolution. Quand une seule est identique,
par exemple la premiére, la surface ne peut étre de
révolution qu’autour d’une parall¢le a I'axe des x, la
droite ma)y + uw=o0, maz +v=o0; et la condition

pour qu’elle soit de révolution est
(may —up) fo—=(maz—)f.

Lorsque les trois formes sont identiques, je puis, pour
I'objet que j’ai en vue, substituer au polynome donné
f(x,y, z), le polynome suivant

Sl y, )= flx,y,3)

i L2 . / ) w2 . v \2
—a B ) + (Y + — — s+ —
ma v ma ma

En effet, dans les conditions actuelles, pour que la sur-
face S soit de révolution, il faut ct il suffit que
Souy(z,y, z) ait son degré m, inférieur a m — 1, et que
la surface S, correspondant a I'équation fi,(x,y, z)=o0
soit elle-méme de révolution autour d’une droite passant

A 2 N

par le point (—— — — -

=, — ——J; et les axes de
ma ma ma

(') Si deux de ces identités sont vérifiées, la troisiéme deoit I'étre
aussi pour que la surface soit de révolution.



( 416)

révolution des deux surfaces S, S; seront confondus. Je
suis alors conduit, ¢n supposant m, << m — 1, a appli-
quer les méthodes précédentes 4 la surface S,.

Je prends, a cet effet, dans le polynome fy), les deux
premiers groupes homogénes f,, , f,, _,, ceux formés
par les termes de degrés m, et m, — 1. J’admets d’abord
que ces groupes ne satisfassent pas aux conditions par-
ticuliéres que je suppose actuellement remplies par les
deux premiers groupes fr,, fm_y de f, ¢’est-a-dire que
Pon ne soit pas placé dans le cas ou, f,, ayant la

ﬂ‘
forme a,(x*+ 3+ z2)?, les cocfficients de x, de y,
de z, dans le polynome f,, _,, auraicnt les formes

ey
(e 3T
me

(32 22)?
My
vi(at+)2)2

tandis que les partics indépendantes de x, de y, de z,
dans ce polynome f,, _,, seraient elles-mémes

v
+
11

o

—

1o

(py = v 3)()?
m_
(vi5 +ha)(s2+22)2 |
My
(M@ —my) @+ .
Je fais alors sur f,) les mémes opérations et discussion
que celles que je faisais tout a I'heure sur f, en me dis-
pensant, dans tous les cas, des calculs analogues a ceux
ol j’introduisais les nombres appelés a, 8, v (*). Elles

m
(") Clest-a-dire que : si fin, n’est pas de la forme a, (2*+ y*+3%) 2,
je discute et traite fm, comme je le faisais pour f,, au cinquiéme

alinéa de cette Note: et si fim, est de cette forme, je discute et traite
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m’améneront, soil & reconnaitre que la surface S, n’est
pas de révolution, et alors il en sera de méme de S; soit

. T . z

a trouver une direction = bl = telle que S, ne
1 1 Tt

peut ére de révolution qu’autour d’une paralléle a cette

divection. Alors la surface S ne pourra étre de révolu-

tion qu’autour de la droite

mar-+X _may-+u _ mazs-—+v

ay - @n - 1 ’

et le probléme se trouvera résolu, les conditions pour
gne cetie surface soit de révolution étant que le poly-
nome I'(x,y, z) soit identiquement nul quand on y

. n R Poad
remplace les lettres a, 3, v par «,, 34, vioet X,y 2

A . .
par ——, — —, — —, et, si l'on veut aussi,
ma ma ma

Spar fu).

Je suppose maintenant que 'on soit placé dans le cas
particulier que je viens de réserver au sujet de fy,. Si
les trois différences

Y

—_ >

b
ma nyay ma mya,

I3 231 v \Z1

Y= —

ma mpa,

o

1= — —

ne sont pas nulles ensemble, la surface S ne peut étre
de révolution qu'autour d’une paralléle a la direction

z_rY_2, qui cst la droite
n

@ B

mazx +h  may [ maz-+v

= ’

Ay - 31 he!

et la question sera encore terminée. Si ces trois diffé-
rences sont nulles, je puis remplacer, a son tour, le

fm,—1 comme je le faisais pour fm-1 dans les passages suivants de
cette Note : dixiéme alinéa jusqu’aux mots azxe de coordonnces ct
onziéme alinéa jusqu’aux mots ’aze des z.
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polynome f'y, (., ¥, z) par le suivant

Jotroy,s)=fi(r,y,3)
L2 ) TR } v o 2T
—n,[(.?‘ k;;;t) o <‘}+mu) A—(d 1;(;) ]_'

Car, pour que S soit de révolution, il est nécessaire ct
suffisant que fio)(x, 5, z) ait son degié m, inférieur
am,;—1 ct que la surface qui a 'équation

Sz, 20— 0

soit de révolution autour d’une droite passant par l¢
I 1

. )i . v . I

point (— ‘o — ), — - » dioite qui coincidera
ma ma ma

avee Vaxe de révolution de S. Si m, est plus petit que

my — 1, je ferai sur le polynome f,) les opérations que

Jindiquais précédemment au sujet de f(y).

Si les circonstances dans lesquelles jai remplacé f(,
par _fi», venaient encore a se produire pour le polynome
J2y, Je remplacerais a son tour f{5) par un polyndme fy,
déduit de fi2) comme [y, était déduitde fiy), et ainsi de
suite. En continuant de la sorte, je finirai par obtenir
un polynome f,(x,y,z), qui, traité¢ de la facon que
j'indiquais tout a ’heure pour f(y,, conduira, soit a celte
conclusion que la surface  n’est pas de révolution, soit
N . . . r e <
ala connaissance d’une direction e telle que
I ]

: f
la surface S ne peut éire de révolution gu’autour d’une
droite ayant cette direction, et, par conséquent,qu’autour
de la droite

max -1 _ may-—+ 1 mas--v

x, ij/ T ?
les conditions nécessaires ct suffisantes pour gu’elle soit
de révolution seront d'ailleurs que les coefficients des
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termes (] u POIyllO me

maxr — )\ may -+ %oomas v

|
I
|

“ox dy 03
| %y ?/ r

soient tous nuls.

Remarque 1. — Sachant que la surface S ne peut
étre de révolution qu’autour d’une droite paralléle
a une direction connue, on peut résoudre le probleme
proposé en rapportant la surface 4 trois axes de coor-
données dont I'un coincide avec cette direction, et appli-
quant la proposition suivante :

Pour que, en coordonnées rectangulaires, une équa-
tion entiére 3Z7®,(X,Y )= o représente une surface
de vevolution autour d’une paralléle 4 Vaxe des Z, il
est néeessairve ¢t suffisant que MX%+4- NY%2 ... dlant
la somme des termes de degré le plus elevé, 7, dans I'un
des polynomes ®,(X, Y) pris a volouté, et

M XA N YA

la somme des termes de degré i+ — 1 de ce polynome,

) Y P .
N 3 3 3 e ( ——— o
chacune des expressions @, <)x + D Y + /1N> soit

une fonction de X2+ Y2; et 'axe de révolution de la

surface est la droite

IMX + M=o, ANY - N;{=o.

Remarque I1. — Sachant que la surface S ne peut étre
de révolution qu’autour d’une droite pas-ant par un
point connu (&g, 30, Zo), on peut résoudre la question
posée ¢n opéraut comme il suit :

On prend, a volouté, I'un des groupes homogénes
dont la somme est f(x—+ 20,y 4 Yo, 2 + 2Z¢), qui ne
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soit pas, a un facteur constant prés, une puissance par-
faite de 22+ )2+ z2. L’équation obtenue en annulant
ce groupe définit un céne qui, si la surface S est de
révolution, doit étre de révolution autour d’une paral-
léle 4 son axe. En traitant ce groupe comme je traitais
fm(x, y,2) au cinquiéme alinéa de cette Note, on sera
conduit, soit a conclure que le cone n’est pas de révolu-
tion, ct alors il en sera de méme de S; soit a trouver une

. x < A A ’
droite = =% = 7 telle que le cone ne peut étre de révo-

lution qu’autour de cette droite (ou d’une paralléle
a cette droite), et alors la surface S ne pourra étre de
révolution qu’autour de la droite

rT =Xy Y —Yo _ S— S0,
- - *

a B Y

les conditions pour qu’clle soit de révolution étant
d’ailleurs que F(x,y, z) soit identiquement nul pour
/ L — [ —
X=X, ) =Yooy % = 29¢-
[Dans les deux cas, fn(x,y, 2) peut étre une puis-
sance d’unc forme linéaire. |



