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ÉTUDE GÉNÉRALE D E S LENTILLES É P A I S S E S 
Ali MOYEN DE L 'HOMOGRAPHIE ; 

P A R M . A N D R É V I C A I R E ( t ) . 

La p l u p a r t des p rop r i é t é s et des f o r m u l e s q u ' o n r e n -
con t r e dans la t héo r i e é l é m e n t a i r e des lent i l les se 
dédu i sen t i m m é d i a t e m e n t et avec u n e g r a n d e généra l i té 
de ce seul fa i t : u n p o i n t l u m i n e u x a p o u r image, dans 
u n d iop t r e , u n seul p o i n t s i tué su r le m ê m e d i amè t r e 
q u e lui ; et deux po in t s d is t inc ts o n t p o u r images des 
p o i n t s d is t incts . 

J ' é t ab l i s d i r e c t e m e n t cet te p ropos i t ion , c o m m e dans 
tous les cour s , e n supposant, b i en e n t e n d u , l ' o u v e r t u r e 
d u d iop t re t rès f a ib l e . D ' ap rè s cela , si l ' o n cons idère u n 
sys tème de d iop t re s ayan t l eu r s cen t res s u r un m ê m e 
axe, u n po in t l u m i n e u x P si lué su r l ' axe au ra p o u r 
l imi te u n po in t P ' s i tué s u r le même axe et lu i c o r -
respondan t h o m o g r a p l i i q u e m e n t . 

So ien t A , A ' deux po in t s de l ' a x e ; posons 

A P = x, A ' P ' = x\ 

( ') Admis le premier à l'École Polytechnique en 1896. 
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x et x' sont liés p a r u n e re la t ion d ' h o m o g r a p h i e 

a xx' -+- ¡3 x -+- Y x' -+- o = o ; 

fa i san t x ' i n f in i , on en t i re 

a 

Le po in t F e o r r e s p o n d a n t à cet te va leur de x est 
appelé foyer. C 'es t le po in t l u m i n e u x d o n t l ' image est 
à l ' i n f in i . 

De m ê m e , p o u r x in f in i , 

a 

Le po in t F c o r r e s p o n d a n t est le second foyer : c 'est 
l ' image du po in t s i tué à l ' i n f i n i . 

D ' ap rès le p r inc ipe d u r e t o u r i nve r se , si les rayons se 
p r o p a g e a i e n t en sens c o n t r a i r e , F serait l ' image du p o i n t 
à l ' in f in i et F ' au ra i t ce po in t pou r image . 

La f o r m u l e généra le p rend u n e f o r m e plus s imple , si 
l ' on chois i t des o r ig ines pa r t i cu l i è res . P r e n o n s p o u r 
A et A ' un p o i n t et son image. D a n s ce cas, 

La fo rmu le a la f o r m e b i e n c o n n u e 

3 v 
a-4- -h -i- = o. 

X X 

P r e n o n s p o u r or igines les foyers ¡3 — o, y = o ; la 
f o r m u l e dev ien t 

a xx + o = o, 
f o r m e de N e w t o n . 

J ' é t ab l i s ensu i t e l ' ex i s tence des p lans p r inc ipaux . 
Soi t P I u n r a y o n l u m i n e u x issu du po in t P de l ' axe . 

Après r é f r ac t ion dans les d i f fé ren ts d iop t res du sys tème, 
il sor t su ivan t P 'J ' . Les deux rayons se c o u p e n t en M. 
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PJ, P T se c o r r e s p o n d e n t h o m o g r a p h i q u e m e n t . Donc 
q u a n d P I t o u r n e a u t o u r de P , en r e s t a n t dans le p l an 
d e l à f igure , le l ieu de M est u n e c o n i q u e . Ce t te c o n i q u e 
se décompose , ca r , lo r sque P i se c o n f o n d avec Taxe , 
P I ' se con fond avec l u i . L ' a x e fa i t d o n c pa r t i e du l i eu . 
Le res te du l ieu est u n e dro i te qu i , p a r symé t r i e , est 
p e r p e n d i c u l a i r e à Taxe. Dans l ' e space , c 'est u n p lan 
p e r p e n d i c u l a i r e à l ' axe . Ce p lan est le p l an p r i n c i p a l 
relat i f au po in t P. O n réserve d ' o r d i n a i r e cet te d é n o m i -

na t ion aux p lans re la t i f s au foyer F et au po in t à 
l ' i n f in i . 

A u n po in t l u m i n e u x co r r e spond u n seul p l a n p r i n -
c ipa l . P o u r la r éc ip roque , d e u x cas s eu l emen t se p r é -
sen ten t : tous les poin ts l u m i n e u x on t m ê m e p l an 
p r inc ipa l ( l en t i l l e s m inces )} ou ils o n t des p lans p r i n -
c ipaux dis t incts ( l en t i l l e s épa i s ses ) . 

Supposons , en effet , q u e deux po in t s P et o a i en t 
m ê m e plan p r i n c i p a l . Soi t M un po in t de ce p l a n . Les 
rayons P M , cpM re s so r t en t su ivan t M F , M V . D o n c , 
M est à l u i - m ê m e son image . Soi t R u n t ro i s i ème po in t 
que l conque pr i s su r l ' axe . L e rayon R M sor t i ra su ivan t 
MR' ; M est d o n c u n po in t du p lan p r inc ipa l d e R } et ce 
p lan se confond avec celui de P et de cp. 

i° Cas des lentilles minces. — Le p o i n t où le p lan 
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p r i n c i p a l u n i q u e r e n c o n t r e T a x e est u n po in t doub le de 
l ' h o m o g r a p h i e des po in t s e t de l eu r s images , pu i sque , 
d ' a p r è s ce q u ' o n a vu p lus h a u t , il est à l u i - m ê m e son 
image . So i t C l ' a u t r e p o i n t d o u b l e ; c 'es t u n c e n t r e 
o p t i q u e . E n effet, so ien t C M u n r a y o n i nc iden t , M le 
p o i n t o ù il r e n c o n t r e le p l a n p r inc ipa l . E n so r t an t , il 
do i t passer p a r C e t p a r M ; donc , il passe sans dévia t ion . 

2° Cas des lentilles épaisses. — Soit TC le po in t où le 
p l a n p r inc ipa l de P r e n c o n t r e l ' axe . P et tz se c o r r e s -
p o n d e n t h o m o g r a p h i q u e m e n t . Q u a n d u s ' en va à l ' i n -
fini, P v ien t e n u n po in t N q u ' o n appel le point nodal. 

T o u s les r ayons passant p a r N ressor ten t pa ra l l è -
l e m e n t à l eu r d i r ec t ion p r i m i t i v e , e n pas san t p a r 
l ' image N' de N . N' est le second po in t n o d a l . Il j oue le 
r ô l e de N q u a n d la l u m i è r e se p ropage en sens i nve r se . 

Les deux po in t s doub les de l ' h o m o g r a p h i e cons idérée 
en d e r n i e r l i eu sont les po in t s de Bravais . I l est c la i r 
qu ' i l s son t à eux-mêmes l eu r s images . 

O n dédu i t a i s émen t de ce qu i p récède les c o n s t r u c -
t ions usue l les . 

[ E 5 ] 
SUR ME QUESTION DE LICENCE ( ' ) ; 

PAR M. Y. J A M E T . 

Etude de Vintégrale 

e2 aiz eï biz 

P dz 

(i) Enoncé dans le numéro de mars 1896, p. 137. 
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prise le long du contour formé d.e deux demi-circonfé-
rences de rayons R et /', ayant Vorigine pour centre 
commun et reliées par les portions de Vaxe réel 
quelles interceptent entre elles. 

On supposera a et b réels et positifs. 
En faisant tendre R vers Vinfini et r vers zéro, on 

déduira la valeur de Vintégrale définie 

00 sina.r—sin ^ 
J x2 

00 

(a et ¡3 réels). ( R e n n e s , session de n o v e m b r e 1890. ) 

1. É v i d e m m e n t , on doi t suppose r les deux demi -c i r -

conférences t racées de p a r t et d ' a u t r e de l ' axe réel ; 

sans quoi le c o n t o u r d ' i n t é g r a t i o n n e r e n f e r m e r a i t a u -

c u n po in t c r i t ique de la fonc t ion sous le s i g n e J > et 

l ' i n tégra le p roposée serai t c o n s t a m m e n t n u l l e . 

2 . Dans le cas con t r a i r e , l ' i n t ég ra l e aura la m ê m e 
va leur q u e si elle é ta i t calculée tou t le long d ' u n cercle 
ayant p o u r cen t r e l ' o r ig ine . Mais alors on voi t qu ' e l l e 
est égale à la va leur q u e p r e n d , p o u r a = o , la dé r ivée , 
pa r r a p p o r t à a , de l ' i n t ég ra l e 

calculée tout le long d ' u n cerc le ayan t a p o u r cen t r e . 
O r cet te de rn iè re fonct ion est égale à 

2 71 y/ — i ( e'-aix — ) ; 

sa dér ivée , pa r r a p p o r t à a , est 

— —¿e2*'*). 
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P o u r a = o, elle devient 

4* (b-a). 

Telle est donc la valeur de l ' in tégra le p roposée . 

3. Considérons ma in t enan t le cas où la demi-c i rcon-
férence de rayon R est t racée du côté des posit ifs ; je 
dis que si R croît au delà de toute l imi t e , la pa r t i e de 
l ' intégrale proposée qui se r appor te à ce t te c i rconfé-
rence tend vers zéro. En effet , si l 'on pose 

c = :r -R- yi — R(cos 6 H- isin 0 ), 
l ' in tégrale 

/
eiaiz 

calculée tout le long de cette demi -c i r con fé rence , est 
égale à 

— f çlaiKx +-yï) —6/ ¿/O ^ 

(On suppose la demi-c i rconférence p a r c o u r u e dans le 
sens posit if . ) 

La somme des modules de ses é l émen t s est 

(B) -1 f e-*«ydiï, 
h < 'o 

et, comme a et y sont posit ifs, le fac teur e~2a>' ne d é -
passe jamais l ' un i t é . Donc l 'expression (B) est in fé -
r ieure à 

H 

et — est, a fortiori, supér ieure au module de l ' i n t é -

grale (A) . De même l ' in tégra le 
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calculée toul le long de la m ê m e demi -c i r confé rence , a 

u n modu le in fé r i eu r à et en f in , l ' in tégra le 

/ e2aiz çl biz 
— : dz , 

calculée tout le long du m ê m e con tou r , a un module 

in fé r i eu r à c. Q. F. n . 

I . Je suppose m a i n t e n a n t la demi-c i rconférence de 
rayon r pa rcourue dans le sens négatif et je me propose 
de calculer la l imi te vers laquel le tend l ' in tégra le p ro -
posée, calculée tou t le long de cette demi -c i rconfé rence , 
q u a n d r tend vers zéro. A cet eifet, j 'observe que la 

fonct ion sous le s igne j * est égale à 

f? = 30 
.a —h v ^ ( 2 i ( cii^ — bn^-1 ) 

La série écr i te sous le s i g n e ^ est u n i f o r m é m e n t con-
vergente , quand le module de z varie de o à u n n o m b r e p, 
q u ' o n peu t supposer supé r i eu r à r . De p lus , si dans le 
t e rme général on r emplace z par / et q u ' o n in tègre 
te rme à t e r m e , en fa i san t varier 9 de t: à î tc , on t rouve 
u n e série conve rgen te , car son t e rme généra i est 

j : 1 i _____—ViM-i i 
I . 1 . 3 . . . p -t- Si J 71 

et le module de ce t e r m e est in fé r ieur au t e rme général 
d ' u n e série convergen te , savoir 

:— y rP+i. 
1.2.3 ...p -h 2 

D o n c la série écri te sous le s i g n e ^ d o n n e lieu à une 
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in tégrale égale à la somme d ' u n e série convergen te , 

s ' a n n u l a n t avec r . Seul , le t e rme en dehors d u signe ^ 

donne l ieu à u n e intégrale d i f fé rente de zéro, savoir 

— 2 Ç (a — b) di) — 9.Tz(b — a). 

5. II en résul te que l ' in tégra le p roposée , calculée le 
long des deux segments CD, AB, qui re l i en t en t re elles 

N 

les deux demi-c i rconférences données , tend vers u n e 
l imite égale à l 'excès de l ' in tégra le totale ( b — 
Donc, en faisant varier x par des valeurs réel les , on 
t rouvera 

n + 00 çlaix e2bix j _ _ •xr.(l) — a) 

<- 30 

et par conséquent 

, v /• cog l) a r — c o s (e) I dx — ?.r,(b — a ), « x -

\ r + s°si i i2a.r — sin 2 bx _ ( v ) / dx = o. 
x 

Or- la fo rmule ( c ) se t r ans forme c o m m e il suit 

30 sin (b — a)x sin (b H- a)x , >-— '—-—' dx = Ti{b — a). 

Si l 'on suppose b >> <7, on pour ra conclure q u e a et ¡3 
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é tan t posi t i fs l ' u n et l ' a u t r e , mais a étant <C ¡3, 

r + ™ sin ax sin 
I —5— = ira. 

J x 1 
«•- 00 

Si ¿ e s t i n f é r i e u r à ¿z, on . p o u r r a conc lu re encore que , 
si a est négat i f et ¡3 posit if 

>-»-4-00 . f sin 
J — 00 

a^rsinp.r _ —i— dx = ira. 

Si a et ¡3 son t négat i fs , on posera a = — a', ¡3 = — ¡3', 
et l 'on t rouvera 

sin a.r sin $x . f + 30 sin a'^rsin S'.r . 
I ^—1—dx — ! —! dx — ira — — ira, 

a' é t an t supposé < ¡3'. 
6 . La f o r m u l e ( D ) d o n n e l ieu à des cons idéra t ions du 

m ê m e o rd re . El le se t r ans fo rme c o m m e il sui t 

sin ( a — b)x cos (a -h b)x , — - - — dx — o. x* 

D'a i l l eurs , dans l ' in tégra le 

sin OLX cos $X 

L dx. 

on peut tou jours r egarder (3 c o m m e posi t i f , et l 'on en 
conc lu t que cet te in tégra le est nu l l e p o u r tout système 
de valeurs réel les de a et de ¡3. 

[ K 2 e ] [ K 1 6 b ] 
QUELQUES THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE; 

PAR M. G. G A L L U C C I , 

Élève de l'Université de Naples. 

1. A ' G est le centre des moyennes distances des n 
points A 1 ? A 2 , . . . , An d'un cercle O (pu d'une sphère 0), 
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pour chaque point M de la droite (ou du plan) qui passe 
par O perpendiculairement a G A / ( î = 1 , 2 , . . . , n), 
on a 

(1) Hàk] = r i ( MAiV MA*-i-. . . -+- MA,2, ). 

Si .r, yk , x-2 j o , . . ., xn yn sont ies coortEomiées des 
points À , , A o , . . An r appor tés à un système d 'axes 
rectangulaires , pour tous les po in ts j \ I ( . r , j ) qui vér i -
fient la relat ion ( 1 ), on a 

n\(.r — yi)*\ 

= (x — x\ y -f- (y — Y\ )--r- • • • (-r — xn y- -r- (y —yn 

et , après les réduct ions 

->. ./• ( n Xi — xt —... — xn ) + •>/( fi y i — y \ — ri — • •. -~yn ) (nr; — x\ — . . x l - r - ny'j — y \ —. . .— y l ) = o. 

Le lieu du point INI est donc une d ro i t e . Cet te droi te 
passe évidemment par O et elle est p e r p e n d i c u l a i r e à la 
dro i te GA, qui joint les d e u x poin ts A/( . r / , yî) et 

\ n n j 

Par un calcul analogue 011 d é m o n t r e le théorème dans 
l 'espace. 

C O R O L L A I R E . — Le cercle décrit sur O G comme dia-
mètre coupe chaque droite G A ; en un point P , dont, le 
cawè de la distance CL A / est moyenne arithmétique 
entre les carrés des distances aux autres n — 1 points. 

On peut aussi dédu i re ce corol la i re d un théorème 
très connu sur le cercle O G , qui est le l ieu des points P 
dont la puissance, par rappor t au cercle O , est 

' ( l > \ , ~ -r- Ï M Û 2 - . . . - f - F Â 7 ) . ( L VISANT.) 

En particulier, si, dans un tétraèdre A B C D , on 
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conduit par le centre O de la sphère circonscrite le 
plan perpendiculaire à la médiane A G correspondant 
à li face BCD, pour chaque point M de ce plan, 
on a 

Â 3 Î == T}( B M 2 - + - C M ' H - D M 2 ) ' 

O n p e u t d é m o n t r e r d i r ec t emen t ce t h é o r è m e en fai-
sant usage du l e m m e su ivan t : Si G' est le centre de 
gravité de la face BCD d'un tétraèdre ABCD on a 

( i ) A B 2 -h A Q 2 - f - X d " = { ( b G ' V C D 2 h - D B 2 ) . 

i l su fiit d 'à pp l iquer cette fo rmule aux té t raèdres O B C D , 
MBCD. 

P o u r le t r iangle p l an , on a le t héo rème analogue qu i 
se d é m o n t r e t rès f ac i l ement . 

3 . De la fo rmule ( 2 ) on peu t aussi dédu i re a isément 
les deux t héo rèmes suivants : 

i° Les tétraèdres qui ont un sommet fixe} le même 
barycentre et la somme des carrés des arêtes qui abou-
tissent au sommet fixe constante, ont les centres des 
sphères circonscrites sur un plan fixe. 

2° Les tétraèdres qui ont un sommet fixe A et les 
autres sommets BCD sur une sphère O , de manière que 

AB -j- AC - f - A D = cons t . , ont leurs bary centres sur 
un plan fixe. 

P o u r le t r iangle p lan , 011 a 

i° Les triangles qui ont même barj centre, un som-
met fixe et la somme des carrés des côtés qui y con-
courent constante ont les centres des cercles circonscrits 
sur une droite fixe. 

20 Les triangles qui ont un sommet fixe A et les 
autres sommets BC sur un cercle O , de manière que 
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AB + AC^ soit constant, ont leur s h ary centres sur une 
droite fixe. 

Ce de rn i e r théorème est la généra l i sa t ion d ' u n t h é o -
r è m e de Jamet (Ques t ion 137 d u Mathesis). 

4. Les théorèmes donnés p r é c é d e m m e n t p o u r le 
t r iangle p lan peuven t s ' é t endre au t r i ang l e s p h é r i q u e , 
avec les modif icat ions convenab les . J e me l i m i t e à don-
ne r les énoncés : 

I° Si dans un triangle sphérique ABC on conduit 
par le centre (sphérique) O du cercle circonscrit le 

grand cercle perpendiculaire ci la médiane A G cor-

respondant au côté BC, pour chaque point M de ce 

grand cercle on a 

cos MA = J (cosMB -h cosMG). 

2° On considère tous les triangles sphériques ABC 
qui ont un sommet fixe et tels que 

cosAB -h cos AG = const; 

si le milieu G de BC est fixe, le lieu du centre sphé-

rique du cercle circonscrit est un grand cercle perpen-

diculaire AG, et si le centre sphérique du cercle cir-

conscrit O est fixe, le lieu du milieu M de BC est un 

grand cercle perpendiculaire AO. 

5. Si dans un tétraèdre ABCD on conduit les plans ol{ , 
a2, a3, a4 perpendiculaires respectivement aux milieux 
des deux couples d'arêtes opposées AB, C D ; A C , DB, 
les droites a , a 2 , a 3 a* sont dans un plan perpendicu-
laire à la droite MN qui joint les milieux des deux 
autres arêtes. 
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E u effet , p o u r chaque p o i n t P de la d ro i t e a { a 2 , 

on a 
2 2 2 2 

PA = PC ; PB = PD 
ou b i e n 

PA5-*-PD2 = P B -f-PC 5 , 

et , p a r c o n s é q u e n t , 

PM* M l 2 = PN2 -+- BN2 ; 

et de même p o u r c h a q u e p o i n t de a 3 a 4 . Donc ces d e u x 
dro i tes son t dans u n p l an qui est le p lan an t i rad ica l 
( p l a n s y m é t r i q u e du p lan radica l pa r r a p p o r t au mi l i eu 
de la c e n t r a l e ) des deux sphè re s décr i tes su r AD, BC 
c o m m e d i amè t r e s . Ce p lan passe p a r O , c en t r e de la 
sphère c i rconsc r i t e au t é t r aèd re , et si Ton observe q u e 
l ' o r t hocen t r e II est le s y m é t r i q u e de O pa r r a p p o r t au 
mi l ieu de iYL\ ( b a r y c e n l r e ) , on a le t h é o r è m e su ivan t : 

Dans tout tétraèdre, les plans radicaux des trois 
couples de sphères décrites sur les trois couples d'arêtes 
opposées comme diamètres se coupent en un point H 
qui est Vorthocentre du tétraèdre. 

E n a p p l i q u a n t ce t h é o r è m e , on t rouve q u e si un t é -
t raèdre est tel qu ' i l exis te un po in t d 'égale puissance par 
r a p p o r t aux six sphères décr i tes sur les arêtes comme 
d iamèt res , le t é t r a è d r e est o r tho log ique et le po in t est 
son o r t h o c e n t r e . La r éc ip roque est p r e s q u e év iden te . 

6 . Des cons idéra t ions analogues à celles du n u m é r o 
p r é c é d e n t condu i sen t , p o u r le q u a d r a n g l e p l an , au 
t h é o r è m e su ivan t : 

Si A ' , B', C' , D ' s o n t les centres des cercles circonscrits 
aux triangles B C D , C D A , DAB, A B C d'un quadrangle 
A B C D , les côtés du triangle diagonal du quadrangle 
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A ' B ' C ' D ' sont perpendiculaires aux médianes du qua-
drangle A B C D ( droites qui joignent les milieux de 
deux côtés opposés). 

O n a le même théorème pour le quad rang l e s p h é -
r ique . 

LICENCE È S SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

SESSION DE JUILLET 1896. - COMPOSITIONS. 

Paris. 

A N A L Y S E . — I . On considère Vintégrale curviligne 

(.ab'— ba' )(xdy —ydx) X 'c {ax -+- by)'2 -h (a'x H- b'y f 

prise dans le sens positif le long dJune courbe C , en-
tourant Vorigine et ou a, è, abf désignent des con-
stantes réelles. 

Montrer que la valeur de cette intégrale ne dépend 
pas de la courbe C, et trouver cette valeur. 

L'express ion à in tég re r est la d i f férent ie l le to ta le de 
la fonction 

a'x -h b' Y 
arc tang j^- , ax ~h by 

qui ne dépend vis ib lement que de la seule var iable y \x. 
Si donc 011 pose x = rcosQ,y= rsinO, l ' i n tégra le c h e r -
chée J aura pour valeur la var ia t ion q u ' é p r o u v e la fonc-
t ion 

/ a'cosO h- b'sin 0\ arc t ang u ( u = . , 
\ a c o s O -4- b s in6 / 
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q u a n d 9 var ie de zéro à 2 u . O r , eet le fonc t ion est crois-
sante si ab'— ba!^> o, déc ro i s san te si ab'—baf<C o-, 
e t , é t a n t donnée u n e va leur q u e l c o n q u e m , la f r ac t ion u 
acqu ie r t ce t te va leur m p o u r deux angles 9 compris 
en t r e zéro et ITZ. Pa r su i te , la va r ia t ion de arc tan g U 
est égale à 27:. Si donc ab'— bal >> o, on a J = 2 ~ ; si 
ab' — k ' < o , on a J = — 2 7 : . 

II. Une surface est rapportée ci trois axes de coor-
données rectangulaires, et les coordonnées x,y, z d'un 
point variable de cette surface sont exprimées en fonc-
tion de deux paramètres u et v. On suppose, de plus, 
que Von a identiquement 

dx dx ày ày dz dz 
du dv Ou à v du dv 

dx clr dz 
dû. du du 
dx à y dz 
dv ~dv 7ï> 

d2x à* y d~ z 
dudv dudv dudv 

i° On démontrera que les lignes de courbure de cette 
surface sont données par les équations 

u — const., v = const. 

2 0 Dans le cas particulier où x — u, trouver les ex-
pressions générales des fonctions y et z de u et v, satis-
faisant aux équations (1) et (2). 

L ' é q u a t i o n (1) exp r ime que le réseau f o r m é p a r les 
courbes u = cons t . , v = const . est o r thogona l ; l ' é q u a -
tion (2) e x p r i m e q u e ce réseau est c o n j u g u é . Il est donc 
cons t i tué p a r les l ignes de c o u r b u r e . 

Q u a n d x = w, l ' i n t ég ra t ion de l ' é q u a t i o n (2) d o n n e 
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d 'abord 

Oz àv , 

Subs t i t uan t dans ( i ) , s impl i f ian t et i n t ég ran t , on 
t rouve 

( 4 ) . 7 = + 

P o r t a n t y dans ( 3 ) et i n t ég ran t , on o b t i e n t 

(5) f . V i d\2. J / I + V Ï 

Dans ces diverses fo rmules , V^ et V2 sont des f o n c -
t ions arb i t ra i res de et U est u n e fonc t ion a rb i t r a i r e 
de u. Si l 'on pose 

\ i = tango, V2cos©'coso = V', 

on d o n n e aisément aux express ions de z et y , t i rées 
de ( 5 ) et ( 4 ) , les formes suivantes 

T, d\ . 
z — ( U -h V)cosc5 — sincp, 1 do 4 

r v , • y = ( u - f V ) s i n o + coscp, 

ce q u i p e r m e t de p r e n d r e p o u r y le p a r a m è t r e v l u i -
même . O n t rouve ainsi les surfaces mou lu res . ( Voir le 
P rob lème proposé à la Licence en ju i l l e t i 8 g 5 , Nouvelles 
Annales, p . 29-3o*, 1896.) 

I I I . ( E L È V E S D E L ' E C O L E N O R M A L E ) . — I ° Intégrer 
l'équation aux dérivées partielles des surfaces dont la 
normale reste tangente à une sphère donnée. 

20 Démontrer que Vun des systèmes de lignes de 
courbure se compose de développantes de cercle. 

3° Démontrer que les lignes de courbure du second 
système sont sphériques. 
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La ques t ion est e m p r u n t é e à Monge ( Application de 

VAnalyse à la Géométrie, a r t . X X I I I , De la surface 
courbe dont toutes les normales sont tangentes à une 
même sphère). N o u s engageons v ivement nos lec teurs à 
é tud ie r le b e a u C h a p i t r e où elle est r é so lue . 

M É C A N I Q U E . — I . Etudier le mouvement d'un disque 
circulaire plan, homogène, infiniment mince, deux 
points diamétralement opposés de sa circonférence 
étant assujettis à décrire respectivement deux droites 
rectangulaires concourantes Ox etOz. On admet qu'il 
n'y a pas d^ autres forces extérieures que les réactions 
des droites Ox et Oz, qui sont supposées normales à 
ces droites. 

Si l 'on appel le cp l ' ang le du p lan d u d isque avec le 
p lan zOx. 6 l ' ang le de O s avec le d i a m è t r e d o n t les 
ex t r émi té s déc r iven t Ox et Oz, R le r ayon du d i sque , 
M sa masse , T la force vive, 011 t rouve 

M R2 

T = I - G — [ ( 5 - + - C O S 2 C P ) Q ' 2 - H C P ' 2 ] , 

en dés ignan t par des accents les dér ivées pr ises par rap-
p o r t au t emps . 

Le t ravai l des forces é t a n t n u l , on a d ' abo rd l ' i n t é -
grale 

(5 -h cos2<p)6'2-i- (p'2=r const. — h (h > o), 

et , de p lu s , la dér ivée de T pa r r appor t à 6 é tan t n u l l e , 

l ' u n e des équa t ions de Lagrange m o n t r e que est 

cons tan t ; d ' où 

(5 -4- cos2cp)8'= const. = A. 
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Des intégrales ainsi ob tenues , on dédui t 

i/5 -f- cos2o do 
dt = ' ' > 

\/r)h — A2-i-/¿cos2cp 

Ado 
d$ = . ' = • 

y/5 -h c o s l ç y 5 h — A2-f-/icos2c? 

Si 5h — A2 o, cp varie t o u j o u r s dans le même sens , 
ainsi que 9. 

Si 5 h — A 2 = o, cp tend vers ± ^ p o u r t i n f i n i ; 

6 p r e n d toutes les valeurs possibles. 
Si 5h — A 2 < o , le plan du d i sque oscille de p a r t et 

d ' a u t r e du plan zOx\ 8 varie t ou jou r s d a n s le m ô m e 
sens. 

II. On donne dans un plan deux droites OA,OA/ 
auxquelles sont respectivemejit tangents deux cercles 
égaux C et O. Les cercles sont primitivement symé-
triques Vun de Vautre par rapport à la bissectrice 
de Vangle A O A'. On fait rouler les cercles C et C sur 
les droites OA, OA' avec la même vitesse angulaire 
constante w. 

Quelles sont les courbes liées invariablement aux 
cercles C et C qui, dans le mouvement relatif de ces 
cercles, roulent Vune sur l'autre sans glisser? 

Il y a lieu de distinguer le cas oit les cercles C et C ' 
tournent avec des sens contraires de celui ou ils tour-
nent dans le même sens. Quan ive-t-il dans ce der-
nier cas? Comment peut-on alors définir le mouve-
ment ? 

i ° Supposons d 'abord les ro ta t ions de sens con t ra i re ; 
les deux cercles res teront symét r iques pa r r appor t à O z . 
Le mouvemen t relat if de l ' un p a r r appor t à l ' au t re sera 
u n e rotat ion de vitesse angu la i re aco, au tour de I , 
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mil ieu de A A' . Soient R le r a y o n des d e u x cercles, a a 
l ' angle A O A ' , B le po in t de O z s i tué à la dis tance R 

JC< 

des deux côtés de cet angle , O n a 

D I = OÀ sina — R cosa 

= ( GB + R w ta) sin a H- R cosa = GB sina. 

Mais si l ' on compte le t emps à p a r t i r de l ' i n s t an t où C 
est en B, on au ra 

GB = R tat, 
d 'où 

DI = R s ina .wt . 

Cet te r e l a t ion déf in i t u n e déve loppan te du cercle de 
rayon R s i n a — C D . La base su r l aque l le rou le le l ieu 
du po in t I est u n e c o u r b e égale à celle-ci ; elles res ten t 
symét r iques pa r r a p p o r t à O s . 

2° Si les ro ta t ions des deux cercles sont de m ê m e 
sens , elles équ iva len t p o u r le m o u v e m e n t relat i f à u n e 
t r ans la t ion pe rpend icu la i r e à A A' et de vitesse cons tam-
m e n t croissante to. A A' . 

I I I . ( E L È V E S D E L ' E C O L E N O R M A L E ) . Un cylindre de 
révolution homogène, pesant, de masse m est couché 
sur un plan horizontal ?OT4, sur lequel il peut glisser 
sans frottement; suivant V axe de ce cylindre est percé 
un canal de section infiniment petite, dans lequel se 
trouve un point pesant de même masse m, pouvant 
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glisser sans frottement le long du canal. Etudier le 
mouvement du système en supposant le cylindre lancé 
sur le plan. 

I V . ( E L È V E S DE L ' E C O L E N O R M A L E ) . Soient M un point 
d'une figure plane invariable, M7 le centre de courbure 
de sa trajectoire, I le centre instantané de rotation. 
Rappeler la démonstration de ce Théorème classique : 

L'axe radical du cercle de centre M et, de ray on Ml 
et du cercle décrit .«wMM' comme diamètre passe par 
LUI point K' qui est fixe, c est-à-dire indépendant du 
point M choisi ; de plus, ce point K est situé sur la nor-
male commune aux deux roulettes fixe et mobile. 

Appliquer cette proposition au problème suivant : 
Une tige A B s'articule en un de ses points C à l'ex-

trémité d'une manivelle OC, qui est libre de tourner 
autour de son autre extrémité O . On assujettit le 

point A à décrire une courbe A; le point 13 en décrit 
une autre ¡3. 

i° Connaissant la normale à la courbez, construire 
le centre instantané I de la tige AB, la normale à la 
courbe ¡3 et le point ou la lige AB touche son enve-
loppe. 

2° Connaissant le centre de courbure de la courbe a. 

construire la normale aux deux courbes roulettes ainsi 
que les centres de courbure de la courbe ¡3 et la courbe 
de la droite A B. 

E P R E U V E S P R A T I Q U E S . — I . On donne les trois angles 
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d'un triangle sphêrique 

A = I I 6 ° 2 O V , 2 ; B = 7 5 ° O ' 5 I " , 6 ; C = 7 o ° 6 ' 5 9 \ A . 

On demande : i0 de calculer les trois côtés ; quelle 
variation entraînera sur le côté a une variation de \!l 

sur Vangle A. 

i l . ( E L È V E S DE L ' E C O L E N O R M A L E ) . Par deux étoiles, 
dont les coordonnées équatoriales sont 

clo = 4h 36™iV, 11 ; (D = -H ii°3'516 ; 
2h33m369,8i ; <D' = -f-i5°5' 4", 2, 

on fait passer un grand cercle. 
Déterminer C ascension droite des nœuds de ce cercle 

avec l équateur, et Vinclinaison de son plan sur celui 
de Véquateur. 

Lille. 

A N A L Y S E . — I . Désignant par z une variable com-
plexe, étudier la fonction u définie par Véquation 

en précisant Vinfluence du chemin décrit par la va-
riable sur la valeur de la fonction. 

Indiquer ensuite quelles sont les diverses détermina-
lions de l'intégrale 

j - r 1 ^ , 
Jo u ' 

lorsque le chemin d'intégration se déforme de toutes 
les manières possibles, en supposant seulement que pour 
la limite inférieure z = o, Von ait u = -+- 1. 

I I . On donne l hélice définie, en coordonnées rec-
tangulaires, par les équations 

(1) x — aemU) cosw, y — aem{ù sintu, z = bemtû, 

a, m, b étant trois constantesy 
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i° Trouver la relation qui existe entre l'arc de cette 

hélice et son rayon de courbure ; 
e2° Démontrer que cette hélice appartient à un cône 

de révolution dont elle coupe toutes les génératrices 
sous le même angle ; 

3° Trouver le lieu du centre de courbure de l'hélice, 
le lieu du cen tre de la sphère osculatrice et la ligne de 
striction de la surface gauche formée par ses normales 
principales ; 

4° Démontrer que toute hélice dont l'arc est lié au 
rayon de courbure par la relation trouvée au î° peut 
être représentée par des équations de la forme (i). 

La première et la qua t r i ème par t i e de la deux ième 
Ques t i on se t ra i ten t i m m é d i a t e m e n t par la Géomét r i e , 
si l 'on r emarque que la re la t ion d o n n é e en t r e le rayon 
de courbure et l ' a re en t ra îne u n e re la t ion ana logue p o u r 
la courbe p lane , section dro i te du cy l indre , et si l 'on 
admet que , dans le p lan , cette r e l a t ion caractér ise la 
spirale loga r i thmique . La démons t r a t ion ana ly t ique est 
d 'a i l leurs toute pare i l le à celle que l 'on d o n n e de ce t te 
dernière propos i t ion et qu i est b i en c o n n u e . 

La deuxième Par t i e se t rai te a i sément p a r le Calcul et 
la Géomét r ie . 

P o u r la t rois ième Par t i e , des cons idéra t ions géomé-
tr iques simples p r o u v e n t que l ' on doi t t rouve r des 
courbes de même n a t u r e que la proposée , et u n calcul 
facile en donne les équa t ions . 

M K C A K I Q U E . — I . I ° Démontrer le Théorème de Di-
richlet sur la stabilité de l'équilibre, dans le cas drun 
point matériel ; 

Etendre le Théorème des moments des quantités 
de mouvement, et celui des forces vives, au cas du mou-
vement d'un système autour de son centre de gravité. 
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I I . Un triangle équilatéral A B C , homogène et pe-

santy est mobile dans un plan vertical. Il peut tourner 

0 A X 

2 

librement autour de son sommet. A, qui est assujetti 
à se mouvoir sur une horizontale O X . On demande 
d'étudier son mouvement en négligeant les frotte-
ments. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . C A L C U L D ' A S T R O N O M I E . — Etant 
données les longitudes l, l' et les latitudes X, X' de deux 
positions de la Lune considérée ci quelques joins d'in-
tervalle, calculer l'inclinaison <p du plan actuel de 
l'orbite lunaire sur le plan de Vécliptique et la lon-
gitude 9 de son nœud ascendant. 

Application : 

l = 63°2O'I4",4, X = i°3i ' 6ff,9, 
/ ' = I46022'46",I, V = 5° i'45",7. 

Clermont. 

A N A L Y S E . — I . Formule de Fourier. 
II . En chaque point M d'une surface s, on mène la 

normale et la parallèle à Oz qui coupent respective-
ment le plan xOy aux points P et Q. i° Trouver les 
surfaces e telles que Vaire du triangle P O Q soit une 
fonction donnée de OM ; telles que le volume du 
tétraèdre O P Q M soit proportionnel à une puissance 
de O M ; valeur de l'exposant de cette puissance pour 
que Vintégration puisse s7effectuer complètement. 
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E n conservant les no ta t ions hab i tue l l e s , on t rouve , 

pour les coordonnées des po in ts P et Q , les valeurs sui-
vantes : 

Coordonnées de P x -hpz y -+- qz 
Coordonnées de Q x y 

On aura donc 

aire POQ = 
vol. MOPQ = 

_ 1 ~ (qx — py), 
ô2 ( qx py)-

On est donc r a m e n é aux équa t ions l inéa i res 

(i) ^ (qx — py) = 
('¿) Z2 ( qx py ) rrr K ( X2 -f- y2 -f- £2 )P, 

qui s ' in tègrent fac i lement . La deux ième condu i t à u n e 
intégrale b inôme . 

M É C A N I Q U E . — Une plaque homogène pesante a la 
forme d'un rectangle ABCD dont les côtés sont 
BC — 2 a , AB = ih (on suppose h). Le centre de 

gravité O de la plaque se meut sans frottement sur 
une droite fixe h. Trouver le mouvement et la réaction 
au point O. 

Effectuer complètement, les calculs avec les vitesses 
initiales suivantes : 

Vitesse de O — zéro. 

La vitesse du milieu I de AB a pour composantes : 
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Suivant O J , v0 -—-• a ; suivant la normale à la 
v/a2-h b2 

plaque, 
ZW2 vitesse initiale du milieu J de AD a pour com-

posantes : 
Suivant 0 1 , — v 0 ^ ; suivant la normale, 

y / a î + 6 » 
t'o 

s/at-hb* 

Le m o u v e m e n t d u cen t re de gravi té est le mouvemen t 
d ' u n po in t pesan t sur u n e d ro i t e . 

Le m o u v e m e n t relat i f a u t o u r du cen t re de gravité est 
u n mouvemen t à la Po inso t . 

Les données ini t ia les sont choisies de telle sorte que 
l ' in tégra t ion puisse se fa i re sans fonct ions e l l ip t iques . 

A S T R O N O M I E . — Démonstration succincte des for-
mules données par la Conna i ssance des T e m p s pour le 
Calcul des Occultations. Application à Voccultation 
de r\ du Taureau le 7 janvier 1896, au Puy-de-Dôme. 
Première approximation ci trois décimales. S'il reste 
du temps, deuxième approximation ; calcul de Vheure 
locale de Vémersion, suivi des calculs à i° près de 
l'angle au pôle P et de l'angle au zénith Z . 

Bordeaux. 

A N A L Y S E . — I . Déterminer une courbe telle que le 
rayon de courbure, en un point quelconque M de la 
courbe, soit dans un rapport constant avec la portion 
de normale comprise entre ce point et une droite 
donnée Oj. 

Kamener la recherche à une quadrature et indiquer 
dans quel cas cette quadrature peut être effectuée en 
termes finis. 
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I I . Intégrer, à Vaide des développements en séries, 

l'équation différentielle 

lorsque p est un nombre entier positif, égal ou supé-
rieur à 3. 

Quelles sont les particularités qui se présentent 
lorsque p est égal à 2, a 1, à o. 

M É C A N I Q U E . — I . Mouvement d'un point pesant, 
assujetti à glisser sans frottement sur le paraboloide 
représenté en coordonnées rectangulaires ( a x e des z 
verticalement ascendant) par Véquation 

œ2 v2 
L_ -L z — o 

A B 

[A et B étant deux constantes quelconques). 
On rapportera la suif ace à des coordonnées ellip-

tiques,, en la coupant par les paraboloides homofocaux, 
dont l'équation générale est 

x2 v2 

- • - — 2 z —{- X — o. 
A — X B - a 

II. Un cylindre circulaire droity dont le rayon 
de base est a et la hauteur est rempli d'eau et posé 
sur un plan horizontal. On fait tourner ce plan au-
tour d'un diamètre de la base du cylindre et Von 
suppose que le vase ne glisse pas. 

On demande : i° de trouver le lieu géométrique du 
centre de gravité du liquide qui reste dans le vase 
lorsque le plan s'incline graduellement ; 20 de déter-
miner, en négligeant la masse du vase, Vangle mini-
mum que doit faire le plan avec le plan horizontal\ 
pour que le vase tombe. 
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A S T R O N O M I E . — Calculer, pour la latitude de Bor-

deaux (cp = 44° 5ofyr/, 2 ), les azimuts du coucher du 
Soleil les il juin, il juillet, 21 août, 21 septembre, 
21 octobre, 21 novembre et 21 décembre 1896. 

CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1 8 9 6 . 
PROBLÈME DE S P É C I A L E S ; 

SOLUTION PAR UN « CORRESPONDANT » DES NOUVELLES ANNALES. 

Etant donnés, en coordonnées rectangulaires, Vel-
lipsoïde 

et la sphère concentrique 

on prend, les plans polaires d'un même point M par 
rapport à ces deux surfaces. Ces plans se coupent sui-
vant une droite A. 

i° On demande quel lieu S engendre la droite A 
quand le point M décrit une droite quelconque D de 
V espace. 

20 Quel lieu doit décrire le point M pour que la 
droite A passe par un point fixe P ? Quel est le degré 
du cône décrit par la droite A? 

3° On demande quelle relation géométrique doit 
exister entre deux points M, M' pour que les droites 
correspondantes A, h! se coupent. 

4° Quel lieu T doit décrire le point M pour que la 
droite A demeure dans un plan fixe II, 

ux - f - vy -+- wz p — o. 
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Les coordonnées du point M s'expriment alors 

rationnellement en fonction d'un paramètre. 
Trouver l'enveloppe E de la droite A dans le plan II. 
5° Quel est le lieu de cette enveloppe quand le plan H 

se meut parallèlement à lui-même? 
6° D'après la quatrième partie, et tout plan II se 

trouve attachée une ligne F, qui est Je lieu des points 
pour lesquels la droite A correspondante se trouve dans 
le plan II et, dans ce plan, ces droites A ejiveloppent 
une certaine courbe E . On suppose maintenant qu'un 
point M décrive le plan II : montrer que la droite A 
correspondante s'appuie constamment en deux points 
sur la ligne T et que, réciproquement, toute corde deY 
correspond à un point M du plan II. 

Quel lieu décrit A quand le point M se déplace 
sur une tangente de la ligne E , ou bien quand le 
point, INI se meut sur la ligne E elle-même ? 

Considérations géométriques. — E t a n t données deux 
quadr iques , soit T l e u r t é t raèdre c o n j u g u é c o m m u n de 
sommets A, B, C, D, les p lans polaires d ' un po in t M se 
coupent su ivant u n e d ro i t e A qui est l ' i n te r sec t ion de 
deux plans se c o r r e s p o n d a n t l i omograph iquemen t ; pa r 
suite, l ' ensemble de ces droi tes A cons t i tue u n complexe 
té traédral ayant pour p lans et points s ingul ie rs les faces 
et les sommets du té t raèdre T . 

R e m a r q u o n s que les con juguées de A, par r appo r t 
aux deux surfaces, se coupen t en M, et r é c i p r o q u e m e n t 
toute droi te dont les pola i res se coupen t est l ' i n t e r sec -
tion des plans polaires du po in t de r e n c o n t r e de ces 
conjuguées . De plus, la d ro i t e j o ignan t les pôles d ' u n 
plan Q par rappor t aux deux surfaces a des con juguées 
se coupant dans ce p lan Q et fai t par t ie du complexe , et 
réc iproquement toute droi te A de ce complexe con t i en t 



( 33 ) 
les pôles du p l an d é t e r m i n é pa r ses d e u x c o n j u g u é e s ; 
on peu t donc d i re que le complexe est déf in i de l ' u n e 
des t rois man iè r e s su ivan tes , qu i sont équ iva len tes : 
c 'est l ' ensemble des in te rsec t ions des p lans pola i res d ' u n 
po in t var iable , l ' ensemble des dro i tes j o ignan t les pôles 
d ' un p l an va r iab le , et l ' ensemble des dro i tes don t les 
polaires se c o u p e n t . {Voir S C H R Ô T T E R , Journal de 
Crelley t . 7 7 ; REYE, Géométrie de position, I I e Vo-
l u m e , p . i 5 9 . ) 

Q u a n d le po in t M décr i t u n e dro i te q u e l c o n q u e D de 
l 'espace, A engendre u n e surface réglée du second o r d r e , 
car elle est l ' i n t e r sec t ion de deux faisceaux h o m o g r a -
ph iques de p lans ayan t p o u r axes les con juguées de D ; 
p o u r que cet te sur face soit un cône, il f au t et il suffit 
q u e ces con juguées se coupen t , pa r conséquen t que D 
fasse par t ie d u complexe ; le cône est alors d u second 
o rd re . P o u r que les dro i tes A, A' re lat ives à deux 
poin ts M et M7 se c o u p e n t , il f au t et il suff i t q u e les 
q u a t r e p lans pola i res de ces deux po in t s passent par u n 
m ê m e po in t , ou que les con juguées de M et M7 se cou-
p e n t , pa r sui te q u e MM7 fasse par t i e du complexe . 

Les droi tes A, s i tuées dans u n p l an enve loppen t la 
courbe E du complexe de ce p l an , c o u r b e qu i est t a n -
gente aux qua t r e faces du té t raèdre T ; 011 sait que si TZ 
t o u r n e a u t o u r d ' u n e dro i te s i tuée dans le p lan d ' u n e 
face , le l ieu de ces courbes E est u n cône ayan t p o u r 
s o m m e t le sommet du t é t r aèdre opposé à la face cons i -
dérée . 

P o u r t rouve r le l i eu des poin ts M relat i fs aux dro i tes A 
du p l a n T:, r e m a r q u o n s q u e les conjuguées de toutes les 
droi tes de ce p lan , pa r r appo r t aux deux surfaces , dé-
c r iven t deux gerbes l i omograph iques a u t o u r des pôles 
p et p ' de ce p l a n ; celles qu i se r e n c o n t r e n t c o r r e s p o n -
d e n t aux dro i tes A d u complexe , et l ' on sait que le l ieu 
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de leurs points de rencont re est une c u b i q u e g a u c h e 
passant par p et p! \ cet te c u b i q u e est i d e n t i q u e au l ieu 
des pôles du plan TU pa r r a p p o r t aux surfaces du faisceau 
ponc tue l dé te rminé pa r les deux quad r iques données , 
et passe par les qua t re sommets du t é t r aèdre T . 

Supposons m a i n t e n a n t que le po in t M se déplace 
dans le p lan tu; so ient A< el A2 les t angen tes issues de 
ce po in t à la cou rbe E ; d ' ap rè s la p rop r i é t é des pôles et 
des p lans polaires , la droi te À relat ive à M doit con ten i r 
les deux poin ts M, e t M 2 re la t i fs à et A2 ; c 'est donc 
u n e droi te s ' appuyant sur la c u b i q u e en ces deux poin ts 
M j , M 2 , et r éc ip roquement à u n e corde M t M 2 co r r e s -
pond l ' in tersect ion M de Af et A2 . Si M déc r i t A<, A dé-
cri t le cône s ' appuyan t sur la cub ique et ayan t p o u r 
sommet M^. Si M est sur la c o u r b e E , M, et M 2 son t 
confondus , et A est u n e t angen te à la c u b i q u e ; l o r sque 
M décri t la courbe E, A engendre la déve loppable de 
qua t r i ème ordre fo rmée pa r les t angentes à la c u b i q u e . 

S O L U T I O N A N A L Y T I Q U E . 

Soient x , j k , £ les coordonnées du po in t M, 

X x Y y z 
L_ J . ! I 

( A ) I Xjr Y y Z z -i- — H — I = O. V jl r2 r2. 

les équations de la d ro i te A c o r r e s p o n d a n t e ; nous dési -
gnons le rayon de la sphère par r pour évi ter les con-
fusions de nota t ion dans ce qu i su i t . 

Remarquons i m m é d i a t e m e n t que si la dro i te A passe 
par u n point a, ¡3, y, la dro i te re la t ive à ce de rn i e r 
poin t passe par le point M . 
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Les coordonnées radiales de A sont 

par suite, cette dro i te appar t ien t au complexe té t raé-
dral 

( T ) 

Si le po in t M décr i t la d ro i t e D définie p a r les é q u a -
t ions 

( D ) , • = , = £ « ± * Î I , 
Y l + A ' J I - + - X I - h X 

le l ieu de A est la sur face 

Yj'o Zz, 
~pr •+" t t ~~1 

Xx0 X.r0 

a 2 V-
C2 r2 

XXÌ , Yj^t /J Z \ " X x ] rLz\ 

ou, en désignant p a r A 0 , B 0 , C 0 , Po^ Qo? Ro l e s coo r -
données de D , 

elle admet , c o m m e second système de généra t r ices , les 
polaires de D par r appor t aux surfaces d u faisceau p o n c -
tuel dé t e rminé pa r l 'e l l ipsoïde et la sphè re . 

Les droi tes A qu i passent pa r u n po in t P décr ivent le 
cône d u complexe re la t i f à ce point*, les po in t s M cor -



( 3 6 ) 
respondauts décrivent la droi te A relat ive à P , d ' ap rès 
la r emarque faite p récédemment . 

P o u r que les droites AA', relat ives à deux poin ts 
M ( x , y, z) et y', se coupen t , il f au t et il su f -
fit que le dé t e rminan t 

X y z 
«2 ¿>2 c* 
X y z 

r> ~2 

x' y' zf 

a'1 & C2 
x' y' z' 
A'2 7'*2 /'"-

soit n u l , et cette condi t ion développée expr ime que la 
droite MM' fait par t ie d u complexe T ; c 'est aussi la 
condit ion pou r que la surface réglée re la t ive à la dro i te 
MM' soit un cône . 

P o u r que la dro i te A soit s i tuée dans u n p l an TU de 
coordonnées /£, v, w, p , il f au t et il suffi t q u e l 'on puisse 
met t re l ' équa t ion de ce p ian sous la fo rme 

\ x Y y Z z 
j-l ' rZ ,.2 

+ 1 4 [Xa7 fè + + : Z s - ¿ ) ] = o ; 

nous écr i rons p o u r s impl i f ier 

1 _ 1 _ a'2 1 1 _ P2 1 1 _ ï 2 

¡¡î ~ ~ Jà' J2 ~~ ^ ~ 7? ' c* ~ r* = r*' 

nous aurons alors 

it x ç y 
W z . 
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d 'où 

il ri ç r2 w r2 

37 "" p i-f-fx*2' 7 ~ pi+l 

Ces équa t ions déf in issent , quand JJL varie , le lieu du 
poin t M ; c 'est u n e cub ique T passant p a r l ' o r ig ine et 
p a r les p o i n t s à l ' i n f in i sur les axes ; r é c i p r o q u e m e n t , la 
droi te A relat ive à u n po in t de cette cub ique est s i tuée 
dans le p lan TU. 

Le p l a n passant par A et pa r l 'or igine a pour é q u a -
t ion 

Xxoc 2 -F- Yjk? 2 -H Z Z V ! _ O5 

ou , en r e m p l a ç a n t x, y , z p a r l e s va leurs précédentes , 

wa2X i>p*Y u ^ Z • JZ^Î I - h iXT» 
o ; 

les coordonnées D , V, W de ce p lan sont p ropo r t i on -
nel les aux coefficients de X , Y, Z et sa t isfont , q u a n d ¡j. 
varie, à l ' équa t ion 

ou bit 

U U a2 u a2 

v v p * P ? 2 

W W y2 wy2 
= o, 

: « v w « 2 ( P 2 - Y2) = 

c'est l ' équa t ion de la t race sur le p lan de l ' in f in i du cône 
ayant p o u r sommet l 'o r ig ine et p o u r d i rec t r ice la 
c o u r b e E du complexe ; on voit que cette cou rbe est u n e 
pa rabo le t angen te aux t rois p lans de coordonnées-, 
c o m m e l ' équa t ion est i n d é p e n d a n t e de p , on voit que 
le cône précédent est le l ieu de la c o u r b e E quand le 
p lan TU se déplace pa ra l l è l ement à lu i -même. 

Supposons m a i n t e n a n t que le p o i n t M soit s i tué dans 
le p lan TU; en écr ivant qu ' i l est sur u n e droi te A de ce 
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plan , on forme l 'équat ion 

.. . uoPx w^z 
= TTW + I f 2 = o ; 

cette équat ion du second degré a deux rac ines que nous 
appellerons jxf et pu? elles déf in issent deux droi tes A, 
et A2 passant par M et tangentes à E ; elles d é t e r m i n e n t 
aussi deux points M4 et M 2 re la t i fs à ces tangentes et 
silués sur Ja cub ique T. D 'après la r e m a r q u e fai te au d é -
bu t , la droi te A rela t ive au po in t M c o m m u n à A< et A2 

passe par les deux po in t s M< et M2 et est une corde de 
la cub ique ; r éc ip roquemen t , tou te d ro i t e jo ignant deux 
points M4 et Mo de ceite cou rbe est u n e dro i te A relat ive 
au po in t c o m m u n aux deux dro i tes A{ et A2 , re lat ives à 
M, et M 2 , et ce po in t appa r t i en t au p lan 7t. 

En identif iant f { avec la f rac t ion ra t ionne l le 

(ux-f- vy -h wz) x2 p2Y2( n — {¿i )( ^ — ¡̂ 2) 
(7+-~[ia* ) ( I -f- ^ ) ( l fxY

2 ) ? 

décomposée en f rac t ions s imples , et r e m a r q u a n t q u e 
le p remie r fac teur du n u m é r a t e u r est égal à — p , on 
ob t ien t les valeurs de x , y, z en fonc t ion de [¿4 et 
de [ JU , 

• ÎJL! a 2 ) ( 1 - f - [ ¿ 2 a 2 ) 

u 

y 

(a* — R 2 ) 

Y" ) ( F*2 ~ 

! J t , 7 2 ) ( i - H i ^ f ) 

c'est une représen ta t ion des coordonnées des po in ts du 
p l an TU dans laquelle les droi tes A, et A2 sont mises en 
év idence ; si l 'on suppose u 2 = on o b t i e n t les coor-
données des points de la c o u r b e E . 

Les équa t ions de la d ro i te A re la t ive à un po in t M 
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p e u v e n t ê t re r e m p l a c é e s p a r les su ivan tes 

Xar + Y y Z z — r2 = o, 
X ^ a 2 - f - Y j p Z z y 2 = o, 

o u b leu , e n i n t r o d u i s a n t les p a r a m è t r e s et f/.2 

V X ^7*0-+- ¡mol2) 7*3 

— == O, 
P 

2 Î 
X {T -h |JI| a2)( i -h ¡JUS2) _ 

( a 2 — £2 ) (a2 — y2 ) 

Si le p o i n t M se dép lace sur la t a n g e n t e A< à E , fjL4 

r e s t e c o n s t a n t , et l ' on o b t i e n t le l i eu de la d ro i t e A en 
é l i m i n a n t pu e n t r e les é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s ; en po-
s a n t 

X i 

- 2 

* = 2 

• - - 2 

u a - (a - — p2 )( a"2 — y2 j 

X i 

« ( a 2 ^ M a 2 — y2)' 
X a'-2 

u (a- — [ ^ i i a 2 - y'2) 

y X 

~ 2du ( a 2 — — y 2 ) ' 

o n p e u t les éc r i re 

H H H- (jjLt -+- jx2) K -l- [Xi [ju L — ô  

K H- { jjlj -f- ¡m) L •+• 1̂2 M = o, 

e t l ' é l i m i n a t i o n de ¡¿2 d o n n e l ' é q u a t i o n 

(K-h u iL) 2 — ( L - h ^ M ) F I K ) - °> 

q u i r e p r é s e n t e u n cône ayant p o u r s o m m e t M* et p o u r 
d i r ec t r i ce la c u b i q u e T. Si M est su r la c o u r b e E . o n a 
p., = [¿2, et le l ieu de A s ' ob t i en t en é l i m i n a n t ¡¿j e n t r e 
les é q u a t i o n s p r écéden t e s où ¡JL2 a é té r e m p l a c é p a r ¡JL{ ; 
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son équat ion est 

( K L — M H - M ~ J 2 — 4 ( L 2 — K M ) ^ K 2 — H L — L ^ = O ; 

ce l ieu n 'es t au t re que la déve loppable f o r m é e pa r les 
tangentes successives à la c u b i q u e T. 

V A R I É T É S . 

Le nouveau programme d'admission à l'École 
Polytechnique. 

Il y a deux manières de concevoir l ' é labora t ion d ' u n 
p rog ramme. O n peut le déve lopper l o n g u e m e n t , d o n n e r 
en détail les mat ières qu i le composen t , o u b i en , au 
contra i re , se b o r n e r à de larges indica t ions . Dans les 
deux cas, une très g rande pa r t d ' i n t e rp ré t a t i on reste aux 
mains des examina teurs qui au ron t à l ' a p p l i q u e r , et il 
n ' en peut être a u t r e m e n t . 

Quo i qu ' i l en soit , ma lg ré le soin q u ' o n y appor te , 
un p rog ramme est t ou jou r s u n e œ u v r e impar fa i t e et 
incomplète , car on ne peut tou t p révo i r . La seconde 
méthode nous semblera i t donc p ré fé rab le , sauf à corr iger 
le t rop grand laconisme par que lques expl icat ions sug-
gérées par la mise en p r a t i q u e ; il f au t avoir conf iance 
dans le jugement des examina t eu r s et dans celui des 
professeurs appelés à p r é p a r e r les cand ida t s . S inon , 
aucun p rogramme n ' a p p o r t e r a d ' amé l io r a t i on aux i m -
perfect ions qu 'on aura pu cons ta t e r . 

Mais, lorsque sous u n e f o r m e ou sous u n e a u t r e , le 
p rog ramme d 'admiss ion, p o u r un concours tel que celui 
de 1 Ecole Poly technique , a été a r rê té dans ses g randes 
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l ignes , on devra i t le respec te r , n ' y a p p o r t e r que de très 
légères r e touches d ' a n n é e en a n n é e , en le fa isant b é n é -
ficier s eu l emen t des progrès sc ient i f iques accomplis . 
C 'es t u n édifice à en t r e t en i r , à r é p a r e r , q u ' o n p e u t 
ag rand i r au besoin , mais qu ' i l fau t se ga rde r de démol i r 
t rop souvent p o u r le r econs t ru i r e en e n t i e r . Il n e semble 
pas, m a l h e u r e u s e m e n t , q u ' o n se soit i n sp i r é de cette 
méthode progress ive depuis u n e v ing ta ine d ' années , et 
n o t a m m e n t dans le n o u v e a u p r o g r a m m e du 24 j u i l -
let 1896, ac tue l l emen t en v igueur , et q u e nous avons à 
é tud ie r a u j o u r d ' h u i . 

Il nous sera p e r m i s de le fa i re , en y a p p o r t a n t , avec 
toute la réserve possible dans la l 'orme, la p lus ent iè re 
f ranch ise dans l ' express ion de n o t r e pensée . 

Ce p rog ramme , sur 1111 po in t , a été insp i ré par u n e 
in t en t ion excel lente . O n avait c ru r econna î t r e q u e les 
candida t s ne possédaient pas tou jours su f f i s ammen t les 
é léments des Mathémat iques , et l ' o n a vou lu leur i m p o -
ser u n peu d ' A r i t h m é t i q u e et de Géomét r i e . N o u s allons 
voir tout à l ' h e u r e c o m m e n t 011 y est p a r v e n u . Pu i s , en 
vertu de ce p r inc ipe de compensa t ion qui veu t que toute 
ad jonc t ion soit accompagnée de suppress ion p o u r ne pas 
t r op a lourd i r la charge , il a été p r a t i q u é dans le res te 
des mat iè res de vér i tables coupes sombres , d o n t 
q u e l q u e s - u n e s nous semble ra ien t désas t reuses si ce 
nouveau système é ta i t appelé à d u r e r , ce que nous n e 
c royons pas . 

Le su je t compor t e r a i t d 'assez longs déve loppemen t s ; 
ma i s , vou lan t n o u s r e s t r e indre , nous n o u s c o n t e n t e r o n s 
de r ap ides obse rva t ions su r que lques po in t s , en su ivant 
l ' o rd re des ma t i è res . 

Arithmétique. — L e texte est f o r t cou r t , mais cepen-
dan t détai l lé , et l ' e sp r i t d u p r o g r a m m e para î t ê t re l imi -
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la t i f . O n commence à la théor ie du p lus g rand c o m m u n 
diviseur^ pas u n mot de la d ivis ib i l i té . Il n ' e s t pas 
ques t ion des p ropr ié tés les p lus é lémenta i res des 
nombres premiers , mais la décompos i t ion d ' un n o m b r e 
en facteurs premiers est exp l i c i t ement énoncée , de m ê m e 
que Je système mé t r i que . 11 s ' ensu i t q u ' u n candida t 
pour ra i t se re fuse r l ég i t imement à d o n n e r les carac tères 
de divisibi l i té d ' un n o m b r e par g ou m ê m e par 2, mais 
qu' i l n ' au ra i t r ien à objec ter s 'il se voyait repoussé p o u r 
11e pas conna î t r e les d imens ions précises d ' u n l i t re en 
métal ou le poids d ' u n e pièce de 20 f r ancs . 

Les progressions, le calcul des r ad icaux , les expo-
sants f rac t ionna i res figurent ici . Est -ce u n e g rande 
amél iorat ion de ne pas avoir laissé ces mat ières dans 
l 'Algèbre? 

Géométrie, — Sur le r a p p o r t a n h a r m o n i q u e , l ' i nvo-
l u t i o n , l ' homograph ie , le p r o g r a m m e reste m u e t . II ne 
par le même pas de la divis ion h a r m o n i q u e , tout en 
por tan t : « Pô le et pola i re par r a p p o r t à u n cercle . » Il 
est fâcheux q u ' o n n ' a i t pas prof i té de cet te i n t roduc t ion 
de la Géomét r i e , que nous sommes loin de b l â m e r , p o u r 
y placer f r a n c h e m e n t les n o t i o n s essentiel les de Géomé-
tr ie mode rne qui p e u v e n t ê t re d ' u n secours si pu i ssan t 
dans l ' é tude des con iques . 

Algèbre. — Nous laissons de côté toute c r i t ique de 
détail pour arr iver au p o i n t le p lus grave : nous voulons 
par le r de la suppress ion de toutes no t i ons sur les inf in i -
m e n t pet i ts et sur r e m p l o i de la no ta t ion différent ie l le . 
Après bien des ef for ts pe r sévéran t s , les mathémat ic iens 
avaient ob t enu , depuis p lus ieu r s années , l ' i n t roduc t ion 
de ces not ions , indispensables en ce qu i concerne les 
appl ica t ions . C 'es t u n recul de p lus de v ingt ans qu 'on 
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fa i t sub i r d ' u n coup à l ' en se ignemen t des Ma théma-
t iques spéciales. La suppress ion de la décompos i t ion 
des f r ac t ions ra t ionne l les et de la bel le fo rmule d ' i n t e r -
pola t ion de Lag range au ra i en t d û suff i re aux personnes 
qui c ro ien t al léger 1111 p rog ramme d 'Algèbre en en ext ir-
p a n t les idées les p lus générales ; et l 'on t rouvera peu de 
ma thémat i c i ens pou r se consoler du mauvais sort que 
subit la n o t a t i o n de Le ibn i t z . 

Trigonométrie. — De m ê m e d 'a i l l eurs que dans l ' an-
cien p r o g r a m m e , on t rouve ici : « T h é o r è m e des p r o -
jections ». Nous avons cherché v a i n e m e n t , depuis de 
longues années , ce q u e pouvai t ê t re ce théorème . Jadis 
on disai t : « Théo r i e des projec t ions » et l ' o n n 'avai t pas 
tor t , car c 'est Vensemble des p ropos i t ions sur les p r o -
ject ions qui en fa i t l ' i n t é rê t . M e n t i o n n o n s la d ispar i t ion 
des not ions , b ien sommaires p o u r t a n t , de Tr igonomét r i e 
s p h é r i q u e q u ' o n avai t laissé subs is te r j u squ ' i c i . 

Géométrie analytique. — Le texte nouveau est s u r -
t o u t caractér isé par u n r enve r semen t b ien significatif . 
O n exposait a n t é r i e u r e m e n t les diverses théor ies géné-
rales relat ives aux courbes p lanes , et l 'on appl iqua i t ces 
théor ies aux courbes du second degré . Actuel lement , les 
courbes du second degré figurent d ' abo rd , et c'est seule-
m e n t après q u e vient l ' é tude des théor ies générales . Il 
est j u s t e de r econna î t r e que cer tains candidats avaient 
peut -ê t re u n e tendance exagérée à faire usage de théor ies 
généra les compl iquées p o u r r é soudre les p rob lèmes les 
p lus s imples . Mais tous les problèmes n e sont pas 
s imples, m ê m e dans l ' é tude des coniques , e t n ' a u r a i t - o n 
pas pu r eméd ie r à ce pet i t i nconvén ien t , a u t r e m e n t q u ' e n 
re léguant après les courbes du second degré des théor ies 
qui comprennen t à peu près toute la G é o m é t r i e ana ly -
t ique ? 
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Mécanique. — On avait i n t r o d u i t , depuis que lques 

années , dans le p rogramme, la C inéma t ique et la Dyna-
m i q u e du po in t , et la S t a t i que d ' u n solide i nva r i ab l e . 
La S ta t ique seule subsis te , avec des s ingular i tés de r é -
dact ion sur lesquelles nous n ' i n s i s tons pas . O n y a j o i n t 
des not ions sur l ' équ i l ib re des m a c h i n e s s imples , sans 
f r o t t e m e n t ; s ingul ière p r épa ra t i on p ra t ique p o u r de 
f u t u r s ingén ieurs , q u a n d on réf léchi t que les mach ines 
ne sont jamais en équi l ib re et que le f r o t t e m e n t y in te r -
vient tou jours , excepté q u a n d elles cessent de t r ava i l l e r . 
P a r cont re , le professeur de P h y s i q u e devra d o n n e r aux 
candidats des no t ions succinctes de Mécan ique , en 
grande par t ie chassées du p r o g r a m m e de M a t h é m a -
t i q u e s ; nous cherchons où p e u t ê t re l ' avantage de cet te 
classification plaçant les no t ions succinctes don t il s 'agi t 
en t re le vernier et le p r inc ipe de Pasca l , après l ' op t ique , 
mais avant la cha leu r . 

La Mécan ique est lo in d ' ê t r e u n e science faci le à e n -
seigner. On peu t se d e m a n d e r très s é r i e u s e m e n t s'il 
convient de l 'exiger des candidats à l 'Ecole Po ly t ech -
n ique , même rédu i t e à ses é léments les p lus s imples . 
Mais u n e fois la ques t ion résolue , il conv i end ra i t d ' ac -
cepter n e t t e m e n t la so lu t ion par oui 011 p a r n o n , et de 
n e pas déch i r e r , en q u e l q u e sor te , en l ambeaux ce mal -
h e u r e u x ense ignemen t q u i d e m a n d e r a i t de l ' u n i t é . R e -
marquons , du reste , q u ' e n dépi t du mot la s ta t ique d u 
solide invariable n ' e s t pas de la M é c a n i q u e ; c 'est u n e 
sor te de Géomét r i e pa r t i cu l i è re . Ce qu ' i l y a de p lus 
regre t table dans tou t ceci , c 'est q u e de tels bouleverse-
ments réagissent d ' u n e m a n i è r e grave sur l ' ense ignemen t 
de la Mécanique h l 'Ecole Po ly t echn ique e l le -même. 
Su ivan t que les élèves son t ou non en possession des 
not ions générales f o r m a n t , en que lque sor te , u n e in t ro -
duc t ion à la Mécanique ra t ionne l le , le rôle des p rofes -



( 45 ) 
seurs est t ou t d i f fé ren t , et le n o m b r e des leçons doi t 
changer . U n p e u d ' u n i t é et de con t inu i t é serai t u n 
b ienfa i t de p remie r o r d r e . 

En r é s u m é , la lec ture de ce nouveau p r o g r a m m e nous 
a causé u n e p ro fonde tr is tesse, car il consacre u n recul 
considérable et m o n t r e l ' i nu t i l i t é f inale des rares progrès 
accomplis par des généra t ions successives de p ro f e s -
seurs , de t rava i l l eurs et de savants . 

No t re conso la t ion , et elle est fa ib le , réside dans la 
convict ion où nous sommes des mécomptes q u e ce r é -
gime nouveau d o n n e r a dans l ' app l i ca t ion . Lo r squ ' on 
aura b i e n constaté q u ' o n a abaissé le n iveau des é tudes 
p répara to i res sans fac i l i te r le rôle des e x a m i n a t e u r s ; 
quand l 'a léa , comme conséquence , v iendra j o u e r , dans 
les examens , u n rôle p lus g rand que celui qu ' i l t ient de 
la fa ta l i té des choses, alors force sera bien de recon-
na î t re le mal et de che r che r à y r e m é d i e r . 

Ce j o u r - l à , le p r o g r a m m e de 1896 sera déchi ré et 
anéant i -, moins il au ra fonc t ionné , moins il aura fait de 
ma l . Mais puisse la leçon p ro f i t e r ! Et lo rsque , l ' a n n é e 
p rocha ine p e u t - ê t r e ( ca r le p lus tôt sera le m i e u x ) , on 
r e p r e n d r a la ques t ion , nous suppl ions tous ceux qu i 
a u r o n t à l ' é tud ie r de doter l 'Ecole Po ly techn ique d ' u n 
p rogramme d ' admiss ion m û r i , ré f léchi , appe lan t sans 
doute des p e r f e c t i o n n e m e n t s possibles, mais des t iné à 
d u r e r dans son ensemble . Nous les suppl ions su r tou t de 
ré tab l i r la no ta t ion di f férent ie l le , don t on ne peu t se 
passer et qu i n 'of f re rée l l ement pas p lus de diff icultés 
dans r e n s e i g n e m e n t que la théor i e des dér ivées , qu 'e l le 
complè te et qu 'e l le éclaire . 

L A R É D A C T I O N . 
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AVIS. 

Conservatoire national des Arts et Métiers. 

P a r m i les cou r s p u b l i c s et g r a t u i t s de Sc iences app l i -
quées aux A r t s , ouve r t s d e p u i s le c o m m e n c e m e n t d e 
n o v e m b r e , p o u r l ' a n n é e 1 8 9 6 - 1 8 9 7 , n o u s s igna lons 
spéc i a l emen t à l ' a t t e n t i o n de nos l ec t eu r s ceux d o n t 
voici r é m u n é r a t i o n : 

Géométrie appliquée aux Arts. — M . LAUSSEDAT, profes-
seur, suppléé par M. P . HAAG. 

Géométrie descriptive. — M. ROUCHÉ , professeur. 

Mécanique appliquée aux Arts. — M. H IRSCH , professeur. 

Constructions civiles. — M . P I L L E T , professeur. 

Physique appliquée aux Arts. — M. VIOLLE , professeur. 

électricité industrielle. — M . MARCEL DEPREZ , professeur'. 

ÉCOLE CENTRALE D E S A R T S E T MANUFACTURES. 
CONCOURS DE 1 8 9 6 (DEUXIÈME S E S S I O N ) . 

Géométrie analytique. 

On donne l'angle XOY et les points A, sur O X , B sur OY, 
tels que OA = OB = a. 

PROBLÈME I . — I° Ecrire Véquation générale des co-
niques S circonscrites au triangle AOB et tangentes en A 
à la parallèle AY' à OY. Trouver le lieu de leur centre. 

2" Par chaque point du plan passe une conique S : 
Séparer les régions du plan pour lesquelles Vespèce de 
cette conique reste la même. Construire graphiquement 
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les points communs à une droite arbitraire OZ et à la 
ligne qui sépare ces régions; tangentes en ces points. 

P B O B L È M E I I . — I ° Former Véquation générale des para-
boles S ' p a s s a n t par les points A, B et dont l'axe contient 
le point O. 

Trouver le lieu géométrique des points M par lesquels 
passent deux paraboles S' ayant leurs axes rectangulaires. 
Prouver que la droite A'B', symétrique de AB par rapport 
au point O, doit faire partie du lieu. 

3° Lieu des sommets des paraboles S'; ce lieu se compose 
d'une droite et d'une courbe qu'on propose de tracer (on 
pourra s'aider d'un changement de direction des axes de 
coordonnées). Vérifier que cette courbe présente une in-
flexion en chacun des points A, B. 

Géométrie descriptive. 

On considère : t° un cône de révolution à axe vertical 

(oz, o' z'), et dont la base est un cercle de 8oinm de rayon situé 

dans le plan horizontal ; la cote du sommet est 2iomm; 2° un 

KJ' 

T'y j \ 

aj j V V ' -

a\ c s 

ellipsoïde de révolution à axe de front (ck, c'k') dirigé p e r -

pendiculairement à la génératrice de front (sb, s'b'), et ren-

contrant l 'axe du cône en k' (c'k' = a5mm, o'k' = 8omm). 

Le centre de l'ellipse méridienne est en ( c , c'). Les demi-

axes de cette ellipse sont respectivement c ' a ' = i iom,n et 

c ' y = Gom,n. On demande : i° de tracer les contours apparents 
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des deux surfaces; 2° de déterminer les projections de l'inter-
section de ces deux surfaces en ayant soin d'indiquer les con-
structions nécessaires pour obtenir les points et les tangentes 
remarquables de ces courbes; 3° de représenter l'ensemble 
formé par le cône et l'ellipsoïde, en supprimant de cette der-
nière surface les parties extérieures aux deux plans tangents 
au cône suivant les génératrices de front (sa, s'a') et (.sb, s'b'). 

Nota. — Les portions de contours apparents extérieures au 
solide représenté se traceront en traits bleus. 

Cadre 27e1" sur 45cm. xy parallèle aux petits cotés du cadre 
et au milieu, o's parallèle aux grands côtés et au milieu de la 
feuille. 

SOLUTIONS DE Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

Question 1711. 
( 1896, p. io2.) 

Quand on déroule une épicycloïde sur la tangente au 
sommet, le lieu des extrémités du rayon de courbure est 
une conique. ( R I C C A T I ) ( L ) . 

SOLUTION 

P a r M . ÀUDIBEHT. 

Désignons par 0 l'angle variable que fait avec l'axe des X le 
rayon vecteur allant du centre du cercle fixe, pris pour ori-
gine, au point de contact des deux cercles, par p, r et nr les 
ravons de courbure du cercle roulant et du cercle fixe. L'épi-
cycloïde sera représentée, à l'aide de la variable auxiliaire 6, 
par les deux équations 

. n 0 n -4- 2 
Y = nr sin t) — 2 r si n — cos tt, J 2 2 

. u M . /i -r- a „ 
x — nr cos 0 -f- 2 r sin — sin 0. 

2 2 

(') Voir t. XV, p. 245 ; il semble que c'est par erreur que la 
question a été attribuée à Riccati. 
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On en déduit 

3 / x . TlO . 71- -h 2 IA dy = i (n -4- i ) r sin — sin db, 
i i 

7 / x • ttô 11 -+- 2 7 dx = 2(/i + i)/' sin — cos £¿6, 
2 2 ' 

dx d*y — dy d2 x = 2(71 -f- i)2 ( n h- 2) 7-2 s i n 2 ^ c / 6 3 , 

dS = 2(71 -h i ) r s i n — 

-3 _ ¿/S _ 71 -+- I 71G ^ 

^ dxd2y — dyd^x 7 i - h 2 r S m 2 ' 

d'où, en éliminant l'équation 

(72 4 - 2 ) 2 X 2 - T - 7 I 2 Y 2 — 8 / L ( / L - + - L ) R Y = O, 

qui représente une ellipse. 
En faisant n = 00, on a le cas particulier de la cycloïde; le 

lieu est alors le cercle 

X 2 h - Y2 — 8 r Y = o. 

M. BARISIEN fait remarquer que la question énoncée est tout 
à fait générale et s'applique au déroulement de l'épicycloïde 
sur la tangente en un point quelconque I de la courbe. 

On voit de plus que toutes les ellipses obtenues sont égales. 

Question 1712. 
(1896, p. io3.) 

On considère une série d'hyperboles équilatères homo-
thétiques par rapport à leur centre commun O, et dont 
l'axe transverse commun est OX. Dans chacune d'elles, on 
trace un rayon OM qui détache un secteur d'aire donnée 
à partir de OX. Trouver le lieu du point M. 

( G . - A . L A I S A N T ) . 
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SOLUTION 

P a r M . A U D I B E R T . 

Soient xy — a2, ou p2 sinôcosO = a 2 , l'équation d'une des 

hyperboles, K2 le double de l'aire donnée, on aura 

K2= I p2 d0 = a2 I -T-TP r- ~ a2 L tang 0. 
J % J K sinOcosO 

k 4 

Éliminant a 2 et passant aux coordonnées rectangulaires, 

l'équation du lieu s'écrira 

(,) xy l £ = K » ; 

elle représente une courbe dont le centre est à l'origine et qui 
n'existe que clans la région du plan où y et x sont de même 
signe et satisfont à l'inégalité y > x en valeur absolue. 

Le lieu consiste donc en deux branches situées dans les deux 
angles opposés formés par l'axe d e s e t la bissectr ice^ = x -
Chacune de ces droites est asymptote. En différentiant (i), 
on a 

L — — i dy _ _y 
dx x T y L - -4- i 

X 

La droite y = ex coupe chaque branche au point 

Y ki/e , x =dz - - , 
sje 

où la tangente est parallèle à la ligne des abscisses. La dérivée 
seconde de y 

sL — ̂ L—V-f-1 d2y _ y x \ x / 

ne pouvant s'annuler ni devenir infinie à aucun point réel à 
distance finie, la courbe n'a pas de points d'inflexion; elle a 
l'aspect d'une sorte d'hyperbole déformée située dans le même 



( 5 . ) 
angle, ayant les mêmes asymptotes, mais dissymétrique par 

rapport à la bissectrice et infléchie vers Taxe des y. 

Question 1714. 
(1896, p. io3.) 

Étant donnés, dans un plan, quatre couples de points 
(A, A i ) , (B, Bi ), (G, Ci), (D, D t ) tels qu'aucun des quadri-
latères analogues au quadrilatère AAiBBt ne soit inscrip-
tible, prouver qu'il existe, dans ce plan, deux couples de 
points (X, Y ) tels que chacun des quatre quadrilatères 
analogues au quadrilatère AA^Y soit inscriptible. 

( X . A N T O M A R I ) . 

S O L U T I O N 

P a r M . E . D U P O R C Q . 

Soient Qc et ild trois cercles passant respectivement par 
les couples de points (B, Bi) , (G, C i ) et (D, D ^ et admettant 
deux à deux un même axe radical bcd qui coupe aux points 
c et d les droites BB 1 ? GGt et DD t . Le point b est commun 
aux axes radicaux du cercle il(i et de tous les cercles passant 
par les points B et B t ; l'un quelconque des cercles qui passent 
par les points G et G1? et le cercle ont de même un axe ra-
dical passant par le point c. A tout point b de la droite BBi 
correspond ainsi un cercle et, par suite, un point c de CCi , 
et inversement; les points b et c déterminent donc sur les 
droites BBi et GGj deux divisions homographiques : l'enve-
loppe de la droite bc est donc une conique (a), inscrite au 
triangle formé par les droites BBj , CCi et DD t . (Si , contraire-
ment à l'hypothèse, le quadrilatère B B i C C j , par exemple, 
avait été inscriptible, cette enveloppe se serait réduite au 
point de concours des droites BBj et CCi.) 

Considérons la conique (¡$) qui correspond de même aux 
couples (G, G^, (D, D t ) et (A, A j ) ; elle admet avec (a) deux 
tangentes communes autres que les droites CG! et DDi, et l'on 
voit que l'on peut déterminer quatre circonférences passant 
respectivement par l'un des quatre couples considérés, et ad-
mettant deux à deux pour axe radical l'une de ces tangentes 
communes. Sur chacune de ces deux droites existe donc un 
couple de points (X, Y ) répondant aux conditions de l'énoncé. 
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On peut remarquer que si les perpendiculaires aux milieux 

des segments A A j , BB t , CCi et DDÎ sont concourantes (et dans 
ce cas seulement), les quatre coniques (a), (¡3), (y) et (3) de-
viennent des paraboles, et l'on n'obtient alors qu'un couple 
(X, Y ) à distance finie : l'autre correspond aux cercles concen-
triques. 

QUESTIONS. 

1754. Trouver un polynome entier, en p , 

f { x , p ) = A o/?'« A ^ f - i . . -+- A ,„-!/? + A m , 

où A0, A j , A „ i _ i , A m désignent des fonctions de la variable x , 
tel que l'intégrale générale de l'équation différentielle 

y 

s'obtienne en remplaçant par une constante arbitraire. 

Les équations ainsi obtenues ont-elles des intégrales singu-
lières? 

Nota. — On examinera plus particulièrement le cas où le 
polynome /(#,/?) est du second degré en p. 

On écartera les solutions du problème qui conduisent à une 
équation de Clairaut. (G. BOURLET. ) 

1755. Calculer les deux intégrales définies 

e~r*1 cos [ x (y — a )] clxy I 
et 

e — x*t sin[a?(jK — se)]dx, 
l 

où t désigne une constante positive et où y et a sont des 
constantes arbitraires. (G. BOURLET. ) 
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CONCOURS D E S « NOUVELLES ANNALES » P O U R 1 8 9 6 * 

Résultat. 
E n réponse à l ' a n n o n c e d u Concour s p o u r 1896, la 

Rédact ion a reçu seize Mémoi res . Beaucoup de ces t r a -
vaux p r é s e n t e n t des qual i tés r e m a r q u a b l e s et d é n o t e n t 
une sérieuse é rud i t i on . Q u e l q u e s au teu r s on t c ru devoir 
d o n n e r u n e mul t ip l i c i t é de m é t h o d e s , r évé lan t u n e 
étude a p p r o f o n d i e ; mais ce système a le d o u b l e i n c o n -
vénient d ' a l longer la r édac t ion et de n u i r e à l ' u n i t é de 
l ' ensemble . 

P a r m i les Mémoi res qui on t été r e t e n u s , 011 a accordé 
la p ré fé rence à celui don t l ' a u t e u r , t ou t en t r a i t a n t le 
sujet d ' u n e façon complè te , a r r iva i t au résu l ta t le p l u s 
s implement , sans efforts excessifs de calcul , pa r l ' e m p l o i 
des méthodes les p lus é l émen ta i r e s et sous u n e f o r m e à 
la fois c la i re et concise . 

Il a semblé que le t ravai l de M. R . G I L B E R T r é u n i s -
sait ces qua l i tés au p lus h a u t degré , et qu ' i l p résen ta i t 
ainsi u n e supér ior i té man i fes te sur les au t res Mémoires 
pa rvenus à la Rédac t ion . E n conséquence , le p r ix est 
décerné à M. R . G I L B E R T , qu i a été i m m é d i a t e m e n t 
avisé. Son Mémoi re para î t ra dans l ' u n de nos p lus p r o -
chains n u m é r o s . 

CONGRÈS DE ZURICH. 

Le Congrès préparatoire aux futurs Congrès mathématiques 
internationaux se tiendra cette année à Zurich, les 9, 10 et 
11 août; le Comité d'organisation poursuit activement sa 
tâche, et nous ne manquerons pas, s'il y a lieu, de tenir nos 
lecteurs au courant des autres résolutions qui pourraient être 
adoptées et portées à notre connaissance. 

Ann.de Mcit/iéniat., 3esérie, t. XVI. (Février 1897.) 4 
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[A31] [G6c] 
SUR LES RACINES DE L'ÉQUATION * = « * . 

RACINES IMAGINAIRES; 
P A R M . E . - M . L É M E R A Y . 

L ' é t u d e des r ac ines réel les a fai t l ' o b j e t d ' u n e No te 
p r é c é d e n t e ; j e m ' o c c u p e r a i ici des r ac ines imag ina i r e s . 

S u p p o s o n s d ' a b o r d a i , et soit 

peovrr 

u n e des rac ines i m a g i n a i r e s . P o s o n s 

p cosô = u, p sin6 = v. 

L a r e l a t i on à l aque l l e il f a u t sa t i s fa i re p e u t s ' éc r i re 

p eQ V^T — e1ape9\/—* __ eLa(u-hi>y/~i) 

P r e n o n s les l o g a r i t h m e s ; l ' é q u a t i o n é q u i v a u t a u x 
d e u x su ivan tes : 

(1) Lp = uLa, 
(2) 6 = v La. 

Si , su r deux axes de c o o r d o n n é e s r ec t angu la i r e s , n o u s 
f igu rons les cou rbes r e p r é s e n t a t i v e s de ces é q u a t i o n s , 
l eu r s i n t e r sec t ions d o n n e r o n t la r e p r é s e n t a t i o n des 
rac ines de n p t r e é q u a t i o n ; i l f a u d r a toutefo is n e pas 
ten i r compte des p o i n t s s i tués e n t r e les d ro i tes 

TC 71 
t> = ( 2 A H- l) = et C = ( 2 ^ + î ) 7 y La La 

ces po in t s c o r r e s p o n d a n t à des r ac ines é t r a n g è r e s . La 
c o u r b e ( 1 ) peu t s ' éc r i r e 

p — a" ou encore ^ — zh y / a 2 " — u 2 . 



La courbe ( 2 ) p e u t aussi s ' écr i re 

Î e * 
0 == - — ——K ou encore u — —-—- • 
1 L a sinD t a n g ( e L a ) 

O11 p e u t donc calculer l e u r s coordonnées . O n peut 
aussi les t racer g é o m é t r i q u e m e n t p a r points de la m a -
n iè re su ivante : soit M un poin t de la c o u r b e v = 
menons M N para l lè le à OV et M L para l lè le à O U ; le 
cercle ayant O pour cen t r e et O L pour rayon coupe M N 
en 3Nr ; N est u n poin t de la courbe (1). 

P a r O m e n o n s u n e droi te O P fa i san t avec OU un angle 

don t la t angen te soit égale à ; par O m e n o n s u n e 

droi te O F 0 fa i sant avec O U un angle 9; su r OU p r e -
n o n s O T égal à Tare 9 et menons la para l lè le T P à OV 
j u s q u ' à sa r e n c o n t r e P avec O P ; par P m e n o n s u n e 
paral lè le à O U ; el le coupe O F 0 en Q ; Q est u n point 
de la courbe ( 2 ). 

1 
Q u a n d on a 1 << a <?% la cou rbe (1) se compose 

d 'une b r a n c h e fe rmée AB, et d ' u n e b r a n c h e in f in ie C, 
asymptote à l ' exponen t i e l l e v = au. Les points A , B, C 
ont les mêmes abscisses q u e les po in t s d ' in t e r sec t ion de 
l ' exponent ie l le v = au avec les d ro i tes v = ± u. Q u a n d 

1 
a = e'\ les po in t s B et C se c o n f o n d e n t ; q u a n d a est 

1 
plus grand que ee, les deux b ranches se f o n d e n t en u n e 
seule. 

Q u a n d a = e , la courbe ( 2 ) se compose d ' u n e b ranche 
non représen tée sur la i igure, qu i coupe OU en S, tel 
que O S = 1 ; p o u r u = — x>, elle est asympto te aux 
droites v = zb T:; elle se compose aussi d ' u n e inf in i té de 
b ranches telles q u e D E , compr ises c h a c u n e en t r e les 
droites et r — ( À - h 1 ) ~ ( 1 ), auxque l les elle est 

( ' ) Les branches utiles sont celles comprises entre les droites 
v = 2kr. et c = (2i' + 
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asymptote respect ivement pour u — -h oo et u = — oc; 
elle coupe O y au po in t ( l 'ordonnée 

/ / • ^ 

et les droi tes v = =t u respec t ivement aux po in t s d ' o r -
donnée 

'2 4 

Q u a n d on a une valeur d i f fé ren te de e , la cou rbe ( 2 ) 
reste semblable à celle qui vient d ' ê t r e déc r i t e ; el le 11e 
fait q u e c h a n g e r d 'échel le . 

J e vais m a i n t e n a n t m o n t r e r que , p o u r un po in t r ac ine , 

le m o d u l e de la dér ivée est t ou jou r s plus g rand 

que 1. E11 effet , ce modu le est 

M — allLa = PLA. 

C o m m e sur un point rac ine q u e l c o n q u e 011 vérifie 
l ' équa t ion ( 2 ) , 011 a 

. 0 
pLa = ~ rr, 
r sinO' 

011 en t i re 

M - R ~N? 

sinG 

quan t i t é t ou jou r s p lus grande que 1, sauf pou r 6 = 0. 

D 'après le t héo rème déjà rappelé de M. R œ n i g s , la 

subs t i tu t ion 

ne tendra donc vers aucune racine de l ' é q u a t i o n , que l l e 
que soit la valeur ini t ia le . Donc l ' express ion 

m 
a 

p 0 eM- i 

sera divergente que l que soit a. Mais si la fonc t ion 
1 

ax = a 
x 

a u n e dér ivée dont le module est plus g rand 



Lx 
que i , en c h a q u e p o i n t rac ine , son inverse j ^ 

aura u n modu le de la dér ivée p lus pe t i t que i ; mais la 
fonct ion n ' é t a n t pas h o l o m o r p h e , n o u s n ' a u r o n s con-
vergence p a r le symbole 

,0ovCT p oe[ 

que si nous convenons de ne p r e n d r e pa rmi toutes ses 
dé t e rmina t i ons que celle qui est compr ise dans le 
domaine d ' u n po in t r ac ine donné . 

D ' u n e m a n i è r e généra le , é t an t d o n n é un poin t (p0, 90)> 
cherchons u n point (p, , ou ( u t , r e p r é s e n t a n t , dans 
le système de base le loga r i thme de la quan t i t é 

on devra avoir 
P O^o 

Lpo = ui La. 
0o = vl La. 

Ces équa t ions p e r m e t t r o n t de calculer u{ et puis 
p* et O Î . Cela cor respond à la cons t ruc t ion suivante : 

soit F 0 le po in t (o 0 , 6 0 ) . Le cercle de cen t re O , passant 
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n i F 0 , coupe la courbe ABC en N ; la dro i te O F 0 coupe 
la courbe DE en Q ; la pa ra l l è l e à OV passant par N et 
la paral lè le à O U passant en Q , d é t e r m i n e n t le po in t 
cherché F ^ . ( R e m a r q u o n s q u e les courbes ARC et D E 
pouvan t se cons t ru i r e p a r points c o m m e on l 'a vu p lus 
h a u t , on peu t d é t e r m i n e r F f g éomé t r iquemen t au moyen 
de la courbe r = au, de droi tes et de cerc les . ) 

Cela posé, p renons pour ini t ial la q u a u t i t é — i f 

c ' e s t - à -d i re 

Po = I, 0o= ^ • 

El le est représen tée par le poin t R 0 ; en app l iquan t la 

cons t ruc t ion , nous aurons d ' abo rd le po in t R , intersec-

tion de l 'axe OV avec la dro i te <>= (A / -{- i) —r- ? 7 é tant 
x J J sî La ' 

la valeur ent ière par t icu l iè re donnée à K dans l ' exp re s -
sion de 

0 7Z ç = r ( . | K + l ) , ? L a t. L a 

où S est un angle p lus pe t i t que en c o n t i n u a n t ainsi 

et a t t r i buan t à K la m ê m e valeur nous ob tenons le 
po in t R 2 , s i tué sur la courbe 

r — a", 

et ainsi de suite-, les po in ts ob t enus t end ron t successi-
vement vers le po in t R qui représen te u n e r ac ine i m a -
ginaire . Les rac ines con juguées co r r e spondron t à l ' i n i -
tial — y'— i . 

Cas de a <C i . — Posons a= nos c o u r b e s de -a 
v iennen t 

( O p = a'-", 
0 = - rLa. 
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La courbe ( i 7 ) est s imp lemen t la symét r ique de la 
courbe ( i ) déjà cons idérée . Il en est de m ê m e de la 
courbe (2 1 ) . Mais dans ce cas les b r a n c h e s qu i nous 
donnen t les rac ines de la proposée sont les symétr iques 
des b ranches qu i p r é c é d e m m e n t nous d o n n a i e n t des 
racines é t rangères et i n v e r s e m e n t . 

Ce qu i a été dit p o u r la g r a n d e u r du m o d u l e s ' app l ique 
encore, et t ou jou r s , avec les mêmes conven t ions ; l ' ex -
press ion 

: ± v / = 7 

tendra vers les rac ines de l ' équa t ion p roposée . Soit 
a = ez ; posons 

-+- sj— 1 

d'c 
"V( * ) = 

— m 
z ez 

— m 
ez 

R - - 1 

-4 

— m 
- ez 

— m 
ez 

v/= 
1 
— m 

- ez 

11 

V - — 1 

ni — — 1 [ et z = = 9, 

Si l 'on y fai t 

ces fonct ions dev i ennen t cos9 et s in6 qu i sont les coor-
données rec tangula i res du cercle p — 1. Ce cercle est le 
l ieu des racines imagina i res de l ' équat ion 

X2 — 1CLX -H I = 0, 

quand a varie de o à 1 ; a est relié à 9 pa r la re la t ion 

a — cos9. 
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D a n s n o t r e cas , é l i m i n o n s a e n t r e les é q u a t i o n s ( i ) 
et ( 2 ) ; on a 

d ' o ù 

6 0 
7 ~ — tangO, 
L p u 

0 
(3) p = tfian^O. 

O n en t i re 

z = Lft = - = 
v p si 110 b 

sin 0 ClangO 

La c o u r b e ( 3 ) est le l i eu déc r i t p a r les r ac ines i m a -
g ina i res de n o t r e é q u a t i o n q u a n d a v a r i e ; si n o u s dés i -
g n o n s pa r u(z) et v(z) ce q u e d e v i e n n e n t les fonc t ions 

et V ( ^ ) q u a n d o n y fa i t 

sin 6 étang 0 

u(z), v(z) s o n t les c o o r d o n n é e s de la c o u r b e ( 3 ) , e t a 
est re l ié à 9 p a r la r e l a t i on 

tt=\e5in6/' ou - = \ e s i n e , / 

cosO 

Si l ' o n appe l l e s u r r a c i n e (* ) nwme de a et si l ' on r ep ré -n — 
sen te p a r le s y m b o l e \ J a la r a c ine de l ' é q u a t i o n 

n 
x — a, 

o n a, p o u r n = 2, 

' 1 1 xc = a \x / a 

(*) Sur les fonctions itératives ( Association française, Congrès 
de Bordeaux, 1895). 
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et par conséquen t 

± m e-1 

lim a~l 

pour les rac ines réelles et 

lim a - 1 

pour les racines imaginai res . 
Dans u n e prochaine Note , je donnera i des appl icat ions 

de ce qui précède à que lques é q u a t i o n s t ranscendantes 
et à l ' in tégra t ion d ' u n e équa t ion aux différences mêlées . 

[ D 2 d ] 
SUR UNE REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE 

DU DÉVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE ORDINAIRE; 

PAR M . H U S Q U I N D E R H É V J L L E . 

Ingénieur civil. 

L'é tude sommai re du r e m a r q u a b l e procédé de r e p r é -
sentat ion géomét r ique du déve loppement en f rac t ion 
cont inue , exposé, dans les Nouvelles Annales (1896, 
p. 327) , pa r M. le professeur K le in , nous a condui t à 
une r e m a r q u e s imple , don t l ' in té rê t p r inc ipa l nous 
para î t ê t r e la t r aduc t ion géomét r ique de la convergence 
de la f rac t ion con t inue . 

E n dés ignan t , comme l ' au t eu r de l ' a r t ic le rappe lé 

ci-dessus, par —^ — > • • • les rédu i tes successives de la 1 
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f r a c t i o n c o n t i n u e c o n v e r g e n t e 

i 
CO — U ] H 

H 

¡X3-V-— 1 

on c o n n a î t les f o r m u l e s de r é c u r r e n c e 

Pk+1 = Ph We+2 Pk-1 r 
q k + ! — <7 A- P-A-+-2 -+- ^A-1. 

L ' é l i m i n a t i o n de ¡Jt/f+2 e n t r e ces d e u x f o r m u l e s n o u s 
f o u r n i t la r e l a t i o n 

Pk-h I /?/,-l _ 
qk+\ — qk-\ ~ qk 

d o n t l ' i n t e r p r é t a t i o n , d a n s le sys tème de r e p r é s e n t a t i o n 
de M. K l e i n , est ce l le-c i : 

Chaque côté de l'un des deux polygones dJapproxi-
mation est parallèle au rayon qui joint l'origine au 
sommet intermédiaire de l'autre polygone. 

Ains i q u e l ' i n d i q u e la f i gu re c i -dessus , ce t t e r e m a r q u e 
p e r m e t de p r é c i s e r s i n g u l i è r e m e n t le m o d e de c o n v e r -
gence des c o n t o u r s p o l y g o n a u x q u i s o n t , n a t u r e l l e m e n t , 

a s y m p t o t i q u e s à la d r o i t e — = co. 
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[ A 3 c ] 
S I R LES CONDITIONS QUI EXPRIMENT QU'UNE ÉQUATION 

ALGÉBRIQUE DE DEGRÉ m N'A QUE p RACINES DISTINCTES 

(/?<///); 

P A R M . X A N T O M A R I . 

1. La d i f f i cu l t é de ce p r o b l è m e rés ide d a n s ce fa i t 
q u ' u n e é q u a t i o n a l g é b r i q u e de degré m peu t n ' a v o i r 
que p r a c i n e s d i s t i nc t e s de p l u s i e u r s m a n i è r e s . C o n s i -
d é r o n s , e n effet , l ' é q u a t i o n i n d é t e r m i n é e à p i n c o n n u e s 

( i ) x i x2 -h . . . -f- xp = m, 

et soit ( a , , a 2 , . . . , a p ) u n e so lu t i on de ce t te é q u a t i o n , 
telle qu aucune des inconnues ne soit nulle et que toutes 
soient des nombres entiers et positifs. U n e é q u a t i o n a l -
géb r ique de deg ré m , qu i a u n e r a c i n e d ' o r d r e u n e 
rac ine d ' o r d r e a 2 , e t c . , e n f i n u n e r a c i n e d ' o r d r e a ^ , n ' a 
é v i d e m m e n t q u e p r a c i n e s d i s t i n c t e s ; il en r é s u l t e q u ' i l 
y a, p o u r u n e é q u a t i o n de deg ré m , a u t a n t de m a n i è r e s 
d ' avo i r p r ac ines d i s t inc te s s e u l e m e n t q u ' i l y a de s o l u -
t ions de l ' é q u a t i o n ( i ) en n o m b r e s e n t i e r s , posi t i fs et 
tous d i f f é r e n t s de zé ro . 

Si d o n c on e x p r i m e q u e l ' é q u a t i o n c o n s i d é r é e n ' a 
que p r a c i n e s d i s t i nc t e s , o n e x p r i m e p a r cela m ê m e 
q u ' e l l e a u n e r a c i n e d ' o r d r e OL{ , u n e r a c i n e d ' o r d r e ou, e tc . 
( a M a 2 , . . 0Lp) d é s i g n a n t l ' u n e q u e l c o n q u e des s o l u -
t ions de l ' é q u a t i o n ( i ) en n o m b r e s e n t i e r s , pos i t i f s e t 
tous d i f f é r e n t s de zé ro . O n t r o u v e a ins i u n sys t ème de 
c o n d i t i o n s qu i do i t se décompose r en a u t a n t de sys t èmes 
qu ' i l y a , p o u r l ' é q u a t i o n ( i ) , de s o l u t i o n s de l ' espèce 
cons idé rée , de sor te qu ' à c h a q u e s o l u t i o n il c o r r e s p o n d 
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u n sys t ème de c o n d i t i o n s . D a n s ce qu i su i t , je m e p r o -
pose de m o n t r e r c o m m e n t 011 p e u t t r o u v e r le sys tème 
de c o n d i t i o n s q u i c o r r e s p o n d à u n e so lu t i on d o n n é e d e 
l ' é q u a t i o n (1). J e m ' a p p u i e p o u r cela s u r le t h é o r è m e 
s u i v a n t : 

2 . Pour qu'une équation algébrique et entière 
f ( x ) — o, de degré m* n ait que p racines distinctes, il 
faut et il s u f f i t qu'il existe deux polynomes entiers 
en x, cpp(x) et ( x ) premiers entre eux9 de degrés 
respectifs p et p — 1 et vérifiant Videntité 

(2) o p ( x ) f ( x ) = op-{( x ) f ( x ) , 

f ' ( x ) désignant la dérivée de f \ x ) . 

S o i e n t , en elï'et, aK, a 2 , . . . , ap les p r ac ines d i s t i nc t e s 
de l ' é q u a t i o n et so ien t , a 2 , . OLp l e u r s o r d r e s de 
m u l t i p l i c i t é r e spec t i f s , tels q u e l ' on a i t , d ' a i l l e u r s , 

a, -+- a2 H- . . . -I- — m. 
O n a a lors 

I M = " + g/- • 

/( x ) x — ai x — x — af)
 9 

de so r t e q u e , si l ' o n pose 

?p (-r) = (X — ci^ix — a2).. .(x — ap), 

(P,-, ( X ) = V a j (x — a . 2 ) . . . ( X — ap), 
on a b i e n l ' i d e n t i t é 

<?p{*)f'{x) = Vp-iWf'yX). 

La condi t ion est d o n c néces sa i r e , ca r il esL é v i d e n t 
q u e les p o l y n o m e s Q P ( x ) e t cp/7_i ( x ) son t p r e m i e r s e n t r e 
e u x . 

Il f au t p r o u v e r q u e la c o n d i t i o n est s u f f i s a n t e . P o u r 
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cela, observons d ' abo rd q u e si ^ J y est décomposée en 

f rac t ions s imples, les f r ac t ions o b t e n u e s on t leurs dé -
nomina teu r s respect i fs du p r e m i e r degré . Cela posé, 
supposons l ' iden t i t é ( 2 ) vérifiée et les polynornes <?P(x) 
et < ( x ) p remie r s en t r e eux 5 on en dédu i t la nouvel le 
identi té 

/(a?) <p p(x) 

en ver tu de l aque l l e la décomposi t ion du second 
membre en f r ac t ions s imples 11e doit d o n n e r que des 
f rac t ions à d é n o m i n a t e u r s du p r e m i e r degré , d ' après la 
r e m a r q u e fa i te p lus h a u t ; pa r su i te , ®p(x) = o doit 
avoir ses p racines distinctes, et , en ef fec tuant la dé-
composi t ion , on au ra u n e nouve l le ident i té de la 
fo rme 

/ ' ( & ) _ «1 «2 «/; . 
j\x) x — x — a?— a[)} 

en r e m o n t a n t aux fonc t ions p r imi t ives , on en dédui t 
success ivement 

L f { x ) — LC(x — ax ap )*,. 
et 

f ( x ) = CO — ai^.ia: — . .(x — «p)«/'. 

C o m m e , d 'a i l leurs , f{oc) est u n po lynome en t i e r 
en x , de degré m9 celte nouve l le ident i té n e peu t avoir 
lieu que si , a 2 , . . . , x p sont des nombres en t ie r s et 
positifs, tous d i f fé ren t s de zéro et vér i f iant l égali té 
a, - h a 2 -+- . . . CLp-= m . Il en résul te b ien que l ' équa-
tion f ( x ) = o 11'a que p racines dis t inctes et q u e la con-
dit ion est su f f i san te . 

3. E t a n t donnée m a i n t e n a n t une solut ion par t i cu l i è re 
a , , a 2 , . . . , OLp de l ' équa t ion (1) , p roposons -nous d ' e x -
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p r i m e r c ju 'ane équat ion f ( x ) = o, de degré ;?/, a u n e 
rac ine mu l t i p l e d ' o rd re a t , u n e rac ine m u l t i p l e d ' o r d r e 
a 2 , en f in une rac ine m u l t i p l e d ' o rd re OLp. P o u r 
r é soudre ce p rob l ème , on p o u r r a i t p rocéder de la m a -
n i è r e suivante : 

Soient a 8 , . . . , a p les r ac ines d ' o rd re s de mu l t i -
plicité respect i fs a , , a 2 , . . a ^ ; on a alors 

P a r conséquen t , p o u r q u ' u n e équa t ion de degré m ait 
u n e rac ine d ' o rd re a 4 , u n e rac ine d ' o r d r e a 2 , . . . , il fau t 
q u ' o n puisse d é t e r m i n e r p quan t i t é s aK, <72, . . ., ap telles 
q u ' o n ait l ' i den t i t é ( 4 ) . 

La r éc ip roque est v ra i e , car on passe fac i l ement de 
l ' ident i té ( 4 ) à l ' iden t i t é ( 3 ) , de laque l le on dédu i t 

f i x ) = C(x — a,)*, (x — ... (x — 

D'après cela, pour r é soudre le p rob lème , il suffira 
d ' é l imine r at, ¿z2, ap e n t r e les équa t ions q u ' o n 
ob t ien t en iden t i f i an t les d e u x m e m b r e s de ( 4 ) - O n 
ob t ien t ainsi m -4- p — i équa t ions d ' ident i f ica t ion , 
pu i sque a, + a 2 + . . . -f- VLp — m, et si l ' on é l imine , 
tfu, . . ., ap e n t r e ces équa t ions , on ob t i en t m — î équa-
t ions de cond i t ion , c ' e s t - à - d i r e p lus de condi t ions qu ' i l 
n ' e n fau t , pu i sque , p o u r e x p r i m e r toutes les cond i t ions 
d u problème, il suffit de 

a, — i - - i . . . x7, — i — m — p conditions. 

O u t r e la difficulté d ' é l i m i n a t i o n des quan t i t é s aK, a2> ..., 

(3) 

d ' où l ' o n t i re 

(x — a{)(x — a,) ... (x — a p ) f \ x ) 
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ap, la méthode q u e nous venons d ' e x p l i q u e r p résen te 
donc l ' i nconvén ien t de d o n n e r des cond i t ions en n o m b r e 
su r abondan t . 

4 . Dif f icul té et i n c o n v é n i e n t d ispara issent si l 'on fait 
usage d u théorème d é m o n t r é au n° 2 . Si l 'on c h e r c h e , en 
effet, pa r la m é t h o d e des coeff icients i ndé t e rminés les 
polynomes <fP{x) et <pp__K ( x ) , qu i vér i f ien t l ' i den t i t é 

f'{x)Vp{x) =/(x) 

on ob t i en t m - h p équa t ions l inéai res et homogènes à 
2/7 H- i i nconnues , et l ' é l im ina t i on des i nconnues , qu i 
sont les coeff ic ients des po lynomes v p ( x ) et ( x ) , 
fou rn i s sen t exac t emen t m — p condi t ions e n t r e les coef-
ficients de l ' é q u a t i o n ^ x ) = o . Seu lemen t , on se t rouve 
alors en présence d ' u n e a u t r e diff iculté5 car , si au l ieu 
de cons idérer la so lu t ion ( a , , a 2 , . . a p ) de l ' équa t ion 
(1), on en avait cons idéré u n e au t r e , r ien ne d i s t inguan t 
ces solut ions dans la su i te des calculs , on aura i t t rouvé 
les mêmes m — p cond i t ions . I l en r é su l t e , ainsi q u e 
cela a déjà été di t au d é b u t , q u e ces m — p condi t ions 
doivent se décomposer en systèmes en n o m b r e égal au 
n o m b r e des solut ions de l ' équa t ion (1) en nombres e n -
tiers, posi t i fs et tous d i f fé rents de zéro. 

5 . U n e solut ion de l ' équa t ion (1) é tan t d o n n é e , il 
s 'agit m a i n t e n a n t de t r o u v e r le système de condi t ions 
cor respondan t . P o u r cela , appelons ( a 0 ou, . . . , CLp) la 
solut ion considérée . Si aiy a2, . . c i p sont les p r ac ines 
de Qp(x) = o , rac ines q u i sont dis t inctes en ve r tu d u 
théo rème d é m o n t r é au n° 2 , le po lynome op_K ( x ) est 
égal à Sa , (x — a2) • . • (x — ap), en ve r tu de i . O n 
a donc 

?/>-1O1) „ QP-I(AT) „ _ *P-I(*P) a i = —ri r > 2 — — n > * ' aP — -—-7—v * 'fp(^i) <?p(<*T) ? p ( * P ) 
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Cons idé rons alors les équa t ions 

(5) vp(x) = o et + = o. 

Si Ton remplace A p a r — d a n s la d e r n i è r e , les 
deux équa t ions on t u n e rac ine c o m m u n e aK ; elles on t 
u n e rac ine c o m m u n e a2 si l ' on remplace X pa r — ou, et 
a insi de sui te . Si donc l ' on é l imine x e n t r e les deux 
équa t ions ( 5 ) , l ' équa t ion r é su l t an te R(X) = o , qu i est 
de degré p et d o n t les coefficients sont des fonct ions 
des coefficients de v p ( x ) et de ceux de <?p - i (x ) , pa r 
suite des fonct ions des coefficients d e f ( x ) , cet te é q u a -
t ion R ( A ) = o, d i sons-nous , admet t r a les racines — a , , 
— au, . . . , —cf.p si l ' équa t ion J ( x ) = o a u n e rac ine 
d 'o rd re o^, u n e rac ine d ' o rd re ou, etc.-, elle admet t ra 
p o u r racines — ol'1 , — a!,, . . ., — oc'p , si J\x) = o a p 
racines d 'o rdres de mul t ip l ic i té respectifs a ' t , a.,, . . . , a , 
et ainsi de sui te . 

L ' équa t ion R(X) = o p e r m e t t r a donc de d i s t inguer 
les u n s des au t res les divers systèmes de so lu t ions . 
C 'es t elle qu i carac tér i se et déf in i t n e t t e m e n t les d ivers 
cas qui p e u v e n t se p r é sen t e r . 

INous al lons app l ique r ces cons idéra t ions â deux 
exemples . 

6 . Soit d ' a b o r d à e x p r i m e r q u ' u n e équa t ion d u qua-
t r i è m e degré 

j\x) — X-4- p x- -+- (j X -h /' = o 

n ' a que deux rac ines d is t inc tes . Si cet te équa t ion n ' a 
que deux rac ines d i s t inc tes , elle p e u t avoir , ou deux 
rac ines doubles , ou u n e r ac ine s imple et u n e t r ip le . 
Dans les deux cas, il f au t et il suffi t qu ' i l existe u n po-
lynome du p remie r degré OLX -f- ¡3 et un po lynome du 
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second degré A x- ux v v é r i f i a n t l ' i d e n t i t é 

(a x -h $)(x'+ -h px2 q x r) 
= ( A ar2 H- ux-r-v)(/\x*-hipx-h q). 

O n p e u t d ' a i l l e u r s s u p p o s e r A == i , p u i s q u e le deg ré 
du p o l y n o m e A x 2 + ux + v n e d o i t pa s ê t r e i n f é r i e u r 
à 2, e t c o m m e a lors a est é v i d e m m e n t égal à l ' i d e n -
t i té p r é c é d e n t e s ' éc r i t 

( = (¿r2-f- ux -h ipx H- q). 

A c t u e l l e m e n t , on a 

yp(x) = x^-hux-b 
o'p(x) —"IX -f- u, 

vp-x(x) — (\x -+- p, 

de sor te q u e l ' é q u a t i o n 

s ' éc r i t 
+ fi -T- X u = o. 

Si l ' o n é l i m i n e x e n t r e ce t t e é q u a t i o n et l ' é q u a t i o n 
&p(x) = o , on o b t i e n t 

c ' e s t - à - d i r e 

(7) (4e — H2)X2-4- 4X(4P — w2) -f- 4 p u -+- 16e = o. 

Q u a n d l ' é q u a t i o n f ( x ) = o a d e u x r a c i n e s doubLes, 
— 2 do i t ê t r e r a c i n e d o u b l e de l ' é q u a t i o n ( 7 ) ; on do i t 
donc avoi r 

P 2 —4 P W-t- 4 M2 = O o u $ ~ 1U. 

Q u a n d , au c o n t r a i r e , l ' é q u a t i o n f a u n e r a c i n e t r i p l e 
et u n e s imp le , l ' é q u a t i o n ( 7 ) a p o u r r a c i n e s — 1 e t — 3. 

Ann. de Mathémat., 3" série, t. XVI. (Février 1897.) 5 
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La s o m m e des r ac ines é t a n t — 4? il su f f i t d ' e x p r i m e r 
q u e — i est r ac ine , ce qu i d o n n e 

p 2 — 4 3 w - i - 3 M 2 4 - 4 e = o. 

Ains i , s u i v a n t q u e l ' é q u a t i o n d u q u a t r i è m e degré a 
d e u x rac ines doub le s ou u n e r a c i n e t r ip l e et u n e d o u b l e , 
on doit avoir 

( 8 ) ¡3 = i u 

ou 

(9) p2—4 3 = o. 

Cela posé, i den t i f ions les d e u x m e m b r e s de l ' éga -
l i té ( 6 ) ; il v ien t a lors 

= ip 4- 4C, 
4? -h $ P — q H- 2 
P<7 -V- 4 r — qil 'ipv, 

Si l ' on é l i m i n e ¡3, M et c e n t r e ces équa t i ons , on t r o u v e 
f a c i l e m e n t 

( ipz—8/)/' H- 9^ 2 = o, 
(1 °) 

( q( p 2 - ^ - = 

O n a d ' a i l l e u r s 

„ = - 1 2 , et p = _ « £ . 
2 /> '2 P 

Si l ' on p o r t e m a i n t e n a n t les va l eu r s de m, V et ¡3 dans 
les équa t ions ( 8 ) e t ( 9 ) , la p r e m i è r e de ces é q u a t i o n s 
d o n n e q = o et la d e u x i è m e d o n n e p a r e i l l e m e n t 
8/>3-f- 2 7 q 2 = o . D o n c q = o ca rac té r i se le cas de d e u x 
r ac ines doub les et 8 p z -}- 2 7 q - ==. o ca rac té r i se le cas 
d ' u n e r ac ine s imple et d ' u n e r a c i n e t r i p l e . I l e n r é s u l t e 
q u e , si l ' on é l i m i n e r e n t r e les é q u a t i o n s (10) , on do i t 
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t r ouve r < 7 = o dans le p r e m i e r cas et 8 p* -f- 27 q- = o 
dans le d e u x i è m e . A u t r e m e n t , le sy s t ème (10) se d é c o m -
pose en d e u x 

q — o 1 p* — 8 pr -f- 9 q* = o, 
2/>(/>2— 4/*) = o /> 2 - f - i2r = o. 

L e p r e m i e r d e ces sys tèmes c o r r e s p o n d au cas de d e u x 
r ac ines d o u b l e s e t le second doit c o r r e s p o n d r e a u cas 
d ' u n e r a c i n e t r i p l e e t d ' u n e s i m p l e ; p a r c o n s é q u e n t , en 
é l i m i n a n t r e n t r e les é q u a t i o n s de ce d e r n i e r sys tème , 
on do i t t r o u v e r 8 p * + 27<72 = O*1 I e c o n s t a t e sans 
a u c u n e di f f icul té . E n r é s u m é , si l ' o n obse rve q u e p n e 
p e u t pas ê t r e n u l , o n vo i t qu ' i l y a d e u x r a c i n e s d o u b l e s 
si l ' on a 

q — o avec p'2 — 4 r = 

u n e r a c i n e t r i p l e et u n e s imp le si l ' o n a 

8/?3-h 27 <72 = o et />2-4-12/' = o. 

7 . So i t m a i n t e n a n t à e x p r i m e r q u ' u n e é q u a t i o n du 
c i n q u i è m e d e g r é 

f ( x ) = -hpX*qx--+- rx -f- s = o 

n ' a d m e t q u e d e u x r a c i n e s d i s t i nc t e s . 

P o s o n s , c o m m e d a n s l ' e x e m p l e p r é c é d e n t , 

Op(x) — UX -+- V, ^p-i(x) — OLX -f- ¡3, 

et f o r m o n s l ' é q u a t i o n 

Op-i(x) h- X o'p(x) = o; 

nous o b t e n o n s a ins i 

( a -4- 2 H- p H- A u = o , 

de sor te q u e si l ' o n é l i m i n e x e n t r e ce t t e é q u a t i o n et 
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' ¿ p ( x ) — o, il v ient 

( P -I- X M)2 — ( P -h X M) (a -+- 2X) + p (a -f- i l ) * = o, 

ou 

(11) ( 4 P — M2) X2H- X (4P — a2) a 4 - P2 — a^w -f- o. 

E x p r i m o n s enf in que Ton a l ' iden t i t é 

en ver tu de laque l le on voi t t ou t de sui te q u e l ' o n do i t 
avoir a — 5, de sor te q u e l ' i den t i t é s 'écr i t 

( (5x fi) (x5-{- pa?3 -f- qx2 -h / t + s ) 
(12) < 

( = (a?2-b ¿¿¿p -4- v) (5x'+-+- 3px--\- iqx -h ;•), 

et l ' équa t ion (11) devient 

R (X) = ( 4 ^ — W 2 )X 2 -H 5 ( 4 P — M2) X -f- P 2 — 5 p M -H 2 5 E — O. 

L' iden t i f i ca t ion des deux membres de (12) condui t 
aux é q u a t i o n s 

P = 5 m, 
2 = 5c, 

3 -h = 3jow, 

4/* H- (3 <7 = '2ÇU-+- 3/?c, 

5 s -+- p /- = rw -h 2 g p. 
P S = /V. 

Des trois p remières équa t ions on t i re 

V — m 11 — —? P i5y 
5 2 /> 2 /? 

e t , en p o r t a n t dans les t rois dern iè res , on ob t ien t les 
équa t ions de condi t ion cherchées 
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O r , si u n e équa t ion du c i n q u i è m e degré n ' a que deux 

racines dis t inctes , elle p e u t avoir , soit u n e r ac ine 
double et u n e rac ine t r ip l e , soit u n e r ac ine q u a d r u p l e 
et u n e s imple . Le système de condi t ions t rouvées doi t 
donc se décomposer en deux aut res co r r e spondan t aux 
deux cas qu i peuven t se p r é s e n t e r . Dans le p r emie r cas, 
l ' équa t ion R ( X ) ~ o doit a d m e t t r e les rac ines — 2 et 
— 3 ; elle doit admet t re les rac ines — 1 et — 4 dans le 
second cas. C o m m e la somme des rac ines est t ou jou r s 
— 5, p o u r e x p r i m e r q u ' o n est dans le p r e m i e r cas, il 
suffit d ' e x p r i m e r que — 2 est r ac ine ; il suffit d ' éc r i re 
que — 1 est rac ine p o u r exp r imer q u ' o n est dans le 
deuxième cas . O n voir ainsi q u e si l ' équa t ion a u n e 
racine t r ip le et u n e rac ine double , on doit avoir 

v -+- 6 u- = o, 

et que l ' on doit avoir 

quand l ' équat ion a u n e rac ine q u a d r u p l e et u n e s imple . 
Si l ' on t ient compte des valeurs t rouvées p o u r u et 
pour v, ces équat ions s 'écr ivent respec t ivement 

| X LYQ^O, 

P a r conséquen t , si, en t r e les équa t ions ( i 3 ) , on é l i -
mine r et f, l ' équa t ion en p et en q a insi o b t e n u e doi t se 
décomposer en les deux équa t ions ( i 4 ) -

Un calcul facile d o n n e 
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E n por t an t les valeurs de r et de s q u ' o n en déduit 

dans l ' équat ion 
4 P 2 r 1 ^ CJS + = 

on obt ien t l ' équa t ion 

52 X 9 2 X ( / 4 + 5 x 3 x 5Sp'-q2 -H y?6 = o, 

de laquel le on t i re 

2 __ — 29/?3±a5/?3  

1 5 X 2 7 ' 
c ' e s t - à -d i re 

4y?3-h 5 X l - q 2 — o, 
et 

2/>3 -h 5 q2 = o, 

qui sont b ien les équat ions ( i 4 ) -
Ainsi, p o u r que l ' équat ion 

x» -h p x3 -r- q x- -h rx -f- s = o 

ait u n e racine doub le et u n e racine t r iple , il faut et il 
suffit que l 'on ait 

/ n f o , 9<72 bp'2 
- i / ? 3 + 5 x 'x~jq2 — o, 4r = - y - , 

pour qu 'el le ait une racine quadrup le , il faut et il suflît 
que l 'on ait 

1P 3 

o To?2 , 

Dans le premier cas, les condit ions s 'écrivent plus 
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s implement 

4/?3-H 27 7 2 = o, 5 / - — p 2 = o, i4/>£ — 25s = o ; 

dans le s econd cas , el les s ' é c r iven t de m ê m e 

2/?3-4- 5q'2 = o, 20/' -f- g/?2 = o, 5 o s — p q — o. 

[ F 4 a ] 
LE THÉORÈME D'ADDITION DE LA FONCTION P M I 1 ) ; 

P A R M . P A U L S T Ä C K E L , 

Professeur à l'Université de Königsberg. 

Traduit de l'allemand, avec l'autorisation de l'auteur, 
par M. L. IAUGEL. 

L o r s q u e les g r a n d e u r s z/2, u 3 vé r i f i en t la c o n -
d i t ion 

( l) l('i + £¿2 + Mj = O, 

le ( [uol ient 

. • -I- Wi)Œ(M -f- M9)ct(M -4- U3) _ -U) . J \ 

r e p r é s e n t e u n e f o n c t i o n e l l i p t i q u e du t r o i s i è m e o r d r e , 
qu i n e d e v i e n t i n f in i e q u ' e n les p o i n t s q u i sont c o n g r u s 
à zéro. P a r c o n s é q u e n t , si l ' on déve loppe f ( u ) s u i v a n t 
les pu i s sances de le coe f f i c i en t de u ~ i do i t s ' é v a n o u i r 
i d e n t i q u e m e n t , e t l ' o n a, p a r su i t e , 

I 0 = <7 Mi <J ll2 s" ¿ i - j - t - 1 llv Œ M3 3"" ll{ —i— <JU3(J Cl" U2 ( J j , , , , 
( -4- 2 J ¿¿i a £¿9 a- î a î ^ î a!4-'A(Jii3a ui a M2, 

i1) Mathematische Anualen, t. XLVII, 4e Cahier, p. 604 ; 1896. 
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o u , après u n e t r a n s f o r m a t i o n f ac i l e à p r a t i q u e r , 

I (Tiii \G Ui / GU<1 \<7W«>/ 

( ^ Y + ( ; 
\<*u 3/ V' 

(4) i 
I 7"U3 (Q'uzYl i ö U\ a'u>2 a u3 
l aii3 \ 

O r , n o u s avons les e q u a t i o n s [ H . A . S C H W A R Z , For-
meln und Lehrsätze... ( 1 ) , A r t i c l e 9 ( 1 ) , Ar t ic le 11 (4)] : 

(5) — =—p(u)/ <7 U \ <JU J r 

rs'ux ar'w2 QUz ip'ul—p,u2 . ( f>) i i — - — , U| + W 2 + M 3 = O ) ; 
<3U\ aw2 CTW3 2 p^ i — J3 u2 

p a r su i t e , la r e l a t ion ( 4 ) est é q u i v a l e n t e à cel le-c i : 

/ x f f p ' u \ — P'lh.\2 
( 7 ) p « , + j > « , + p W , = z ( p u i _ p u j ' 

qu i p r é c i s é m e n t e x p r i m e le théorème d*addition de la 
fonction p(u) sous sa forme classique. 

[M'ßlp] 

SUR L 'APPLICATION DE DEUX COVARIANTS 
A LA CONSTRUCTION DE QUELQUES E S P È C E S DE C O U R R E S ; 

PAU M . S . M A N G E O T , 

Docteur ès sciences. 

J e cons idè re u n e c o u r b e p l ane r e p r é s e n t é e p a r 
l ' é q u a t i o n e n t i è r e 

f i * , y) = 

r e l a t i v e m e n t à d e u x axes de c o o r d o n n é e s r e c t a n g u l a i r e s 

(') Traduit par M. Padé. Paris, Gauthier-Villars et fils. 
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quelconques O x, O y , et soient <ï>, W les deux l ignes que 
déf in issent respec t ivement , p a r r a p p o r t à ces axes, les 
équat ions 

dont les p remiers m e m b r e s sont des covar ian ts de f 
pour toute subs t i tu t ion o r t h o g o n a l e . 

Si l 'on calcule les fo rmes par t i cu l i è res que p r e n n e n t 
ces d e u x covar iants l o r squ 'on subs t i tue à f le p r emie r 
m e m b r e de l ' équa t ion qu i r ep ré sen t e l ' u n e des courbes 
suivantes : cissoïde, s t rophoïde dro i te , l emnisea te , con-
choïde de cercle , pa r r a p p o r t aux axes liés à la courbe 
auxquels 011 la r a p p o r t e h a b i t u e l l e m e n t , l ' examen de 
ces fo rmes condu i t aux résul ta ts que voici , q u a n d la 
courbe F est du t ro i s ième ou d u q u a t r i è m e o rd re . 

P o u r que la courbe F soit u n e cissoïde, il f au t et il 
suffit que soit u n e hype rbo l e , et q u e , en r a p p o r t a n t 
la courbe aux deux axes de cet te con ique , son équa t ion 
p renne la f o r m e 

P o u r que la courbe F soit u n e s t ropho ïde droi te , il 
faut et il suffit que l F soit u n e hyperbo le , q u e <I> soit 
une d ro i t e d é t e r m i n é e pe rpend icu la i r e à son axe t rans-
verse D, et q u e , en r a p p o r t a n t la cou rbe aux deux 
droites D et <ï>, son équa t ion ait la f o rme 

P o u r q u e F soit u n e lemnisca te ou u n e conchoïde de 
cercle , il est nécessaire et suffisant q u e <I> soit u n cercle 
et q u e , en dés ignan t par «r0, j)'o coordonnées du 
centre de cercle, la fonct ion f ( x ~b x0, y H-JKo) ait la 

y'^i x'— a)-\-(x'-+- a j3 = o. 

x' ( x'2 -h y'-)-h a(x'2—y'2) — o. 
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f o r m e 

AO2—jK2)-f- BiPj, 

ou ce l le -c i 

(x'2-i-y'2 — a 2 ) 2 — + cos a -+- y sin a)-+- a2 j. 

D a n s les q u a t r e cas , o n c o n n a î t r a la p o s i t i o n de la 
c o u r b e p a r r a p p o r t a u x axes O x , e t sa g r a n d e u r . 
L o r s q u e l ' é q u a t i o n f ( x , y ) = o r e p r é s e n t e u n e c issoïde 
( o u u n e s t r o p h o ï d e d r o i t e ) , la d i s t ance d u p o i n t d o u b l e 
à l ' a s y m p t o t e a p o u r e x p r e s s i o n 

e n a p p e l a n t à le d i s c r i m i n a n t de la f o n c t i o n d u second 
deg ré <i(x, y ) e t S ce lu i des t e r m e s d u second d e g r é de 
ce t t e f o n c t i o n . 

Si f ( x , y ) ~ o est l ' é q u a t i o n d ' u n e l e m n i s c a t e , le 
c a r r é de la d i s t ance de son c e n t r e à l ' u n de ses s o m -

/ 

m e t s a p o u r va l eu r i i / / ' , u d é s i g n a n t la f o n c t i o n 

[L11 c ] 
T H É O R È M E S D E P A S C A L E T D E R R I A N C H O N ; 

U n l i e x a g o n e c i r consc r i t à u n e c o n i q u e p e u t ê t r e 
c o n s i d é r é c o m m e la pe r spec t i ve d u p o l y g o n e gaucl ie 
f o r m é p a r six g é n é r a t r i c e s r ec t i l i gnes d ' u n e q u a d r i q u e 
g a u c h e a l t e r n a t i v e m e n t d u p r e m i e r et d u d e u x i è m e 

- PAU M. F. FARJON. 
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système. Les t ro is couples de généra t r i ces opposées dé-
t e rminen t t ro i s p l ans f o r m a n t u n t r i èd re qu i a p o u r 
arêtes les diagonales de l ' h e x a g o n e ; celles-ci se coupen t 
donc en u n m ê m e po in t ( t h é o r è m e de B r i a n c h o n ) . 

Soient 1 , 2 , 3 , 4y 5, 6 les sommets de l ' h e x a g o n e ; les 
pl ans tel s q u e i 2 3 , 2 3 4 , • • - on t p o u r t races , sur le pl an 
du T a b l e a u , les côtés d ' u n hexagone insc r i t . C o n s i d é -
rons les deux p lans opposés i 2 3, 4 ^ 6 ; l eu r in tersec t ion 
est dé te rminée pa r les in te r sec t ions des deux couples de 
génératr ices opposées 12 , 4¿> e t 2 3, 5 6 ; de p lus , sa 
trace sur le p l a n du T a b l e a u est l ' i n t e r sec t ion des deux 
côtés opposés co r r e spondan t s de l ' hexagone inscr i t . E n 
app l iquan t la m ê m e cons t ruc t ion aux deux autres 
couples de p lans opposés , on r econna î t q u e leurs i n t e r -
sections sont dans u n m ê m e p l an avec la p récéden te , et 
les t rois poin ts de r e n c o n t r e des côtés opposés de l ' h e x a -
gone insc r i t s i tués su r la t race de ce p l an sont en l igne 
droi te ( t h é o r è m e de Pasca l ) . 

La m ê m e f igure peu t serv i r «à d é m o n t r e r d ' au t r e s 
théorèmes. Ainsi , les faces d u t r i èd re des diagonales de 
l ' hexagone c i rconscr i t on t pour t races sur le p l an du 
T a b l e a u les d iagonales de l ' hexagone i n sc r i t ; celles-ci 
se coupent donc deux à deux sur les diagonales de 
l ' hexagone c i rconsc r i t , e tc . 

Ce mode de r a i s o n n e m e n t fai t découler des p r inc ipes 
les p lus é l émen ta i r e s de la Géomét r i e dans l 'espace la 
démons t r a t i on de p ropos i t ions de Géomét r i e p l ane don t 
la p reuve est faite h a b i t u e l l e m e n t par des procédés a r t i -
ficiels. E x e m p l e : les p ropr i é t é s des t r iangles h o m o l o -
giques, qu i sont évidentes lorsque l ' on cons idère la figure 
comme la perspec t ive d ' u n t r ièdre coupé p a r deux 
pl ans . 
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NOTE SUR UNE QUESTION DE LICENCE ( ' ) ; 

PAU M . A U D I B E R T . 

D ' a p r è s le t ex t e de la q u a t r i è m e q u e s t i o n d ' A n a l y s e 
p r o p o s é e a u x c a n d i d a t s à la L i c e n c e , à R e n n e s , l ' é q u a -
t i o n 

d é r i v e r a i t , pa r la d é t e r m i n a t i o n d e la f o n c t i o n a r b i -
t r a i r e , de l ' é q u a t i o n g é n é r a l e des s u r f a c e s p o u r l e s -
que l l e s M N = O N . 

O r , z2 = m(x2 y2 ) r e p r é s e n t e un cône de r évo lu -
t ion a u t o u r de l ' a x e O Z , e t , d a n s ce cas , M N est le 
côté d ' u n t r i a n g l e r e c t a n g l e d o n t OJN est l ' h y p o t é -
n u s e . 

LICENCE È S SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

SESSION DE NOVEMBRE 1896. - COMPOSITIONS. 

Paris. 

A N A L Y S E . — I . Une surface S étant rapportée à 
trois axes rectangulaires O x , O y , O z , soient M un 

(') Voir octobre 1896, p. faj. 
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point de S, M T la tangente en M à la section de S 
par le plan z O M , T le point oit M T rencontre O z . 
Soient, de plus, m la projection de M sur Oz et V la 
projection de M sur le plan xO z. 

Former et intégrer Véquation aux dérivées par-
tielles que vérifient toutes les surfaces pour lesquelles 
le produit M m x O T des segments M m et O T est égal 

(en tout point M ) à O P . 
(O/z pourra prendre comme fonction le z du 

point M, et, comme variables indépendantes, les 
coordonnées polaires r et 8 de la projection du point, M 
sur le plan xOy). 

L'équa t ion d e m a n d é e est 

z dz z* 
— = — -+- cos2 0, âr r2 

équation h o m o g è n e q u ' o n sait i n t ég re r . O n t rouve 

z — r cos 0 tang £cos 0 log ^ j , 

e n désignant par F ( 9 ) u n e fonc t ion a rb i t r a i r e . 

II . Soit z une variable complexe et soit 3(z) l'in-
tégrale 

•A ¿( l — ¿2)2 
Posons 

i° Quelles sont les conditions nécessaires et suffi-
santes que doivent vérifier C et les coefficients a , ¡3, 
Y, 3, pour que la fonction F ( z ) soit uniforme dans 
tout le plan? 
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2° Quelles conditions faut-il ajouter pour queY ( z ) 

se réduise ci une fonction rationnelle de z? 

M É C A N I Q U E . — I . Un disque circulaire A , de rayon R , 

est fixé dans un plan vertical. Un deuxième disque 
circulaire B, homogène et pesant, de même rayon R, 
est mobile dans le même plan vertical et assujetti à 
rester en contact avec le disque A , sur lequel il peut 
glisser sans frottement. 

Le disque B est abandonné sans vitesse initiale, 
dans une positiori telle que la droite AB, joignant les 
centres des disques, fasse, avec la verticale ascen-
dante, un angle de 45°. 

Trouver le mouvement du disque B; former Véqua-
tion déterminant V angle que fait la droite AB avec la 
verticale ascendante au moment ou le disque B quitte 
le disque A. 

I I . Un segment de droite AB, mobile dans un 
plan est assujetti aux conditions suivantes : il glisse 
sur un point fixe O du plan iz, et il est vu sous un 
angle droit d'un autre point C de ce plan. 

I^rouver le centre instantané de rotation et les 
courbes décrites par ce point dans le plan TU, d'une 
part, et, d'autre part, dans un plan lié invariable-
ment au segment AB. On supposera la longueur du 
segment AB double de la distance OC. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — On a observé à 6 H I 3 M I I S , 3 

( temps sidéral) le passage au premier méridien d 'une 
étoile dont les coordonnées sont 

On demande de déterminer : i ° la latitude du lieu 

Ascension droite 
Distance polaire. 

7 h 5 8 m i 7 s , 6 

44°9'53" 
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d'observation ; l'erreur que produirait sur cette la-
titude une erreur d'une seconde sur Vinstant du pas-
sage; 3° l'erreur qui résulterait d'une erreur d'une 
seconde d'arc sur l'azimut du premier vertical. 

Besançon. 

A N A L Y S E . — Étant donné un système d'axes rec-
tangulaires O x , O y , O z, soient deux points A et B, 
dont les coordonnées sont respectivement 

A . . . .r — o, y— o, z = h, 
B . . . x = b, y = o, z — h, 

et une circonférence G représentée par les équations 

¿r2 —f- y2 — «2, z = o; 

<7, è, A 507?£ ¿/es quantités positives données. 
On considère les deux surfaces coniques qui ont 

pour base commune la circonférence C et pour som-
mets respectifs les points A e i B. 

On demande de calculer le volume limité par ces 
deux surfaces coniques et par le plan des xy. 

Dans le croquis, les points de ce volume se projet-
tent sur le plan xO z, suivant la partie indiquée par 
des hachures. 

O n r e m a r q u e que les deux cônes se c o u p e n t suivant 
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u n e seconde courbe p l ane . O n peu t évaluer le vo lume 
d e m a n d é en le pa r t agean t en t r anches i n f i n i m e n t 
minces , soit par des p lans paral lè les au p l an des xy, 
soit par des p lans passan t par la l igne des sommets . 
Dans ce de rn i e r cas, chaque t r anche p o u r r a ê t re assi-
mi lée , en négl igeant les i n f i n i m e n t pet i ts d u second 
ordre , à u n t ronc de p r i sme t r i angu la i r e , et l ' on est r a -
mené à l ' i n tégra t ion d ' u n e f rac t ion r a t i onne l l e . 

M É C A N I Q U E . — Un tube rectiligne peut tourner au-
tour d'une verticale Oz. Dans ce tube est mobile sans 

frottement une bille pesante. Le tube fait avec O z un 
angle a, et sa distance ¿t cet axe est a 5 m est la masse 
du tubey [A celle de la bille. 

Déterminer en fonction du temps la distance ¡¿A = q 
et Vangle AOx = 9. (On suppose que O A est la per-
pendiculaire commune au tube et à l'axe.) 

Examiner les divers cas particuliers que présente la 
question pour des valeurs particulières de a et de a. 

E m p l o i d u p r i n c i p e des forces vives et du théorème 
d u m o m e n t des quan t i t é s de m o u v e m e n t a u t o u r de O z . 

A S T R O N O M I E . — Calculer la distance angulaire 
géocentrique de a de VAigle au centre de la Lune, 
le 19 août 1885, à 6B , temps moyen de Paris. 
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On prendra pour données les ascensions droites et 

les déclinaisons des deux astres. 

Caen. 

A N A L Y S E et G É O M É T R I E . — I . Si, considérant u 
comme une fonction de x9 on calcule suivant la règle 
connue la dérivée seconde de la fonction composée 
f ( x , u), on tombe sur une expression renfermant à la 
„ . i r du d1 u 

fois les quatre quantités x1 u, ^r* 

Cela fait, et considérant désormais x, u, ^ et J 1 1 7 dx dx2 

comme quatre variables indépendantes distinctes, on 
déterminera la fonction f ( x , u) par la condition que 
l'expression dont il s7agit soit le produit d'une fonc-
tion F des seules variables x et u par la quantité 

Q du /du\* d2u 
a 21 dx ^ \ dx / dx2 ' 

oii a, p, y désignent trois constantes données. Relation 
qui doit exister entre a , ¡3 et y pour que le problème 
soit possible. 

I I . En désignant par C une courbe plane donnée, 
on propose de rechercher les surfaces réglées satisfai-
sant à la double condition : i° que toute génératrice 
rencontre la courbe C à angle droit ; 2° que C soit une 
ligne de courbure de la surface cherchée. 

I . La f o n c t i o n / " d o i t v is ib lement sat isfai re aux condi -
tions 

à\f d*£ d j 
dx2 __ ôxdu _ du* __ du 
~¡r ~ p - T ~ 

df , . 

^ é tant préc isément F . In t ég ran t l ' équa t ion qu i résu l te 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XVI. (Février 1897.) 6 
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de l 'égal i té des deux dern iè res f r ac t ions , on a, si y ^ o ; 

^ = eV*o(x)> f = i eï*cp (x) (x); 

^ ^ est égal à eïM<p'(.r); p o u r qu ' i l soit aussi égal à 
il f au t q u e <p(;r) soit de la forme A e ^ . 

L 'égal i té de la p remiè re et de la q u a t r i è m e f rac t ions 
donne alors l ' équa t ion 

A 32 

Y 

elle exige que ¡32 soit égal à ay et donne ensui te 

¿ " ( ¿ r ) = o , ^ ( x ) == Bx -4- G, 

f ( x , u) = B^-f-G. 

Si y e s t 0 1 1 t rouve d ' abord que ^ est de la fo rme 

<p ( x ) , puisque doit être nu l e t y de la forme 

/(¿f, w) = + -4- Bx -+- G. 

I I . D 'après le t héo rème de Joaeh ims tha l , le p l an tan-
gent à la surface che rchée S aux divers points de C fai t 
u n angle cons tan t avec le p lan P de cette c o u r b e ; or , cet 
angle est mesu ré p a r l ' angle des généra t r ices avec leurs 
pro jec t ions su r P ; si P étai t hor izon ta l , S serait u n e 
surface à pen te cons tan te et déve loppable ; les l ignes de 
cou rbu re é tan t les généra t r ices et les l ignes de n iveau . 

O n t rouvera b e a u c o u p de fo rmes p o u r la solution 
ana ly t ique . 

M É C A N I Q U E . — I . Dans un plan fixe P , on donne 
une cycloïde U et la droite S T qui la touche en Vun de 
ses sommets S. Un triangle ABC glisse sur le plan P 
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de manière que le sommet A reste sur la droite S T et 
que le côté AB soit constamment tangent à U , le point 
de contact se déplaçant sur la cycloïde avec une vitesse 

constante. Lieux du centre instantané de rotation dans 
le plan P et dans le plan du triangle. Pour une position 
donnée de ce triangle, déterminer le centre de cour-
bure de la trajectoire du point C et le centre des accé-
lérations du plan mobile. 

II . Sur un cône dont toutes les génératrices font 
avec la verticale un angle de 45°, déterminer une 
courbe C telle que, si un point pesant glisse sur cette 
courbe sans frottement, il exercera sur elle une pres-
sion constamment horizontale; la courbe C , qui est 
fixe, a sa tangente horizontale en un point situé à la 
hauteur h au-dessus du sommet du cône et le mobile 
considéré y est animé d'une vitesse égale à sjigh. Loi 
du mouvement ; direction et grandeur de la pression 
exercée sur C par le point pesant dans une position 
quelconque. 

I . Soi t , dans u n e posit ion que l conque d u t r iangle , 
M le point où AB touche U : on voit sans pe ine q u e le 
centre in s t an tané est au po in t le plus bas du cercle géné-
ra teur passant par M ; son l ieu dans le p l an P est la base 
de la cycloïde; dans le p lan mobi le , c 'est u n cercle de 
centre A et de rayon 2/2, a é tan t le r ayon du cercle 
généra teu r . 

Le cen t re de cou rbu re de la t ra jec to i re de C s 'ob t ien t 
par la cons t ruc t ion de Savary. 
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Les coordonnées d u cen t re des accélérat ions K sont 

données pa r des équa t ions de fo rme c o n n u e 

w ^ + w'ifj = o, — a>2 7)—toor' = o. 

O n voit que a-' est égal à — 2 a w . D 'a i l l eu r s , dans le 
p lan P , a r c S M est de la fo rme 4 ^ s i n a ( a angle de AB 
avec ST) ; on a 

dy. —- = — co dt 
et 

4ttsina = c£, — 4 « w c o s a = c, 

— 4 a w 2 s i n a — 4 «w'cosa = o. 

O n a donc 

a/ — — w2 tanga, 

et les coordonnées de K sont 

£ = a s in2a , — a (i -+- cos2a); 

l e po in t R se confond avec M. 

I I . Masse du mobi le i ; P , press ion su r C , fai t avec les 

( O 

0 0 ~ P sin a, 

(3) 

les axes é tan t choisis convenab lemen t . La press ion é tan t 
perpendieu la i rë à la vitesse, 

dx dy 
( 4 ) cosa ~dt s i n a ~3t ~ 

d 'où , en combinan t ( i ) et ( 2 ) , 

dx d'2x dy d'2y _ dx2 dy2 __ 
~di IF + ~di~dtï ~ = Clë 

— a, 71 
2 

d\y 
dt'2 

d'2 z 
dt2 
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é l iminant dt2, 
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dz* t , 

dx2 -h i//2 _ A 
2 /l — ^ 

E n coordonnées cy l indr iques u , »i et z , comme 
ici z = u, 

du2-h uïd^ _ h 
du2 A — M 

¿M — — - ^ , m = - /1 -j- cos ò ^ : 
s/hu — u2 T / 

C se pro je t te su ivant u n e cardioide. 
( 3 ) d o n n e aussi 

U — z = h-1- gp. 

M a i n t e n a n t x = u cos^» d o n n e 

dx h . . , • „,v ^ 

de même , y — u s i n ^ , 

dy h . , dd; 
-y- = - ( cosu> -f- cos2 9) — ' ; dt 2 ' dt' 

et ( 4 ) dev ien t , en divisant par ^ cos ^ 

. ( 3<|A 34/. 

P fait l ' angle ^ avec la pe rpend icu la i re à O Z . 

E n f i n , en d i f l é ren t ian t l ' équa t ion x 2 - t - y 2 — o, 
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, dïx (P-y , | / \ / \ dx*-hdy* 

r e m p l a ç a n t _ et p a r les va l eu r s ( i ) , ( 2 ) ; 

e tdfï P a r  2s h e l  2s( h —  z)> 

— P ( ^ c o s a - f - y s i n a ) -+- gz -h igh — ig (h — z) = 0; 

P a c o s ( a — <\>) = Z g z , P = 3 g . 
cos -1 

P est i n f i n i au s o m m e t du c ô n e . 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — En un point de Véquateur, 
on observe une étoile dont Vascension droite est 
6 ' h 4 o m 2 6 s , 8 et la déclinaison 1 6 ° 3 4 ' 1 ; Vétoile est à 
Vest de l'observateur et a 32° 1 ?J 10", 5 du zénith. Cal-
culer l'heure sidérale. ( R é p . : 4 h 4 8 m 2 2 s . ) 

CORRESPONDANCE. 

M . M. (Paris). — Voici c o m m e n t on p e u t r é s o u d r e 
g é o m é t r i q u e m e n t la p r e m i è r e pa r t i e de la q u e s -
t i on 1 4 9 8 ( ' ) . 

On donne deux droites fixes passant par un point G 
et une droite A B de longueur constante glisse sur ces 
deux droites. Démontrer que le lieu du centre du 
cercle des neuf points du triangle A B C est une ellipse. 

( W E I L L . ) 

O n sait q u e , q u e l l e q u e soi t la pos i t ion de A B , le 
cerc le c i r consc r i t au t r i a n g l e A B C a u n r a y o n de g r a n -

(') Voir p. 400, 1884, et p 390, 1896. 
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deu r c o n s t a n t e e t q u e son c e n t r e O est s u r u n cerc le de 
centre C . A b a i s s o n s de B u n e p e r p e n d i c u l a i r e s u r C A . 
Le s y m é t r i q u e , p a r r a p p o r t à C A , d u p o i n t D o ù el le 
coupe le cerc le c i r consc r i t à A B C est l ' o r t h o c e n t r e H d u 
t r iangle A B C . P u i s q u e l ' ang l e C B D est d e g r a n d e u r 
constante q u e l l e q u e soit la p o s i t i o n de B, et q u e le 
cercle c i r c o n s c r i t res te auss i de g r a n d e u r c o n s t a n t e , les 
cordes te l les q u e C D son t égales . C o m m e C H = C D , o n 
voit déjà q u e le lieu de I I est un cercle de centre C . 

Le c e n t r e E du ce rc le des n e u f p o i n t s est le mi l i eu d u 
segment O H . Ce s e g m e n t a ses e x t r é m i t é s su r les cercles 
décr i ts p a r O et H et , c o m m e les d ro i t e s C O , C H sont 
éga lement inc l inées su r les b i ssec t r ices des angles f o rmés 
par les d ro i tes d o n n é e s , o n p e u t t ou t de su i t e c o n c l u r e ( 1 ) 
que le lieu du centre du cercle des neuf points du 
triangle A B C est une ellipse qui a pour normale en E 
la droite O H , dont le grand axe est égal à la somme 
des segments C O , C H , dont le petit axe est égal à la 
différence de ces segments, ces axes étant dirigés sui-
vant les bissectrices des angles formés par les droites 
données. 
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Tous ceux qui ont passé par une classe de Mathématiques 

spéciales connaissent les Leçons de Géométrie analytique de 
MM. Briot et Bouquet. Pendant de longues années, elles ont 
été la source unique à laquelle venaient puiser les professeurs 
et les élèves. Mais, à la suite de changements apportés aux 
programmes des écoles et de l'introduction de nouvelles mé-
thodes dans l'ènseignement, elles présentaient quelques la-
cunes et étaient, en conséquence, un peu délaissées des uns et 
des autres. Dans la récente édition de ces Leçons, que nous 
signalons aujourd'hui aux lecteurs des Nouvelles Annales, 
ces lacunes ont été heureusement comblées par M. Appell, 
professeur à la Faculté des Sciences de Paris et élève de 
MM. Briot et Bouquet. 

S'inspirant des leçons de ses anciens maîtres, M. Appell a 
conservé à leur Ouvrage le caractère de simplicité et de pré-
cision que leur avaient donné ses savants auteurs. Le Livre 
est donc élémentaire par les méthodes et l'ordre suivi. Mais il 
donne des idées nettes, avec exemples, sur des questions éle-
vées, dont voici l'énumération : 

Coordonnées homogènes, trilinéaires et tangentielles ; 
Invariants simultanés de deux coniques; points d'inflexion 

d'une courbe plane, hessienne et formules de Plucker (ces der-
nières sans démonstration); courbes unicursales; invariants 
dans les surfaces du deuxième ordre; signification du signe du 
discriminant; courbes gauches du troisième et du quatrième 
ordre: complexes de droites. 

L'ordre d'exposition consistant à passer du simple au plus 
difficile, adopté par MM. Briot et Bouquet, et qui est d'accord 
avec le nouveau programme d'admission à l'École Polytech-
nique, a été respecté. Nous ne nous arrêterons pas à discuter 
les avantages qu'il peut y avoir à placer la théorie des coniques 
avant celle des courbes d'ordre quelconque, ou à faire l'inverse ; 
nous nous bornerons à signaler le parfait enchaînement des 
idées et la perfection de la forme, grâce auxquels la lecture 
de ce Livre est aussi aisée aux commençants qu'utile à ceux 
qui sont déjà rompus aux méthodes de la Géométrie analy-
tique. M. Appell s'est du reste attaché à mettre en évidence 
l'idée principale de chaque question, sans s'égarer dans des 
détails qui font perdre de vue ce qu'elle a de plus essentiel, 
qui ne sont d'aucun profit pour ceux qui ont déjà acquis 
l'expérience de la Géométrie analytique, et qui sont de na-
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ture à troubler singulièrement les élèves inexpérimentés. 

En résumé, les nouvelles Leçons de Géométrie analytique 
de MM. Briot et Bouquet nous paraissent appelées à parcourir 
une carrière au moins aussi vaste que les anciennes, et nous 
ne connaissons pas de guide plus sûr pour les candidats aux 
Écoles, pour les étudiants des Facultés des Sciences et pour 
les candidats à l'Agrégation. X. A. 
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S O L U T I O N S DE Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

Question 1542. 
( 1885, p. 3c)2. > 

Etant donnés deux plans fixes, on considère deux sphères 
de même rayon, tangentes entre elles, et touchant chacune 
un des deux plans. 

Le point commun de Vune des deux sphères avec le plan 
correspondant étant donné, on demande le lieu du point 
commun aux deux sphères lorsque Von fait varier leur 
rayon. ( G E N E I X - M A R T I N . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . A . THÉVENET, 

Élève à l'École Lacordaire. 

Soit M le point de contact donné. 
La sphère S, tangente à Q au point M, a son centre sur la 

normale MA. 
Je me fixe un rayon 

R = M O , 

O sera alors le centre de la sphère S, qui a pour rayon R 
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Le centre de la sphère S, tangente à F, sera dans un plan P t 

dont la distance à P sera précisément R. Or, les deux sphères 
S et S étant tangentes, la distance de leurs centres est i R. 
Si donc du point O comme centre je décris la sphère de rayon 
2R, elle coupe le plan P! suivant un petit cercle G, qui sera 
le lieu du centre de 2 pour la valeur donnée de R. 

Et le lieu du point de contact pour cette valeur sera le cercle 
section du cône OC par le plan P2 équidistant de O et de P t . 

Je vois donc déjà que le lieu cherché est une surface du 
deuxième degré, dont une direction de plans cycliques est P. 

Cherchons si cette surface a des ombilics réels. 
Pour que le cercle T ait un rayon nul, il faut que le cercle G 

ait aussi un rayon nul. La sphère décrite de O, avec 2 R pour 
rayon, doit donc être tangente au plan P ^ 

La distance de O au plan P sera alors 3R. 
Considérons le plan mené par MA perpendiculairement à P. 

Soit i la trace de M A sur P. 
Je dois avoir 

Pi 

Or 

MO _ 1 
~ 3 ' 

O i _ M I — M O _ Off 
Mï ~ Mi ~ MK 

Je dois donc avoir 

M i - MO 3 MO 
Mi ~ MK 
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d'où 

3 M i -h MK 

longueur que je puis construire. J'ai ainsi un ombilic de la 

surface. J'en aurai un autre de la même manière, en prenant 

un centre de S au-dessus de M. 

Fig. 2. 

M 

/ K ' _ A 
J'ai donc deux ombilics réels. Mais les plans, parallèles aux 

plans tangents en ces ombilics et situés entre eux, donnent 
des sections imaginaires, car il est évident que si je prends MO 
très petit, la sphère de rayon 2H, décrite de O, ne coupera 
plus le plan P t correspondant. 

La surface lieu est donc un hyperboloïde à deux nappes. 
J'en ai deux ombilics, donc le centre; et j'en ai un point 

quelconque par la méthode indiquée. 

SOLUTION ANALYTIQUE. 

Soit pris le point de contact fixe pour origine des coordon-
nées, et pour plan z — o le plan correspondant. 

L'équation de la sphère S qui le touche est 

x2 y'2 -f- z2 — 2 X z = o. 
Soit 

kx -4- B y -4- C* H - d — o 

l'équation du deuxième plan. 

Le centre de la deuxième sphère S est un point a, ¡J, y qui. 
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à cause de l'égalité des deux sphères, vérifie la relation 

A a + B S + Cv + D . 
(0 7 — r L = — = X. 

Ce point se trouve aussi sur la sphère décrite du centre de S 
avec un rayon double de celui de S. On a donc 

(2) a2_ i_p2_4_( ï__X)2=4X2. 

Le point O, milieu du segment déterminé par les centres de S 

et de S', est un point du lieu. Soient X, Y , Z ses coordonnées. 

On a 

1 

(3) < Y = f . 

Z = I ± 1 . 

Pour avoir le lieu, j'élimine a, ¡3, y, X, entre les relations (1), 
(2) et (3). Pour cela, remplaçant, dans (1) et (2), a, ¡3, y par 
leurs valeurs tirées de (3), j'ai 

, 2 A X + 2 B Y + G ( 2 Z - 1 ) 4 - D 
(I ) — A, 

(2') X*-H Y2-f- Z2— 2 X Z = o. 

Cette dernière relation exprime que le point X, Y, Z du lieu 
est sur la sphère S. 

L'élimination de X entre ( i ' ) et (2') donne le lieu 

X2+Y2-4-Z2 _ 2( AX -+- BY -t- C Z ) - h D 

2Z ~~ y/A2H- B2-{- G*H- C 

Ordonnons cette équation. Elle devient 

[ A > + B * + C*-h G] (X* 4- Y«) 

-+. [ / A 2 - + - B 2 + G 2 — 3 G] Z2 — 4 AXZ — 4 B Y Z - 4 DZ = o. 

i° Cette surface, qui est du deuxième ordre, admet la direc-
tion des plans 

Z = k 
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comme direction cyclique. En particulier, le plan 

z = o 

la coupe suivant un cercle de rayon nul. 
Il est facile de vérifier que la direction du plan 

A X BY -i- GZ = o 

est aussi circulaire; car elle donne 

A X -h BY = — GZ, 

et l 'équation de la surface devient, quand j'ai remplacé 

(AX-+- B Y ) par — GZ : 

(X 2 -+- Y* -+- Z2 ) (Y/A2 H- B M T C 2 _U G) — 4 DZ = O, 

ce qui montre que l'intersection du plan et de la surface est la 

même que celle d'une sphère et de ce plan. 

3° On aurait aisément les coordonnées du centre. 

4° On pourrait discuter la surface, en considérant les plans 

A X -H BY H - GZ — h. 

Soient h', h" les valeurs de h donnant des ombilics; on donnerait 

alors à h une valeur h0 comprise entre h' et h", et l'on verrait 

que le plan 
A X -+- B Y -{- CZ = h0 

donne une section imaginaire; ce qui montrerait que la sur-

face est un hyperboloïde à deux nappes. 

Mais le calcul serait long; et il semble que le plus simple 

soit encore de recourir à l 'équation en S, laquelle donne assez 

rapidement le résultat. 

Question 1557. 
11885, p. 516.) 

Par un point M, pris d'une manière quelconque sur le 
côté BG du triangle A B G , on mène des parallèles aux 
côtés AG, A B . 

Ces droites coupent respectivement aux points B\ G' les 
côtés AB et AG. Démontrer que, si la droite qui joint le 
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sommet A au point I de rencontre des droites B'C et BC 
coupe la droite B'C' au point M', on a 

M B ' _ MB 

i v r e ~ mc* 
( D ' O C A G N E . ) 

SOLUTION 

Par M. H. L E Z . 

Dans le quadrilatère A B ' I C ' , prolongeant la diagonale B'G 
jusqu'à sa rencontre avec la diagonale extérieure BC, et jo i -
gnant le point de rencontre N au sommet A, les quatre droites 

N 

NA, BA, IÀ et CA formeront un faisceau harmonique, ce qui 

permettra d'écrire, au signe près, 

M'B' _ NB; 

M ' G ~ N G' * 

Mais, par construction, B'M étant parallèle à AG, les trian-
gles semblables NB'M, N C ' C donneront 

NB' _ MB' 

NG' ~ G C ; 

de même, les triangles semblables BMB', MCC' donnent aussi 

Donc 

MB' _ MB 
CC' ~ MC" 

M'B' MB 

M'G' MG 
C. Q. F . D . 
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Q U E S T I O N S . 

1756. Diviser un cercle, de rayon donné, en trois parties équi-
valentes et inégales formées par des arcs de cercles. 

( É M I N E . ) 

1757. Des paraboles ont un contact du second ordre avec 
une courbe plane donnée en un même point de cette courbe; 
quelle est l'enveloppe de leurs axesDéterminer , pour l'un de 
ces axes, le point où il touche cette enveloppe et construire le 
centre de courbure de cette courbe correspondant à ce point 
de c o n t a c t ? (MANNHEIM.) 

1758. Si quatre points d'une droite sont assujettis à rester 
sur des sphères ayant leurs centres sur un même plan P , tout 
point de la droite décrit une courbe située sur une sphère 
ayant son centre dans ce plan P . ( A . PELLET.) 

1759. Dans le déplacement d'une figure de forme invariable, 
les plans normaux aux enveloppes de tous les plans parallèles 
à une droite de la figure mobile passent, à un moment donné, 
par une même droite parallèle à l'axe central. 

( A . P E L L E T . ) 

E R R A T A . 

Tome XV, 1896; question 1747, au lieu de De l'identité (1) cor-
respondante déduire qu'on peut, d'une infinité de manières, satis-
faire à l'identité suivante...., lisez L'identité (1) correspondante est 
une des solutions de l'identité suivante, à laquelle on peut satis-
faire d'une infinité de manières.... (GILBERT.) 

Page^io, ligne 12, au lieu de tangw, tangito. 
Page 4*3, ligne 4 en remontant, au lieu de cpn, lisez 

Page 4i8, ligne 14, au lieu de \ lisez SI. 
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[ A 3 k ] 
CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » POUR 1 8 9 6 ; 

PAR M. R. GILBERT ( i ) . 

Soit F(x) un polynome du quatrième degré, dont 
les quatre racines a, c , d sont distinctes ; on divise 
le carré de la dérivée par F (oc). Si Von désigne 
par Q et R le quotient et le 7este de cette division, 
on a 

F'Hx) = F(¿r)Q -+- R. 

i° Prouver que Q est un carré parfait ; 
2° Prouver que le polynome 

F(a?) + pR(a?) 

est carré parfait pour trois valeurs différentes de p. 
3° Trouver tous les polynomes du quatrième degré 

G[x) qui sont tels que le polynome 

F (a?) H- p G(a?) 

soit carré parfait pour trois valeurs distinctes de p. 

4° En général, le reste R est du troisième degré ; 
pour qu il s'abaisse au second, il faut et il suffit que 
la condition suivante soit remplie : 

F ' ( a ) - * - F ' ( & ) + F ' ( C ) + F ' ( Î / ) = o. 

Le reste R est alors carré parfait; il ne diffère de Q 
que par un facteur constant. 

Montrer que ce cas est caractérisé par ce fait que 
Vaddition à F ( x ) d une constante convenable rend 

(') Mémoire ayant obtenu le prix. 
Ann. de Mathéniat3e série, t. XVI. (Mars 189-;.) 
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le polynome carré parfait. La réciproque est-elle 
vraie ? 

Dans ce cas, les paragraphes 2° et 3° subissent-ils 
quelque modification ? 

1 . Soit 

F ( x ) == a0 ( x — a ) ( x — b)(x — c) (x —- d ) 
=== -h /i ajxs -+- 6a2x2 -i- 4a3& aw 

u n p o l y n o m e d u q u a t r i è m e degré d o n t les q u a t r e r a -
c ines a , c , d son t d i s t i n c t e s . O n divise le c a r r é de 
la dé r ivée p a r F ( x ) ; soi t Q le q u o t i e n t , R le r e s t e ; 
on a 

= F O ) Q O ) -I- H(.r). 

C h e r c h o n s s'il est poss ib le de d é t e r m i n e r p tel q u e 
F - f - o R soit c a r r é p a r f a i t . P o s o n s 

F -f- p R = p P2, 

P é t a n t un p o i v n o m e en x d u second d e g r é . 
L e sys tème des d e u x é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s est é q u i -

va l en t au s u i v a n t : 

\ F'2 = F Q -+- H, 
\ F ( p Q - i ) = p ( F ' * - P » ) . 

Il f a u t et il sulïit q u e la seconde équa t i on suit vér i f iée 
i d e n t i q u e m e n t . O r el le est d u s ix ième d e g r é \ e t , eu 
t e n a n t c o m p t e de la p r e m i è r e , les t e r m e s de degrés six 
e t c inq sont les m ê m e s d a n s les d e u x m e m b r e s ; il y a u r a 
d o n c c inq c o n d i t i o n s \ o n en o b t i e n t q u a t r e en é c r i v a n t 
q u e a, b, c, d s o n t des r ac ines d u second m e m b r e : ce q u i 
c o n d u i t à l ' u n ou l ' a u t r e des d e u x sys tèmes : 

P ( a ) = F ' ( a ) , | P ( « ) = F ' ( a ) , 

P ( ô ) = F \ b ) , )P (b)= F '(¿>), 

j P ( c ) = F ' ( c ) , J P ( c ) = - F ' ( c ) , 
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ce qu i , en app l iquan t la fo rmule d ' i n t e rpo la t ion de 
L a g r a n g e , d o n n e l ' u u e ou l ' a u t r e des deux valeurs 
de P ( x ) : 

P ( i ) s F ( ï ) f - i - + !— \x — a x — b x — c x — a J 

P ( a ! ) = F ( a : ) ( - — L - j — 1 
\x — a x — b x — c x — a j 

La p r e m i è r e donne p o u r P un polynonie du t rois ième 
degré. Res te donc la seconde 

V(x) — a()[x-(c -h d — a — 6) -H... ]. 

O n ob t i end ra la c inqu ième condi t ion en ident i f iant 
les t e rmes de plus h a u t degré dans F -f- p R = p P 2 ; ce 
qui d o n n e 

_ Ï 

^ "" ( a -i- b — c — df ' 

et l ' on voit ainsi qu ' i l y a trois valeurs de p r e n d a n t 
F -4- pR car ré par fa i t . 

2 . P roposons -nous m a i n t e n a n t le p rob l ème plus gé-
néral de t r ouve r tous les po lynomes G(x) du qua t r i ème 
degré tels que F -f- pG soit car ré par fa i t pour trois valeurs 
de p. Ce p rob l ème a des solut ions , pu i sque nous venons 
d 'eu t rouver une . 

Observons d ' abo rd que les coefficients de R(o?) r e n -
dus en t ie r s sont des fonc t ions d u troisième degré de 

ctk t de sorte que 

a0R(a?) = b0x* + 3b2x -h ¿>3. 

Ce polynonie R ( x ) peut se me t t r e sous u n e au t re 
forme. Fa i sons x — a dans l ' équa t ion F ' 2 = F Q -f- R , 
on a 

R(a) = F'a(a), 
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d ' o ù , par la fo rmule d ' i n t e rpo la t ion de Lagrange , 

x — a x — b x — c x — cl J l\(x) = F(x) 

= V ( x ) 

O n en t i re 
2F'(a)l 

x — a J ' 

ô0 = a ? l S F ' ( a ) ] . 

E n généra l , le res te R(«r ) est du t rois ième d e g r é ; 
pou r qu ' i l s 'abaisse au second, il f a u t et il suffit que 

2 F Ï « ) = o. 

R e m a r q u o n s que , si cette condi t ion s ' expr ime en fonc-
tion en t iè re des coefficients d e F ( x ) , l ' équa t ion ob tenue 
ne r e n f e r m e pas a / t • en ou t r e , il n ' y a q u ' u n t e rme en 

de la fo rme car le p r emie r m e m b r e de 
l ' équa t ion précédente est de poids t rois ( K est u n 
n o m b r e ) . 

Cela é t an t , pou r que F (a?) soit ca r ré pa r fa i t , il faut 
et il suffit v is ib lement que R ( . r ) soit i den t i quemen t n u l . 
Mais les condi t ions p o u r qu ' i l en soit ainsi do ivent se 
r édu i re à deux a priori ; et si ces condi t ions s ' expr i -
m e n t en fonct ion de a0, aKl ce de rn i e r é lé -
m e n t ah doit en t r e r dans l ' u n e des cond i t ions , car s inon , 
F ( . r ) é tan t car ré pa r fa i t , F ( x ) + K le serait aussi , que l 
que soit K . Ces deux condi t ions seront : 

i ° E F ' ( a ) = o ; soit M = o cette équa t ion -, 
si0 One condi t ion r e n f e r m a n t ah \ soit N = o cette 

équa t ion . 
De là suit que Q est ca r ré par fa i t , car ses coeff ic ients 

ne dépenden t que de a0, au a2 ; si donc l ' on dispose 
de «3, ah (e t c 'est possible d ' ap rè s ce qui p r écède ) , de 
façon que M = o, N = o, Q n e change pas-, ma is dans 

JT'2 
ce cas il est visible que Q = — est ca r ré par fa i t . 
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3. R e v e n o n s aux po lynomes G ( x ) . Divisons G ' 2 par 

G ; soit S le res te et posons 

\ g0S = h0xz -j- 3 Ai ¿r2 -h 3 h2x -4-/?3. 

Si F - j - p G est ca r ré p a r f a i t , le reste R , relat i f à 
F + p G , est i d e n t i q u e m e n t n u l ; si donc nous dés ignons 
par bp(p) ce q u e devient le coefficient bp q u a n d on 
remplace F pa r F -4- p G , les q u a t r e équat ions suivantes 
doivent ê t re s i m u l t a n é m e n t satisfaites pour u n e m ê m e 
valeur de p : 

' ¿>o(p) = ¿ 0 H- C 0 p H- C^0P2 A o P 3 = o , 

^ i (p ) = -H^ip Aip» = 0, 
¿2(p) = ¿2 H- Cip -+- d2p2 -+- /i-2 P3 = O, 

M ? ) = -+- -+- D Z P * - H / ¿ 3 P 3 = O ; 

car les coefficients b sont év idemment du t ro is ième degré 
en fonct ion de ceux de F ( x ) . 

A chaque valeur de p, r e n d a n t F + o G carré pa r fa i t , 
correspond u n e rac ine c o m m u n e à ces équations-, ce qui 
m o n t r e q u ' i l ne peu t pas y avoir p lus de trois valeurs 
de p, car on aura i t bQ -=. bK = b2 = ¿3 = o ; F ( x ) serai t 
carré par fa i t et ses racines 11011 d is t inctes comme 011 l 'a 
supposé. P o u r qu ' i l y ait trois valeurs de p r e n d a n t 
F h - p G car ré pa r fa i t , il fau t que les équa t ions (1) a ien t 
les mêmes rac ines . 

Doue , en par t i cu l ie r , on aura 

_ — tl — 
hQ ~ hx ~ h2 A3 

Cela exp r ime que les restes R , S sont les mêmes , à 
un fac teur p rès . 

On peut donc poser 

S = i6p«0R. 
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D ' a u t r e pa r t , Q ( x ) é t a n t ca r ré pa r f a i t , si l ' on i d e n -

tifie les p r emie r s termes de F'2 = F Q + R , on t rouve 

Donc on est condu i t à t rouve r u n po lynôme G ( x ) , 
tel que 

Dans cet te égal i té , R seul est d o n n é ; on pou r r a i t 
ident i f ier les deux membres et ob ten i r g g 2 , g3, g.% 
en fonc t ion de deux var iables ; mais le calcul serait p lus 
pén ib le que de la façon su ivante : 

Posons g i = g 0 0 L et fa isons le c h a n g e m e n t de va-

de sorte que G ( : r ) et R(x) d ev i ennen t deux po lynomes 
en y , q u e n o u s dés ignerons pa r U ( j k ) et T ( y ) 

I = M0JK4 -1- 6u 2 j r 2 -h 4 Uzy -t- ukl (u0 = g 0 ) , 
T(y) = b0y*-i-3(bl-b0z)yi 

( -h 3(62 — a ô i a - h ô o a ^ ^ H - ô a — 362 a-f-3 ¿>j a2 — b ^ , 

et l ' on a l ' équa t ion 

Ident i f ions m a i n t e n a n t les deux m e m b r e s de cet te 
é q u a t i o n ; on t rouve, p o u r d é t e r m i n e r ¿¿0, u 2 , "3, 11.%, le 
système 

i 2 u0 u3 — 4 u0 w3 = p B0 , 

| 9^1 — u^iii = 3 P (6i — a6 0 ) , 
j 6¿¿2 W3 = 3[3(&2— 2aôi -H a2 60) , 

\ îî2 = — 3a62 + — a 3 6 0 ) . 

On lire imméd ia t emen t de là des quant i t és p r o p o r -

l iable 
X-Jr a = 

U'2 = i6w0jk2U — 16 £ T . 
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t ionnelles à u 0 , uk : 

— (¿>2 — a260)6o 

2(63 — 3 62a-i- — 6 0 a 3 )6 0 

= — a 2 Z > o ) 2 —12(^3 — 3a62-+- 3a26! — — a60) 

Égalons à la va leur c o m m u n e de ces rappor t s ; r e m -
plaçons ensui te les u dans U , puis remplaçons y p a r 
x -4- a et r édu i sons ; on ob t i en t , en déf in i t ive , le po ly -
nôme G sous la fo rme 

G = H- 4 6 2 A . R 3 - H 6 6 0 ( 2 ^ ! « — 6 2 ) # 2 

-4- 4 60( 3 a 6 2 — ï b 3 ) x -h 4 63 a -4- — 1 2 6 1 6 3 ] . 

Posons enf in 
X a — (JL , 

puis 

Gi = b\x'+— C>606ltr2 — 8 6063^ -+• — 126^3; 

G = X G! H- 4 }JLA060B. 

C'est la solution du p rob lème . E n effet , l ' équa t ion 
générale des po lynomes G ne p e u t ê t re que de cet te 
forme, qui r e n f e r m e deux p a r a m è t r e s a rb i t ra i res A, ¡jl. 
Or, a prioril'équation généra le des po lynomes c h e r -
chés r e n f e r m e deux pa ramè t r e s a rb i t r a i r e s , l e u r dé f in i -
t ion les assu je t t i ssant à t rois condi t ions ; c 'est donc là 
l ' équa t ion généra le des po lynomes che rchés . 

4 . Nous al lons m a i n t e n a n t examine r u n cas pa r t i cu -
lier in té ressan t . 

On a vu q u e R, q u i est g é n é r a l e m e n t d u t rois ième 
de gré , est d u second degré lo r sque S F ' ( a ) = o. Nous 
allons m o n t r e r que ce cas est caractér isé p a r la propr ié té 
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su ivan te : Si I on a jou te à F ( . r ) u n e cons tan te conve-
n a b l e K , on a u n car ré pa r f a i t . 

E n effet , divisons pa r F -J- K le car ré de sa dér ivée F ' 2 ; 
soit Q , le q u o t i e n t . Ri le res te , on a 

F'2 — ( F -4- K ) Q i -t- R i , 

ou 
F Q R = ( F K ) Qi -}- R] , 

ou 
F ( Q - Q i ) = K Q j + R ^ R . 

O r , F é tan t du q u a t r i è m e degré et le second m e m b r e 
d u t ro is ième, 

Q - Q i = o, 

K Q i - f - R i — R = o . 

Gela é t an t : si R est du second degré , il en est de 
m ê m e de R, ; si, de p lus , Ton dispose de K de façon à 
a n n u l e r les t rois au t r e s t e rmes de K Q Î — R = K Q — R , 
Ri est i d e n t i q u e m e n t nu l -, les trois équa t ions en K ainsi 
ob tenues sont c o m p a t i b l e s ; en effet , d i re q u e R 4 est nu l , 
c 'est d i re q u e F + K est carré pa r fa i t . O n a vu p lus 
h a u t qu ' i l y a deux condi t ions p o u r qu ' i l en soit a insi , 
à savoir : i° Ri est du second degré ; 2° u n e au t r e c o n -
di t ion r e n f e r m a n t K . Les t ro is équa t ions e n K se r édu i -
sent donc à u n e seule et K est d é t e r m i n é p a r u n e é q u a -
t ion du p r e m i e r degré . 

Cette équa t i on est R = K Q : on voit donc q u e R est 
car ré pa r fa i t et n e di f fère de Q que pa r un f ac teu r 
cons tan t . 

R é c i p r o q u e m e n t , si F - f K est ca r ré pa r f a i t , R< est 
nu l et l ' on a 

j Q - Q i = o, 

( K Q i — R = o; 

ce qui mon t r e q u e R est du second degré . 
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Ces p rop r i é t é s se vér i f ient sur l ' équa t ion générale des 

polynômes G ; en effet , dans ce cas, on a Z>0 = o , e t , 
comme R est ca r ré pa r fa i t , on a aussi 9 b \ — 1 ibK bz = 0 ; 
donc G4 est nu l , mais 011 peu t fa i re \ et a inf in is et eu 
disposer de telle sor te q u e 

i X 6 o = - 0 , 

( f* ¿0 = , 

0 et Tj é t an t deux pa ramè t r e s a rb i t r a i r e s finis, n o n 
nuls . 

Si l 'on pose 

G., = — — -J- { g b l — i ' i b i ¿>3), 

G = 0 G 2 -H 4 A§RK R . 

•Niais de qbi — \ibsb^ = o 011 dédu i t = 

donc Go et R on t l eu r s p remie r s coefficients p r o p o r -
1 • — iibib'i .. t ionuels ; q u a n t a 1 express ion -—=—^ , el le a une 

valeur i ndé t e rminée lo rsque b0 s ' a n n u l e ; car , s'il en 
était a u t r e m e n t , c 'est q u e l 'on aura i t , lo rsque b0 tend 
vers zéro, u n e re la t ion en t r e 9b* — 12 bK b3 et Z>0, c 'es t -
à-dire une re la t ion e n t r e les coefficients de R . O r , cela 
n'est pas poss ible , car alors se d o n n e r R , ce ne serai t se 
donner q u e trois re la t ions en t r e les coefficients de F ; 
se d o n n e r R f , à u n f ac teu r cons tan t p rès , ne d o n n e r a i t 
que deux re la t ions et F dépendra i t de trois p a r a m è t r e s 
a rb i t ra i res ; mais c 'es t ainsi q u e nous avons préc isé-
ment t rouvé G , et nous avons vu qu ' i l 11e peu t d é -
pendre q u e de d e u x pa ramèt res a rb i t r a i r e s X, jjl ; donc , 

enf in , ^ ^ — a u n e valeur que lconque et , en dé-

f ini t ive , on p e u t écr i re 

G = + 

7 et 7 é tan t deux pa ramè t r e s a rb i t r a i r e s . 
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O n peu t donc disposer de p de telle sorte que F -f* OT 

soi t car ré pa r fa i t . 

5 . Il s emble ra i t , de la façon d o n t on a dédu i t les 
po lynomes G = c rR- j -T d u cas généra l où b0 n ' e s t pas 
n u l , que ces p o l y n o m e s sont tels q u e F + p G est ca r ré 
pa r f a i t p o u r t ro is va leu r s de p. Nous a l lons fa i re voir 
qu ' i l n ' e n est r i en et q u ' e n généra l F - j - pG n ' e s t carré 
par fa i t que p o u r deux valeurs de p. 

Effec t ivement , d a n s le cas pa r t i cu l i e r qu i n o u s oc-
cupe , on a 

G = <j (3 b i x'1 3 b3) -h z, 
G' = b2), 

et 
S = G'2 = + ¿>2)2, 

et c o m m e 

¿'o S = /*y .r3 h- 3 h^x2 — 3 h.2x -t- h3, 

on en dédu i t q u e ¿r
0 é tan t n u l , /¿0, h i t h 2 , hz sont nu l s , 

e t que les équa t ions du sys tème ( i ) ont u n e rac ine en p 

in i in ie . O r , p o u r p inf in i , F - f - pG se r édu i t à G , q u i , 
en généra l (T et T é tan t q u e l c o n q u e s ) , n ' es t pas carré 
pa r fa i t . 

Ce serait fa ire u n f aux r a i s o n n e m e n t , de dédu i r e que 
G est ca r ré pa r f a i t de ce que les équa t ions ( i ) on t u n e 
rac ine c o m m u n e i n f i n i e ; ca r , p o u r m o n t r e r que tous 
les po lynomes G de la fo rme + sont b i e n 
tels que F - j - pG est ca r ré pa r fa i t pou r t ro is va leurs de 
p, nous avons supposé que l ' équa t ion généra le de ces 
po lynomes ne dépenda i t que de deux p a r a m è t r e s a r b i -
t ra i res , c ' e s t - à -d i r e p r éc i s émen t q u e l ' é q u a t i o n qu i 
donne les va leurs de p é ta i t d u t ro i s i ème deg ré ; o r , ici, 
ce t te hypo thèse est fausse , car tou tes les équa t ions ( i ) 
(sauf la p r e m i è r e , qu i d ispara î t i d e n t i q u e m e n t ) sont 
rédui tes au second degré . 
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Remarque. — La p r e m i è r e des équa t ions ( i ) d i s p a -

raît i d e n t i q u e m e n t ; en effet , b0 é tan t n u l , et hK i 2 ? ^3 n e 

l 'étant pas , sans quo i F sera car ré pa r fa i t , les équa t ions 
autres q u e la p r emiè re ne peuven t avoir zéro p o u r 
racine. La p r emiè re , qu i admet zéro p o u r r ac ine , d i s -
paraît donc. 

Il résu l te donc de là q u e , si b0 = o, les po lynomes 
G = o-R + t n e sont , en généra l ( sauf les cas p a r t i c u -
liers o - = o , T = O ) pas car rés par fa i t s , et que , p o u r 
deux valeurs de p s e u l e m e n t , F + p G est car ré pa r fa i t . 

Nous ne nous p roposerons pas de t r o u v e r l ' équa t ion 
générale des po lynomes sat isfaisant à ces deux cond i -
tions. Nous t e r m i n e r o n s pa r u n e i n t e r p r é t a t i o n de 
l 'équat ion b0 = o r e l a t i vemen t aux rac ines de l ' é q u a -
tion F (a?) = o. 

6. On a vu que les valeurs de p r e n d a n t car ré parfa i t 

F - f o R sont les valeurs de l 'express ion -,— j-a • 1 1 ( a -h 6 — c — d)1 

Donc, pour b0 = o, la somme de deux racines est égale 
à celle des deux au t res , La r é c i p r o q u e est vraie. 

En effet, on a 

F;0) = a0 Z(x — b)(x — c)(x — d), 
F1 (a) = a0^(a — b) {a — c) (a — d). 

De a -f- b = c -f- d on dédu i t 

j a — c — d— b. 
| a — d — c — b, 

par suite 

— (•a—b)(a — c) (a — d) = (b—c) (b — d) (b — a). 

Donc , si la somme de deux racines est égale à celle 
des deux au t res , on a 

V F '(a) = o 
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e t , p a r s u i t e , 

¿>0 = o. 

D ' a i l l e u r s , le p r o d u i t 

(a -h b — c — d) (a -h c — b — d) ( a d — b — c) 

es t u n e f o n c t i o n s y m é t r i q u e d e a , c , d; d o n c , e x p r i m é 

e n f o n c t i o n d e a0, a^ a2, «3 , a4, i l s e r a d e p o i d s t r o i s ; 

c o m m e S F ' ( a ) e s t a u s s i d e p o i d s t r o i s , l e u r q u o t i e n t 

e s t f o n c t i o n d e ad s e u l . P o u r l e c a l c u l e r , i l suf f i t d e c o n -

s i d é r e r u n e é q u a t i o n p a r t i c u l i è r e a0x}4 — a0x* — o , p a r 

e x e m p l e ; o n t r o u v e a i n s i 

S F ' ( a ) = a0(a -f- b — c — d)(a -+- c — b — d)(a -+- d — b — c). 

C O N G R È S I N T E R N A T I O N A L D E S M A T H É M A T I C I E N S , A Z U R I C H , 

EN 1 8 9 7 . 

L e C o m i t é v i e n t d ' a d r e s s e r l ' a p p e l s u i v a n t , q u e n o u s 

s o m m e s h e u r e u x d e p o u v o i r r e p r o d u i r e , a u x m a t h é m a -

t i c i e n s d e s d i v e r s e s n a t i o n s : 

Monsieur, 

Vous n'ignorez pas que l'idée d'un Congrès international des 
mathématiciens a été, dans ces derniers temps surtout, l'objet 
de nombreuses délibérations de la part des savants intéressés 
à sa réalisation. Il leur a paru, en raison des excellents résul-
tats obtenus dans d'autres domaines scientifiques, par une en-
tente internationale, qu'il y aurait de très sérieux avantages à 
assurer l'exécution de ce projet. 

A la suite d'un échange de vues très actif, on tomba d'accord 
sur un premier point : c'est que la Suisse, par sa situation géo-
graphique centrale, par ses traditions et son expérience des 
Congrès internationaux, paraissait toute désignée pour tenter 
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un premier essai de réunion des mathématiciens. On voulut bien 
ensuite choisir Zurich comme siège du Congrès. 

Les mathématiciens de Zurich ne se font aucune illusion sur 
les difficultés qu'ils auront à surmonter. Mais, dans l'intérêt 
même de cette entreprise, ils ont pensé ne pouvoir décliner les 
ouvertures si honorables qui leur ont été faites de tous côtés. 
Ils se décidèrent donc à prendre toutes les mesures prépara-
toires pour le futur Congrès et à contribuer à sa réussite dans 
la mesure de leurs forces. Ainsi se constitua, avec le concours 
de mathématiciens d'autres nations, le Comité d'organisation 
soussigné, chargé de réunir à Zurich, en 1897, les mathéma-
ticiens du monde entier. 

Le Congrès, auquel vous êtes cordialement prié d'assister, 
aura lieu, à Zurich, les 9, 10 et 11 août 1897, dans les salles de 
l'Ecole polytechnique fédérale. Le Comité ne manquera pas de 
vous communiquer, en temps opportun, le texte du programme 
arrêté en vous priant de lui envoyer votre adhésion. Mais, dès 
à présent, il est permis d'observer que les travaux scientifiques 
et. les questions d'ordre administratif porteront essentielle-
ment sur des sujets d'intérêt général ou d'importance re-
connue. 

Les Congrès scientifiques ont aussi ce précieux avantage de 
favoriser et d'entretenir les relations personnelles. Le Comité 
local ne manquera pas d'accorder toute sa sollicitude à cette 
partie de sa tâche et, dans ce but, il élaborera un modeste 
programme de fêtes et de réunions intimes. 

Puissent les espérances fondées sur ce premier Congrès se 
réaliser pleinement! Puissent de nombreux participants con-
tribuer par leur présence à créer, entre collègues, non seule-
ment des rapports scientifiques suivis, mais encore des rela-
tions cordiales basées sur une connaissance personnelle. Puisse 
enfin notre Congrès servir à l'avancement et au progrès des 
Sciences mathématiques! 

H. BLEULER, président du Conseil de l'École poly-
technique fédérale, Zurich. I I . BURKHARDT, professeur 
à l'Université de Zurich. L. CREMONA, professeur à 
Rome. G. DUMAS, assistant à l 'Ecole polytechnique 
fédérale, Zurich. J. FRANEL, professeur à l'École po-
lytechnique fédérale, Zurich. C . - F . GEISER, professeur 
à l'École polytechnique fédérale. Zurich. A.-Co. 
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GREENHILL, professeur à Woolwich. A. HERZOG, direc-
teur de l'École polytechnique fédérale, Zurich. G.-W. 
HILL, professeur à West-Nyack (U. S. A.). A. HUR-
WÎTZ, professeur à l'École polytechnique fédérale, Zu-
r i c h . F . K L E I N , p r o f e s s e u r à G œ t t i n g u e . A . MARKOFF, 

professeur à Saint-Pétersbourg. F . MERTENS, profes-
seur à Vienne. H . MINKOWSKI, professeur à l'École 
polytechnique fédérale, Zurich. G. MITTAG-LEFFLER, 
professeur à Stockholm. G. OLTRAMARE, professeur à 
G e n è v e . H . POINCARÉ , p r o f e s s e u r à P a r i s . J . REBSTEIN, 

assistant à l'Ecole polytechnique fédérale, Zurich. F. 
RCDIO, professeur à l'Ecole polytechnique fédérale, 
Zurich. R. VONDERMUIILL, professeur à Baie. F . -H . 
WEBER, professeur à l'Ecole polytechnique fédérale, 
Zurich. 

Adresser les correspondances concernant les affaires du 
Congrès à M. le professeur GKISER, Kusnacht-Zurich. 

S U R « L ' A I U T H M É T I Z A T I O M » D E S M A T H É M A T I Q U E S ; 

Discours prononcé par M. KLEIN devant la Société royale des 
Sciences de Gœttingue ( G ö t t i n g e r Nachrichten, 1895; 
Cahier I I ) . 

(Tradui t avec l 'autorisation de M. KLEIN par MM. VASSILIEF, pro-
fesseur à l 'Université de Kazan et L . LAUGEL). 

M e s s i e u r s , 

S i les t h é o r i e s s p é c i a l e s d e la S c i e n c e m a t h é m a t i q u e , 

p a r l a n a t u r e m ê m e d e s c h o s e s , é c h a p p e n t à l ' e n t e n d e -

m e n t d e c e u x q u i s o n t é t r a n g e r s à c e t t e é t u d e e t , p a r 

s u i t e , 11e l es i n t é r e s s e n t p a s , l e m a t h é m a t i c i e n , n é a n -

m o i n s , d o i t e s s a y e r d e s i g n a l e r l e s p o i n t s d e v u e g é n é -

r a u x s o u s l e s q u e l s il vo i t l e d é v e l o p p e m e n t d e sa S c i e n c e , 
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et cela d ' a u t a n t p l u s q u e ces po in t s d e vue p e r m e t t e n t 
de préc i se r sa co r r é l a t i on avec les d o m a i n e s sc ient i -
fiques vo is ins . J e voudra i s auss i , en l 'occas ion ac tue l l e , 
essayer de p r e n d r e pos i t ion par r a p p o r t à ce t te i m p o r t a n t e 
d i rec t ion m a t h é m a t i q u e , q u i a p o u r p r inc ipa l r e p r é -
sentant M. W e i e r s t r a s s , d o n t n o u s venons de cé l éb re r 
le q u a t r e - v i n g t i è m e a n n i v e r s a i r e . J e pa r l e de YArith-
métization des Mathématiques' {Jirithmetizirung). 
Mais, a u p a r a v a n t , je dois exposer que lques éc la i rc is -
sements re la t i f s aux or ig ines et a u x t endances de cet 
ordre d ' idées . 

On associe g é n é r a l e m e n t à la dé f in i t ion des M a t h é m a -
tiques l ' idée d ' u n sys tème de déduc t ions r i g o u r e u s e m e n t 
logique qui est p o u r l u i - m ê m e sa p r o p r e b a s e ; nous en 
avons u n exemple d a n s la Géométrie d 'Euc l i de . T o u t e 
autre est la pensée qu i p r é s ide à la na i s sance de la M a t h é -
mat ique m o d e r n e . P a r t a n t de l ' ob se rva t i on de la n a t u r e , 
ayant p o u r b u t l ' é c l a i r c i s semen t de ses p h é n o m è n e s , 
cette pensée place en t ê t e u n p r i n c i p e ph i lo soph ique , le 
principe de la continuité. C 'es t ce qu i a l ieu chez les 
grands p r o m o t e u r s N e w t o n et L e i b n i t z , et p e n d a n t le 
XVII I 6 siècle t o u t en t i e r q u i est , à p r o p r e m e n t p a r l e r , u n 
siècle de découver te s au po in t de vue d u déve loppemen t 
des M a t h é m a t i q u e s . Mai s , peu à p e u , r e n a î t u n e c r i t i q u e 
plus r i g o u r e u s e qu i d e m a n d e u n e sanct ion logique des 
audacieuses d é c o u v e r t e s , ainsi qu ' i l a r r ive l o r s q u ' u n 
gouve rnemen t s ' é tab l i t ap rès une é p o q u e de c o n q u ê t e 
pro longée . C 'es t la pé r iode de Gauss et Abe l , de C a u c h y 
et Di r i ch le t . Ma i s on n ' e n est pas resté là . G a u s s use 
encore sans hé s i t e r , c o m m e p r inc ipe de d é m o n s t r a -
t ion, de l ' i n t u i t i o n de l ' e space et , en p a r t i c u l i e r , de l ' i n -
tui t ion de la con t i nu i t é de l ' e space . Mais u n e r e c h e r c h e 
plus a p p r o f o n d i e a m o n t r é n o n s e u l e m e n t q u ' i l res te 
ainsi b e a u c o u p à d é m o n t r e r , m a i s e n c o r e q u e F in -
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t u i t i o n de l ' espace a condu i t d ' u n e f a ç o n t r o p p r é c i -
p i t ée à admet t r e c o m m e légi t imes en tou te généra l i té 
des propos i t ions q u i n e le son t pas . D ' o ù la demande 
d'une méthode de démonstration exclusivement arith-
métique. O n ne regarde alors c o m m e b ien acquis à la 
Science q u e ce qui p e u t ê t re d é m o n t r é avec c lar té c o m m e 
i d e n t i q u e m e n t exact p a r l ' app l i ca t i on des opé ra t ions 
usuel les d u ca lcu l . U n s imple coup d 'œil j e t é sur les 
n o u v e a u x T r a i t é s de Calcu l d i f férent ie l et in tégra l fai t 
suf f i samment apercevoir les g r a n d s c h a n g e m e n t s dans 
les mé thodes . O ù l 'on employa i t au t re fo is les figures 
comme m o y e n de d é m o n s t r a t i o n , Ton t rouve a u j o u r -
d ' h u i des cons idéra t ions tou jours ré i té rées , re la t ives aux 
g r a n d e u r s qu i sont ou peuven t d e v e n i r p lu s pe t i t es 
que tou te g r a n d e u r assignée, si pe t i t e qu ' e l l e soit . 
C o m m e po in t de dépa r t , n o u s avons a lors l ' examen et 
l ' éc la i rc i ssement de ces ques t ions : q u e doi t-on e n t e n d r e 
ou n e pas e n t e n d r e pa r c o n t i n u i t é d ' u n e var iab le et 
q u a n d peu t - i l ê t re , en géné ra l , ques t ion de la d i f fé ren-
t i a t i onou de l ' in tégra t ion d ' u n e fonct ion? Te l est l ' hab i t u s 
m a t h é m a t i q u e de W e i e r s t r a s s ; c 'es t ce que l ' on n o m m e 
b r i è v e m e n t , su ivant l 'usage h a b i t u e l , la rigueur de 
Weierstrass (die Weierstrass9 sche Strenge). 

Cet t e r i g u e u r , n a t u r e l l e m e n t , n ' a r i en d'absolu-, elle 
p e u t m ê m e ê t re poussée p lus lo in si l ' on soumet encore 
la dépendance mutue l l e des g r a n d e u r s à des res t r ic t ions 
p lus é t ro i tes . A ce poin t de vue , je c i terai la t endance 
de K r o n e e k e r à b a n n i r les n o m b r e s i r r a t i o n n e l s et à 
r a m e n e r le t r a i t e m e n t des p rob l èmes de la Sc ience 
m a t h é m a t i q u e à l ' é t u d e des r e l a t i ons e n t r e les seuls 
n o m b r e s entiers. J e c i te ra i encore les effor ts q u e l ' on a 
faits pou r i n t r o d u i r e , dans les d i f fé ren tes espèces de 
combina i sons logiques , des no ta t ions abrégées, af in d ' en 
exc lure les associations d ' idées super f lues , les i n d é t e r -
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init iations cjui s'y gl issent i n c o n s c i e m m e n t q u a n d 011 
emploie le l angage h a b i t u e l et q u i r e s t en t ainsi sans 
contrôle. Un savan t i t a l ien , P e a n o , de T u r i n , à qui n o u s 
devons déjà d ' i n t é re s san tes é tudes su r d ' a u t r e s su je t s , 
est le r e p r é s e n t a n t de cet o r d r e d ' idées . 

Je voudra i s dé f in i r tous ces déve loppemen t s p a r u n 
seul mot : VArithmétization des Mathématiques. E t 
ma in t enan t , j e me propose de vous pa r l e r de l ' i n f luence , 
que p o u r r a i t avoir cet te t endance généra le , au delà du do-
maine de l 'Ana lyse , sur les au t res par t ies de n o t r e 
Science. La ques t ion ainsi posée, d ' u n e pa r t , nous de-
vons a d m e t t r e vo lon t ie r s l ' e x t r a o r d i n a i r e i m p o r t a n c e 
des d é v e l o p p e m e n t s du su je t ; mais , d ' a u t r e p a r t , il 
nous fau t repousser cet te idée que , dans la Science a insi 
a r i thmét izée , n o u s a u r i o n s , c o m m e en u n ex t ra i t con-
cent ré , l ' e n s e m b l e total p r o p r e m e n t d i t de la M a th é ma -
tique ex i s t au t dé jà . D ' a p r è s ceci, j e déve loppera i ma 
pensée en d e u x d i rec t ions : l ' u n e , pos i t ive , q u i a f f i rme, 
et l ' au t r e , néga t ive , qui n i e . C o m m e essence m ê m e de la 
quest ion, ce n ' e s t pas la f o r m e a r i t h m é t i q u e de la m a r c h e 
des idées que j ' envisage , mais p lu tô t l ' acu i té logique, la 
r igueur , q u e l ' o n ob t i en t à l ' a ide de ce t te f o r m e ; la né-
cessité, p a r su i te , se p r é s e n t e (e t c 'es t là le côté posi t i f 
de m o n p r o g r a m m e ) de refondre et r e m a n i e r , en s ' a p -
puyan t su r les p r inc ipes de l 'Ana lyse à base a r i t h m é -
tique, les au t res d isc ip l ines de la M a t h é m a t i q u e . D ' a u t r e 
pa r t , j e dois é t ab l i r , et cela en y ins i s tan t b e a u c o u p 
(c'est ici le côté négat i f de la ques t ion ) que les M a t h é -
mat iques n ' o n t été n u l l e m e n t créées à l ' a ide de la 
déduct ion log ique , mais bien p lu tô t qu ' à cô té de ce t te 
de rn iè re , m ê m e encore de nos j o u r s , l ' i n t u i t i o n conserve 
son rôle , son in f luence spécif ique complè te . P o u r épu i se r 
le su je t , je devra is enco re pa r le r du côté a l g o r i t h m i q u e 
des M a t h é m a t i q u e s e t , pa r c o n s é q u e n t , d u rô le des 
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méthodes formel les ; n é a n m o i n s , je la isserai de côté, en 
cet te occasion, ce suje t qu i est p lus éloigné de mes r e -
cherches pe r sonne l l e s . 

Du reste , n e croyez pas que j aie beaucoup de nouveau 
à déve lopper ici sur des su je ts par t icu l ie rs . Il s 'agit 
p lu tô t essen t ie l lement de r é u n i r et de g rouper ce que 
nous avons sous la main e t , l o r sque cela est nécessaire , 
d 'en p résen te r u n e jus t i f ica t ion . 

Le cour t laps de temps qu i m 'es t oc t royé m 'ob l ige à 
me re s t r e indre à fa i re ressor t i r que lques points p r i n c i -
paux . Permet tez -moi d ' abo rd de d o n n e r u n e esquisse 
du coté positif de ma thèse dans ses r appor t s avec le 
domaine de la G é o m é t r i e . Le po in t de d é p a r t de l ' a r i th -
met iza t ion des M a t h é m a t i q u e s a, comme je l 'a i i nd iqué , 
t i ré son or igine de cet te c i rcons tance que l 'on a écarté 
l ' i n tu i t i on de l 'espace. Lorsque nous por tons nos études 
sur la Géomét r i e , la p remière chose h faire c 'est de r a t -
t ache r par u n l ien n o u v e a u à l ' i n tu i t i on de l 'espace les 
résu l ta t s acquis pa r voie a r i t h m é t i q u e . Pa r ceci j ' e n -
tends que nous devons admet t re les p r inc ipes hab i tue l s 
de la Géomét r i e ana ly t ique et à l eur aide fa i re la re-
cherche de l ' i n t e rp ré t a t ion géomét r ique des nouveaux 
déve loppement s ana ly t iques . Ce n ' e s t pas en généra l 
diffici le, mais , d ' a u t r e pa r t , c 'est i n t é res san t au p lus 
hau t degré . J 'a i pu poursu iv re cet o rdre d ' idées en 
diverses nombreuses d i rec t ions dans u n e série de confé-
rences que j 'ai d o n n é e s dans ce bu t l ' an de rn i e r ( ' ) . 
C o m m e résul ta t on acqu ie r t u n e hab i tude , u n exercice 
de l ' i n t u i t i o n de l 'espace p rovenan t d ' u n r a f f i n e m e n t , 
d ' u n e acui té p lus g rande dans cet o rd re d ' i d é e s ; et, 
d ' au t re pa r t , cet te t endance a cet avantage p réc ieux 
qu 'e l le met en p le ine l u m i è r e les déve loppements a n a -

( 1 ) Voir ht note p. r.»(), 
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lvlicjiies en ques t ion et qu i pe rden t alors un carac-
tère paradoxal qu i , main tes fois , semblai t l eu r être 
at taché. Q u e l l e est la déf in i t ion la p lus généra le d ' u n e 
courbe, d u n e su r f ace? Q u ' e n t e n d - o n en d isant q u ' u n e 
courbe, e tc . , est analytique ou non analytique? Ces 
questions et celles qui l eu r sont analogues doivent 
être épuisées j u squ ' à l ' évidence la plus complè te . Le 
second po in t à cons idérer est celui-ci . C'est que n o u s 
introduisons les p r inc ipes qu i servent de f o n d e m e n t à 
la G é o m é t r i e dans les nouvel les recherches . Cela pour -
rait se fa i re certes c o m m e aut refo is d ' u n e man iè re p u -
rement g é o m é t r i q u e ; mais , pa r l 'effet des in f luences 
actuelles, la co r ré la t ion avec le système de tout l 'en-
semble de l 'Ana lyse , et pa r conséquen t avec les m é -
thodes de la G é o m é t r i e ana ly t ique , est placée au p r e -
mier p lan . La r e c h e r c h e ex té r ieure des formules pa r 
lesquelles 011 peu t r ep ré sen te r les cons t ruc t ions de 
l 'espace, la Géomét r i e n o n - e u c l i d i e n n e par conséquen t , 
et ce qui s'y r a t t ache , tout cela n ' es t q u ' u n côté du suje t . 

Une ques t ion p lus p ro fonde est cel le-ci . P o u r q u o i 
pouvons-nous regarder l ' ensemble des poin ts de l 'espace 
comme u n e mul t ip l i c i t é n u m é r i q u e telle que nous 
puissions, en t re les n o m b r e s r a t ionne l s , r angés , comme 
l 'on sait, en trois d i rec t ions , i n t e rpo l e r les n o m b r e s 
i r ra t ionnels? Nous ar r ivons ainsi à cette o p i n i o n : 
l ' intui t ion de l 'espace présen te que lque chose d ' inexac t 
que nous idéalisons pou r faire des M a t h é m a t i q u e s à 
l aide de ce que l 'on n o m m e des axiomes ( qu i r e p r é -
sentent pour n o u s des postulat a réels , des proposi t ions 
de condi t ion) . Q u a n t aux ph i losophes , le p r o b l è m e 
ici posé a été en par t icu l ie r t rai té pa r K e r r y , en-
levé, depuis , par u n e m o r t p réma tu rée . Je crois p o u -
voir adhére r en généra l aux idées qu ' i l développe, et 
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n o t a m m e n t à ce qui est re la t i f à sa cr i t ique de du Bois-
R e y m o n d . 

I n v e r s e m e n t la nouve l le exposi t ion de la concept ion 
de l 'espace est pou r nous la source de nouvel les concep-
tions ana ly t iques . N o u s croyons voir dans l ' espace le 
n o m b r e inf in i des po in t s et des cons t ruc t ions fo rmées 
p a r ceux-ci d ' u n e man iè re imméd ia t e . C 'est là l 'or ig ine 
des r eche rches f o r m a n t la base de l ' é t ude des ensembles 
(Mengen) et des n o m b r e s t ransf in is , au moyen desquels 
Georg C a n t o r a enr ich i la Sc ience a r i t h m é t i q u e d ' u n 
cercle d ' idées tout nouveau . E n f i n nous exigeons encore 
que le nouve l o rdre d ' idées joue un rôle dans les domaines 
les p lus élevés de la G é o m é t r i e et en pa r t i cu l i e r dans la 
Géomé t r i e i n f in i t é s ima le ; cela aura l ieu encore le p lus 
f ac i l emen t si n o u s conservons ici encore les méthodes 
de la G é o m é t r i e ana ly t ique . Na tu r e l l emen t j e n e par le 
pas de calculs aveugles p ra t iqués su r les le t t res x , y , z , 
ma is seu lemen t d ' u n usage subsidia i re de ces g r a n d e u r s 
p a r t o u t où il s 'agit de la fixation précise d ' u n passage à 
la l imi te . 

Te l l e est à g r ands t rai ts l ' esquisse du nouveau p r o -
g r a m m e géomét r ique . Il es t , comme vous le voyez, b ien 
d i f fé ren t des tendances qu i r égna ien t dans la p remiè re 
moi t ié de no t r e siècle et qu i en ce temps on t condu i t au 
déve loppement de la Géomét r i e project ive ( laquel le de-
puis l ong temps est devenue u n e b r a n c h e i n t é g r a n t e de 
no t re Sc ience) . La G é o m é t r i e pro jec t ive nous a ouver t de 
n o m b r e u x domaines n o u v e a u x de la Science avec la 
facil i té la p lus g r a n d e ; on pour ra i t la cé lébrer à b o n 
droi t en d i san t qu 'e l le ouvre une route royale condu i san t 
à t ravers son d o m a i n e . Au con t ra i re , n o t r e nouveau c h e -
m i n est pén ib le et hér i ssé de ronces ; il f au t u n e a t t e n -
t ion de c h a q u e i n s t an t p o u r en t o u r n e r les obstacles . 
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iSous revenons ainsi p lu tô t aux mé thodes des anciens 
et nous app renons à c o m p r e n d r e en m ê m e temps d ' u n e 
nouvelle m a n i è r e leurs mé thodes à l ' a ide de nos c o n -
ceptions modernes , comme l 'a exposé b r i l l a m m e n t 
Zeuthen en ces de rn ie r s t emps . Les mêmes couran t s 
d'idées ont é té i n t rodu i t s dans les domaines de la M é -
canique et de la P h y s i q u e m a t h é m a t i q u e . P o u r ne pas 
entrer en t rop de détai ls je citerai seu lement deux e x e m -
ples à cet effet . Dans toutes les Ma thémat iques appl i-
quées, on doit fa i re ce que j 'a i déjà ind iqué c o m m e 
nécessaire r e l a t i vemen t à l ' i n tu i t ion de l 'espace, c ' es t -
à-dire idéal iser les points de dépa r t en vue du t ra i te -
ment m a t h é m a t i q u e . M a i n t e n a n t , en généra l , selon 
le bu t que l 'on a devan t les yeux , en u n seul et m ê m e 
domaine on peu t e m p l o y e r à côté les uns des aut res 
divers genres d idéalisaLion. Dans cet o rd re d ' idées , pou r 
ne citer q u ' u n exemple , on regarde la ma t i è r e , tantôt 
comme rempl i s san t l 'espace d ' u n e man iè re con t inue , 
tantôt c o m m e d i scon t inue et f o rmée de molécules sé-
parées, qu 'on regarde aussi soit au repos , soit an imées de 
mouvement . Q u a n d et j u s q u ' à quel po in t ces diverses 
méthodes de p résen ta t ion sont-e l les m a t h é m a t i q u e m e n t 
équivalentes p o u r les déve loppements que l 'on veut en 
t i rer? Les anc iennes recherches de Poisson et d ' au t r e s , 
comme aussi les déve loppements de la théor ie c iné t ique 
des gaz, n ' app ro fond i s sen t pas à ce po in t de vue suff i -
samment les choses pou r le ma théma t i c i en de n o t r e 
époque. Je crois q u ' u n e publ ica t ion que p r é p a r e M. Boltz-
m a n n fou rn i r a sur ceci d ' in té ressan ts résu l ta t s . U n e 
autre m a n i è r e de poser la ques t ion est la su ivante : L 'ex-
périence p h y s i q u e me t à no t r e disposi t ion des faits 
expér imentaux auxquels nous d o n n o n s i nconsc i emmen t 
une général isat ion m a t h é m a t i q u e et que n o u s t r anspor -
tons comme théo rèmes sur des ê t res idéalisés. A ceci se 
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r a t t ache l 'existence (le la fonc t ion di te de Grcen relat ive 
à u n e surface fermée que lconque et à pôle pris a rb i t r a i r e -
m e n t , ce qui cor respond à ce fai t du doma ine de l 'élec-
tr ici té que pour chaque corps conduc t eu r , sous l ' i n -
f luence d ' u n po in t éiectrisé q u e l c o n q u e , il y a u n e 
d i s t r i bu t ion d 'é lec t r ic i té en équ i l ib re . Tel est le cas 
encore de l ' appl ica t ion que j'ai fa i te des cou ran t s é lec-
t r iques qu i on t l ieu sur u n e surface conduct r ice que l -
conque q u a n d on y appl ique les é lectrodes d ' u n e pile 
galvanique-, j 'a i ainsi mon t r é n o t a m m e n t que ces consi-
dé ra t ions conduisen t i m m é d i a t e m e n t aux théorèmes 
f o n d a m e n t a u x de la théor ie r i e m a n n i e n n e des fonct ions 
abé l iennes ( ' ) . A cet o r d r e d ' idées a p p a r t i e n t encore ce 
théorème que tout corps é las t ique l imi té est susceptible 
d ' u n e série inf inie d 'osci l la t ions h a r m o n i q u e s , et b ien 
d ' au t r e s propos i t ions encore . Ces théorèmes pr is d ' u n e 
m a n i è r e abs t ra i te sont- i l s ef fec t ivement des théorèmes 
m a t h é m a t i q u e m e n t exacts et r i g o u r e u x ; a u t r e m e n t d i t , 
c o m m e n t doit-on les l imi te r , les préciser pour qu ' i l s de -
v i e n n e n t pa r f a i t emen t vra is? I^es ma thémat i c i ens ont 
por t é sur ceci l eu r s efforts avec succès; d ' abord Kar l 
N eu m an n et Sehwarz , dans la théor ie du po ten t ie l , et 
depuis les savants f rança i s , en con t inuan t dans la voie 
ouver te par les t r avaux a l lemands , sont pa rvenus à ce 
résu l ta t que les théorèmes tirés de la Phys ique se sont 
en g rande m e s u r e révélés comme exacts. Vous voyez 
ici c l a i r emen t de quoi il s 'agit r e l a t ivemen t aux recher -
ches en ques t ion , et je désire a t t i re r votre a t t en t ion sur 
ceci : il s 'agif, non de nouveaux points de vue, mais 
p lu tô t de méthodes de démons t ra t ions abst ra i tes que 
nous cul t ivons p o u r el les-mêmes en vue de la c lar té et 

( ( ) K L E I N , lieber Riemann's Theorie der algebraischen Functio-
nen und ihrer Integrale. Teubncr, 188 ?. 
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de la précision qu i sont i n t rodu i t e s ainsi dans no t re 
compréhens ion des p h é n o m è n e s ; ou encore , si j 'ose 
employer u n e express ion de Jaeobi , dans un sens d 'ai l -
leurs légèrement modif ié , il s 'agit s eu lement de Vhon-
neur de ¿'intelligence humaine. 

Messieurs, il dev ien t m a i n t e n a n t p resque difficile 
d 'assurer à l ' i n t u i t i o n , en con t rad ic t ion avec les déve-
loppements p récéden t s , la pa r t qui lui rev ien t dans n o t r e 
Science, e t , c e p e n d a n t , c 'est sur cet te an t i thèse , p réc i -
sément , que repose la s ignif icat ion p r o p r e de mon exposé. 
Et j'ai moins en vue cette fo rme cul t ivée de l ' i n t u i -
t ion, don t il é ta i t ques t ion tout à l ' h e u r e , in tu i t ion 
qui s'est déve loppée sous l ' in f luence de la déduct ion 
logique, et que je pou r r a i s n o m m e r u n e fo rme de la 
mémoi re , que cet te in tu i t ion na ïve , q u i , p o u r u n e 
grande par t , est u n ta len t i nné et qu i , d ' a i l l eurs , s 'é lar-
git i nconsc i emment pa r l 'effet de l ' é tude approfond ie de 
telle ou telle pa r t i e de la Science. Le mot intuition 
n'est peu t ê t re pas t rès c o n v e n a b l e m e n t choisi . Je v o u -
drais y c o m p r e n d r e encore ce s en t imen t , cet ins t inc t de 
la Mécanique par lequel u n ingén ieu r apprécie la dis tr i -
bu t ion des forces dans u n e cons t ruc t ion q u e l c o n q u e 
dont il est l ' a u t e u r , e t , de même, cet ins t inc t indéf in i s -
sable que possède le ca lcu la teur exercé re la t ivement à 
la convergence des opé ra t ions inf inies qui se p r é sen t en t 
à lui . 

.Je dis que Vintuition mathématique ainsi comprise 
précède patio ut dans son domaine le raisonnement lo-
gique, et, par conséquent, en tout instant, possède une 
plus vaste région que ce dernier. 

Je pourra is i n t r o d u i r e ici d ' abo rd u n e excurs ion histo-
rique qui m o n t r e r a i t , en effet, que l ' i n t u i t i o n a i nauguré 
les commencemen t s dans les diverses b r a n c h e s de n o t r e 
Science et que le t r a i t emen t r i gou reux et logique n ' e s t 
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venu qu ' en sui le. E t cer tes ceci est vrai , n o n seu lement 
en g rand dans l 'h i s to i re des or ig ines du Calcul i n f i n i t é -
s ima l , ainsi que je l 'a i i nd iqué en c o m m e n ç a n t , mais 
il en est encore ainsi dans b i e n des doc t r ines , don t le 
c o m m e n c e m e n t date du siècle p r é s e n t . A ce su je t , p o u r 
n e ci ter q u ' u n fa i t , je r appe l l e r a i la théor ie des fonc -
t ions d ' u n e var iab le complexe de R i e m a n n ; j ' a j ou t e ra i 
encore volont ie rs ceci, c 'est que la d isc ip l ine q u i , p e n -
d a n t bien l ong t emps , a semblé la p lus é t r angère à l ' i n -
tu i t ion , j e pa r le de la théor ie des n o m b r e s , v ient de 
p r e n d r e u n nouve l et b r i l l an t essor par l ' i n t r o d u c t i o n 
des méthodes in tu i t ives e n t r e les mains de Minkowslu 
et d ' au t re s . Il serai t aussi d ' u n grand in té rê t de p o u r -
su iv re , à ce point de vue, l ' é tude du déve loppemen t , 
11011 d ' u n e d isc ip l ine m a t h é m a t i q u e pa r t i cu l i è re , mais 
d ' u n e pe r sonna l i t é m a t h é m a t i q u e ind iv idue l le . Je me 
con ten te ra i ici d ' u n e indication*, les deux plus pu i ssan t s 
c h e r c h e u r s du temps p résen t , Lie , de Leipzig, et Po in -
caré , de P a r i s , on t p r i s , à l 'o r ig ine , l eu r po in t de dé -
p a r t dans l ' i n tu i t i on . 

Mais tout ceci, si j e voulais e n t r e r en plus de dé ta i l s , 
me condu i r a i t à cons idérer t r o p de par t i cu la r i sa t ions , 
e t , en m ê m e temps , s eu l emen t des cas excep t ionne l s . J e 
p r é f è r e donc décr i re ce q u ' u n e in tu i t ion t an t soit p e u 
exercée accompl i t j o u r n e l l e m e n t , en dépassan t le t r a i -
t emen t par le calcul ou les cons t ruc t ions , dans la ré-
solut ion quan t i t a t i ve de p rob lèmes phys iques ou tech-
n iques . Si j e rev iens , par e x e m p l e , aux deux prob lèmes 
relat i fs à l ' é lec t r ic i té , don t j ' a i déjà pa r l é , on r econna î t 
que chaque phys i c i en , dans le cas d o n n é , peu t , sans 
diff icul té , assez exac t emen t d é t e r m i n e r la fo rme des 
surfaces de n iveau de la fonc t ion de G r e e n , ou les 
c o u r a n t s dans la seconde desdites expér iences . O u b ien 
p renez encore le cas d ' u n e équa t ion d i f férent ie l le 
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que lconque , pa r exemple ( p o u r res te r dans le cas 
le plus s imple) d ' u n e équa t ion d i f fé ren t ie l le d u p r e m i e r 
ordre e n t r e deux var iab les . Le t r a i t e m e n t ana ly t ique 
très p robab lemen t é c h o u e r a . N é a n m o i n s , on peu t tout 
de suite i n d i q u e r , pa r un procédé g r a p h i q u e , la m a r c h e 
générale des courbes in tégra les , c o m m e cela a été fai t 
tout r é c e m m e n t p a r Lord K e l v i n , u n des g rands 
maî t res de l ' i n t u i t i o n m a t h é m a t i q u e , p o u r u n e équa t i on 
différentiel le cé lèbre du p r o b l è m e des t ro is corps . I l 
s 'agit, dans tous les cas analogues , p o u r p a r l e r le lan-
gage de l 'Ana lyse , d ' u n e sor te d ' i n t e rpo l a t i on où F o n 
t ient compte , moins de l ' exac t i tude des détai ls q u e de 
l ' apprécia t ion des condi t ions généra les . J ' a f f i rmera i en-
core ceci : dans l ' é t ab l i s semen t de toutes nos lois n a t u -
relles, ou, en généra l , l o r sque n o u s che rchons à fo rmu-
ler m a t h é m a t i q u e m e n t des p h é n o m è n e s ex té r ieurs , 
quels qu ' i l s soient , nous employons un art i f ice ana logue 
d ' in te rpo la t ion . Il s 'agi t , t ou jou r s , en ef fe t , d ' ex t ra i re 
du mil ieu de l ' en semb le de p e r t u r b a t i o n s accidente l les 
les liaisons s imples des g r a n d e u r s essent ie l les . C 'es t là, 
en de rn ie r l i eu , ce que j 'ai appelé p r é c é d e m m e n t le pro-
cédé de l ' idéal isa t ion. Les cons idéra t ions de la log ique 
r e p r e n n e n t tous l eu r s dro i t s seu lement lo rsque l ' i n t u i -
t ion a déjà réal isé complè t emen t le p rob lème de l ' i déa -
lisation. 

Je vous pr ie de regarder ces ind ica t ions , n o n comme 
une expl ica t ion , mais comme u n e s imple descr ip t ion des 
re la t ions en t r e les fa i t s . Le mathémat ic ien ne p e u t q u e 
constater pa r l ' observa t ion pe r sonne l l e la n a t u r e p r o p r e 
du fait psychique qui a lieu dans c h a q u e cas pa r t i cu l i e r . 
Peut-ê t re u n j o u r la Physiologie et la Psychologie expé-
r imenta les n o u s r ense igne ron t -e l l e s exac tement su r les 
relat ions p lus in t imes qui peuven t exis ter en t re les pro-
cessus dé r ivan t de l ' i n tu i t i on et ceux qui sont d u d o -
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maiue du pouvoir logique. Q u ' i l s 'agisse ici, en effet , de 
facul tés de l ' âme dis t inctes , c 'es t -à-d i re qui ne sont pas 
nécessa i rement re l iées en t r e elles, c 'est ce q u e nous dé-
m o n t r e n t les g randes d i f îé rences q u e nous révè len t les 
observat ions faites sur divers indiv idus . Les psychologues 
m o d e r n e s d i s t i n g u e n t u n e fa c u 11 é v i s u e 11 e, u n e f a c u 11 é m o -
tr ice et u n e facul té audi t ive . Il semblera i t que l ' in tu i t ion 
m a t h é m a t i q u e , c o m m e je la c o m p r e n d s , co r re spondra i t 
p lu tô t aux deux p remières , et la compréhens ion logique 
p lu tô t à la de rn iè re . La Psychologie est au commencemen t 
de ces recherches , auxquel les , avec n o m b r e de mes Col-
lègues, je p r e n d s le p lus g rand in t é r ê t . En effet, nous 
avons l 'espoir que ma in t e s dif férences d 'op in ion sur 
no t re Science et son exercice, différences qui restent 
m a i n t e n a n t inébran lab les , d i spara î t ron t lorsque nous 
serons plus exactement rense ignés sur les condi t ions 
psychologiques de la pensée m a t h é m a t i q u e et sur ce qu i 
les d i f férencie i nd iv idue l l emen t en t re elles. 

Je n ' ins i s te ra i ici que b r i è v e m e n t sur le côté pédago-
gique de la M a t h é m a t i q u e . Nous obse rvons m a i n t e n a n t 
en Al lemagne , sous ce r appo r t , u n fai t très r e m a r q u a b l e . 
Deux couran t s opposés coulent à côté l ' u n de l ' au t r e 
sans réagir l ' u n sur l ' au t r e d ' u n e man iè re appréc iab le . 
Les maî t res de nos gymnases aff i rment avec tan t d ' éne r -
gie la nécessi té d ' u n ense ignemen t m a t h é m a t i q u e basé 
su r l ' i n tu i t ion , que l 'on est obligé de s'y opposer et 
d ' ins i s te r , au con t ra i re , sur la nécessité de développe-
m e n t s logiques appro fond i s . Te l l e est la t endance d ' u n 
pe t i t écr i t , que j'ai pub l ié sur les p rob lèmes de la Géo-
mé t r i e é lémenta i re , p e n d a n t le couran t de l 'é té de r -
n ie r ( 1 ) . Mais c'est tout le con t ra i r e chez les p r o -

( 1 ) F . K L E I N , Vorträge über aus gewähl te Fragen der Elemenlar-
geometrie, ausgearbeitet i>on F. Tagert, Tcubner; i8<p. — Il en a 
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fesseurs de nos écoles supér ieures : l ' i n tu i t i on , la p l u p a r t 
du temps , est n o n seu lement est imée de peu de valeur , 
mais même, si c 'est possible, t ou jour s re je tée de côté. 
C'est là , sans aucun dou te , une conséquence de l 'ext rême 
impor tance q u ' o n t pr i se les tendances à l ' a r i t l imet izat ion 
dans les M a t h é m a t i q u e s modernes . Mais ici l ' on va au 
delà du b u t . Il est temps de déclarer une fois pour toutes 
pub l iquemen t qu ' i l ne s'agit pas seulement d ' u n e direc-
tion à r ebou r s dans la pédagogie, mais encore d ' u n e 
tendance à regarder l ' ensemble de la Science sous une 
perspective ob l ique . P o u r moi , je laisse à tou t docent 
académique le c h a m p le p lus l ib re , et j 'a i , par consé-
quen t , t o u j o u r s re fusé de proposer des règles générales 
pour l ' en se ignemen t m a t h é m a t i q u e supér i eu r . Ce qui 
ne m'empêel ie pas d 'af f i rmer h a u t e m e n t qu ' i l y a en 
tout cas deux catégories de cours ( Vorlesangen) m a -
thémat iques qu i do ivent p r e n d r e nécessa i rement leur 
point de dépa r t d a n s l ' i n tu i t i on . Ce sont p remiè remen t 
les cours é lémenta i res , qui p r é p a r e n t le commençan t 
aux hautes M a t h é m a t i q u e s ; car le maî t re doi t , c o n f o r -
mément à la n a t u r e des choses, pa rcour i r en pet i t la 
même voie de déve loppement que la Science a suivie en 
grand. Ce sont ensu i t e les cours don t les audi teurs doi-
vent avoir en vue, dès le p remie r abord, de t ravai l ler 
essent iel lement avec l ' i n tu i t i on , c 'est-à-dire les cours 
pour ceux qui é tud i en t les Sciences na ture l les (< ) ( N a -
turforscher) e t p o u r les ingénieurs . Nous avons, par 
l ' exagérat ion de la fo rme logique, déjà t rop p e r d u , en 

été rendu compte dans le Bulletin de M. Darboux, 2e série, t. XX; 
mars 1896. — M. Griess, professeur au lycée d'Alger, qui a traduit 
les Applications of elliptic functions de Grecnhill, en a publié 
lécomment une rédaction française. Nonv, éditeur. 

f 1 ) Y compris la Physique, etc., dans le même ordre d'idées que 
ta Raturai Philosophy des Anglais. 
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ces domaines de la Sc ience , de l ' i m p o r t a n c e généra le 
q u i , pa r la n a t u r e des choses, a p p a r t i e n t aux M a t h é m a -
t iques ; il est g r a n d e m e n t t e m p s , et c 'est u n str ict devoir 
p o u r n o u s , de r e c o n q u é r i r cet te i m p o r t a n c e pa r u n e 
condu i t e c o n f o r m e à ce b u t . 

J e reviens encore aux cons idéra t ions t h é o r i q u e s . L a 
concep t ion généra le q u e j 'a i c o n c e r n a n t les p rob lèmes 
actuels de la Sc ience m a t h é m a t i q u e n ' a guère beso in 
d ' ê t r e fo rmulée d ' u n e man iè re p lus spéciale . E n m ê m e 
temps que j 'exige p a r t o u t l ' é t u d e logique complè te et 
app ro fond ie des m a l é r i a u x , j ' a f f i rme éga lement q u e l ' on 
doi t aussi nécessa i rement les t ravai l le r et les envisager 
sous tous les aspects à l 'a ide de l ' i n tu i t ion et de ses 
mé thodes . Les déve loppemen t s m a t h é m a t i q u e s qu i t i -
r e n t l e u r or ig ine de l ' i n t u i t i o n ne p e u v e n t d ' a u t r e pa r t 
ê t re admis c o m m e possession déf in i t ive de la Science 
q u e lorsqu ' i l s on t été r a m e n é s à u n e f o r m e logique 
r i gou reuse . R é c i p r o q u e m e n t , le t r a i t ement abs t ra i t des 
re la t ions logiques n e p e u t nous suffire, t a n t que l eur 
por tée n ' a pas été vivifiée à l ' a ide de chaque mode d ' in-
tu i t ion et tant q u e n o u s n ' ape rcevons pas les combi-
naisons mu l t i p l e s qui re l i en t le schéma logique, dans 
le doma ine q u e n o u s avons choisi , avec les aut res part ies 
de nos conna issances . 

J e compare la Science m a t h é m a t i q u e à u n a r b r e dont 
les r ac ines s ' en foncen t chaque j o u r p lus p r o f o n d é m e n t 
dans la t e r r e , t and is qu ' au -dessus les b r anches s ' é t en -
den t l i b r e m e n t et nous o m b r a g e n t . D e v o n s - n o u s en re-
ga rde r les rac ines ou les b r a n c h e s comme la par t i e la 
p lus essent ie l le? Le botan is te nous ense igne que la ques-
t ion est ma l posée et q u e la vie de l 'o rganisme d é p e n d 
p lu tô t de l ' é c h a n g e mutuel entre ses différentes par-
ties 
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Dijon. 

A N A L Y S E . — I . Périodes et valeurs diverses de Vin-

r z dz 

h J(a — z)(b — z)(c-z)(d—z) 

tégrale 

I L Obtenir Véquation finie y — / ( . r ) de la courbe 
plane dont Vaire comprise entre elle, Vaxe des x et les 
ordonnées d'abscisses o, x a pour expression 

l / f c ^ j 

m et '¿(x) représentant un exposant et une fraction 
de x dérivés tous deux. 

E n p o s a n t 
r* x 

ydx: s. 
on o b t i e n t i m m é d i a t e m e n t l ' équa t ion d i f fé ren t ie l l e 

r du 
~dx 

dont l ' i n t é g r a t i o n s ' o p è r e sans d i f f i cu l t é . I l n e res te 
p lus q u ' à d é t e r m i n e r la c o n s t a n t e a r b i t r a i r e (ce qu i 
n 'es t pas t o u j o u r s pos s ib l e ) , pu i s à d i f f é r e n t i e r l ' exp re s -
sion de u p o u r a r r i v e r à cel le d e y . 
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M É C A N I Q U E . — I . Attraction d'un ellipsoïde homo-

gène sur un point extérieur. 
II. Un prisme droit homogène, dont les hases sont 

deux triangles rectangles A B C , A ' B ' C ' , repose par la 
face A B A ' B ' sur un plan horizontal le long duquel il 
peut glisser sans flottement. Une tige pesante MN, 

située dans le plan de la section droite du prisme qui 
contient le centre de gravité, s'appuie, d'une part, sur 

le plan horizontal et, d'autre part, sur la face B C B ' C ' , 

et glisse sans frottement à ses deux extrémités. 
On demande le mouvement du système. 
La tige pesante est homogène. Dans sa position 

initiale, son extrémité supérieure est sur Varête C C 
et les vitesses initiales sont nulles. 

O n app l ique les théor ies des forces vives et du m o u -
vement du cen t re de grav i té . 

Lyon. 

A N A L Y S E . — I . Démontrer que trois surfaces ortho-
gonales se coupent suivant des lignes de courbure. 



IL Intégrer 
ùz ôz 

pq=p* + qy, q=-dy 

T o u t se r é d u i t à t r o u v e r u n e i n t ég ra l e complète, 
c ' e s t - à -d i r e c o n t e n a n t d e u x p a r a m è t r e s a r b i t r a i r e s . 
Si z é ta i t u n e f o r m e q u a d r a t i q u e A x 2 + 2 B x r -f- C j 2 , 
il en sera i t de m ê m e enco re p o u r les deux expres -
sions pq et px - 1 - qy. P o u r s u i v o n s d o n c l ' i den t i f i ca t ion . 
]i v i endra 

pq = 4(Aa?-f- By)(Bx + Cy) 

— 9. ( A x- -h i B xy -+- G y - ), 

d'où 

o ~ A(x\\ — i) = C ( ' i B — 1), AG == B(i — B), 

c ' e s t - à - d i r e 

o — A — G. B — i et z = ¿xy 

( so lu t ion sans p a r a m è t r e ) , o u b i e n 

B = 1 AG — l Il vient a insi l ' i n t é g r a l e c o m p l è t e 

z — xy 4- A ,ï--r- Ty y2 

À5 a = const. arbitr. 

L ' i n t é g r a l e g é n é r a l e se cons t ru i r a par les procédés 
connus . 

M É C A M Q U E . — Un point M matériel non pesant est 
assujetti à se déplacer sans frottement sur un cylindre 
à section droite elliptique. M est attiré vers un point O , 
situé sur Vaxe du cylindre, proportionnellement a la 
distance. Trouver le mouvement. 
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P r e n o n s O p o u r o r i g i n e des c o o r d o n n é e s r e c t a n g u -

l a i r e s et F axe d u c y l i n d r e p o u r axe des z. 
S o i t A le p o i n t o ù la g é n é r a t r i c e de M pe rce le p l a n 

des xy. 
L e t h é o r è m e des a i res m o n t r e q u e A déc r i t la sec t ion 

d r o i t e s u i v a n t la loi k é p l é r i e n n e ( a i r e s p r o p o r t i o n n e l l e s 
a u x t e m p s ) . P r o j e t o n s m a i n t e n a n t su r l ' a x e du c y l i n d r e , 
il v i e n d r a 

d ~ « / x — [J.2Z, Z = Z0 COS[J.( T TO), 

JJL = const. de l 'attraction. 

O n conna î t ainsi c o m m e n t se d é p l a c e n t la g é n é r a t r i c e 
v a r i a b l e M A et le p o i n t M su r l ad i t e g é n é r a t r i c e . La mé-
t h o d e est va lab le p o u r u n e sec t ion d ro i t e q u e l c o n q u e . 

A c h e v o n s la so lu t i on p o u r la sec t ion d r o i t e e l l i p t i que 

rjQÏ y 2 
h — i ou x = a cosco, v = b sin cp. a2 b'1 » * i 

O n a ( t h é o r è m e des a i r e s ) , k - = c o n s t . des a i r e s , 

x dy —y dx — ab dv = A2 dt. 

Si T est le t e m p s d ' u n e r é v o l u t i o n complè t e , 
iKcib ~ A 2 T et 

do — ~dt, o — s0 = ~ ( t — t0). 

La t r a j e c t o i r e est dé f in i e pa r les é q u a t i o n s 

^ x — a coso, y~b sin cp, j 

i — ?o) ? —?o t — h n I « _ COS , = — = — \ ' 2 7T '2TT r ] 

cp0, T , t0 d é p e n d a n t des c o n d i t i o n s in i t i a l e s . 
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Marseille. 

A N A L Y S E . — Pour intégrer le système d'équations 
différentielles 

3a?s = (_ 5)/, — (zx*-h iix*-h 5)1.,, 
dx " 

0/7 /î?m successivement les changements de variables 
définis par les relations suivantes : 

/ j = z1 H- t2=*2; zxx^—yu z*x'+ — y 2, 

et. Von sera ramené à un système d'équations d i f f é -
rentielles de forme classique aux variables y { et y*. 

On calculera les intégrales y t et.y2 qui se réduisent 
¡t y t — o, y2 ~ — i quand on fait x = i . 

La variable x décrivant un chemin fermé quelconque 
allant du point x = \ au même point x — i, quelles 
sont les différentes valeurs au point x ~ i des fonc-
tions y { ety2j Z\ et z2j t{ et 12? 

Les c h a n g e m e n t s de variables ind iqués conduisent au 
système de f o r m e classique 

-» dyx 

o dy, . 

que l 'on in tègre e n c h e r c h a n t à dé t e rmine r les p a r a -
mètres déf in is pa r 

yi = A'iTr, y2 = /:2x'\ 

L équa t ion ca rac té r i s t ique , qui d o n n e r , est 

()/*3 -+- i — o, 
Ann. de Mathéniat3e série, t. XVI. (Mars 1897.) 9 
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et la so lu t ion d e m a n d é e est 

Le seul po in t s ingul ie r à d i s tance finie est l ' o r ig ine . 
T o u t c l iemin f e r m é a l l an t d u p o i n t au p o i n t 
x= i r e n t r e dans l u n e des classes su ivan tes : 

i° S ' i l n ' e n t o u r e pas l ' o r ig ine , yK et y2 r e p r e n n e n t 
les va leurs o et — i au po in t x = i ; 

2° S ' i l e n t o u r e u n e ou p lus i eu r s fois, m ê m e en t o u r -
n a n t dans les deux sens, c h a q u e tour a u g m e n t e ou 
d i m i n u e l ' a r g u m e n t de logo: de 271, et l ' a rc soumis au 

signe s inus a u g m e n t e ou d i m i n u e de P a r exemple , 

trois tou r s successifs dans le m ô m e sens r a m è n e n t les 
va leurs in i t ia les o et — i de j f et de y2. I l est facile de 
f o r m e r toutes les va leurs demandées dans la de rn i è r e 
par t ie de la q u e s t i o n . 

M É C A N I Q U E . — Dans un plan horizontal, un tube 
homogène, de longueur 6 a, est mobile autour de son 
centre O, qui est fixe. 

Un point matériel, qui est mobile dans ce tube, est 
attiré par le point O proportionnellement ci la dis-
tance. 

La masse du tube est égale à celle du point. 
A l'instant initial, le mobile est à une distance ia 

du point O et la vitesse relative du mobile sur le tube 
est nulle. 

La vitesse angulaire du tube est égale à to. 
Étudier le mouvement du système en supposant que 

Vattraction du poi?it O sur le mobile à Vunité de dis-
tance est égale à 2 m to2, ou m désigne la masse du 
mobile et (o la vitesse angulaire initiale du tube. 
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Trouver la pression du point mobile sur le tube, et 

du tube sur le point Q. 

En désignant pa r m la masse c o m m u n e du tube et 
du po in t , le momen t d ' iner t ie du tube pa r r appor t au 
point O est 3 m a 2 . 

Si l 'on appl ique le théorème des aires et celui des 
forces vives au mouvemen t du système, on obt ient les 
deux équat ions suivantes , où o et Q désignent les coor-
données polaires du mobile : 

(3a 2 + p2) — = 7«2o), 

/o « ,¿02 d02 _ 

(3 a2 -f- p2) — -f- = l'JCf (O2 — 2p2W2, 

et Ton en tire dp _ /(a'-2p«)(p>-4^). 
dt ~ y p 2 4-3 a2 

ce qui prouve que le mobile oscillera en t re les distances 
a sJ'x 

o — et p = i a . k a * 
La pression N du mobile sur le tube est 

d* 0 ¿/p 
N ~ p W* ^ 9 dt dt9 

et il n'y a qu ' à subs t i tuer . 
La pression du tube sur le poin t O est égale à la pres-

sion précédente N . 

A S T R O N O M I E . — On donne les trois côtés d'un triangle 
sphérique 

o , „ 

a — 6 5 . 2 7 . I 8 , 3 ' 2 , 

b = 84.35.26,84, 
c = 95.43.53,76, 

et Von demande de calculer : 
Les trois angles A, B e i C ; 
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2° Les accroissements qu éprouvent ces trois angles 

quand les côtés reçoivent les petits accroissements res-
pectifs 

Aa = -h 3,2, 

Ac = + 6, 7. 

On considérera les accroissements comme des d i f f é -
rentielles. 

A 
2 

AA = 

1 si n ( — a ) ( si n p — b ) ( sin p — c) 
si 11 ( p— « ) V s i n P ^ 

(Aa —eosB.A6 —cosC.Ac), A a = 3", 2, sin c sin B 

AB = — :—-^(A^ — cosC.Ac —cos A.A«), A/; = — 4,5, sin <7 sin L. " 

AC = sin b sin A (Ac—cosA.Aa—cosB.Aft), Ac = 4-G,7. 

a = G5.27.i8,32 
b = 84.35 .26 ,84 

c = 95.43.53,76 
2 p = 245.46.38,92 
/? = 122.53. 19,45 

/> — « = 57.26. 1,14 
/? — b = 38.17.52,62 
/? — c = 27. 9.25.70 
N 

N : sin/> 

L sin. 
7,9257084 
7,7922172 
7,6593763 
7,3773021 
7,9241379 
7,4531642 

7,7265821 

A 
B 
G 

* 3»: .s*. 2 
A * 3»: .s*. 2 tang 2 1,8008737 

B 
- 40.4r. 12.56 tang B 

2 7,9343649 

G , , 56,08 tang G 
2 0,0672056 

L cos. LA a, A6,Ac. L(cos# A). 
36.1 5,96 7,6324 -+-0 ,5o5i -f-o, 1375 cosA.Aa 
22.25,12 7,1764 —0 ,6532 —7,8296 cosB. A6 — ofi 
49.52,16 --7,1862 -HO ,8261 —0,012.3 eosC.Ac — 
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L(Asin.sin.). L (sin. sin.). sin. sin. 

sin c sin B 4*, .9' 0,6911 1 ,9537 a Ï , 9 5 8 9 G 1,9948 

sin a sin G - 4 , .84 —0,6849 T,954O b A 1,9559 

sin b sin A (j ,01 «,7789 T,99^9 c 1,9978 B 

log A. 

5,46 0,7374 
—5,38 —oj7309 

6,11 0,7860 

Nancy. 

ANALYSE.— I . On considère une fonction entièref{z) 
telle que Von ait, quel que soit z, 

/ ( s - f - o>)= 

(0 et a étant des constantes. 
i° Soient a et b deux points du plan des z) où 

la fonction f ( z ) prend une même valeur non nulle, la 
droite ab n'étant pas parallèle à la droite O to qui joint 
l'origine au point to; soient a! et V les deux points 
a + to et b to ; soient enfin , T:2, . . ., les zéros 
de J ( z ) distincts ou non appartenant au parallélo-
gramme ab, a'V', aucun d'eux n'étant sur le contour. 
On demande de calculer, à un multiple de 2-¿to près, 
les deux sommes d'intégrales rectilignes 

j „ / ( = ) J , , j ^ ) • 

17W A 

ce multiple dans le cas ou, aucune des quan-
tités iz n'étant nulle, le module def(z) J'este inférieur 
a tous leurs modules quand le point z décrit le côté ab? 

0 Démontrer que, si JJL difjère de l'unité, il existe 
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une fonction primitive F ( z ) de f ( z ) telle que l'on ait 
aussi 

F(*-H(D)= ¡XF (Z); 

quel est, dans le cas de [a = i , la forme générale des 
fonctions primitives? 

IL Les coordonnées étant rectangulaires, on consi-
dère la courbe plane C enveloppe de la droite 

¿r sin a — y cos a = ©( a), 

oit a désigne un paramètre variable et 'f ( a ) une fonc-
tion déterminée de ce paramètre. 

i° Supposant 

. . . . . cos (a -h a) o ( a ) = Asin(a + a ) + À - , 

former l'équation différentielle du deuxième ordre à 
laquelle satisfait ©(a) quelles que soient les constantes 
A et a 7 et écrire l'expression du rayon de courbure en 
fonction de a . 

2° Trouver toutes les courbes C pour lesquelles ©(a) 
vérifie Véquation 

d* o f 2 \ 
rfïi + O - S i j i 5 5 5 » -

I . En r emarquan t que 

X /<=> ~J„ /(*) ' 

ou voit que la p remiè re somme est égale à 

- f dz = • - «. [ L / ( b ) - L / ( « )] ; 

et comme f ( b ) est égal à f(a), elle est de la forme 
2m7tco, /i é tant un nombre ent ier qu i se rédui t à zéro 
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si le m o d u l e de f { z ) r e s t e i n f é r i e u r aux m o d u l e s des 
zéros 7u4, ti.,,. . . ,71/, le l ong de ah. 

La s o m m e des q u a t r e i n t é g r a l e s , é t a n t Vin tégra le 

de P r i s e I e l ong d u p a r a l l é l o g r a m m e ah b'a', est 

égale a u p r o d u i t de I ¿TZ p a r la s o m m e des r é s idus de ce t te 
f o n c t i o n , r e l a t i f s a u x zéros t : \ , t:2 , . . . , t ^ de^/"(z), c 'es t -
à - d i r e 2 ZT: (TT| -h 7Z2 -h . . . H- T:h ) . Les d e u x s o m m e s 
d e m a n d é e s son t a ins i c o n n u e s . 

Soi t m a i n t e n a n t o ( z ) u n e (onc t ion p r i m i t i v e de f ( z ) \ 
el le sa t i s fa i t à l ' é q u a t i o n 

d 'où l ' o n t i re 

cp ( Ô -f- w ) — ¡JL o ( z ) •+• c ; 

si ui d i f fè re de l ' u n i t é , il suffit de poser 

p o u r sa t i s fa i re à la c o n d i t i o n 

F(Z^OJ)= ixY(z); 

si a est égal à l ' u n i t é , la f o r m e g é n é r a l e des f o n c t i o n s 

p r imi t ives est F ( s ) - f - é t a n t u n e f o n c t i o n d e z 

pa r t i cu l i è r e a d m e t t a n t la p é r i o d e to. 

I L E n é l i m i n a n t les p a r a m è t r e s A e t a e n t r e es ( a ) et 
ses deux p r e m i è r e s dé r ivées , o n t r o u v e q u e la f o n c t i o n 
'f ( a ) sa t i s fa i t à l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e 

d2 o / -x \ 

et q u e le r a y o n de c o u r b u r e est égal à cp ( a ) H- cp"( a ) . 
P o u r i n t é g r e r l ' é q u a t i o n d i i l é r en t i e l l e d o n n é e , avec 
second m e m b r e , il suf f î t d ' a j o u t e r à la v a l e u r a t t r i b u é e 
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à » ( a ) , dans la p r e m i è r e parLie, l ' i n tégra le pa r t i cu l i è r e 

oc H 
a 

M É C A N I Q U E - . — Démontrer que la stabilité de l'équi-
libre d'un solide rigide, homogène pesant, flottant 
dans un fluide homogène pesant, est assurée lorsque 
le centre de poussée n'est pas au-dessous du centre de 
gravité du solide rigide, à une distance supérieure ci 

ou i est le plus petit moment d'inertie de la section 

d^ affleurement, relativement aux axes passant par son 
centre de gravité, et ou Y est le iwlume immergé. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — A S T R O N O M I E . — Calculer la 
longitude et la latitude d'un astre dont les coordon-
n ées é(j luit ol ia les son t 

= 8" 18'" 3os. D = i o° 3<V 5-i" 4 ; 

Vobliquité de Vécliptique est (o = 23° 2 35" 8. 

Poitiers. 

A N A L Y S E . — J/ontrer que Véquation aux dérivées 
partielles 

admet des solutions qui représentent des cônes ayant 
leurs sommets sur Vaxe O^. 

Considérant en particulier Véquation 

( 2 ) qx — py — sj 1 - T - p- -t- q- /x- -hy'2 v ~ = o , 

transformer cette équation et Véquation différen-
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tielle des cônes dont le sommet, est sur O z, en prenant 
pour variables indépendantes les coordonnées po-
laires r et 6. 

Faire voir que Von obtient Véquation finie des 
cônes solutions communes à Vaide de quadratur es. 

Effectuer le calcul en supposant 

Jz) = 4 W y/xZ+yi 

Examiner le cas ou m =• i. 
Démontrer que toutes les surfaces représentées par 

Véquation ( 2 ) sont coupées par le plan y = ax sui-
vant des lignes de courbure. (a désigne une con-
stante. ) 

M É C A N I Q U E . — 1 . Lieu des points d'un plan lié au 
mouvement d'un corps solide dont les vitesses, à un 
instant donné, sont également inclinées sur la normale 
au plan. 

2. E(jnations du mouvement d'un solide de révolu-
tion autour d'un point fixe. — Intégrales premières. 
— Cas d'un corps pesant animé d'une très grande 
vitesse de rotation autour de son axe, et que Von 
abandonne ci lui-même sans autre vitesse initiale. —-
Calcul de la précession et de la natation ii un instant 
quelconque. 

A S T R O N O M I E . — Le icr novembre 1 8 9 6 , a midi vrai, 
la déclinaison du Soleil est — i4° 41' 

Le 2 novembre, elle est — i50o71(/5. 
L'accroissement de Vascension droite dans l'inter-

valle est 3m 56% 2. 
Calculer Vobliquité de Vécliptique. 
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Toulouse. 

A N A L Y S E . — Ï . a, b, C , d désignant des quantités 
données, étudier les valeurs diverses de l'intégrale 

r  
J0 y/{a-z)(b — z ) { c - z ) ( d - z ) 

lorsque le chemin d'intégration varie, en conservant 
les mêmes extrémités ; indiquer ce que Von entend par 
périodes de cette intégrale. 

I I . On considère Véquation aux dérivées partielles 
du premier ordre 

I -T- -f- q'2 — '> Z = o. 

où p et q désignent, suivant Vusage, les dérivées ~ 

et par rapport aux variables indépendantes x et y 
de la fonction z. 

i° Démontrer que, si Von considère z comme 
les coordonnées cartésiennes rectangulaires d'un point, 
il existe des surfaces intégrales particulières de cette 
équation qui sont de révolution autour d'une parallèle 
à Vaxe coordonné O z, 

2° Déterminer une surface intégrale passant par la 
parabole dont les équations sont 

x = o, y — iz — i; 

ce problème admet-il une ou plusieurs solutions? 

M É C A N I Q U E . — 1 . Un point matériel pesant, assujetti 
ci se mouvoir sur un cylindre de révolution dont Vaxe 
est vertical, est attiré par un point fixe proportion-
nellement ci la distance. On demande d'étudier le 
mouvement de ce point. Pression exercée par le point 
sur la surface. 
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Cas particulier : le centre d'attraction est situé sur 

Vaxe du cylindre. 
I I . Indiquer très succinctement la marche à suivre 

pour établir les six équations d'Euler, q ni permettent 
d'étudier le mouvement d'un corps solide assujetti à 
tourner autour d'un point fixe et sollicité par des 

forces données. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Une planète décrit une orbite 
elliptique. A un instant donné, l'anomalie vraie v, 
Vexcentricité sincp, le rayon vecteur r sont déterminés 
par les valeurs suivantes : 

V = 310° 55' 2(/,64, <p = i4° 12' 1 " , 8 7 , logr = o, 3307640. 

On demande le paramètre de l'orbitele demi grand 
axe} et, à Vinstant donné, Vanomalie excentrique et 
l'anomalie moyenne. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

Question 1560 (*). 
(1885, p. 536). 

Trouver le rayon d'un cercle passant par les points 
dont les coordonnées trilinéaires sont 

(— a, b, c), (a, — b, c), (a, b, — c). 
(HANUMENTA R A U . ) 

SOLUTION 

Par M. H. LEZ. 

Le cercle passant par les points dont les coordonnées triJi-
néaires sont ( — a, b,c)(a, — b,c)(a,b, — c) est le cercle 

(') Voir 1891, p. 39, une solution de M. BARISIEX. 
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circonscrit au triangle A 'B 'C ' , polaire du triangle ABC, car 
les sommets A', B', G sont les points associés du point de 

Lemoine K, ayant des coordonnées proportionnelles à a , b, c. 

Soient donc a', b\ c' les côtés du triangle A 'B 'C ' , sa sur-

face sera ~ (a ' -h b ' c ' ) , R étant le rayon du cercle circon-

scrit à ABG. 

Si p est le rayon du cercle circonscrit au triangle A ' B ' C ' , 

on aura 
a b' c 

( 1} ? = -¿K(a'-+- b'-r-c') * 

Mais 

a'=z AG'-r Ali ' = R(tangG -f- tangB) : 
cosB cos G 

b' = B C - - BA' — R( tang G l a n g A ) = R — ^ A - . , 
cos A cos LJ 

c' = CA'-f- C B ' = R(tano A -+- tangB) = R — B • 
" n cos A cos B 

Alors l'égalité (i) devient 

R3 sin A sin B sin G î 
cos- A cos- B cos- G 4 K2 ( tang A -h tan g B -f- tang G ) 



( «45 ) 
Remarquant que, dans un triangle, 

A ^ ^ sin A . s inB. sinC 
tangA H- tangB + tangC = ^ -n> 

° cosA.cosB.cosG 

la \aleur du rayon p se réduit à 

R 
\ cos A cosB cos G 

Question 1684. 
( 1894, p. 5*. ) 

Le lieu des points de rencontre des tangentes menées par 
deux sommets d'un triangle à toute conique conjuguée par 
rapport ci ce triangle et passant en outre par un point 
fixe est une quartique trinodale. ( A . CAZAMIAN). 

SOLUTION 

P a r M . A . DROZ-FARNY. 

Soient B et G les deux sommets considérés du triangle, 
P et Q les points d'intersection d'une des coniques avec BC. 
Les droites AP et AQ sont donc tangentes à cette dernière. 
Effectuons maintenant une transformation homographique de 
manière que les points B et G coïncident avec les ombilics du 
plan, le transformé du point A, deviendra le centre de la 
conique transformée; ap et aq étant conjuguées harmo-
niques par rapport aux directions isotropes seront ortho-
gonales; donc aussiles asymptotes de la conique transformée,qui 
sera une hyperbole équilatère. Le problème revient donc à cher-
cher le lieu des foyers des hyperboles équilatères concentriques 
passant par un point fixe. Ge lieu, qu'on obtient sans difficulté, 
est une lemniscate ayant son point double inflexionnel en a. 
La lemniscate étant une quartique bi-circulaire, en revenant au 
problème primitif on trouve pour le lieu une quartique trino-
dale, les nœuds coïncidant avec les sommets du triangle. 

Autre solution de M. H. LEZ. 

Question 1698. 
v 1895, p. 38*. ) 

On considère le triangle formé par un point M d'une 
ellipsey le pole de la normale en M et le centre de l'ellipse. 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XVI. (Mars 1897.) 9* 
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On considère en outre le rectangle formé par le point M, 

le centre de l'ellipse et les projections de ce centre sur la 
tangente et la normale en M. 

Quel que soit le point M sur Vellipse, le produit des aires 
du triangle et du rectangle est constant. 

( E . - N . B A R I S I E N ) . 

SOLUTION 

p a r M . H . A . DROZ-FARNY. 

Soient x' = acoscp, y' — bsin cp les coordonnées d'un point M 
de l'ellipse b2x2-\- a2y2 — a2b2. La tangente et la normale 
en M ont respectivement pour équations for cos cp -\-ay sin çp = ab 
et ax sin cp — by coscp — c2 sin cp coscp. 

On trouve aisément, pour les coordonnées du pôle P de la 
normale, 

c'2 coscp J c2sincp 

deux triangles OMP = a S — x'y" — y'x" 
ab <72sin2c2-^-62cos2c5 

donc 

distance du centre à la tangente d — 

c2 sincp coscp 

ab 
b2 cos2 cp -+- a2 sin2 cp 

, 1 , 7 / c2 sin cp cos 9 distance du centre a la normale d = '„....— ' ? 
sja'1 sin2 cp -f- b2 cos2 cp 

. . , _ , ,, abc2 sin o cos o 
rec tangle indique R = dd — a . t ° ^ a 2 sin2 i2 sin2 cp -h- b2 cos2 cp ' 

et par consequent : RS = — = constante. 

M. MANNHEIM fait remarquer que la question 1698 peut être résolue 
géométriquement de la manière suivante : 

Sur la tangente en M à l'ellipse prenons le pôle P de la 
normale en M et projetons en T le centre O de l'ellipse. 

L'aire du rectangle est égale à MT x OT. Le double de l'aire 
du triangle OMP est égal à MP x OT. Le produit de ces aires 

est ÔT 2 x MP x MT. 
La droite OT étant parallèle à la normale en M est le dia-



( ' 4 7 ) 
mètre conjugué de OP. Le produit MP x MT est alors égal 
au carré du demi-diamètre conjugué de OM. On sait que le 

produit de ce carré par OT~ est constant quel que soit M; 
donc, etc. 

Questions 1758 et 1759. 
(1897, p. ioo) l1). 

REMARQUES 

P a r M . CANON. 

A la page 181 de son Ouvrage de Géométrie cinématique, 
M. Mannheim démontre que lorsque quatre points d'une 
droite mobile restent sur des sphères fixes dont les centres 
sont dans un même plan, un point quelconque de la droite 
décrit une ligne qui appartient à une sphère dont le centre 
est aussi sur ce plan. 

Cet énoncé n'est autre que celui de la question proposée 
sous le n° 1758. M. Mannheim ajoute que les centres des 
sphères, qui contiennent les lignes ainsi décrites, appar-
tiennent à une conique. 

A la page io5 du même Ouvrage, M. Mannheim, étudiant 
les propriétés relatives au déplacement d'une figure de gran-
deur invariable démontre que lorsque des plans sont paral-
lèles à une droite D, les plans normaux à chacun d'eux, 
menés respectivement par leurs caractéristiques, passent 
par une même droite L, qui est Vadjointe au plan perpen-
diculaire ci D. et il ajoute plus loin (p. 108) qu'une adjointe 
à un plan est toujours parallèle à l'axe du déplace-
ment. 

Cet énoncé n'est autre que celui de la question proposée 
sous le n° 1759. 

M. Mannheim donne cette conséquence : Les caractéris-
tiques des plans d'un faisceau mobile appartiennent à un 
hyperboloïde dont les plans des sections circulaires sont 
perpendiculaires les uns à Varêtedu faisceau et les autres 
à Vadjointe au plan perpendiculaire à cette arête, c'est-
à-dire à l'axe du déplacement. 

(') Voir les énoncés, toc. cit. 
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Q U E S T I O N S . 

1760. Etant donnés deux faisceaux, l'un d'ordre m. l'autre 
d'ordre n, le lieu géométrique des points où les courbes des 
deux faisceaux se coupent sous un angle constant a est une 
courbe d'ordre •>.{?)i-hn — T). Quand a — o, cette courbe se 
décompose en une courbe d'ordre m -t- n ) — 3 et la droite 
d e l ' i n f i n i . ( E . P E W T L F . ) 

1761. Cinq droites quelconques sont données dans un plan. 
On mène une transversale par un point fixe, et sur cette droite, 
on prend un sixième point qui forme une involution avec les 
cinq points déterminés par les cinq droites données. Le lieu 
géométrique de ce sixième point, quand la transversale tourne 
autour de son pivot, se compose de cinq coniques. 

( E . D E W U L F . ) 

1762. Les caractéristiques des plans tangents à un cône de la 
classe n forment une surface d'ordre ni -r-i. 

( E . D E W U L F . ) 

1763. Soient Cn(xy) — o, Cm( ory) — o les équations de deux 
courbes d'ordres respectifs n et m. Si un point est commun à 
ces deux courbes et si son ordre de multiplicité est /i'pour G« 
et m' pour C„7, il appartient aussi à la courbe représentée par 
l'équation 

ùCji ()G„, _ àCn r)C,n _ 
Ox ()y ()y <)x ' 

et est multiple de l'ordre m' -f- n — i pour cette courbe. 
Donner une interprétation algébrique de ce théorème. 

( E . D E W U L F . ) 

E R R A T A . 

T. XVI, 1897, P' l«£ne 4 C[1 remontant, au lieu de limite, lisez 
image. 
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[B2d] 
APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES 

A L'ÉTUDE DES GROUPES ( 1 ) ; 

P A R M . H . L A U R E N T . 

I . — GROUPES DE SUBSTITUTIONS. 

Des s u b s t i t u t i o n s f o r m e n t u n groupe q u a n d l eu r s 
p rodu i t s f o n t p a r t i e de ces s u b s t i t u t i o n s . 

L ' o r d r e d ' u n g r o u p e est l e n o m b r e de ses s u b s t i t u -
tions. U n g r o u p e p e u t ê t r e d ' o r d r e f in i o u i n f i n i . 

U n g r o u p e d ' o r d r e i n f i n i est d i s c o n t i n u , q u a n d 
la d i f fé rence de d e u x de ses s u b s t i t u t i o n s n e p e u t d e v e -
n i r i n f i n i m e n t p e t i t e ( c ' e s t - à - d i r e avo i r tous ses é l é -
men t s i n f i n i m e n t p e t i t s ) ; il est c o n t i n u d a n s l e cas 
c o n t r a i r e . 

Exemples. — La s u b s t i t u t i o n c i r c u l a i r e 

'12 -+* '23 -+" • • • •+* "/il 

et ses p u i s s a n c e s f o r m e n t u n g r o u p e d ' o r d r e f i n i . Les 
subs t i t u t i ons é c h a n g e a b l e s / ( s ) f o r m e n t u n g r o u p e con-
t i n u , les s u b s t i t u t i o n s à coeff icients e n t i e r s f o r m e n t u n 
g roupe d i s c o n t i n u . 

S o i e n t . ^ , s 2 , des s u b s t i t u t i o n s , l e u r s pu i s sances 
et l e u r s p r o d u i t s f o r m e n t u n g r o u p e d i t groupe dérivé 
de sXls2, . . i, s p. 

Nous a l lous é t u d i e r q u e l q u e s g r o u p e s . 

(') Voir 3e série, t. XV, 1896, p. 345 : Exposé d'une théorie nou-
velle des substitutions linéaires. 
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I I . — GROUPE ORTHOGONAL. 

La subst i tu t ion s = Sa/yT/y, où 

Xi = a i ^ i -4- ai2^2 H-. • •-+- a^.r,, , 

est o r thogona le , q u a n d on a i d e n t i q u e m e n t 

(l) x\ x\ -h . . . xl = -4-75 . 

Il est facile de voir alors que l 'on a : i° 

( aA = *> 
(?-) j [ a/1 ayl -H a,"2 a/2-1- . , . -r- ^in^jn — O. 

2° Si les re la t ions on t l ieu, ( r ) a l ieu et la subs t i tu -
tion est o r thogona le . 

3° On a 
= « l i n a2l72-f"- • • " a//l."»"„, 

5 

>*n = «1/7 r i — »2/IJ2-+- • • • H- ; 
doue 

i ^ ^ 4 a '7 = T 3 — ' A — S dz a n a.,2 . • • a„„. 
A dy. fi 

4° A = S z t a H a 2 2 . . . = =fc i , ear À2 = i , en ver tu 
de (a). Nous n ' in s i s t e rons pas sur ces résul ta ts qui sont 
bien eonnus . 

La subs t i tu t ion Sy/yu/y est d i te gauche q u a n d on a 
yiy = — y/,-, sans q u e l ' on ait fo rcément y// = o. Voici 
c o m m e n t on peu t dédui re u n e subs t i t u t i on o r thogona le 
d ' u n e subs t i tu t ion gauche. Cons idérons la subs t i tu t ion 
gauche Sy//T// où y// = i , et posons 

= Yn ï '2 • • • -+- "fin /̂m 
= 721 H- -+- 72« 

r 

« — 7«! 7nn tft' 



puis 
( ) 

Ti = Tu •+- Ï21 '2 -+- • • • T«i tn> 
5 

Ynntn f n = Yl»*l-+-

l'éli mi n a t i o n des t d o n n e 

Yn Tis 
Y21 Y'22 

Yi« 
Y2« 

BN Y«1 Y " 2 

7 / YI ; Y 2/ 

ou 

Y«« 
T«/ 

en posan t 

i / c)r ÔY 
Kàyji ' ¿yyi 

r = S zh YhY22±. . 

ou, en ve r tu de y/y = — yy/ et y// == i , 

i / ¿r àr 
1 V^Y ji ¿Y/2 

ou enf in 

2 àr 
f à ^ J ; 

_ 2 àr 2 àr 
a ii = — I -h - T— I à^u 

O r il est faci le de c o n s t a t e r q u e Ton a 

*uy\ a2/jK2 -H... 4- aniyn — 

de sor te q u e la subs t i t u t i on est o r t h o g o n a l e \ 
en a p p e l a n t G la s u b s t i t u t i o n S y/yi/y, on a d o n c 

G G = 

cette f o r m u l e suppose s e u l e m e n t G de d é t e r m i n a n t d i f fé-
ren t de zé ro . 
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Cet te mé thode pou r la fo rma t ion des subs t i tu t ions 

or thogonales est d u e à M . Br ioschi . 
O n sait aussi c o m m e n t la théor ie des po lynomes du 

second degré p e u t fournir des subs t i tu t ions o r thogo-
nales , mais moins s i m p l e m e n t . 

Les subs t i tu t ions or thogona les f o r m e n t u n groupe , 
(jui est le g r o u p e o r thogona l . E n effet , si 

( = a n j i -h. . . - f - a U i / / ( , } ; 

sont deux subs t i t u t ions o r thogona le s , on au ra 

ce qui p r o u v e b ien q u e la subs t i tu t ion qu i d o n n e les x 
en fonct ion des z est o r thogona le . 

Le lec teur vérif iera f ac i l emen t q u e l ' équa t ion carac-
tér i s t ique d ' u n e subs t i tu t ion gauche G a ses rac ines 
imagina i res et qu ' i l en est de même de l ' équa t ion carac-
té r i s t ique d ' u n e subs t i t u t i on o r thogona le ; d 'a i l leurs 
cel te de rn i è r e équa t ion est r éc ip roque (b i en e n t e n d u , 
si l ' équa t ion est de degré i m p a i r , elle a u n e rac ine 
rée l le) . 

Le g roupe o r thogona l dé r ive d ' u n ce r t a in n o m b r e de 
subs t i tu t ions s imples de la f o r m e 

(O = i — i ( -zu -h Zjj) sin2 ~ -4- (Zij — T j i ) sin ç>. 

Cette subs t i tu t ion peu t aussi se m e t t r e sous la fo rme 

T,, -î- t2 Î + . . . + -Znn ('// -+- vv) cos? -t- — vï)s,'n ? 

(Ta et -zjj ne figurant pas dans les p remiers t e r m e s ) , 
et l ' on voit alors i m m é d i a t e m e n t qu 'e l l e est o r tho-
gonale. 
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E n m u l t i p l i a n t e n t r e el les ~ 1 ^ s u b s t i t u t i o n s te l les 

q u e to, on i n t r o d u i t p a r a m è t r e s q u i p e r m e t t e n t 

d ' i d e n t i f i e r le p r o d u i t avec u n e s u b s t i t u t i o n o r t h o g o n a l e 
q u e l c o n q u e . 

P a r m i les s u b s t i t u t i o n s o r t h o g o n a l e s figurent les 
s u b s t i t u t i o n s de l e t t r e s te l les q u e 

Taß "ßy H- . • • -f- Tva-

L e g r o u p e des s u b s t i t u t i o n s de l e t t r e s est c o n t e n u 
d a n s l e g r o u p e o r t h o g o n a l : le p r e m i e r est d ' o r d r e fini, 
le second es t d ' o r d r e i n f i n i et c o n t i n u . 

P r o p o s o n s - n o u s de t r o u v e r t o u t e s les fonc t ions q u i 
r e s t e n t i na l t é r ée s p a r les s u b s t i t u t i o n s d u g r o u p e o r t h o -
gona l [ c ' e s t - à - d i r e te l les q u e 

. ., 3Cti) — F ( a u Xi -H a12 x2-h. . . -4- a2i xt -4-. . . ) , 

Sa¿jZ/j d é s i g n a n t u n e s u b s t i t u t i o n o r t h o g o n a l e q u e l -
c o n q u e ] . U n e p a r e i l l e f o n c t i o n n e sera pas a l t é r é e p a r 
u n e s u b s t i t u t i o n o r t h o g o n a l e s i m p l e ; on dev ra d o n c 
avoir 

F(.r1. x2,...) = coscp — x2 sincp, xi sincp x2 coscp,...). 

Posons 
F F d F 

OXT OX 2 

on a u r a , en d i f f é r e n t i a n t p a r r a p p o r t à cp, 

o = Fi(— xi sincp — x2 coscp) -h F 2 ( # t coscp — x2 sincp), 

e t en p o s a n t cp = o 

o = x2 F} — Xi F2 . 

A ins i , on devra avoi r 

i dF _ i à¥ _ _ i dF 
Xi àxi ~~ x2 àx2 ' xn ôxn 
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Les f o n c t i o n s F et x'f -+- x\ H- . . . -f- x~t o n t d o n c l e u r s 
dér ivées p r o p o r t i o n n e l l e s ; d o n c F est f o n c t i o n de 
x* -H x\ + d o n c les seu les f o n c t i o n s q u i r e s t en t ina l -
térées p a r les s u b s t i t u t i o n s o r t h o g o n a l e s son t f o n c t i o n s de 

C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t u n e fonc t i on F d e d e u x sér ies 
d e v a r i a b l e s , x K , x < i , . . . , x n e t yn\ p o u r qu ' e l l e 
res te i n v a r i a b l e p a r u n e m ê m e s u b s t i t u t i o n o r t h o g o -
n a l e e f fec tuée s u r les d e u x sys tèmes de va r i ab le s , i l 
f a u d r a q u e 

F(xiy #2, • • y i5 j2>. • •) 
= F (a?! coscp — x2 sincp, xx sincp 
-f- x2 coscp,.. .,yt coso — y 2 sincp,. . . ) , 

ou q u e , en p o s a n t 

F _ àF ÔF dF dF r i — 3—y r 2 = - — , r t " - — , r 2 = -—, • oxx ox2 àyx ày2 

o n ait 

F j ( — x i sin cp — x2 cos<p)-f- F2(¿ri cos<p — x2 sin cp) 

-f- F i ( — y x sincp — y 2 coscp)-j- Fí¿ ( y t coscp — y 2 sincp) = o, 

et p o u r cp o 

— — F i = o, ou 
àF àF àF àF 

P o u r i n t é g r e r ce t t e é q u a t i o n on pose 

dx i dx2 __ dyi dy2 

les in t ég ra le s de ces é q u a t i o n s sont 
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on en c o n c l u t q u e F est fonc t ion de x* -f- x'j;,}r>\ -f- y\\ 

«r2jK2 «t p l u s g é n é r a l e m e n t F est fonc t ion de 

a ? } - 4 - ^ - + - . . . y \ +-yï + . • . - 4 - J K L 

v\y\ -+- x%y* H- • . . -+- xnyn. 

I I I . — G R O U P E S Y M É T R I Q U E . 

J ' a p p e l l e r a i substitution symétrique u n e s u b s t i t u t i o n 
S a I J ~ I J dans l aque l l e a/y — OLJÎ et a / / = a y y , et p a r c o n s é -
q u e n t d o n t le d é t e r m i n a n t est s y m é t r i q u e . Les subs t i t u -
t ions s y m é t r i q u e s de degré n f o r m e n t é v i d e m m e n t u n 
g r o u p e . 

L ' équa t i on c a r a c t é r i s t i q u e d ' u n e s u b s t i t u t i o n s y m é -
t r i q u e est u n e é q u a t i o n b i e n c o n n u e et qu i a t ou t e s ses 
rac ines rée l les q u a n d les a/y son t rée ls . Les pivots é t an t 
dés ignés pa r y n , y 2 1 , ; v l s , y 2 2 , y „ 2 , la 
subs t i t u t i on S y ¿y T /y esl o r t h o g o n a l e . Si l ' on pose 

r = S dt Yn Y2?- • 
on sait q u e 

i ¿ r 

et p a r su i te les s u b s t i t u t i o n s i n t e r p o l a i r e s de Sa/yT/y, 
se ron t d o n n é e s p a r les f o r m u l e s 

T o u t e s u b s t i t u t i o n s y m é t r i q u e est é v i d e m m e n t u n p r o -
du i t de f ac t eu r s de la f o r m e X e t i -f- iji)\ u n e 
fonc t ion i n v a r i a b l e p a r les subs t i t u t i ons d u g r o u p e symé-
t r i q u e n e dev ra donc pas c h a n g e r e n m u l t i p l i a n t ses 
var iab les p a r X; el le devra d o n c ê t r e h o m o g è n e de degré 
zéro ; on devra avoi r en o u t r e , en a p p e l a n t f ( x \ , x 2 , . . 
x n ) \ ce t te f o n c t i o n , 

/ O l,. . ., Xi-h AXj,. . .,Xj-h !,..., Xi,. . ., .. ), 
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OU 

âf àf (I) -f-Xj-{- o, dxt J ùxj 

et en généra l , en appelant P le symbole 

â () 
X i = p dXi J ÔXj 

P / = o , P 2 / = O, Vif = o, . . . . 

Si P / est sat isfai te , les au t res fo rmules le se ront auss i ; 
l ' in tégra le généra le de ( i ) est 

/ = F 

on en conclu t q u e les fonc t ions qu i a d m e t t e n t le g roupe 
s y m é t r i q u e sont des fonc t ions homogènes des différences 

o •» O «> o o -Jf» - T* V' -y' - y - /y, -

IV. G RO U PE C Y CL I Q U E . 

J ' appe l l e ra i substitution cyclique u n e subs t i tu t ion s 
qu i , avec ses puissances, f o rmera u n groupe d 'o rd re f in i . 
P o u r qu ' i l en soit ainsi , il fau t que l 'on t rouve, dans la 
suite 1 , 5 , s 2 , . . . , . . . , deux puissances égales : soit 

s * = s p ou o. 

Cet te équa t ion peu t s 'écr i re 

l) = 0 . 

Si nous excluons le cas où le d é t e r m i n a n t de s est n u l , 
s ne r e p r é s e n t a n t pas u n e subs t i tu t ion p r o p r e m e n t d i te , 
nous t rouvons 

Ï = o; 

donc toute subs t i tu t ion cycl ique s satisfait à une équa -
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lion b inôme 

sm — I = o. 

Proposons-nous de t rouver les fonc t ions de X\, x2,..., 
xn admet tan t u n e parei l le subs t i tu t ion . S o i t / * u n e fonc-
t ion que lconque de xK, xn et ( 5 / ) , ( s 2 / ) . . l e s 
valeurs que p r e n d / q u a n d on effectue sur les variables 
la subs t i tu t ion 5, s 2 , . . . , c 'est-à-dire q u a n d on y r emplace 
X\, <x 2 , . . .y xn pa r X\ ocj 4 -4- X2 2? • • • ? « î̂ «̂ 2 a22> • 
il est c la i r que la fonc t ion 

et en généra l toute fonct ion symét r ique de f , . . 
r es te ra invar iab le par la subs t i tu t ion 5. 

P a r m i les subs t i tu t ions q u i jou issent de la p ropr ié té 
de sat isfaire à u n e équa t ion b i n ô m e , et qu i on t ce que 
l 'on appel le u n ordre fini, il y a l ieu de d i s t inguer les 
subs t i tu t ions de le t t res . A ins i , en pa r t i cu l i e r , la subs t i -
tu t ion c i rcula i re 

t12 -+- '23 4- . . . -4- tnl 

satisfait à l ' équa t ion sn — 1 = 0. 

V . — GROUPE DES PUISSANCES D'UNE SUBSTITUTION. 

P r o p o s o n s - n o u s de t rouver les fonct ions qu i a d -
me t t en t u n e subs t i t u t i on l inéai re donnée de degré 7i, e t , 
par su i t e , ses puissances qu i f o r m e n t u n g roupe . Je sup-
pose q u e la subs t i tu t ion en ques t ion s ait é té mise sous 
la fo rme 

s = Siijt-4- S2S2 -»- • • 

Êi, £2Î . •. dés ignan t ses in te rpola i res et S2, . . . les 
racines de l ' équa t ion carac té r i s t ique ; supposons que la 
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s u b s t i t u t i o n c h a n g e 

xx en a ( / j xx -h a[l\ x2 H-. . . -4- a\l]
n x/n 

x-i EN a(.\xJ -F- a\\\ x2 -+-.. . -H a[f'n xn, 
-

c o m m e on a 

la s u b s t i t u t i o n sr c h a n g e r a 

x. en 

x2 e 

i i 

E n d é f i n i t i v e , sr c h a n g e 

Xi en s\ Xn + s'i X12-+-. ..-f- 5;; X , „ = 

en .çÇ X2i-H X22H-. 

X/y d é s i g n a n t des f o n c t i o n s l inéa i res b i e n d é t e r m i n é e s . 
So i t A r u n e fonc t ion l inéa i r e de x\r}, x i ^ , la sér ie 

d o n t le t e r m e géné ra l est 

A. + f 
Ar 

sera é v i d e m m e n t c o n v e r g e n t e p o u r les va leurs des va-

r i ab l e s q u i n ' a n n u l e n t pas A r + ~ > si tous les s n e 

son t pas de m o d u l e égal à u n et sa v a l e u r sera u n e des 
f o rmes de la fonc t ion c h e r c h é e . 

Autrement : la s u b s t i t u t i o n s= Sa/yT/y p e u t se m e t t r e 
sous u n e f o r m e r e m a r q u a b l e ; e n ef fe t , el le p e r m e t 
d ' e x p r i m e r les nouve l l e s var iab les en f o n c t i o n des a n -
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ciennes, au moyen des formules 

yi = anxt-+- znx2-h...h- ocUlxn, 
y2 = a21xt -f- oc22x2-f-... -f- *2nxn, • • ? 

ou en appelant siy . . . les racines supposées inégales 
de l ' équa t ion caractéris t ique 

y\ — (a i t — S^Xi-^r CCl2X2-r-. . . , 
y2— s{x2~ -f- (a22 — sx)xi -f-..., 

on t i re de là 
e)A dk 

A désignant le p remier m e m b r e de l ' équat ion caracté-
r is t ique. Mais, en appelant 

#12, • • • > ^î/n 
*'?:'22> • * • > Xïtli 

les pivots, ces équations rev iennent à 

(yi — SiX^Xn-h (y2—slx2)x12-]-. ..-h(yn— Sixn)xln = o, 

(jKl (yz— . (yn— S2Xn)X2n = O, 

Soit alors F ( j n • • ••) y n ) u n e fonction admet tan t 
la subst i tu t ion s , on peu t , au moyen d ' un changement 
de variables, la met t re sous la forme 

f(yixlx-*-y1xli-¥-...,yixu + ylxtt-+-.. . . . ) , 
ou 

f { Y j , Y2 , . . . , Y „ ) , 
et si l 'on suppose 

X/ = X[Xn~+- Xi Xi2 -h. -r- Xn X(n, 



( i160 ) 
o n devra avoi r 

/ ( Y „ Y2, . . . , Y„) = / ( * ! Xl5 52X2, . . . , snXn). 

Ainsi Je p r o b l è m e est r a m e n é à t rouve r u n e fonc t ion 
a d m e t t a n t la subs t i tu t ion 

Y 1 = $iX 1 , Y2 = s 2 X 2 , . Y n = s n \ n i 

ce qui r ev ien t à d i re que , si l ' on pose 

Z / = log Y/, 

la nouvel le fonc t ion admet t r a la subs t i tu t ion qui 
eli ange 

Z i en Z/H-logs;, 

et qu 'e l le sera pé r iod ique : elle admet t ra en effet les p é -
riodes 

•J.iz\/ I , o, o, . . . , o, 

o, • 7C \J — 1 , o, . . . , o, 

E n ou t re , q u a n d on augmen te ra xK de l o g m o d ^ , x2 

d e l o g m o d j 2 > e tc . , el le n e changera pas de va leur , ma i s 
cela n e cons t i tue q u ' u n seul système de pér iodes ; la 
fonc t ion t r ans fo rmée possède donc seu lement n -f- i sys-
tèmes de pér iodes s imul tanées . 

O n peu t généra l i ser les considérat ions précédentes en 
se p roposan t de t rouver u n e fonc t ion adme t t an t u n 
g roupe de subs t i tu t ions pe rmutab l e s e n t r e elles. Ces 
subs t i tu t ions on t un m ê m e système de piv ots et , en effec-
t u a n t sur la f onc t i on u n c h a n g e m e n t de var iables a n a -
logue à celui q u e nous venons de fa i re , les subs t i tu -
t ions que la fonc t ion admet t ra seront de la f o r m e 

Y, = s * f ? . . . X „ Y , = * ; / ( } . . . x f > 
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et en posant 

Zi — l o g Y j , 

la fonct ion t ransformée admet t ra les pér iodes s imul ta -
nées 

•2 71 / 1 ) O, O, . O, 

. . . . . . . , . , . . . , . , 

O, O, O, . . ., 1TZ y/ I , 
et 

logmodsi , logmod<s2, 

logmotUi, logmodi2> • 

Toutes les subst i tu t ions échangeables à u n e substi tu-
tion donnée se ramènent à des fonctions l inéai res et ho-
mogènes de n d ' en t re elles. La fonction qui admet un 
groupe dérivé de n subst i tut ions échangeables aura pour 
t ransformée une fonct ion k m périodes. 

Si l 'on considère toutes les fonct ions h n variables, 
sans points essentiels et possédant, 2/z périodes (e t l 'on 
sait que ces périodes ne sont pas a rb i t ra i res ) , toutes ces 
fonctions seront liées a lgébr iquement à n d ' en t re elles. 

Cela posé, soit f { x { , «r2, . .., xn) une fonction admet-
tant n — 1 subst i tut ions échangeables à une subst i tu-
t ion donnée; supposons sa t ransformée m fois pér io-
dique sans points essentiels. Soit 

il est aisé de voir que P/J P 2 / , . . . admet tent les mêmes 
subst i tut ions q u e / ; donc/*, P / , . . P n f sont liées en t re 
elles par une équat ion a lgébr ique. D'ai l leurs , u n e équa-
tion 

F ( / , P 2 / , P 3 / , . . . ) = o 

est invar iable quand on fait subir à x s , ¿r2, . . . une sub-
st i tut ion l inéai re . 
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V I . — G R O U P E D E S S U B S T I T U T I O N S 

A C O E F F I C I E N T S E N T I E R S . 

Les s u b s t i t u t i o n s à coeff ic ients e n t i e r s f o r m e n t év i -
d e m m e n t u n g r o u p e ; les f ac teu r s p r i m a i r e s de ces s u b -
s t i tu t ions son t de la f o r m e i -f- t¿J, si n o u s fa i sons abs t rac-
tion des s u b s t i t u t i o n s de la f o r m e "k o ù X est u n n o m b r e . 
Si l ' on cons idè re la sér ie d o n t le t e r m e géné ra l est 

a , , a 2 , . . . , a„ d é s i g n a n t tous les e n t i e r s poss ib les , cet te 
sér ie sera conve rgen t e , ca r l ' i n t é g r a l e 

est finie, excep té p o u r des va leurs pa r t i cu l i è r e s d e # M 

, r 2 , . . . , xn -, d e p lu s , il est fac i le de voir q u e , p a r u n e 
s u b s t i t u t i o n de Ja f o r m e I -f- T e l l e n e c h a n g e pas de 
va l eu r . 

C o n s i d é r a n t , en p a r t i c u l i e r , le cas où n: = 2, il d o n n e 
la sér ie d o u b l e 

( l -t- « ! Î F | H - a 2 X-I -+-. . . H - OLAXN)N^ 

(1-4- y f ( H _ . 2 J ) 3 

>3 (i -h x -h iy )3 

-f- ^ 
(1-4-2X)3 (L+îiT+j)3 (L-T-2X - h ' 2 j ) 3 
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V I I . — E s s AL DE G É N É R A L I S A T I O N . 

Le problème le plus général que l 'on puisse se poser 
sur la théorie des subst i tut ions l inéaires est le suivant : 

Etant données deux ou plusieurs substitutionsy existe-
t-il une fonction admettant ces substitutions ? 

D'abord , il est facile de voir qu ' i l n 'exis te pas de fonc-
tion admet tan t toutes les subst i tut ions que 1 on peut 
faire avec ses variables, car elle devrait admet t re la sub-
st i tut ion i -4- AT/y, c 'es t -à-dire rester invar iable quand 
on change Xi en X Î - f - Xo?y, quel que soit X ; on devrai t 
donc avoir, en appelant f cette fonction 

dt = o ÔXi 

et, par sui te , f serait constant . 
E n général , pour q u ' u n e fonction f admette un 

groupe G de subst i tut ions l inéaires, il faut que ce 
groupe G ne cont ienne pas de subst i tu t ion infinitési-
male, c 'est-à-dire de la forme i - f e, £ désignant une 
subst i tut ion dont tous les éléments sont inf in iment 
petits. Eu effet, si y* admet ta i t une pareil le subst i tut ion, 
on aurai t 

f(xuxu . . .) = / ( # ! h- 8.r,,a72-h ox.2, . . .), 

les quant i tés , ox 2 , . . . désignant des fonct ions l i -
néaires des x à coefficients inf in iment petits. On devrait 
donc avoir 

àf N àf „ OXi -f- —— 6^2 - H . . . = O, OXi ox^ 

quels que soient x->7 . xn et, par suite, quels 
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que soient o.r , , o.r2 , . . . , on devrai t donc avoir 

ôf ôf , . 

Cette conclusion suppose , b i en e n t e n d u , que f ne 
possède pas u n e inf in i té de valeurs p o u r chaque système 
de valeurs des var iables . 

La p remiè re ques t ion à résoudre est donc celle-ci : 

Etant données deux ou plusieurs substitutions, re-
connaître si le groupe qui en dérive présente des sub-
stitutions innjiit ésimales. 

Dans le cas où le g roupe considéré ne con t i en t pas de 
subs t i tu t ions inf ini tés imales , en appe lan t st, s 2 , ••• 
ses subst i tu t ions , il faudra voir s'il existe u n e fonct ion 
^ (oh , x 2 , . . . ) , telle q u e 

([) X ̂ O ^ l î SiX-2, . . .) 

r eprésen te u n e série convergente , s i x p dés ignan t le r é -
sul tat de la subs t i tu t ion Si effectuée sur xp. Si u n e p a -
reil le fonct ion existe , la série ( i ) r ep résen te ra u n e 
fonct ion admet t an t les subs t i tu t ions du g roupe . 

Ce p remie r p rob lème présen te déjà de grandes diffi-
cul tés que je n 'a i pas la p ré ten t ion de lever en t i è r e -
men t , mais don t il est faci le de préciser l ' o rd re . Nous 
avons v u , en e f fe t , q u e toutes les subs t i tu t ions de 
degré x é ta ient des fonc t ions ent ières de deux au t res 
s = Ss/T/i et ¿ = T|2 + t 2 3 . . . + t , H , jou i s san t de ces pro-
priétés fondamenta les , 

s» = 1, tn — l, st = zts. 

L'express ion généra le des subs t i tu t ions d ' u n groupe 
p e u t donc ê t re ob t enue sous f o r m e d ' u n po lynome e n -
tier en s et t de degré n — i par r appor t à chacune des 
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subs t i tu t ions s et t. Ainsi la solut ion d u p remie r p r o -
b lème dépend d ' u n calcul p u r e m e n t a lgébr ique et essen-
t ie l l ement é l émen ta i r e , ce qui n e veut pas d i re faci le à 
e f fec tuer dans le cas géné ra l . 

A côté du p rob lème généra l don t nous venons de 
pa r l e r , v i e n n e n t se placer d ' au t r e s p rob lèmes aussi gé-
n é r a u x , mais souven t p lus faciles à r é soudre , tel q u e 
celui-ci : 

Etant donnés plusieurs systèmes de n variables x{. 
x2, . . ., xn -, yx, y2, • . •, yn , • • *, on effectue sur ces 
systèmes une même substitution linéaire. Quelles sont 
les fonctions de toutes ces variables qui restent inva-
riables quand on effectue cette substitution? 

Caucliy appel le progression arithmétique d'ordre p 
u n e série l imi tée ou i l l imitée don t le t e rme de r a n g n est 
u n e fonct ion en t i è re de degré et progression géomé-
trique d'ordre n u n e série dont le t e r m e généra l est de la 
f o r m e e^n\ cp(n) é t an t u n e fonct ion en t iè re de degré p. 

Cons idérons u n e progress ion géomét r ique d ' o rd re p 
de la fo rme 

cp0, . • . . <pn dés ignant des fonct ions ent ières d ' o r d r e p 
de v. U n e fonc t ion tel le q u e f n ' ex is te ra pas , b i e n e n -
t endu , p o u r toutes les valeurs de ses var iables , car il fau t 
q u e cer ta ines condi t ions de convergence so ien t sat is-
fai tes . Laissons p o u r u n m o m e n t ces condi t ions de c o n -
vergence de côté et supposons- les sat isfai tes; e f fec tuons 
la subs t i tu t ion 2a¿yT/y sur les var iables xK h, x2, . . . , xn : 

Afin, de Mathémat3e série, t. XVI. (Avril 1897.) 11 

SUR LES PROGRESSIONS DES DIVERS ORDRES. 
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le t e rme généra l de la sér ie f a p o u r nouvel exposan t 

(Xi a u 4-#2*12 4- . . .)?i -4- (^ia2 i 4-#2a22-+- • ..)?2-+- • • • + <?o; 

le t e rme de r ang v + i avant la subs t i t u t ion avai t p o u r 
exposant : 

A 7 I < P 1 ( V 4 - L ) 4 - A 7 2 C P 2 ( V 4 - L ) 4 - . . . 4 - C P 0 ( V 4 - 1 ) ; 

la di f férence de ces exposants est u n po lynome de 
degré /? en v qu i sera i n d é p e n d a n t de v. Si l 'on a n n u l e les 
coefficients d e v , v 2 , . . . ces coefficients sont fonct ions 
de x{, x2) . . . , xn, et p o u r qu ' i l s soient nu l s il f au t que 
les coefficients des x le soient eux-mêmes. O n aura ainsi 
pn équat ions p o u r d é t e r m i n e r les n2 quan t i t és a/y et les 
n(p -h 0 coefficients des cp. I l en résu l te qu ' en général 
il y au ra des fonc t ions qu i seront mul t ip l i ées pa r u n e 
exponent ie l le de la fo rme eL, où L est u n e fonc t ion li-
néa i re des x, q u a n d on effectuera sur les variables u n e 
subs t i tu t ion l inéa i re donnée , et même p lus ieurs subs t i tu -
tions l inéai res ; et ces fonc t ions se ron t représen tées pa r 
des progressions géométr iques . 

Nous examine rons en détai l u n cas s imple , celui où 
les fonct ions cp sont du second degré . Nous poserons 

CPT-= A * V 2 4 - 6 / V 4 - Ci 

et nous poserons t ou jou r s 

après la substi tution> le t e r m e de r a n g n devient 

O T A N 4 - 2 - 2 * 1 2 • • . ) O I V 2 4 ~ B T V 4 - C I ) 

4 - H - • . . ) ( < 7 . 2 V 2 4 - ¿>2V 4 - C 2 ) 4 - . . . ; 

le t e rme de rang v -j- i é tai t 

# i [ a i ( v -h 1 ) 2 4 - bi(v 4 - 1) -4- C i ] 4 - # 2 | > 2 ( v 4 - L ) 2 4 - . . . ] 4 - . . . , 



( »67 ) 
la d i f f é r e n c e des t e r m e s i n d é p e n d a n t s d e v es t de la 
f o r m e 

— xi(ai -+- bx -h c^—¿r2(a2-f- bt-\- c2) — . . . ( 

et il f a u t pose r 

. .)a1-f-(ar1a2i-t-a?2a22-+-'• O^Î"*"-• • \ _ 
(ZlXi— «2^2— ••• ) ' 

(¿rian-f- a72a 1 2-f-. . + . . . . . / _ 

— Xi(2ai -h bx) Xî{ia2 h- ¿>2) — ... ( ~ ' 

ces é q u a t i o n s d o n n e n t 

i( a n — «2i«2 + . . . H- a 2 / I a„ = o, 

ai,2aiH- • • + 0 « » = o, 

i ( a n — — a 2 i ô 2 - h . . . - f - a t » c / l = 2a, , W 1 
( a1 2^i -h a2*¿2-+-. . . -f" — 2a„. 

Ces 2/2 é q u a t i o n s l a i s sen t n 2 — 2/z des a a r b i t r a i r e s ; la 
f o n c t i o n f se t r o u v e r a a lors m u l t i p l i é e p a r des e x p o n e n -
t iel les e ' t , e*», . . . o ù / 2 , . . . s e r o n t des f o n c t i o n s 
l i n é a i r e s q u a n d o n e f fec tuera ce r t a ines subs t i t u t i o n s s u r 
les va r i ab l e s . 

P o u r q u e la f o n c t i o n f exis te il f a u t q u e la sér ie q u i 
la dé f in i t soit conve rgen t e ; o r , d a n s cet te sér ie , le r a p p o r t 
d ' u n t e r m e a u p r é c é d e n t est 

et si la p a r t i e r é e l l e de r h aL ± : bi)Xi r es te n é g a -
tive p o u r v — - j - o o la sé r ie sera conve rgen t e : l a f o n c -
t ion f n ' ex i s t e r a d o n c pas p o u r tou tes les v a l e u r s des 
va r i ab les . 

La c o n s i d é r a t i o n des f o n c t i o n s q u e n o u s v e n o n s de 
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t r o u v e r p e u t c o n d u i r e , p a r de s imples d iv i s ions , à des 
f o n c t i o n s a d m e t t a n t u n e s u b s t i t u t i o n d o n n é e . 

[M 3 5a] 
SUR LES SURFACES OUI ONT POUR GÉNÉRATRICES 

LES CORDES D'UNE CUBIQUE GAUCHE; 

PAR M. CH. BIOGHE. 

1. I l es t fac i le d ' o b t e n i r l ' é q u a t i o n g é n é r a l e des s u r -
faces rég lées d o n t les g é n é r a t r i c e s son t les cordes d ' u n e 
c u b i q u e g a u c h e . S o i e n t 

Q = o, Q' = o, Q" = o 

les é q u a t i o n s de t ro i s q u a d r i q u e s c o n t e n a n t la c u b i q u e , 
les é q u a t i o n s 

( 0 Q " = ^ Q 

r e p r é s e n t e n t d e u x q u a d r i q u e s q u i se c o u p e n t s u i v a n t la 
c u b i q u e cons idé rée e t u n e co rde q u e l c o n q u e de ce t t e 
c u b i q u e . U n r a i s o n n e m e n t c lass ique c o n d u i t à v o i r q u e 
l ' é q u a t i o n g é n é r a l e des s u r f a c e s e n g e n d r é e s p a r u n e 
co rde s ' o b t i e n t en é l i m i n a n t "k et p. e n t r e les é q u a t i o n s 
( i ) et u n e é q u a t i o n de c o n d i t i o n en X et ¡JL. A u t r e m e n t 
d i t , l ' é q u a t i o n c h e r c h é e est 

00 • F(Q,Q',Q') = O, 

F é t a n t u n e f o n c t i o n h o m o g è n e . 

2 . Si F es t de d e g r é K en Q , Q ' , Q " , l ' é q u a t i o n ( 2 ) 
es t de degré 2 K . La c u b i q u e est l i g n e m u l t i p l e d ' o r d r e ' 
K s u r la su r face c o r r e s p o n d a n t e ; c a r , si l ' o n p r e n d p o u r 
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o r i g ine u n p o i n t de la c u b i q u e , l ' é q u a t i o n d e la s u r f a c e 
n ' a é v i d e m m e n t pa s de t e r m e s de d e g r é i n f é r i e u r 
à K . 

I n v e r s e m e n t , si u n e s u r f a c e d ' o r d r e 2 R a d m e t u n e 
c u b i q u e g a u c h e c o m m e l i g n e de degré de m u l t i p l i c i t é K , 
ce t t e s u r f a c e es t e n g e n d r é e p a r des co rdes de la c u b i q u e ; 
ca r p a r c h a q u e p o i n t de la s u r f a c e passe u n e co rde de la 
c u b i q u e , e t ce t t e c o r d e a 2 R - f -1 p o i n t s e n év idence s u r 
la s u r f a c e . 

E n p a r t i c u l i e r , p o u r K = 2 , on r e t r o u v e l a s u r f a c e 
l i eu des co rdes a p p a r t e n a n t à u n c o m p l e x e l i n é a i r e . 

3 . L a r e l a t i o n e n t r e le d e g r é de m u l t i p l i c i t é de la 
c u b i q u e et l ' o r d r e d ' u n e s u r f a c e d o n t les g é n é r a t r i c e s 
s e r a i en t des co rdes de la c u b i q u e , p e u t p e r m e t t r e de 
d é t e r m i n e r T o r d r e de c e r t a i n e s su r f aces . A i n s i la s u r -
face l i e u des co rdes q u i son t d iv isées l i a r m o n i q u e m e n t 
p a r u n e q u a d r i q u e a d m e t la c u b i q u e c o m m e l igne 
t r i p l e , p u i s q u e p a r c h a q u e p o i n t p a s s e n t les cordes q u i 
j o i g n e n t ce p o i n t a u x p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n de son p l a n 
po la i r e avec la c u b i q u e . La su r f ace est d o n c d u s ix ième 
o r d r e . 

[ A 3 a ] 
THÉORÈMES SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES; 

PAR M. S O N D A T . 

Si l ' é q u a t i o n 

r = axn— nbxn~l 

) n(n — 1) 0 , 
H i cxn~*... — nkx h- / = o, 

1.2 
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de degré pair et à coefficients b i n o m i a u x , a ^ 4 - i r a -

cines égales, l ' u n e des condi t ions de mul t ip l i c i t é est 

A = o, 

A é t a n t u n e fonc t ion h o m o g è n e et d u second degré des 
coeff icients a , c, . . . , / , o b t e n u e en r e m p l a ç a n t 
dans cp les puissances décroissantes d e x p a r / , A, h, . . . , 

a , c 'est-à-dire en éc r ivan t 

(i) L — al — nbk — ch —...— nbk -4- al. i.i 

Posons , en effet , 

/ cp! — axn~l — (n — i)bxn~i-h.. .—• k, 
1 cp 2 = axn~~2—(n—2) bxn~z + ...+ Â:, 

(3) < 
I cpn 2 = ax2 — ibx-i-c, 
\ <p„_! = ax — ¿>, 

(pi, é t an t les dérivées successives de <p, divisées r e s -
pec t ivement p a r n, n(n — 1), .... 

Dans l ' express ion ( 2 ) de A, r emplaçons a , c, . . . , 
A, l p a r a , c p , ^ , cpw_2, . . . , cp,, cp e t soi t A' le résul ta t de 
la subs t i tu t ion . 

Nous au rons 

A ' = A 9 — N C P ^ J C P J - H . . . ± < P J . . . 4 - A (P. 

1 . 2 . . . — 2 '2 
Or 

¿A ' __ 
dx ' 

ca r , en f o r m a n t la dér ivée , on ob t ien t , d ' ap rès ( 3 ) , des 
t e rmes qu i s ' e n t r e - d é t r u i s e n t deux à deux . Donc A' est 
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i n d é p e n d a n t d e x. D e p l u s , 

( 4 ) A ' = A , 

p u i s q u e , si l ' o n fa i t x = o, les t e r m e s de A' d e v i e n n e n t 
ceux d e A. 

Cela posé , si l ' é q u a t i o n + i r a c i n e s égales à p , 

en a t t r i b u a n t à a : ce t t e v a l e u r p, on a n n u l e cp, cp2, 
<p„. Les t e r m e s de A' s o n t d o n c tous n u l s , e t p a r 

"2 
su i te ( 4 ) 

A = o. 

[ K 2 2 d ] 
S U R L E B I A I S P A S S É G A U C H E ; 

PAR M. A. B O U L A N G E R , 

Ancien élève de l'École Polytechnique. 

Je m e p r o p o s e de r é s o u d r e d e u x p r o b l è m e s re la t i f s à 
ce t te su r face b i e n c o n n u e ( v o i r , p a r e x e m p l e , M A N N -

H E I M , Cours de Géométrie descriptive, 3o e L e ç o n ) . 

I. — Détermination du volume limité par le biais, 
par les murs de tête et par le plan des naissances. 

Ce v o l u m e est l i m i t é p a r d e u x bases para l lè les s e m i -
c i rcu la i res et l a t é r a l e m e n t p a r des po r t i ons de su r faces 
g a u c h e s ; il est d o n c d o n n é p a r la f o r m u l e 

où S4 e t S 2 son t les a i res des bases semi -c i rcu la i res , 
h l e u r d i s t ance e t S 3 l ' a i r e de la sect ion fa i t e à égale 
d i s t ance des d e u x bases ( A P P E L L , Mécanique ration-
nelle, ye L e ç o n a u t o g r a p h i é e ) . 



O n a 
( ) 

TZ R2 
Sj _ S2 — 

en dés ignant pa r R le r ayon des cercles d i rec teurs . 
La quest ion est de calculer S 3 . Soit ( o m n , o 'm' /z ' ) une 

Fig. i. 

généra t r ice de la s u r f a c e ; elle coupe le p lan moyen au 
po in t (pi, ¡ / ) . C h e r c h o n s le l i eu du p o i n t JJ/. 

Soit ofv!~ p, ¡jL'o'rc':= io ; c é t an t la dis tance corn-
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m u n e des cent res des cercles à la d i rec t r ice rec t i l igne , 
on a 

2 p = o' rriH- or ri, 

R2 = c2 H- o'm' —2C.o'/ra'cosa>, 
2 

R2 = c2 -f- o'ri H - 2 C . o'ri cos to. 

L'é l imina t ion de o'ni! et de o'ri en t r e ces t rois r e la -
tions donne sans difficulté 

p 2 = R 2 _ C 2 s i n 2 w . 

La section m o y e n n e est donc u n e q u a r t i q u e b ic i rcu-
îaire u n i e u r s a l e , indépendante de Vêcartement des 
hases; sa surface au-dessus d u p lan des naissances est 

TÇ 

S 3 = ( R2 — c2 sin2 co) du> 
Jo 

ou 
7Ç 

S3 = - r 2 [ ( 2 R 2 — C 2 ) - 4 - C 2 C O S 2 W ] ^ W 

2 Jo 

P a r sui te , 

V = [ 3 R2 — c2 ] . 

C'est cette f o rmu le s imple que j e voulais s ignaler . 

II. — Détermination g?%aphique de Vindicatrice en 
un point P de la surface du biais. 

La généra t r ice G du po in t P est u n e p remiè re a sym-
ptote de l ' indica t r ice ; la seconde asymptote est la géné-
rat r ice ( au t r e q u e G ) de Phyperbolo ïde oscu la teur au 
biais le long de G , et il suffit, pou r d é t e r m i n e r cet 

= Î ( 2 R 2 - C 2 ) . 
4 
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hyperboloïde , d 'avoir les asymptotes relat ives à trois 
po in t s ; pa r exemple , aux points de r encon t r e de G avec 
les directr ices M, N , O . 

Au po in t O , la seconde asymptote de l ' indica t r ice est 
év idemment la d i rec t r ice rect i l igne. 

Passons au po in t N , pa r exemple . D 'après le théo-
r è m e des tangentes conjuguées de D u p i n , q u a n d le 
po in t N se déplace sur le cerc le de tête , la caracté-
r is t ique r d u plan t a n g e n t en N est conjuguée , pa r 
r appor t aux asymptotes de l ' ind ica t r ice , de la d i rec t ion 
N T du dép lacement de N . Donc, l 'asymptote demandée 
sera ( e n pro jec t ion c o m m e dans l ' e space) la qua t r i ème 
dro i t e du faisceau h a r m o n i q u e fo rmé pa r les droites N T , 
G e t T . 

P a r sui te , il suffira de cons t ru i re la caractér is t ique T 
et , à cet effet, de dé t e rmine r le po in t X où la t race du 
p l a n tangent en N au biais , sur le p lan de la seconde 
direct r ice c i rculai re pa r exemple , touche son enveloppe. 
Cet te t race est la para l lè le à N T menée pa r N . Les 
cercles de tête é tan t de f ron t , la ques t ion est r amenée au 
p rob lème de Géomét r ie p l ane suivant : 

P a r le mi l ieu of de la droi te des cent res de d e u x 
circonférences égales (Jlg» i ) 5 on mène u n e dro i te 
o'mfnf coupan t ces c i rconférences en m! et ri! ( d ' u n m ê m e 
côté de o ' ) . P a r m' , on m è n e u n e paral lè le à la t a n -
gen te vit' au cercle r encon t r é e n nf. Q u e l est le po in t 
de contact x ' de cet te para l lè le avec son enveloppe, 
quand la sécante o'm'n' p ivo te? 

Supposan t même qu ' i l s 'agisse de deux courbes q u e l -
conques , soit ofm\ n\ u n rayon vecteur i n f i n imen t voisin 
de o'm!ri ( f i g . 2 ) . L a paral lè le à la t angen te en nK r e n -
cont re en £ la droi te relat ive à m'. I l fau t t rouver la 
l imite x? du po in t 

£ étant l 'angle de cont ingence de la courbe le 
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t r iangle \ r r i m \ d o n n e 

,t m mi . \ 
m\ — ——- x siiu m . m . c m : ^ 1 

On en dédui t 
, , d(m') . m x — —r,-,—rr r sma, d(ri) 

en dés ignant par r le r ayon de c o u r b u r e de (n!) en n ' , 
pa r a l ' angle des tangentes en m! et nf à ( m ' ) et 

pa r ci (m') et d(n') les différent ie l les des arcs de ces 
courbes . O r , d ' après la fo rmule de Newton ( v o i r B O U R , 

Cinématique} p . 5 8 ) , on a 

d(m') _ o'm! x tf m! 
d(ri) o'ri x t'ri 

Donc , en f in , 

, . . . . o'm' i m x = t m sin a x , ,- r x —: • on tri 

De là résul te , dans le cas q u i nous occupe , la c o n -
s t ruc t ion su ivante ( fig. i ) : 

Par mon mène l'horizontale ml q1 jusqu'à sa ren-
contre qf avec le rayon c'nf de n ; on projette ni en <p 
sur rit!) on porte m'o- équipollent à c'q' et m1 t équipol-



( ' 7 6 ) 
lent à rit'. Le point x' est déterminé par le cercle cir-
conscrit au triangle <par. 

E n effet , 

et l ' o n a 

, . , o m m g = c q = —7—j x r ; ^ on 
m\p = t' /ri sin a, 

m' i — rit\ 

. . m s x mi 
ma7 = ;—— 

La seconde asymptote de Vindicatrice s*obtiendra 
dès lors immédiatement en portant sur la direction 
m'z un segment x'yJ égal à m!x\ et en rappelant le 
point y en y sur le plan de front du point m. 

La droite (ny, n'y') est l'asymptote cherchée. 

O n r é p é t e r a i t la c o n s t r u c t i o n p o u r le p o i n t M et , 
l ' h y p e r b o l o ï d e o s c u l a t e u r é t a n t c o n n u , la s econde 
a sympto t e en u n p o i n t q u e l c o n q u e P de G ou O M N , 
s ' ob t i end ra i t p a r le t r a c é h a b i t u e l l e m e n t employé p o u r 
dé f in i r le p l a n t angen t en P ( M A N N H E I M , loc. cit.). 

LICENCE ES SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

S E S S I O N D E N O V E M B R E 1896. - C O M P O S I T I O N S . 

Grenoble. 

A N A L Y S E . — L Lignes de courbure de la surface en-
veloppe du plan mobile défini par Véquation 

Z — uX -+- v Y -H a y/i-t- + b J i-h p2 , 
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dans laquelle u et v sont deux paramètres arbitraires* 

II . Equation en coordonnées ponctuelles et défini-
tion géométrique de la surface considérée. 

M É C A N I Q U E . — Un tube rectiligne indéfini A B , à 
section infiniment petite, tourne avec une vitesse angu-
laire constante to autour dyun axe fixe Oz en engen-

drant un hyperboloïde de révolution dont 0 est le 
centre. Un point matériel M, dont la masse est égale 
à Vunité, glisse sans frottement dans l'intérieur du 
tube et est attiré par le centre 0 proportionnellement 
à la distance, le coefficient d'attraction étant égal 
à [JL. On demande le mouvement du point M, dont on 
définira la position sur AB par sa distance p au 
point ou AB perce le cercle de gorge. On donne 
l'angle a de AB avec O z et le rayon a du cercle de 
gorge. 

Après avoir discuté le cas général, on examinera 
le cas particulier suivant : 

A l'instant initial, le point M est dans le plan du 
cercle de gorge, avec une vitesse absolue parallèle 
à Oz, et Von a JJL = o)2 s i n 2 a . Quelle est, dans ce cas, 
la projection de la trajectoire absolue de M sur le 
plan du cercle de gorge? 

A S T R O N O M I E . — Calculer l'anomalie excentrique, 
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ranomalie vraie, la longitude dans Corbite et les 
longitude et latitude héliocentriques de la planète 
Mars, pour le 20 février 1878, à midi, temps moyen 
de Paris. 

Données. 

Au 20 février 1878, on a 
48° 36'56", 87, e = 19241",8, 

W = 333°25'I6",53, I = I°5I'I",6, 
n = 1886", 5i84; 

et au midi, temps moyen de Paris, du ier janvier 1878, 
on a, pour la longitude moyenne, 

m0 = 66° 35'44% 3. 

Montpellier. 

A N A L Y S E . — P remiè re quest ion : Intégrer Véquation 
différentielle 

x(x - •a) ( S - m - + ( S - m ? ) = X " e ~ m x -

Le premier n o m b r e s ' a n n u l a n t p o u r y = emx on peu t 
poser 

ce qui donne l ' équa t ion 

x(x 4- a) 4- 2 m z j — {ix 4- a)z — x2 

le premier membre s ' annu le pou r z = cx(x 4- a)e~2mx. 
E n posant 

z — ux(x 4- a) e~2mx, 
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oil a 

chi i i 
— , u = c ? 

cfcr (a? -+- a ) 2 a? -+- a 

y = emxJx(cx -f- a — ¿fo 

f »( a «771 + 1 a/?ï-f-l\ 
— C c ! ) 

\ m mi2 J 4/ra2 

S e c o n d e q u e s t i o n : Calculer la différence des deux 
intégrales 

a — b J1 \ a^-i-x^ b^-\-xw} 

FormonSfZJjTa^(bJ^f)bt e"H d z , e J o n S d ' u n 

c o n t o u r compose de la p a r t i e pos i t ive de l ' axe O X , d ' u n 
q u a r t dec e rc le de r a y o n très g r a n d et de la b issect r ice de 
l ' ang le Y O X . L ' i n t é g r a l e totale est n u l l e , celle p r i s e sur 
l ' a r c de ce rc le t e n d vers o si le r a y o n R dev i en t i n f i n i , 
car son m o d u l e es t p l u s p e t i t q u e 

% 

(R 2 — « 2 ) ( R 2 — 62) 

et 
71 

/ V i R2sin2w R d b ) 

e - R ^ i n 2 0 ) K du>< f e - R 2 s i n 2 w R C 0 S ' 2 ^ du -h e - R î s i n 2 ° f * R du 
JQ JO COS'¿° JO 

, p—R2sin20 / Tz \ 
= + ( IL _ o ) R ^ m i e , 

2 Reos 2 6 V4 / 

expres s ion q u i t e n d vers o avec O n a a lors x > ^ H - * 2 ( a - 4 - ¿ ) 2 - « 2 ¿ 2
 e x H d x 

— x*>-hx*i(a-¥- by— a^b* i-h¿ . _ :— I _ i p-X- fix 
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e t , en égalant les pa r t i e s réel les , 

a?*) fî f. _ 
Til.  

équa t ion qu i peut encore s 'écr i re 

'a?*-4- x*(a-{- by— a*b* S. w * ». • cos(a?2) da? 

y/ï a * - h x 2 7 62-f- a;2 N 6 / a f (a
al-+-x* b

b ' i - ^ o o 2 \ r dx 

M É C A N I Q U E . — Une barre rectiligne, infiniment 
mince, homogène et pesante, AB, mobile dans un 
plan vertical fixe. Son extrémité inférieure A est as-
sujettie à décrire sans frottement une barre fixe hori-
zontale, et chacun de ses points est sollicité par ujie 

force verticale, dirigée en sens contraire de la pesan-
teur, égale au produit de la masse du point par la 
distance de celui-ci à la barre fixe. 

i° Déterminer les positions d'équilibre de la barre. 
2° La barre étant horizontale, on lui imprimé la 

rotation (o autour du point A, qui est laissé immobile, 
de manière qu'elle se dirige au-dessus de la barre 

fixe} puis on Vabandonne aux forces qui la sollicitent. 
Etudier le mouvement de la barre et déterminer la 
trajectoire de l'un quelconque de ses points. 

i ° Il y a équ i l i b re lorsque les forces on t u n e r é su l -
tan te passant pa r A,, ou lorsque la somme de leurs m o -
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n i en t s pa r r a p p o r t à A est n u l l e . So i t 0 T a n g l e de la 
b a r r e avec l ' h o r i z o n t a l e , l sa l o n g u e u r , m la masse d e 
l ' u n i t é de l o n g u e u r e t x la d i s t ance de l ' u n de ses 
p o i n t s M à l ' e x t r é m i t é A . O n a u r a l ' é q u a t i o n 

,/cosG r l . A ' _ . A /» , i coso r mgl = I x sin6,r COSUJ?I dx — m sin6 cosa — , 
2 Jo 

cos Oí >?,1 sin 6 — 3^) = o ; 

il y a é q u i l i b r e l o r s q u e la b a r r e est ve r t i ca l e ou l o r s q u e 

sin 6 == 9 ce q u i n e p e u t avo i r l i eu q u e si 

2° La b a r r e est s o u m i s e à u n po ids — mgl, h u n e 
fo rce ve r t i ca l e éga le à 

i 
i m 

x sin G m dx — — i2 sin î 

et à la r é a c t i o n ve r t i ca l e R d u p o i n t A . Le c e n t r e de 
g rav i t é r e s t e r a s u r la m ê m e ver t i ca le , et son m o u v e m e n t 
d o n n e l ' é q u a t i o n 

ml* d2 sin G m J9 . 
— R _ mgl -i /2 sinO. i dl'1 à 

P o u r d é t e r m i n e r le m o u v e m e n t a u t o u r d u c e n t r e de 
g r av i t é , il f a u t ca l cu l e r le m o m e n t d ' i n e r t i e p a r r a p -
p o r t à ce p o i n t 

/ 
/ 

m x2 dx — : 
/ vi 

la s o m m e des m o m e n t s , p a r r a p p o r t au c e n t r e de gra -
v i té des f o r c e s ve r t i ca les , est 

f mx sin G ( x — cosG dx = m — sin G cosG. 
V 2 / R 2 

L e m o u v e m e n t a u t o u r du c e n t r e de g r a v i t é , dans le 
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XVI. (Avril 1897.) 12 
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p lan vert ical , est donc d é t e r m i n é par l ' équa t ion 

mP d2 0 m/3 . A ^ / 
— _ — s i n o cos 0 — R - coso. L'A dt2 11 2 

E n é l i m i n a n t R , on a 

(I)'] i d* o / n r .rf» o . 
cos G cos6 - , c//2 4 

g l 
— — — cos 0 + - sin 0 cos 0 2 5 

Î/0 ( / rfO d20 
] 3 ¿7/ d/* 

* , . „ A dO 
dt ' 

/ a!" • n / ^ V l ' /cos8 cosô-y sinO -7-
L dt * / J 

= ^ / sin 2 6 — 2 g cos 

don t l ' in tégra le est 

\ (S)2(COS2°+ Î) * s00926 + sin0 = i 
le second m e m b r e é t an t dédui t des condi t ions ini t ia les 

/sin20 — —£ sinO -f- w2 
dit 
"dt ' \ / 3 . i — - sin-H 

4 V 
0 augmen te jusqu 'à siiiQ = - y — ^ ~ j — co-. Mais 

cet te va leur de 0 n 'es t réelle que si to < > et , dans le 

^JC ^ t n Ta,,» «i» cas où ~ > i , il f au t , en ou t re , q u e t o 2 ^ > - j 

Donc ^ peut deveni r n u l si — et OJ <" ou si dt r . 2 ^2/ 

^ ^ e t ï ? ^ <0 ^ \ / ~1 — 1 ' ^ a r r e r e v , e i î t en -
sui te à la pos i t ion ho r i zon ta l e pa r u n m o u v e m e n t i n -
verse. 

S i , au con t r a i r e , to o u lo rsque / < si 
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^ /Ti de , . n to < 4 / l> di n e P c i , t P a s s a n n u l e r , et fi varie 

de o à iz. 
La t ra jec to i re des points de la b a r r e s ' ob t i en t en r e -

m a r q u a n t q u e le mi l ieu décr i t u n e dro i te ver t icale , e t 
l ' e x t r é m i t é A u n e bor izonla le , ce qui r a m è n e la q u e s -
t ion à u n p rob lème classique : les divers points décr i -
vent des arcs d 'e l l ipses . 

A S T R O N O M I E . — Le I 5 novembre 1 8 9 6 Vétoile 1 de 
la Couronne a pour ascension droite i(ih 1 om47% 82, et 
pour déclinaison boréale 34° 7 '8", 6. Calculer : i° les 
heures sidérales du lever et du coucher de cet astre à 
VObservatoire de Paris, dont la latitude boréale 
est 4 8 ° 5 o ' i i / / , et Vazimut de l'étoile au moment oit 
elle traverse le plan de l'horizon. 

Rennes« 

A N A L Y S E . — P r e m i è r e ques t ion : La fonction F(Z), 

holomorphe dans tout le plan, satisfait aux deux rela-
tions 

F ( z + F (^ ) , 

F (z — to') = w l23+a> 'F (2) ; 

trouver le nombre et la somme de ses zéros, enfermés 
dans le parallélogramme (<0, co') dont le sommet ini-
tial est un point quelconque du plan. 

Seconde ques t ion : Former Véquation aux dérivées 
partielles des surfaces qui admettent comme lignes de 
courbure les sections faites par des plans parallèles au 
plan xOy. 

Transformer celte équation en prenant x comme 
fonction, y et z comme variables indépendantes. 

Intégrer l'une ou Vautre de ces équations. 
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M É C A N I Q U E . — TJn cylindre elliptique, limité pat-

deux sections droites, pesant, homogène et libre, se 
meut en restant constamment vertical, de manière que 
son axe instantané décrive uniformément sa surface 
et a pour lieu absolu un cylindre égal. Ces deux cy-
lindres se touchent, au début du mouvement, par les 
génératrices passant aux extrémités des grands axes 
de leurs sections droites. Exprimer> en fonction de la 
distance des axes des deux cylindres et de Vangle des 
axes de leurs sections droites, la résultante et le couple 
résultant, réduit sur le centre de gravité des forces 
motrices capables de ce mouvement, 

Discuter les résultats obtenus. 

O n adoptera avec avantage, pour fixer ]a posit ion de 
la générat r ice de contact des deux cyl indres , l 'angle 
fo rmé par le grand axe d ' une section droi te de l ' un des 
cylindres avec le plan tangent commun aux deux cy-
l indres . 

O n trouvera le couple moteur p ropor t ionne l à u n e 
puissance simple de la distance des axes des deux cy-
l indres . 

A S T R O N O M I E . — Calculer la distance angulaire de 
deux astres dont les coordonnées équatorialcs sont, 
pour le premier astre, 

=iC)i' 9m4)s,23, (£) = 16° 2 ' 5 I " , 2 , 

pour le second astre, 

M ' = i()h45mi3s,o4, CD'= 4- 8°34'20", 1. 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

Question 1696. 
( 1895, p. 37. ) 

Le triangle A1BjGi étant inscrit homologiquement dans 
ABC, si Von mène par A une droite quelconque rencontrant 
Ai Ct en B2 et A i B i en C2 : 

i° Les droites BC2 et B2C se coupent en A2 sur B i Q ; 
i° Les trois triangles ABC, AiBtCi et A2B2C2sort£ homo-

logiques deux c\i deux, ou Von a 

o , 

(centre O) 

A B C 
A2 B2 C2 

Â ! B ! C I 

A 2 B 2 C J 

Xi» o , 

(axe y) . 

A B C 
Ai Bi Ci 7J 

3° Les centres O, Oi, 0 2 appartiennent respectivement 
aux axes yj, y2, y ; 

4° Il existe trois coniques : 
La première tangente aux côtés de ABC en A1? BJ, CI et 

à y^ en O. 
La deuxième tangente aux côtés de A J B I C I en A 2 , B 2 , C 2 

et à y2 en Oi. 
La troisième tangente aux côtés de A2B2C2 en A, B, C et 

à y en 0 2 . ( P . S O N D Â T ) . 

SOLUTION 

P a r M . A . DUOZ-FARNY. 

I° BI AC B2 AI C2 est un hexagone inscrit dans une conique 
dégénérée; sa pascale étant C 1 B 1 A 2 , ces trois points sont en 
ligne droite. 

*i° et 3° Représentons par a le point de coupe des côtés Bj Ci 
et B2 C2, par o£t celui des côtés BC et B2 C2, par a2 celui de BC et 
B ^ i et soient de même les points ¡3, pt et p2, y, y t et y2 pour 
les intersections des autres paires de côtés. 
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La ponctuelle Ai p Ci B2 est en perspective avec A ! C 2 B I 7 par 

rapport au centre A2 ; donc aussi ( Ai £J C I B 2 ) — ( A j 7 B i G 2 ) . 

o, 

Ces deux ponctuelles homographiques ayant le point A i com-

mun sont perspectives : les trois droites py, Gj B !, B 2 G 2 se 

croisent en a. Les deux triangles A j B i G i et AoB^C* sont 

donc homologiques d'axe apv = y et par conséquent A I A 2 , 

B i B 2 , GIG2 concourent au point O. 

C i C A 2 B B i A est un hexagone inscrit dans une conique dégé-

nérée; sa pascale étant 

Ci A , B , A , j 
P O» 7, 

A 2 B ' B t B I " A S C I 4 

0 2 se trouve sur {Jy ou sur l'axe y . 

Les ponctuelles c ^ B A i G et A 2 B C 2 p t sont perspectives de 

centre Bi, de même a 2 B A i C et B 2 y i B 2 G sont perspectives de 
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centre Gj, donc 

( A 1 B C 1 p 1 ) = ( A , Y i B * C V 
ou 

( A 2 B C 2 p j ) = ( A J C B j Y I ) -

Ces d e u x ponctuel les ayant le point A 2 en c o m m u n sont 
h o m o l o g i q u e s ; donc : BG, B 2 G 2 , p i^ i se cro isent en OL{. 

Les deux tr iangles A B C et A 2 B 2 G 2 sont donc h o m o l o g i q u e s 
d'axe a i j ^ Y i — y^- ^es trois droites AA 2 , BB 2 , CC 2 concourent 
donc en B 2 A 2 C 2 C I A B I est un hexagone inscrit dans line 
c o n i q u e dégénérée ; sa pascale est Pi Yi O ; donc O se trouve 
sur l 'axe y , . 

Enfin B A C C 2 A ] B 2 est aussi un hexagone inscrit , dont 
la pascale est O t(32Y2; O, se trouve sur l 'axe y 2 . 

4° Le tr iangle A I B ^ J é tant inscrit homolog iquement dans 
A B C il ex is te une conique touchant les cô tés de ABC en A , , 
Bj, Cj. Mais on voit que , dans tout quadrilatère circonscrit 
à une con ique , les d iagonales et les droi tes qui j o ignent les 
points de contact des cô té s opposés se croisent en un même 
p o i n t ; appl iquons la réciproque de ce théorème au quadrila-
tère P iYtBC dans lequel f i C , p t B , OA t e t B 1 G 1 se croisent 
en A2 e t l'on verra que la conique Aj Bj Ci touche aussi l'axe y , 
en O. 

Même démonstrat ion pour les deux autres coniques . 

A u t r e s s o l u t i o n s de M M . A . DARDÉS e t G . GALLUCCI. 

Question 1717. 
( 1806, p. 104). 

Le lieu des milieux des cordes d'un cercle ayant une pro-
jection donnée sur un diamètre fixe est une quartique. 
Discuter cette courbe; la construire, en étant donnés deux 
points, et donner la construction de la tangente en un 
point quelconque. ( G A L L U C C I ) . 

S O L U T I O N S O M M A I R E 

P a r M . A . MANNIIEIM. 

Sur le diamètre fixe D prenons un segment dont la l ongueur 
soit la longueur donnée de la projection d'une quelconque des 
cordes ; de ses extrémités é levons des perpendicula ires à D. 
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Ces droites coupent Je cercle en quatre points , les cordes qui 
les jo ignent deux à deux ont pour mi l ieux des po ints du lieu 
demandé. Ces points , sur une m ê m e perpendiculaire à D, sont 
au nombre de quatre, et c o m m e il n'y a pas d'autre po int du 
lieu sur cette perpendiculaire , le lieu est une quartique. 

Prenons une des cordes ab et m son mil ieu. Des ex trémi tés 
de cet te corde menons des t a n g e n t e s au cercle . Du point de 
rencontre de ces tangentes abaissons une perpendiculaire 
sur D. Cette droite coupe ab au point c. En vertu d'une pro-
priété due à M. R. Godefroy , le symétr ique de c par rapport 
à m est le point où ab t o u c h e la courbe E à laquel le toutes les 
cordes ana logues à ab sont tangente s . 

Comme le lieu (ni) des po ints tels que m est la p o d a i r e d e E 
par rapport au centre o du cercle donné , il résulte tout 
de suite de là que : 

La tangente à (m) en m est la perpendiculaire abaissée 
de ce point sur la droite oc, 

Sur D prenons les project ions or thogonales a, ¡x, ¡3 des 
points a, m, b. Dés ignons oa par orn par p, «¡3 par il 
et l 'angle \xom par w. On a 

jj.a = ma sin a>, 
d'où 

/ s = ( r 2 _ p2)sin2co, 

l 'équation de (ni) en coordonnées polaires est donc 

r-
p2+. = r^; 

par suite en coordonnées rectangulaires ( m ) a pour équation 

+ l~oc2 — (r~ — y^ ) y 2 = o. 

Avec ce qui précède, il est très faci le de déterminer la forme de 
la courbe ( m ) . ( N o u s n'avons pas compris ce que veut dire : 
la construire , en étant donnés deux po in t s . ) 

Autre solution par M. G. G-ALLUCCI. 
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Question 1719. 
<1896, p. 151). 

Si deux triangles homologiques ABC, A J B J C I sont in-
scrits dans la même conique Q : i° Le centre d'homologie 
O est le pôle de l'axe X; 2° Les points (BG|, BjG), (AC^ AiC), 
(ABj, AiB) appartiennent à X et les droites (bcl9 b\c), 
(aci , a i e ) , (abi, axb) passent en O; 3° Si par O Von mène 
une sécante A, les droites joignant les sommets de chacun 
des triangles aux points où les côtés correspondants de 
Vautre sont coupés par A sont trois à trois concourantes 
en deux points to, toi de Q et ces deux points sont en ligne 
droite avec 0 ; 4° Les droites joignant un point 6 de X aux 
sommets de chacun des triangles coupent les côtés corres-
pondants de Vautre en des points situés trois à trois sur 
deux droites p, pi tangentes à la conique Qt inscrite aux 
deux triangles, et ces deux droites se coupent sur X. 

5° Déduire de là une construction simple de la conique 
passant par cinq points ou tangente à cinq droites. 

( P . SONDAT). 

S O L U T I O N 

P a r M . R . GILBERT. 

I° Les points ( B C ^ C i ) , (AG, A i C i ) , (AB, A i B , ) situés 
sur X ont tous trois leurs polaires passant en O ; donc X est la 
polaire de O. 

i ° Le point (BCi , BxG) ayant également une polaire qui 
passe en O, ce point est sur X. Propriété corrélative, O étant 
aussi le pôle de X par rapport à Qj. 

3° Prenons un point to sur Q; les droites tu A, toB, wG ren-
contrent a i, bi, Ci en a, p, y; je dis que a, p, y sont sur une 
droite passant en O; il suffit de montrer que O est sur ap. Or 
faisons varier to sur Q; a, ¡3 décrivent sur a 1 ? deux divi^ 
sions homographiques. Mais, lorsque to vient en Ci, a et p sont 
confondus en Ci ; donc ap passe par un point fixe. Or, lorsque 
co vient en Aiy a est sur AAi et p en Ai : donc ap est AAi ; de 
même, une position de est BBi : donc O est bien sur ap. 
Inversement, considérons une droite A coupant aif b i, cx en a, 
P, y; la droite A a coupe Q en to, auquel point to correspondent 
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Jes m ê m e s points ß, y : clone A a, B ß , G y concourent en to. De 
même, A t a i . B i ß t , G'iyt concourent en w ( . A un point a> cor -
respond une seule droite A et un seul point w, , et inversement ; 
donc les faisceaux O w , Oo^ sont homographiques ; or, lorsque 
co est en A, on voit que ß se confond avec y! en ( b 1 c ) , y avec 
fit en ( C \ b ) (accesso irement , cela démontre 2°) et par sui te , 
(Oi est en A t : donc les fa isceaux, qui d'ailleurs sont réciproques 
et par suite en involut ion, ont trois rayons communs et co ïn-
c ident . 

4° Propos i t ion corré lat ive; m ê m e démonstra t ion . 
5-° On donne les cinq points A, B, G, A t , Bt ; d'où le point O. 

Les droites c, Ci et A B ^ A j B se coupent sur X ; d'où Ci. Pour 
construire un point que lconque , on mène une droite A à la-
quelle correspond un point co et un point wj. La tangente en 
un point M quelconque s 'obt ient en considérant les deux 
triangles MAB, M 1 A i B l , le point to étant en M. 

A u t r e s s o l u t i o n s d e M M . G . GALLUCCI e t V . R E T A L I . 

Question 1720. 
( 1896, p. 102.) 

On sait que, dans un triangle quelconque, le centre de 
gravité, le centre du cercle circonscrit et l'orthocentre sont 
en ligne droite. Etant donné un triangle A, on construit la 
droite dont il vient d'être question, relative à chacun des 
triangles formés par les points de contact du cercle inscrit 
et des cercles ex-inscrits à A. Démontrer que les quatre 
droites ainsi obtenues se coupent au centre du cercle cir-
conscrit ci A . ( J . F R A N E L ) . 

PREMIÈRE S O L U T I O N . 

P a r M . F . F A R J O N . 

Appelons L la droi te qui dans un triangle jo int l 'orthocentre 
au centre du cercle c irconscri t . L'un des triangles considérés , 
inscrit dans le cercle de centre O, et le triangle qui a pour 
sommets les trois autres points de concours des bissectrices de A, 
sont homothét iques ; leurs l ignes L sont donc parallèles; de 
plus elles co ïnc ident , ayant en commun le point O, centre du 
cercle circonscrit au premier tr iangle et orthocentre du second. 
Or les quatre triangles ayant pour sommets les points de con-
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cours des bissectrices de A pris t ro is à trois, ont un même 

cercle de neuf points dont le centre est sur chacune des 

l ignes L considérées, lequel cercle n'est autre que le cercle c ir-

conscrit à A. Donc, e tc . 

D E U X I È M E S O L U T I O N . 

P a r M . E . DUPORCQ. 

Soit Û un des quatre tr iangles considérés dans l ' énoncé; 

soient h son or thocentre et u> le centre du cercle qui lui est c i r -

conscrit . Il existe, comme on sait, une conique T, admettant 

pour foyers h et co, et inscrite au tr iangle 8. P a r polaires réci-

proques relat ivement au cercle Q, la conique T se transforme en 

une c irconférence dont le centre est sur la droite /¿w, axe de T : 

or cette transformée n'est autre que le cercle c irconscr i t au 

triangle A. dont les sommets sont, par rapport au cercle £2, les 

pôles des côtés du triangle o. Le théorème se trouve donc 

démontré . 

A u t r e s s o l u t i o n s de M M . A . DROZ-FARNY e t H. L E Z . 

Question 1724. 
( 1 8 9 6 , p . 2 0 0 . ) 

Démontrer Videntité 
| a'1 (a — i )'* ... (a — n )n 

! an-1 (a !)»-1 ... (a — fi)'1-1 

| 
i a {a — i) ... (a — n) 
\ 

¡ i i . . . i 
= i "2"-1 3 " - 2 . . . (n — i)* (n — i Y-n. 

( V . D E S T R É K A L O F . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . V . RETALI. 

Appelons A le déterminant donné, et posons a — r = ar\ 
nous avons a,.— as= s — r , 

i i . . . i 
a ai ... an 

a'1 a'I ... a^ 

nin- 1 ) 
A'=r ( — I) 2 "A = 
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d'où, par le théorème de V a n d e r m o n d e , 

n in — I ) n(n — l) 
( — i) 2 ( « - f l , ) . . . ( a - a / t _ 1 ) ( a ~ a / I ) = ( - i ) 2 w î ( / i - i ) ! . 

(al—a2)...(al — an-l), 

n \ (n — i)!... i! 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r M M . A U D I B E R T , L . B O S I , B R A N D , E M I N E , 

G . TZITZEICA. 

Questions 1725 et 1726. 
( 1896, p. 2oo.) 

1725. Si m et n sont deux nombres premiers, 

mn-1 _ j_ nm~ 1 _ , 

est divisible par mn. ( J . - J . M i l n e . ) 

1726. Si m, n et p sont trois nombres premiers, 

(np)r»-i + (mn)P-1— i 

est divisible par mnp. ( J . - J . M i l n e . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . G . TZITZÉICA. 

1725. Gomme m et n sont premiers, il suffit de montrer que 
le nombre proposé est divis ible par m et n séparément . Or 
cela est évident , en vertu du théorème de Fermât . 

1726. Evidente aussi, d'après le même théorème. 
A u t r e s s o l u t i o n s d e M M . A U D I B E R T , ÉMINE e t P . H . 

Question 1728. 
( 18S6, p. 2',S.) 

Si p est un nombre premier qui ne divise pas x et r un 
nombre entier quelconque, Vexpression xPr~Pr~^— i est divi-
sible par p. ( J . - J . M I L N E . ) 
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S O L U T I O N 

P a r M . ÉMINE. 

En effet, l 'expression proposée peut s'écrire 

du m o m e n t que x n'a pas le facteur premier p ; toutes ses puis -
sances aussi ne l 'auront pas. D o n c xPr~l n'étant pas divis ible 
par le nombre premier d'après le théorème de Fermât , 
on aura 

( a r - ' / " 1 - ! = 

A u t r e s s o l u t i o n s de M M . P . II . e t G . TZITZÉICA. 

Questions 1736 et 1737. 
( 1 8 9 6 , p . 3 4 4 - ) 

Ces deux ques t ions , dont les énoncés déjà anciens se t rou-
vaient dans les archives des N. A., ont été posées sous la si-
gnature W o l s t e n h o l m e , e t résolues dans le J. E. de M. de 
L o n g c h a m p s (1882, p. <)5 et p. 189). Il n'en sera donc pas in -
séré de solut ions . Si nous avions connu le fait , nous n'aurions 
pas publié les énoncés dont il s'agit. LA RÉDACTION. 

Question 1743. 
( 1 8 9 0 , p . 4' |0.) 

On peut construire six triangles semblables entre eux 
ayant pour côté commun un segment fixe, et situés d'un 
même côté de ce segment : les six sommets ainsi obtenus 
sont sur une même circonférence. Toutes les circonférences 
ainsi obtenues ont un même axe radical. ( E . P U P O R C Q . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . DULIMBERT. 

Soient AH le s e g m e n t fixe, C un point que lconque du plan. 

Sur le côté AC, je prends un point Ci tel que AB = A C . A C t . 
J'ai un deuxième triangle Ci AB semblable au premier, 
AB étant homologue de AC,. Sur le côte BC. je prends un 
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point G2 tel que AB = BC.BC 2 . J'obtiens ainsi un troisième 
triangle C 2 A B semblable aux. deux autres, AB étant homo-
logue de BG2. Les trois autres triangles, de sommets G', C'j 

et C'2, sont symétriques des trois premiers par rapport à la 
perpendiculaire au milieu de AB. Pour démontrer que le 
cercle C C i C 2 passe par les points G', C\, C 2 , il suffit de 
démontrer que son centre est sur cette perpendiculaire! 

Je prends AB pour axe des a?, l'axe des y passant par G et 
perpendiculaire sur AB; je désigne par h l'ordonnée du point 
G, par a et b les abscisses des points A et B. J'ai d'abord 

A G 
A B ; 

vV-4- h* 

(a — 

a 1 -h Jt2 

Les coordonnées x,y du point G s'obtiennent par les pro-
portions 

ff — Tt _ J a — b f yx __ (a — b)2 

a ~~ h- ' h ~~ «2 -h h2 ' 
d'où 

a J a ^ h 2 — ( a — b)2 \ 

AB 
A G ; 

n e 
Ï H T ; 

d'où 

a — b _ v//>2 H- b '1 

A G, ~HCX 

y/a2 -h A2 
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La perpendiculaire au milieu de GGi a donc pour équation 

i.axla*-^ / ¿2_ ( a — 6 ) 2 1 h 2— 2 h y = — r-i =: 

a 2 -+-h* — (a — b)2]2  

H («*-+- / l2)2 

_ zhy(a-b)* kHa — b)* 
«2 A2 A2)2" ' 

ou, en ordonnant et supprimant le facteur 

(a*-h/**)[>*-h A 2 — (a — b)*], 

'àax — ihy -f- b-h- A2 — -xab — o. 

De même la perpendiculaire au milieu de GC2 a pour équation 

a b x — 2 h y -h a 2 H- h- — 'iab = o . 

Les coordonnées du centre du cercle sont donc 

a H- b 
x = , 

ce qui démontre la première partie du théorème, et 

a2 — ab -h b2 4- A2 

J ' >h 
L'équation du cercle est 

a -4- & \ 2 / a2 — - 4 - A 2 \ 2 

•2 / ' v r '-¿A 
O - t - 6 ) 2 ( ( a2 — ab -4- ¿>2_|_ /¿2y2 

4 \ 2/1 

Supposons maintenant que le point G varie, A et B restant 
fixes. L'équation du cercle devient, en transportant l'origine 
au point O, milieu de AB, 

(a-h b)2
 0 . 7o _ ^ -+- a 2 — -h b2 — o. 

4 

A est arbitraire, la différence a — b est constante et égale à 
la distance AB — 9.1. Posons a -h b = et faisons y — o. 
Alors 

ou 
3 / 2 = O 7 
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ce qui montre que AB est l 'axe radical c o m m u n de ces cercles . 
Il en résulte aussi que tous ces cercles sont o r t h o g o n a u x au 
cercle qui a le point O pour centre et pour rayon I s / ï ( 1 ). 

A u t r e s s o l u t i o n s d e M M . BARISIEN* B R A N D , F A R J O N , L E M O I N E , P R O -

VOST, V . R E T A L I , T A R A T T E . 

QUESTIONS. 

1764. So i t f ( x ) = o une équat ion réciproque de degré 2//1, 
n'ayant pas de racine c o m m u n e avec cc'+—1 = o. 

,, l/v H- I ,, , • i i ' Si 1 on pose x — ? I équat ion en y est de degre m, 
\ y —1 

et le produit de ses racines est égal à ( — i ) l w — — • 1 * / ( U 

Si l'on pose x -+- — = -iz, le produit des racines de l 'équa-

t ion transformée est égal à 

m 7t i 
( — I y» e / ( y/HTi) 

â™ 7 ( ° ) * 

Application à l 'équation binôme. ( A . PELLET.) 

( ' ) En complétant la construction indiquée par M. D., il est évi-
dent que les points ( A , C , C t ) (A ,C ' , C i ) (A, C,\Ca) ( B , C , C a ) 
(B, C v C a ) ( B, C , Ci ) sont respectivement en ligne droite, et que 
l'on a 

AC.AC, = AC'. VC; = AC',. ACa = AB2, 
BC. BCa = BC,.1JC; = BC'.RC; = BA2. 

Donc les six points considérés sont sur une même circonférence; 
la puissance de A par rapport à cette circonférence est AB2, et il en 
est de même pour celle de B; AB* étant indépendant de la forme 
du triangle ABC, chacun des points A, B a même puissance par 
rapport à toutes les circonférences dont il s'agit. Donc AB est l'axe 
radical commun. C.-A. L. 
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DEUXIÈME CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » 
POUR 1 8 9 7 . 

Sujet. 

Dans ce qui va suivre, /tous appellerons : 
T° Cubique équilatère une cubique gauche dont 

les trois asymptotes sont deux à deux rectan-
gulaires. (Exemple : la cubique des normales 
à Vellipsoïde.) 

2° Tétraèdre orthocentrique un tétraèdre dont 
les arêtes opposées sont orthogonales. Dans un 
tel tétraèdre, les hauteurs sont concourantes ; 
le point de concours des hauteurs est aussi le 
point par lequel passent les perpendiculaires 
communes aux arêtes opposées; enfin ce tétraèdre 
est conjugué par rapport à une sphère qui a son 
centre au point de rencontre des hauteurs. 

Cela posé, on propose de démontrer les pro-
priétés suivantes : 

I. Si deux cordes AB, CD d'une cubique équi-
latère sont orthogonales, le tétraèdre ABCD est 
orthocentrique. 

II. Si une cubique gauche quelconque passe par 
les sommets d'un tétraèdre conjugué par rapport 
à une quadrique, elle est circonscrite à une infinité 
de tétraèdres conjugués par rapport à cette qua-
drique. 

III. Toute cubique équilatère circonscrite à un 
Afin, de MalkémrU3e série, t. XVI. (Mai 1897.) 
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tétraèdre orthocentrique passe par le point de ren-
contre des hauteurs du tétraèdre. 

IV. Toute cubique passant par les sommets et 
le point de rencontre des hauteurs d'un tétraèdre 
orthocentrique est équilatère. 

Y. Si Ton coupe une cubique équilatère par une 
série de plans parallèles, le lieu des points de ren-
contre des hauteurs des triangles ayant pour som-
mets les points de rencontre de la cubique et des 
plans est la sécante double de la cubique normale 
aux plans sécants. 

VI. Soit 2 une sphère de rayon II et dont le 
centre O est sur une cubique équilatère. Il existe 
une infinité de tétraèdres ABCD inscrits à Ict 
cubique et cotijugués par rapport à 2. 

i° Le lieu des centres de gravité de ces tétraèdres 
est une droite. 

2° On considère les sphères S circonscrites aux 
tétraèdres ABCD ; le lieu des centres de ces sphères 
est une droite. — Comment se déplace cette droite 
lorsque O restant fixe R varie ? 

3° Chaque sphère S coupe la cubique en deux 
autres points E et F. Démontrer que ces points sont 
fixes et ne dépendent pas de R. 

4° Lorsque O varie, la droite EF décrit une 
quadrique et le plan OEF enveloppe un cône du 
deuxième degré. 

5° Lorsque O varie, le milieu de EF décrit une 
cubique équilatère. 
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Conditions. 

Le concours est ouve r t exclusivement aux abonnés 
des Nouvelles Annales de Mathématiques. 

Le mei l leur Mémoire envoyé en réponse au suje t 
p roposé d o n n e r a droi t , au profi t de l ' au teur : 

i° A un crédi t de i oo t r d 'Ouvrages à chois i r dans le 
ca ta logue de MM. G a u t h i e r - Y i l l a r s et fils; 

2° A la pub l i ca t ion du M é m o i r e ; 
3° A u n tirage à pa r t g ra tu i t de 100 exempla i res . 

Les manusc r i t s devron t ê t re pa rvenus à la rédac t ion 
A V A N T L E i e r N O V E M B R E 1 8 9 7 , t e rme d 'absolue r igueur . 

Les au t eu r s p o u r r o n t , à l eur gré , se fa i re immédia te -
m e n t conna î t r e , ou garder p rov i so i remen t l ' a n o n y m e . 
Dans ce de rn i e r cas, le Mémoire por te ra un signe, u n e 
devise ou un n u m é r o d 'o rd re a rb i t r a i r e , et sera accom-
pagné d ' u n pli cacheté r e n f e r m a n t , avec la même ind ica-
t ion, le n o m et l 'adresse de l ' a u t e u r et la jus t i f ica t ion 
de sa qual i té d ' a b o n n é . Les plis cachetés en quest ion ne 
seront ouver ts par la Rédac t ion qu ' à pa r t i r du IER no-
vembre et après le j u g e m e n t p rononcé . 

A u c u n e l imi te n ' e s t fixée q u a n t à l ' é t endue des M é -
moi res ; mais , à mér i te égal , les plus concis sera ient pré-
férés pa r les juges du Concour s . C h a c u n c o m p r e n d r a du 
reste q u e l ' inse r t ion d ' un travail t rop é tendu serait m a -
t é ri el 1 e m e n t i m po s si b 1 e. 

Le j u g e m e n t du Concour s sera prononcé avan t le 
ieri décembre 1897, e l ' e résul ta t en sera, sans r e t a rd , 
pub l ié dans le j o u r n a l . 

La Rédac t ion , et les juges du Concours qu i se seront 
associés à elle, se rése rven t la facul té : 

i° De pa r t age r les récompenses ci-dessus ment ion-
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nées, au cas tout, à Jait exceptionnel où deux Mémoires 
y aura ien t dro i t avec un égal m é r i t e ; 

'>,° De; ne pas a t t r i b u e r de r écompenses si, parmi les 
Mémoires envoyés , aucun ne semblai t en ê t re d igne . 
Dans ce d e r n i e r cas, les avantages s t ipulés seraient r e -
por tés sur un Concour s u l t é r i e u r , et l ' annonce en serait 
fa i te dans le journal en temps u t i l e . 

L ' a u t e u r d u Mémoi re r écompensé sera imméd ia t emen t 
avisé par la Rédac t i on et voudra b ien faire i m m é d i a t e -
men t conna î t r e s'il dési re que la pub l i ca t ion de son T r a -
vail ait l i eu sous son n o m , ou sous f o r m e a n o n y m e . Son 
si lence serait i n t e rp ré té c o m m e u n e au tor i sa t ion de p u -
b l ie r le n o m . 

LES RKDACTEURS . 

D 5 c a ] 

SUR CERTAINS PROBLÈMES M REPRÉSENTATION CONFORME ; 
FAR M. H . - A . S C H W A R Z . 

Membre de l'Académie royale des Sciences de Berlin, 
Membre correspondant de l'Institut. 

(Traduit avec l'autorisation de l'auteur par M. L. LAUGKL.) 

(Kxtrait d'une Communication à M. Richelot, de Kœnigsberg. Journal 
de Crelte, t. 70, p. io5-iao, février 1869. Reproduit dans le t. II 
des Gesammelte Math. Abhandlungen de M. Schwarz; Berlin, 
S p r i n g e r ; 1890)-

Le fait , que l ' in te l l igence de l a p l u p a r t d e s t ravaux de 
liiemann 11e fu t accessible au d é b u t qu 'à u n pet i t cercle 
de lecteurs, t i en t , je le croirs volont iers , à ce que Rie-
mann a négligé, dans la pub l ica t ion de ses r eche rches 
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généra les , d ' exp l i que r c o m p l è t e m e n t la n a t u r e spéciale 
de ses mé thodes de t r a i t e m e n t à l ' a ide d ' u n e expos i t ion 
détai l lée d ' exemples pa r t i cu l i e r s . 

Il en est aussi de m ê m e de ce t h é o r è m e é tabl i dans le 
n° 21 de la dissertation inaugurale de Riemann, qu i m 'a 
suggéré l ' idée généra le de t r a i t e r cer ta ins p rob l èmes de 
r e p r é s e n t a t i o n c o n f o r m e , et qu i nous enseigne : qu ' i l 
est possible de r e p r é s e n t e r l ' a i re d ' u n e l igure s imple -
m e n t connexe su r l ' a i r e d ' u n cercle, en conservan t la 
s imi l i tude dans les pa r t i e s , et cela d'une seule et 
unique manière, tel le q u ' a u cen t re d u cercle corres-
p o n d e u n po in t i n t é r i e u r que l conque donné de la f igure 
et , à u n poin t q u e l c o n q u e de la c i rconférence , u n po in t 
que l conque d o n n é du con tou r de la figure. 

M. Mertens, qu i suivai t en m ê m e temps que moi, pen-
dan t le semest re d ' h ive r 1863 -64 , les leçons de 
M. ÏVeiersti ass su r la théor i e des fonc t ions ana ly -
t iques , a t t i ra à cet te occasion m o n a t ten t ion sur cette 
c i rconstance ca rac té r i s t ique q u e Riemann avai t , d ' u n e 
man iè re générale , d é m o n t r é l ' ex is tence d ' u n e fonct ion 
qu i , pa r exemple , p e r m e t de p r a t i q u e r la r ep ré sen t a -
t ion confo rme de l ' a i re d ' u n t r i ang le rect i l igne p lan 
sur l ' a i re d ' un cercle, tandis que la dé t e rmina t i on expli-
cite d ' u n e telle fonct ion semblai t encore , à cause des dis-
con t inu i tés du c o n t o u r si tuées aux sommets , dépasser 
les forces de l ' ana lyse . 

Je ne connaissais alors aucun cas pa r t i cu l i e r d ' u n e 
aire à c o n t o u r assigné p o u r lequel le p r o b l è m e de la 
représen ta t ion c o n f o r m e de cette aire sur celle d ' u n ce r -
cle eû t é té m e n é à b o n n e fin. 

A y a n t , c o m m e par t icn la r i sa t ion de la figure à r e p r é -
senter d ' u n e m a n i è r e con fo rme sur l ' a i re d ' u n cercle, 
choisi cel le don t le c o n t o u r est fo rmé pa r des l ignes 
dro i tes et p lus spéc ia lement par les côtés à?un carré., je 
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crois avoir dccouvcr t u n cas par t i cu l ie r du p rob lème 
généra l , cas don t la solut ion complè te m ê m e dans cette 
spécial isat ion aura i t une va leur sc ien t i f ique et qui serai t 
éga lement b i e n v e n u e , comme i l lus t ra t ion in tu i t ive d u 
n° 21 de la d isser ta t ion de Riemann. 

O n est condu i t à la solut ion de ce p r o b l è m e , ainsi 
qu ' à celle de bien d ' au t r e s p rob lèmes de r e p r é s e n t a t i o n 
confo rme , pa r le fécond t h é o r è m e qui sui t : 

Lorsque , pou r u n e fonct ion ana ly t ique , à u n e succes-
sion con t inue de va leurs rée l les de l ' a r g u m e n t com-
plexe , co r r e spond u n e success ion con t inue de va leurs 
réel les de la fonc t ion , alors, à c h a q u e couple de valeurs 
con juguées de l ' a r g u m e n t co r responden t des va leurs 
conjuguées de la fonc t ion . 

S u r le p lan ( « ) dont les po in t s r e p r é s e n t e n t géomé-
t r i q u e m e n t les valeurs d ' u n e g r a n d e u r complexe JZ, d é -
l imi tons u n e région U' s imp lemen t connexe , dont le 
con tour est en par t ie f o r m é par u n segment fini l de 
l 'axe des quan t i t é s réel les dans le p lan ( a ) . 

Soit t. — il) u n e fonct ion ana ly t ique de l ' a rgu -
ment complexe Î/,, u n i f o r m e par dé f in i t ion , et possédant 
le caractère d ' u n e fonct ion en t i è r e pou r toutes les va-
leurs de n a p p a r t e n a n t à l ' i n t é r i eu r de U ' ; c ' e s t - à -d i r e 
que, Ï/0 dés ignan t u n e va leur que lconque de w, a p p a r -
t enan t à l ' i n t é r i eu r de la région U7, la fonct ion f ( u ) 
sera p o u r les valeurs de u , s i tuées dans le domaine de 
ce po in t u()y développable en u n e série p rocédan t sui -
vant les puissances de la g randeur u — d o n t les ex -
posants sont des n o m b r e s ent iers posi t i fs , série conver -
gente pour toutes les valeurs de u — u0 suff isamment 
petites en valeur absolue . O n admet t ra pa r hypo thèse 
que lorsque u se r a p p r o c h e indé f in imen t du con tou r , la 
va leur de t reste tou jours finie et est réel le pou r tous 
les. poin ts de la l igne l e t que pour toutes les valeurs de 
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l ' a r g u m e n t u a p p a r t e n a n t à l ' i n t é r i e u r de la région U7 

et à son c o n t o u r , la valeur de la fonc t ion t = / ( u ) var ie 
d ' u n e man iè re c o n t i n u e avec la va leur de l ' a r g u m e n t 

A la région Ur co r respond u n e région U" don t les points 
sont les symé t r iques de ceux de U7, par r a p p o r t à l 'axe 
des quan t i t é s réel les . 

P o u r tous les po in t s de la région U", u n e fonct ion 
ana ly t ique t sera donc déf in ie par ce fai t que , dans les 
rég ions U7 et U77, aux va leurs con juguées de la g r a n -
deur u sont associées des valeurs conjuguées de la g r an -
d e u r t. Si l 'on conçoi t les deux rég ions U7 et U" raccor-
dées e n t r e elles le long du segment de dro i te / , on est 
en présence d ' u n e région s i m p l e m e n t connexe U' -f- 17. 
Pour toutes les va leurs de l ' a r g u m e n t u a p p a r t e n a n t à 
l ' i n t é r i e u r de cet te rég ion , la valeur de la g r a n d e u r t 
est, par déf in i t ion , u n i f o r m e (*) et de plus , pour les va-
leurs de u a p p a r t e n a n t à l ' i n t é r i e u r de U ; ainsi qu 'à l ' in -
t é r i eu r de U", elle est déf inie comme fonct ion ana ly t ique 
de cet a r g u m e n t et cel le-ci possède le caractère d ' u n e 
fonct ion en t iè re . A la t raversée de la l igne l et le long 
de cette l igne la valeur de t varie d ' u n e man iè re con t i -
n u e . De ceci l 'on conclu t que la fonc t ion t définie pou r 
la région U" est un p ro longemen t ana ly t ique de la fonc-
t ion définie pour la région U' et qu 'e l le est un p ro lon -
gement ana ly t ique de cette de rn i è r e au delà de la l igne L 
L 'exac t i tude de cet te affirmation sera démont rée , comme 
il su i t , au cas où , comme il est pe rmis de le supposer , 
la région XJf -4- U" recouvre pa r tou t le p lan ( u) seule-
ment d ' u n e m a n i è r e s imple ( 2 ) . 

Si l 'on désigne par u0 une valeur de u , a p p a r t e n a n t 

( ' ) t. e : uni-détcrminativc, univoque. L. L» 
(2) i. e : la région est fornice par une surface à un seul feuillet. 

L. L. 
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à l ' i n t é r i eu r de UA, a lors , d ' ap rès un théorème de Cau-
chy, l ' in tégra le 

lorsqu 'el le est prise, clans le sens posi t i f , le long du con-
tour de la r é g i o * U' ou bien lorsqu 'e l le est pr ise le long 
d e c e l u i de la rég ion IS", a dans le p r e m i e r cas la valeur 
/ ( " « ) , dans le second la va leur o. Lo r sque Ton a jou te 
en t r e elles ces deux in tégra les , les c h e m i n s d ' in tégra t ion 
qui sont alors pa r cou rus le long de / d e u x fois et en 
sens con t r a i r e se dé t ru i sen t et l ' équa t ion 

où l ' in tégra le doit ê t re pr i se dans le sens positif le long 
du con tour de la région U' + U ; / , r ep résen te , pour toutes 
les va leurs de la g r andeu r u 0 , qui sont représentés géo-
m é t r i q u e m e n t par les points appa r t enan t à l ' i n t é r i eu r 
de cette région, une fonct ion con t inue de cet a r g u m e n t 
don t les valeurs coïnc ident pa r tou t avec celles d e l à fonc-
tion t = f ( u ) . 

De là résu l te que la fonct ion ainsi dél inie possède 
aussi pour toutes les valeurs de ?/, appa r t enan t au seg-
m e n t /, le carac tère d ' u n e fonc t ion en t iè re . 

P a r conséquent. , sous les hypothèses adoptées , à des 
va leurs con juguées de l ' a r g u m e n t cor respondent des va-
l eu r s con juguées de la fonction,- ou b ien , si nous em-
p loyons îe langage de la Géomét r i e : la représenta t ion 
conforme du plan (//.) sur le plan ( / ) , dont les points 
r ep résen ten t g é o m é t r i q u e m e n t les valeurs de la g randeur 
complexe f, est symé t r ique pour les deux plans par r ap -
por t aux axes des quan t i t é s rée l les ; à des points symé-
tr iques cor respondent des po in t s symét r iques , images des 
premiers . 
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Si m a i n t e n a n t l 'on p ra t ique les p r o l o n g e m e n t s analy-
t iques de la fonc t ion t = f ( u ) s y m é t r i q u e m e n t des d e u x 
côtés de l ' axe des quan t i t é s réelles su r le p lan (M), l ' on 
a r r ive à ce résu l ta t q u e les points s ingul iers , que l le q u e 
soit l eur n a t u r e , sont ou b ien situés sépa rémen t sur 
Taxe des quant i t és réelles, ou b ien si tués s y m é t r i q u e -
m e n t pa r pai res de p a r t et d ' a u t r e de cet axe. 

Cet te propos i t ion p e u t s ' é t endre d i r ec t emen t au cas 
où , dans la r ep résen ta t ion p a r l ' en t r emise d ' u n e fonc -
t ion ana ly t ique , à u n segment de dro i te si tué dans la 
rég ion de l ' a rgumen t ou f o r m a n t u n e par t ie du con tour 
de ladi te région cor respond encore u n segment de ligne 
dro i te dans le plan don t les points r ep résen ten t géomé-
t r i q u e m e n t les valeurs de la fonct ion ana ly t ique . 

D a n s le p rob lème spécial de la représen ta t ion con-
fo rme de l ' a i re d ' u n car ré su r celle d ' u n cercle, il é ta i t 
donc à p ré sumer q u e , lo rsque l ' on prescr i t q u e le cent re 
du cercle doit co r re spondre au cen t r e du ca r ré , les 
images des q u a t r e droi tes qui sont les axes de symétr ie 
du car ré pour ra i en t ê t re aussi des l ignes droi tes . Cet te 
cons idéra t ion f o u r n i t la pos i t ion des qua t r e poin ts s ingu-
liers si tués sur le con tou r du cercle qui co r r e sponden t 
dans le cas de ces données spéciales aux qua t r e sommets 
du ca r ré . 

Ma in t enan t il saute aux yeux que la so lu t ion du pro-
b l ème en ques t ion p e u t ê t re simplifiée en r emplaçan t 
l ' a i r e du cercle p a r la sur face d ' un demi-p lan q u e l ' on 
peu t dédu i re de l ' a i re du cercle au moyen d ' u n e t r a n s -
fo rma t ion p a r rayons vecteurs r éc ip roques ; à vrai d i re 
la s impl i f ica t ion i n t rodu i t e ainsi t ien t à ce fai t qu ' a lo r s 
les con tour s de deux régions don t on doi t p r a t i q u e r l ' u n e 
sur l ' au t r e la représen ta t ion c o n f o r m e son t tous deux 
reeti l ignes . 

D 'après la loi générale donnée p r é c é d e m m e n t , la fonc-
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l i o n par l ' e n t r e m i s e de l a q u e l l e est p r a t i c a b l e la r e p r é -

sentat ion c o n f o r m e p e u t d o n c être p r o l o n g é e a n a l y t i q u e -

ineut au delà de la r é g i o n i n t é r i e u r e d u c a r r é p o u r l a -

q u e l l e e l le est p r i m i t i v e m e n t s u p p o s é e d é f i n i e . 

S i l ' o n chois i t c o m m e ( e n t r e de la t r a n s f o r m a t i o n l ' u n 

des points s i n g u l i e r s sur le c o n t o u r du c e r c l e , on r e c o n -

naît q u e les p o i n t s de l ' a x e des q u a n t i t é s r é e l l e s 

t = -x, t — — i, / = O, ¿ = -+-1 

p e u v e n t être pr is c o m m e p o i n t s s i n g u l i e r s , tandis q u e 

le d e m i - p l a n situé du côté p o s i t i f de l ' a x e des q u a n t i t é s 

réel les sera la r e p r é s e n t a t i o n c o n f o r m e de l ' a i r e d u c e r c l e . 

L o r s q u e la p o s i t i o n d ' u n p o i n t à l ' i n t é r i e u r d u c a r i é 

d o n n é est d é t e r m i n é e par la valeur' de la g r a n d e u r c o m -

plexe al o i s le p r o b l è m e en quest ion e x i g e q u e la v a -

r i a b l e /, p o u r toutes les v a l e u r s de la g r a n d e u r u qui 

c o r r e s p o n d e n t aux p o i n t s s i tués à l ' i n t é r i e u r d u c a r r é 

d o n n é , soit d é f i n i e c o m m e f o n c t i o n a n a l y t i q u e u n i -

f o r m e de l ' a r g u m e n t w, p o s s é d a n t le c a r a c t è r e d ' u n e 

f o n c t i o n ent ière et a y a n t des v a l e u r s rée l les p o u r les 

v a l e u r s de l ' a r g u m e n t u qui c o r r e s p o n d e n t a u x p o i n t s 

s itués sur le c o n t o u r du c a r r é . 

M a i n t e n a n t , d ' a p r è s la loi d o n n é e p r é c é d e m m e n t , la 

r é g i o n de l ' a r g u m e n t u p e u t être d ' a b o r d é t e n d u e a u x 

aires de q u a t r e carrés c o n t i g u s au c a r r é d o n n é et s i tués 

s y m é t r i q u e m e n t par r a p p o r t à ce c a r r é et p e u t a i n s i , 

p a r r é p é t i t i o n s u c c e s s i v e , être e n c o r e é t e n d u e à u n e 

l é g i o n aussi g r a n d e q u e l ' o n v e u t d u p l a n ( u ) . 

O n reconnaît; ainsi q u e la f o n c t i o n /; doit de m ê m e , 

p o u r cette e x t e n s i o n d u d o m a i n e de son a r g u m e n t , ê tre 

u n e f o n c t i o n u n i f o r m e p o u r toutes les v a l e u r s f inies de 

l ' a r g u m e n t u, et q u e , de p l u s , c 'est une f o n c t i o n d o u -

b l e m e n t p é r i o d i q u e de //, le r a p p o r t des d e u x pér iodes 

f o n d a m e n t a l e s é tant égal à y / — î . 
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O n est d o n c ainsi en p r é s e n c e des f o n c t i o n s l e m n i s -

c a t i q u e s . 

L e c o n t o u r d u c a r r é a des points s i n g u l i e r s e n ses 

q u a t r e s o m m e t s . C e s points d o i v e n t ê tre e x c e p t é s d e l a 

c o n d i t i o n q u e l ' a i r e du c a r r é d o i t être r e p r é s e n t é e e n 

c o n s e r v a n t la s i m i l i t u d e e n les p lus p e t i t e s p a r t i e s s u r 

l ' a i r e d u c e r c l e ou sur c e l l e d u d e m i - p l a n , c a r , a u t r e -

m e n t , le p r o b l è m e p r o p o s é r e n f e r m e r a i t u n e c o n d i t i o n 

i m p o s s i b l e à r e m p l i r . 

C h a q u e p o r t i o n de l ' a i r e d u c a r r é s i tuée dans le v o i -

s i n a g e d ' u n des s o m m e t s d u d i t c a r r é , p o r t i o n d e surface 

a n g u l a i r e p l a n e d ' o u v e r t u r e de 90°, v o i s i n e d u s o m m e t 

de l ' a n g l e , doi t ê t re r e p r é s e n t é e , par l ' e n t r e m i s e de la 

f o n c t i o n q u i f o u r n i t la r e p r é s e n t a t i o n , sur u n e s u r f a c e 

a n g u l a i r e p l a n e d ' o u v e r t u r e de 180° . 

O n est d o n c e n p r é s e n c e de ce p r o b l è m e : T r o u v e r la 

f o n c t i o n la p l u s g é n é r a l e par l ' e n t r e m i s e de l a q u e l l e u n e 

p o r t i o n de s u r f a c e a n g u l a i r e d ' o u v e r t u r e OCTI s u r le p l a n 

(u) 

11 — re1^, o ~ o 7 a- , o < r < r0 , 

s i t u é e d a n s le v o i s i n a g e du s o m m e t u = o , est r e p r é s e n -

tée d ' u n e m a n i è r e c o n f o r m e sur le p l a n 

de te l le sorte q u ' e n t r e les l i m i t e s ass ignées , à c h a q u e 

p o i n t u = /'e?', c o r r e s p o n d e u n p o i n t t = pc^1 se d é p l a -

ç a n t avec le p r e m i e r d ' u n e m a n i è r e c o n t i n u e , p e n d a n t 

q u e l 'on a les v a l e u r s respect ives c o r r e s p o n d a n t e s 

r = o , p = o ; ? — o , ty = o ; o = a - , ^ — r . 

L a f o n c t i o n la p l u s s i m p l e par l ' e n t r e m i s e de l a q u e l l e 

p e u t ê t re p r a t i q u é e u n e tel le r e p r é s e n t a t i o n est la f o n c -

t ion 
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C h a q u e autre f o n c t i o n t de l ' a r g u m e n t M, qui p e r m e t éga-

l e m e n t de p r a t i q u e r une représentat ion j o u i s s a n t des 

propriétés ass ignées, possède, d 'après le t h é o r è m e p r é -

cédent , l o r s q u ' o n la regarde c o m m e f o n c t i o n de la g r a n -

deur c o m p l e x e le caractère d ' u n e fonct ion e n t i è r e 

p o u r la va leur v = o et pour les va leurs de la g r a n d e u r 

v s i tuées dans le d o m a i n e de cet te v a l e u r v = o . E t de 

m ê m e , i n v e r s e m e n t , on r e c o n n a î t q u e la g r a n d e u r v est 

u n e fonct ion a n a l y t i q u e de l ' a r g u m e n t qui , pour toutes 

les va leurs de la g r a n d e u r c o m p l e x e t situées dans le 

d o m a i n e de la v a l e u r t = o , y compris cette d e r n i è r e 

v a l e u r , possède le caractère d ' u n e f o n c t i o n e n t i è r e . 

P a r c o n s é q u e n t , on o b t i e n t les r e p r é s e n t a t i o n s a n a -

l y t i q u e s suivantes , va lables dans les d o m a i n e s des va-

leurs v = o et t = o : 

i 

ç = n*. t = G v ( i -h ai v -4- a-i v2 4-. . . ), 

p = 1 t ( i -t- bit -4- b,r- -h . . .), 

u = v*, a=~^t\i-\- ci t -i- ctn -4-...). 

La constante C est d i f f é r e n t e de zéro et p o s i t i v e ; les 

coef f ic ients ¿z, c ont tous des va leurs réel les} ce qui 

t ient à ce qu'à toutes les valeurs pos i t ives s u f f i s a m m e n t 

peti tes des g r a n d e u r s respect ives u et v d o i v e n t aussi 

c o r r e s p o n d r e des v a l e u r s posi t ives de la g r a n d e u r t. 

D a n s un p r o b l è m e de représentat ion c o n f o r m e , la s i -

tuat ion et la g r a n d e u r absolue de la figure dans le plan 

(u), sur lequel est prat iquée la représentat ion c o n f o r m e 

d ' u n e f igure d o n n é e sur le plan ( i ) , sont en général i n -

di f férentes . C e t t e c i r c o n s t a n c e i n t r o d u i t dans la solut ion 

généra le du p r o b l è m e de représentat ion d e u x constantes 

arbi tra ires qui d é t e r m i n e n t la s i tuation et la g r a n d e u r 

absolue susdites. Ainsi si u —f^t.) est une fonct ion par 
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l ' e n l r e m i s e de l a q u e l l e la l igure T d a n s le p l a n (/) sera 

r e p r é s e n t é e s u r u n e figure U dans le p l a n (*/), alors 

U = CJ A H- C 2 

est u n e p a r e i l l e f o n c t i o n ; s e u l e m e n t , la f igure c o r r e s -

p o n d a n t e U ' dans le [dan ( u ' ) est s i tuée en u n a u t r e e n -

droi t , et c o n s t r u i t e s u i v a n t u n e a u t r e é c h e l l e et a u n e 

o r i e n t a t i o n d i f f é r e n t e de ce l le de la f i g u r e U sur le p l a n 

L o r s q u ' i l s 'agit a lors de t r o u v e r les p r o p r i é t é s c a r a c -

t é r i s t i q u e s de la r e p r é s e n t a t i o n c o n f o r m e d ' u n e figure T 

sur u n e figure U , on doit d o n c r e c h e r c h e r u n e d é p e n -

d a n c e e n t r e les g r a n d e u r s u et t q u i soit i n d é p e n d a n t e 

de la s i tuat ion p a r t i c u l i è r e et de la g r a n d e u r a b s o l u e de 

la f i g u r e U sur le p l a n (u) ; c 'est-à-dire q u ' i l s 'agit d ' é t a -

b l i r u n e é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e dans l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e 

de l a q u e l l e les c o n s t a n t e s C | 

et Lo se p r é s e n t e n t c o m m e 

c o n s t a n t e s d ' i n t é g r a t i o n . 

O r , 011 a du' du ~<n " 1,1 7/7 ' 
d , du d . du 

j o o _ _ — J 0 i r . 
dt ' di dt dt 

C e t t e f o n c t i o n , par c o n s é q u e n t , est i n d é p e n d a n t e de 

la s i tuat ion p a r t i c u l i è r e et de la g r a n d e u r a b s o l u e de la 

figure U sur le p l a n (u). 

r t , du , d , du , 

L e p a s s a g e d e u a e t a — e s l m P r o g r e s c o n -

s i d é r a b l e e n ce s e n s q u ' a l o r s t o u t e s l e s v a l e u r s d e l ' a r -

g u m e n t p o u r l e s q u e l l e s l a g r a n d e u r ^ e s t s o i t i n f i n i -

m e n t p e t i t e so i t i n f i n i m e n t g r a n d e e t p o u r l e s q u e l l e s l a 

g r a n d e u r e s t i n f i n i m e n t g r a n d e , d o i v e n t ê t r e 55 dt ° dt ° ' 
regardées c o m m e des v a l e u r s s i n g u l i è r e s dans le p r o b l è m e 
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de r e p r é s e n t a t i o n , v a l e u r s p o u r l e s q u e l l e s i l 11e p e u t 

d o n c p l u s être q u e s t i o n de r e p r é s e n t a t i o n c o n s e r v a n t la 

s i m i l i t u d e au sens p r o p r e de ces m o t s . 

D a n s l e cas déjà t r a i t é de la r e p r é s e n t a t i o n c o n f o r m e 

d ' u n a n g l e TZ sur un a n g l e on a 

cl . du QL — i . , — lo^ , — f- di -+- d* t -h. . .. dt dt t 

C e t t e f o n c t i o n , par c o n s é q u e n t , dans le d o m a i n e de 

la v a l e u r t = o , possède le c a r a c t è r e d ' u n e f o n c t i o n r a -

t i o n n e l l e f r a c t i o n n a i r e . L e s c o e f f i c i e n t s d i t d2-> . . . o n t 

t o u s des v a l e u r s rée l les e t , p a r c o n s é q u e n t , la v a l e u r de 

l a f o n c t i o n ~ l o g ^ > p o u r toutes ces va leurs rée l les de 

l ' a r g u m e n t t p o u r l e s q u e l l e s la sér ie c o n v e r g e , est éga-

l e m e n t r é e l l e . 

S ' a g i t - i l de p r a t i q u e r la r e p r é s e n t a t i o n c o n f o r m e d ' u n e 

l i g u r e T d u p l a n (¿) sur u n e r é g i o n U d u p lan ( u ) d o n t 

le c o n t o u r est f o r m é par u n e l i g n e s i m p l e (c ' es t -à-d ire 

q u i n e passe p a r a u c u n point p l u s d'une; f o i s ) , r é g i o n 

s i tuée tout e n t i è r e à d i s t a n c e finie, on sait alors 

d ' a v a n c e q u e la g r a n d e u r ^ n e peut d e v e n i r i n f i n i m e n t 

pet i te ni i n f i n i m e n t g r a n d e p o u r a u c u n p o i n t s i tué à 

l ' i n t é r i e u r de T et q u e , p a r suite , la f o n c t i o n 

doit , p o u r toutes ces v a l e u r s de l ' a r g u m e n t p o s s é d e r 

le c a r a c t è r e d ' u n e f o n c t i o n e n t i è r e . 

D a n s le cas qui n o u s o c c u p e les v a l e u r s s i n g u l i è r e s 

de la g r a n d e u r i , s i tuées à d i s t a n c e finie, s o n t t =— î , 

t ~ o, 1: — -f- i ; y. est égal à L a f o n c t i o n 
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q u i , p o u r t o u t e s les v a l e u r s r é e l l e s d e l ' a r g u m e n t /, 

p o s s è d e é g a l e m e n t d e s v a l e u r s r é e l l e s , a , p o u r t o u t e s 

les v a l e u r s i i n i e s d e t d o n t l a p a r t i e i m a g i n a i r e es t p o s i -

t i v e , le c a r a c t è r e d ' u n e f o n c t i o n ent ière- , p a r c o n s é q u e n t 

c e l t e f o n c t i o n p o s s è d e , p o u r t o u t e s les v a l e u r s f i n i e s d e t.y 

le c a r a c t è r e d ' u n e f o n c t i o n e n t i è r e . P o u r les v a l e u r s 

i n f i n i m e n t g r a n d e s d e on a l e d é v e l o p p e m e n t 

/ a 

e t , p a r s u i t e , 

C i / , i , i \ 

d' . du 3 i 7/ i 
- - loii - 7 - = j- d , — H— CL-¿Y r dt n dt t 1 ¿s 2 t3 

p a r c o n s é q u e n t , la f o n c t i o n p o u r t o u t e s l e s 

v a l e u r s i n f i n i m e n t g r a n d e s d e d e v i e n t i n f i n i m e n t 

p e t i t e ^ e s t c l ° l l c 1 1 1 1 0 f o n c t i o n r a t i o n n e l l e d e t 

et c e l t e f o n c t i o n est é g a l e à 

' - 1 
'2 \ t -h I t 

O n o b t i e n t a l o r s par i n t é g r a t i o n 

d t G , . 
v/4^(i- t*) 

O n s ' a p e r ç o i t d o n c a i s é m e n t q u e , p a r l ' e n t r e m i s e d e 

l ' i n t é g r a l e l e m n i s e a l i q u e 

rx dt u = / — ? 
J0 y/\t(\ — r-) 

l ' a i r e de c h a c u n d e s d e u x d e m i - p l a n s , en l e s q u e l s est 



( > 
partagé le p l a n ( / ) par l ' a x e des q u a n t i t é s r é e l l e s , sera 

r e p r é s e n t é e d ' u n e m a n i è r e c o n f o r m e sur l ' a i r e d ' u n carré 

de eôlé égal à 

Çx _ dt 
J0 \/ t-) 

A u m o y e n de la s u b s t i t u t i o n s = ^ | l ' o n passe du 

Ki 

d e m i - p l a n s i tué d u côté p o s i t i f de l axe des quant i tés 

réel les sur le p l a n ( t ) à l ' a i r e d u c e r c l e d é c r i t d a n s le 

p l a n (5) d u p o i n t j = o c o m m e c e n t r e avec le r a y o n 1. 

A u m o y e n des f o n c t i o n s 

u — Ç - 1 = sin am«, (k = \/—1), 
•h \J t — 

Taire du c e r c l e s i tué sur le p l a n (.<•), ( f i g . 2 ) , d é c r i t 
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a v e c l e r a y o n i d u p o i n t 5 = 0 c o m m e c e n t r e , e t l ' a i r e 

d u c a r r é s i t u é s u r l e p l a n (M ) e t d o n t l e s s o m m e t s s o n t 

r - r r rl ds 
K , K z , — K , — K /, a v e c K — / - { J i g . 1) , s o n t 

J0 s/1 — s* 
c o r r e s p o n d a n t e s et r e p r é s e n t a b l e s l ' u n e s u r l ' a u t r e , la 

s i m i l i t u d e é t a n t c o n s e r v é e e n l e s p l u s p e t i t e s p a r t i e s . 

P o u r r e n d r e c e t t e r e p r é s e n t a t i o n i n t u i t i v e à l ' a i d e d e 

Fig. 2. 

t 

f i g u r e s , j ' a i c a l c u l é , a v e c l ' a p p r o x i m a t i o n r e q u i s e p o u r 

les v a l e u r s d e u f o r m é e s à l ' a i d e d e m u l t i p l e s e n t i e r s 

d e ~ K e t d e - ^ K i , l e s v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s d e s 

d ' a p r è s l e s q u e l l e s j ' a i d e s s i n é les f i g u r e s ) . 

( 1 ) Tableau des valeurs que prend la fonction sinamw (k = sj~i) 

pour les valeurs u = m ^ m K formées à l'aide de multiples entiers, 

de K et fV K i avec o S / i = m, m + n ^ i o . 

Ann. de Mathémat.,3e série, t. XVI. (Mai 1897.) 
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| 
0,7071 

+0,7071 i 

1 1 

0,5^07 
+0,5407 i 

0,6978 
+0,5336 i 

o,8633 

+o,5o47 i 
i 

0,3971 
+0,3971 i 

o,5366 
+0,39^1 i 

0,6792 
+o,3815 i 

0,8209 
+o,3525 i 

0,9537 
+o,3oo8 i 

0,2627 
-+-0,2627 i 

0,3956 
+0,26 j 7 i 

0,5291 
+0,2571 i 

0,6 608 
+0,2455 i 

0,7866 
+ 0,2235 i 

0,8995 
+0,1877 i 

0,9906 
+0,1367 i 

0,13i 1 
+0,1311 i 

0,2624 
+0,1309 i 

0,3934 
+0,12991 

0,5228 
+0,1268 i 

0,6481 
+0,1202 i 

0,7649 
+0,1 084 i 

0,8671 
0̂,0903 i 

0,9476 
+o,o653 i 

o,9994 
+o,o344 i 

0,1311 0,2621 0,092^ o,52o5 o.6^36 0,7574 o,8563 0,9335 o,983o 

1 a 3 4 5 6 7 8 9 

Au moyen de cette représenta t ion , on obt ient l ' in te r -
prétat ion géométr ique qui suit de ce théorème démont ré 

K 

par Abel (1 ) : Ja valeur de la g randeur sin am ^ ^ et 

d ' une manière généra le la valeur de la grandeur 
( p -4- qi) K 

sin am 
a2* -4- l 

s 'obtient par la résolut ion d 'équat ions quadra t iques , si 

l 'on suppose que le module k a pour valeur y7— i, que 

( ' ) Comparer Œuvres d'Abel, édit. Sylow et Lie, t. I, p. 3I3-3I4; 
p. 36O-362. T. II, p. Q6I, 262, 268, et p. 3o5, ligne 24 à partir d'en 
haut. L. L. 



( ) 
i~n + i est u n n o m b r e p r e m i e r , et q u e p e t q dés ignent 
deux n o m b r e s en t ie r s que l conques . 

C h a q u e p o i n t de l ' a i re du ca r ré en ques t ion q u i re -
p ré sen te g é o m é t r i q u e m e n t la va leur de l ' u n e des g r a n -
deurs 

possède cette p rop r i é t é que le po in t q u i lu i co r r e spond 
sur l ' a i re c i rcu la i re et qu i r e p r é s e n t e géomé t r iquemen t 
la va leur de la g r a n d e u r s = s in am u peut ê t re t rouvé 
au m o y e n de cons t ruc t ions géomé t r iques qu i n ' ex igen t 
que l ' emplo i de la règ le et du compas . 

Si au l i eu d ' u n ca r r é nous avons u n rectangle dont 
les côtés sont en t r e eux c o m m e 2 K et K/, alors la r e -
présen ta t ion con fo rme du d e m i - p l a n T p o u r r a ê t r e p ra -
t iquée sur u n r ec tang le semblab le au rec tangle d o n n é 
p a r l ' en t r emise de l ' in tégra le e l l ip t ique 

lorsque le modu le A est d é t e r m i n é à l ' a ide de l 'équat ion 

Lorsqu ' i l s 'agi t de p r a t i q u e r la représen ta t ion c o n -
f o r m e de l ' a i re d ' u n d e m i - p l a n T sur celle d ' u n t r iangle 

( ! ) Ce numéro [1], ainsi que d'autres que l'on rencontrera dans 
le cours du Mémoire, se rapporte aux Notes ajoutées par M. Schwarz 
dans la Collection de ses Mémoires (Berlin, Springer; 1890) et qui 
sont reproduites à la fin cle cette traduction. L. L. 

K 
où Ton a posé q — e ^ [ i ] ^ ) . 
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rect i l igne dont les angles sont a - , yn, on ob t i en t , 
an moyen de déduc t ions tout à fa i t ana logues , la f o r -
mule su ivante , qui p e r m e t d ' opé re r la r ep ré sen t a t i on 

Ici les t ro is g r andeu r s réelles a, by c, qu i co r r e s -
p o n d e n t aux t rois sommets du t r iangle rec t i l igne peuven t 
être choisies a r b i t r a i r e m e n t , pou rvu s eu l emen t qu ' e l l e s 
se succèdent le long du con tou r d u d e m i - p l a n T , dans 
le même sens r e l a t i vemen t à l ' a i re de ce p lan , que les 
angles a - , (ÎTT, yiz du t r i ang le se succèdent , re la t ivement 
à l 'a i re de ce t r iangle , le l o n g du p é r i m è t r e de ce de rn ie r . 

Ces résul ta ts f ou rn i s sen t la fo rme de la fonct ion par 
l ' en t r emi se de laquel le la sur face d ' u n demi -p l an peu t 
ê t re r ep résen tée , d ' u n e m a n i è r e con fo rme , sur l ' a i r e 
s imp lemen t connexe don t le con tou r est celui d ' u n 
po lygone rec t i l igne p l a n que lconque . Seu lemen t , dans 
le cas général d ' u n polygone à n sommets , pa rmi les ri 
grandeurs réelles rz, c, r/, . . . , qu i co r responden t 
aux n sommets du polygone rec t i l igne , trois seu lemen t 
seront choisies a r b i t r a i r e m e n t ; les n — 3 qu i res ten t 
sont dé te rminées p a r le» r a p p o r t s d o n n é s en t r e les l o n -
gueurs respect ives des côtés du p o l y g o n e considéré. 

Si le polygone est u n polygone régu l ie r de n côtés et 
que l ' on remplace la surface du demi-p lan pa r l ' a i r e 
d ' u n cercle, alors la r ep ré sen t a t i on de l ' a i re du cercle 
sur celle d ' u n n — gone régul ie r , les cent res des deux 
figures se co r respondan t e n t r e eux, sera pra t icab le par 
l ' en t remise de la fonc t ion 

Ces résultats , que j ' ind ique ici, j e les ai exposés au 

C 2 = f ( / — — — c ) r - i d t . 
«Y / 
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pr in temps de l ' année 1864, dans le Séminaire mathé-
matique de l 'Univers i té de Berlin, et les ai présentés , lors 
de ma « P romot ion », à la Facul té ph i losoph ique de 
cette Univers i té . 

En août 1866 ils on t été communiqués par M. TVeier-
strass à l 'Académie de Ber l in . 

Rela t ivement au problème de la représentat ion de 
l 'aire d ' u n polygone recti l igne sur celle d 'un cercle, j ' a i 
eu le plaisir de voir mes recherches se rencont re r avec 
celles de M. Christoffel sur le su je t suivant : Sul pro-
blema delle temperature stazionarie e la rappresenta-
zione di una data superficie ( Annali di Matematica, 
IIa serie, T o m o I ; 1 8(37 ). 

Je suis arr ivé à démont re r r igoureusement la possi-
bi l i té de dé te rminer les constantes dans le cas n ~ / \ . 
P o u r le cas général , je dois une démonstra t ion r igou-
reuse à u n e bienvei l lante Communica t ion de M . TVeier-
strass [ 2 ]. 

La fo rmule indiquée ci-dessus peu t être facilement 
é tendue au cas où la sur face dont le contour est celui 
d ' un polygone rect i l igne renfe rme, à son in té r ieur , des 
points de ramificat ion ou bien le po in t situé à l ' infini 
su r le p lan . 

Par exemple , l 'a i re du cercle sur le plan (5) de cent re 
s = o et de rayon 1 sera représentée , d ' une manière 
conforme, sur l 'a i re extér ieure à un carré , pa r rentre-
mise de la formule 

au cent re a* = o correspond le point situé à L'infini sur 
le plan ( u ) . 

E n même temps, on peu t donc considérer comme ré -
solu, en pr inc ipe , le problème de la dé terminat ion de 
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l ' é ta t t he rmique s t a t ionna i r e sous cer ta ines condi t ions 
assignées re la t ivement au c o n t o u r , dans le cas d ' u n e aire 
p lane s ' é t endan t à l ' i n f in i et ex t é r i eu re à u n car ré . 

O n est m a i n t e n a n t p rès de dés i re r de voir r e m p l i r ce 
des idera tum : ob ten i r u n exemple s imple p o u r la r ep ré -
senta t ion d ' u n e a i re à con tour f o r m é p a r u n e l igne 
courbe à cours c o n t i n u sur l ' a i re d ' u n cerc le ; et quel le 
figure p e u t - o n chois i r p r é f é r a b l e m e n t à u n e ell ipse ? 

Ici la r echerche condu i t au b u t , d ' u n e m a n i è r e satis-
fa isante , à l ' a ide de r e p r é s e n t a t i o n s conformes p r a t i -
quées par l ' en t remise des fonct ions ana ly t iques les p lus 
s imples . 

L 'a i re sur le p lan (¿¿), in té r i eu re à u n e parabole de 
foyer u = o et de sommet u = i , sera représen tée , d ' u n e 
man iè re con fo rme , sur l ' a i re d ' u n cercle dans le 
plan (5), de cen t re s — o et de rayon 1, par l ' en t remise 
de la fonc t ion 

S — ta 11 g2 ( 4 7T }JII). 

L'a i re i n t é r i eu re à une ellipse dont les foyers sont 
u = ziz 1 et les ex t rémi tés des axes u = zh ci, ziz bi sera 
représentée , d ' u n e man iè re conforme, p a r l ' en t r emise 
de la fonct ion 

/9.K . \ 
s = sin am l — - arc sin u ), 

sur l ' a i re d ' un cercle de cen t re s = o et de rayon --J-, 
v/A-

lorsque le module k est dé t e rminé à l 'a ide des é q u a -
t ions 

/ = ; + V = [ "Ì * •_•• 12, 3 , 
I ( 1 -+- q ! {1 7* . . J 1 1 -r-1 q -f- .iq* - f - . . . I 
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La ligne courbe la plus s imple est la c i rconférence . 
Dans le p rob lème de la représen ta t ion de l ' a i re d ' u n e 

figure du p lan (M), l imi tée pa r des segments d 'arcs de 
cercle, sur la surface d ' un demi-p lan T , on est condui t 
au b u t pa r une déduct ion tout à fai t analogue à celle qui 
a été exposée pour la représenta t ion de polygones à 
con tour rect i l igne. 

Lorsque la figure l imitée pa r des arcs de cercle dans 
le p lan ( u ) est r eprésen tée d ' u n e maniè re conforme par 
l ' en t remise de la fonc t ion 

sur u n p l an (¿¿'), la figure co r r e spondan t e sur le p lan 
(u f ) est également l imi tée pa r des arcs de cercle parmi 
lesquels aussi peuven t se p résen te r des segments rect i-
1 ignés. 

P o u r ob ten i r , u n e fois p o u r toutes, toutes ces r e p r é -
sentat ions que l 'on peu t dédui re les unes des aut res au 
moyen de t rans format ions par rayons vecteurs réci-
proques , on é l iminera les constantes C. O n a 

CÎ u -f- G a u 

¿¿log dt ~ dtl°ë dt 
d . du' d . du G ̂  du 

—.—- loir - 7 - = —- l o ç - 7 - - h 2 dt2 n dt dt2 * dt 
d2 , du' d2 , du 

dt 

( C 3 u + C 4 ) 2 \ 

G 3 d2 u 
— 2 C3 u -f- Ci dt2 

Si l 'on désigne alors la fonct ion 

par ^ ( z / , £), il résul te ceci : 

xV(u, t) = W(u, t) 
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et , pa r conséquen t , l ' express ion W est i n d é p e n d a n t e des 
constantes C (*) [4 ] . 

D e u x arcs de cercle q u i d é t e r m i n e n t u n sommet du 
c o n t o u r d ' e n c a d r e m e n t de la f igure peuven t c o m p r e n d r e 
en t re eux , sur l ' a i re i n t é r i eu re de la f igure , u n angle an . 
Les cons tan tes C peuven t ê t re chois ies telles que ce 
sommet , d é t e r m i n é sur le p l a n ( u ) par deux segments 
d ' a r c s de cerc le , co r r e sponde , sur le p l a n (« ' ) à u n 
sommet d é t e r m i n é pa r deux segments rec t i l ignes . 

Alors , l o r squ ' au po in t angu la i re cor respond la valeur 

t = Z0, la fonc t ion a î d ' après ce qu i précède , 

p o u r les valeurs de la g r a n d e u r t s i tuées dans le d o -
ma ine de la valeur t = le déve loppemen t su ivan t 

ch-^r d,(t — t — t o 

où les coefficients d on t des va leurs réel les . 
P a r conséquen t , la fonc t ion t) = xr(u', t) pos-

sède le déve loppement 

2 (* — h ) 1 

valable pou r Je domaine de la valeur t= ?0, dévelop-
p e m e n t où les coefficients 3 on t éga lement des va leurs 
réelles. 

Si la surface l imi tée par le polygone curv i l igne ne 
r e n f e r m e à son i n t é r i eu r a u c u n po in t de ramif ica t ion , 
alors la fonct ion W(f / , t ) possède p o u r toutes les valeurs 
de l ' a r g u m e n t / , qu i cor respondent aux po in t s s i tués à 
l ' i n t é r i eu r du d e m i - p l a n , le carac tère d ' u n e fonc t ion 

( J ) L'expression W est un invariant différentiel aujourd'hui bien 
connu sous le nom d'invariant différentiel ou dérivée de Schwarz 
qui lui a été donné par Cayley (Schwarzian derivative). L. L. 
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ent ière , puisqu 'e l le a pour toutes les valeurs réelles de 
l ' a rgumen t t des valeurs également réelles et qu 'e l le 
possède le caractère d ' u n e fonct ion ra t ionne l l e ; cette 
fonct ion est donc u n e fonct ion ra t ionnel le F ( i ) de t. 

Le problème de la représentat ion conforme de l ' a i re 
d ' u n polygone l imité par des arcs de cercles sur celle 
d ' u n demi -p lan est pa r conséquent r amené à l ' intégra-
t ion d ' une équa t ion aux dérivées totales 

W(u,t) = F(t), 

ainsi qu 'à la dé terminat ion d ' u n cer ta in nombre de 
cons tantes . 

Cet te solut ion peu t aisément être é tendue au cas où 
l ' a i re du polygone en quest ion, l imité par des arcs de 
cercle, r en fe rme à son in té r i eu r des points de ramif ica-
t i o n ; la fonct ion ra t ionnel le F ( i ) deviendra aussi, en 
ce cas, in f in iment grande p o u r des valeurs complexes 
de la grandeur i , et le nombre des constantes à dé te rmi-
ner , ainsi que celui des équations de condi t ion à r e m -
pl i r , sera augmenté . 

I l est facile de démont re r que l ' in tégra le générale de 
l ' équa t ion différentiel le W(u^t) = F(l) est représen-
table comme quot ient de deux solutions d 'une même 
équat ion différentiel le du second ordre ayant pour 
coefficients des fonct ions rat ionnel les . Je dois cette 
r emarque à une bienvei l lante communicat ion de 
M . Weiers t rass . 

Si la figure à représen te r est u n t r iangle don t les cô-
tés sont des arcs de cercle, l ' équat ion différentiel le p ré -
citée est celle de la série l iypergéométrique et la dé ter -
minat ion des constantes est prat icable sans que l 'on 
ait à résoudre des équat ions t ranscendantes [ 5 ] . 
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P a r l ' en t remise de l ' i n t ég ra l e 

r* u — u0 = / (t — a)*-Ut — (/ — c)V-idt, 

regardée comme fonc t ion de sa l imi le s u p é r i e u r e et où 
a , b, c dés ignent des cons tan tes réel les , a , ¡3, y des c o n -
stantes posit ives sat isfaisant à i a condi t ion a + ¡ 3 + y = 1 ? 
les aires des deux demi-plans T ' et T" , en lesquels l ' axe 
des quan t i t és réelles par tage le p lan ( t ) , seront représen-
tées sur celles de deux t r iangles rec t i l ignes symét r iques 
e n t r e eux , U' et U " ayant p o u r angles air, ¡3t3, yn. 

Le p l an (t) pou r r a ê t re r e p r é s e n t é d ' u n e m a n i è r e 
confo rme , au moyen d ' u n e t r ans fo rma t ion pa r rayons 
vecteurs réc ip roques , sur la surface d ' u n e sphère , de 
telle sor te q u ' à l ' axe des quan t i t é s réel les sur le p l an ( t ) 
cor responde un g rand cercle de la sphè re . Alors , aux 
points symét r iques sur les deux hémisphè re s corres-
p o n d e n t comme images des po in ts symét r iques sur les 
aires des deux t r iangles p l ans . 

Si l ' on amène m a i n t e n a n t les deux tr iangles dans u n e 
posi t ion telle que leurs sommets cor respondants co ïn-
c iden t , et si l ' on conçoi t alors que leurs surfaces , dis-
t inctes et séparées dans la r ep ré sen ta t ion , a ient en com-
m u n les po in t s du c o n t o u r d ' e n c a d r e m e n t et se 
r acco rden t en t r e elles le long de celui-ci , qui f o rme ainsi 
u n pli, on est en p résence d ' u n e surface f e rmée U, 
s imp lemen t connexe , r ecouvran t p a r t o u t d o u b l e m e n t 
u n t r i ang le aux angles GLTZ, ¡STU, yn . Le long de tou t le 
con tour de ce t r iangle , la surface U possède u n pl i le 
long duque l les deux feui l lets se r acco rden t en t re eux 
d ' u n e m a n i è r e con t i nue . On peu t encore di re , en 
d ' au t res t e rmes , q u e cette surface peu t ê t re regardée 
comme celle d ' u n pr i sme t r i angu la i re à h a u t e u r i n f i n i -
m e n t pet i te . 
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M a i n t e n a n t , à cet te surface f e rmée U cor respond , d ' u n e 

man iè re u n i f o r m e , la surface totale de la sphère . E n tous 
les points , la r ep résen ta t ion conserve la s imi l i tude en les 
plus pet i tes par t ies , except ion fa i te des po in ts q u i c o r -
responden t a u x sommet s ; en ces de rn ie r s , la r e p r é s e n -
ta t ion res te seu lement u n i f o r m e (*) et c o n t i n u e . 

Lo r sque l ' on n ' a fa i t aucune c o n v e n t i o n re la t ive au 
c h e m i n d ' i n t é g r a t i o n , la f o n c t i o n in tégra le u est u n e 
fonct ion m u l t i f o r m e de la l imi te s u p é r i e u r e £, à n o m b r e 
in f in i de d é t e r m i n a t i o n s , et de m ê m e , en généra l , t est 
u n e fonct ion m u l t i f o r m e de u , à n o m b r e inf in i de dé -
t e rmina t ions . 

I l se p résen te des except ions à cela pou r les seuls 
systèmes de va leurs de a , [3, y qui su iven t : 

I I I ì l i I I I ' ¿ I T 
-r v 4 ' a ' 3* fi' 3 ' V 3 ; T 6 ' 6* 

Comparez le M é m o i r e p r é c é d e m m e n t cité de M . Chris-
toffelet Briot et Bouquet ( Théorie des fonctions dou-
blement périodiques, i r e éd i t ion , p . 3 o 6 - 3 o 8 ) . 

Les d i f férentes v aleurs q u e peut p r e n d r e la g r a n d e u r u, 
le c h e m i n d ' in tégra t ion é t an t p r i s que l conque , p o u r 
u n e va leur d é t e r m i n é e de la l imi te supé r i eu re peu-
vent t o u j o u r s ' ê t r e dédui tes g é o m é t r i q u e m e n t de l ' u n e 
d ' e n t r e elles au moyen de la sur face U , en concevant 
que l ' on ait r ecouver t le p lan ( u ) d ' u n réseau de s u r -
faces U en déve loppan t la surface U u n n o m b r e in f in i 
de fois su r le p l an en ques t ion . 

De la m ê m e m a n i è r e , de la r ep résen ta t ion c o n f o r m e 
de l ' a i re d ' u n cercle sur celle d ' u n polygone rec t i l igne 
de n côtés , l ' on dédu i t la r ep ré sen t a t i on c o n f o r m e de la 

C) Uniforme {eindeutig), dans le sens du mot unidéterminatif, 
univoque, monotrope. L. L. 
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su r face de la sphère sur les deux côtés de la surface de 
ce polygone de n côtés. 

Le p rob lème inverse de ce d e r n i e r est u n cas pa r t i -
cul ier de ce p rob l ème p lus généra l : R e p r é s e n t e r d ' u n e 
m a n i è r e u n i f o r m e la sur face f e rmée s imp lemen t con-
nexe d ' u n po lyèdre , encadré par des faces p lanes , sur la 
sur face d ' u n e sphè re , de telle sorte que la r ep résen ta -
t ion soit p a r t o u t semblable à l 'or ig inal en les plus pet i tes 
par t ies , à l ' except ion des points co r re spondan t aux som-
mets , po in t s du res te où la con t inu i t é ne doit éprouver 
a u c u n e r u p t u r e . 

E n admet t an t pa r hypothèse q u ' u n e r ep ré sen t a t i on , 
jouissant des propr ié tés susdi tes , soit e n généra l pos-
sible, l 'on arr ive à la solut ion su ivan te : 

Concevons la sur face du po lyèdre développée sur un 
p l a n et désignons pa r a la var iab le complexe qu i sera 
représen tée g é o m é t r i q u e m e n t p a r u n po in t à l ' i n t é r i eu r 
d u réseau des faces du po lyèdre é t endu sur le p l a n . 
O n représen te ra d i r ec t emen t , d ' u n e m a n i è r e u n i f o r m e , 
la surface de la sphère sur u n p lan ( x ) don t les po in t s 
r ep résen ten t g é o m é t r i q u e m e n t les valeurs d ' u n e g r a n -
d e u r complexe x . 

Ceci posé, I on a 

g = C 1 I ( * 

Dans cette f o r m u l e , q u e j ' a i c o m m u n i q u é e à M. TVeier-
strass en 1866, xv dés igne la va leur de la g r a n d e u r 
X) qu i co r respond d u n des sommets d u polyèdre , tandis 
que la somme des angles compris e n t r e les arêtes qu i 
about issent à ce sommet est égale à 2 a v - . Le p r o d u i t II 
doit s 'é tendre à tous les sommets du po lyèdre . La somme 
2 ( a v — 1 ) , é t endue à tous les sommets du po lyèdre , 
lo rsque la va leur x — x ne cor respond pas à un sommet 
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du polyèdre , a pour valeur — 2, ainsi qu ' i l r é su l t e d u 
théo rème iïEuler relat if aux polyèdres . 

L ' exac t i tude de cet te f o r m u l e , t ou jou r s sous l ' h y p o -
thèse de la possibi l i té d ' u n e pare i l le r ep ré sen t a t i on , 
peut ê t re démont rée au moyen de la cons idéra t ion de 

la fonc t ion ^ log Ton p e u t aussi d é m o n t r e r q u e les 

cons tantes xv sont , pa r les condi t ions du p rob l ème , d é -
t e rminées d ' u n e m a n i è r e u n i f o r m e , à t ro is cons tan tes 
a rb i t ra i res complexes près r en f e rmées dans u n e subst i -
tu t ion f r ac t i onna i r e du p r e m i e r degré ; jusqu ' i c i , j e n e 
suis pas encore p a r v e n u à d é m o n t r e r r i goureusemen t 
qu ' i l est poss ib le , p o u r tou t po lyèdre assigné, de dé te r -
m i n e r exp l ic i t ement ces cons tan tes c o n f o r m é m e n t aux 
condi t ions du p r o b l è m e [ 6 ] . 

E11 cer ta ins cas , cet te dé t e rmina t i on des constantes 
est pra t icable a priori, p a r exemple , lo rsque le po lyèdre 
assigné est régu l ie r . 

Ainsi la r ep ré sen t a t i on de la sur face de la sphère sur 
celle d ' u n cube peu t ê t re p r a t i q u é e pa r l ' en t r emise de 
l ' in tégra le 

_ rv dx 
11 j 0 y r ^ i i x ^ x * 

[(Foir page 2 du T o m e I des Œuvres de M. Schwarz : 
Sur la surface m i n i m a don t le con tou r d o n n é est u n 
quadr i l a t è re gauche don t les côtés sont fo rmés p a r 
qua t r e arêtes d ' u n t é t raèdre régul ie r (pub l i é d ' abord 
dans les Monatsberichte der Berliner Akad., p . i 5 o ; 
1865)]. 

O n peut ra t t acher à la représenta t ion de la surface 
des polyèdres régul iers su r la sphè re u n n o m b r e de 
problèmes analyt iques pa rmi lesquels j e m e n t i o n n e r a i 
le suivant : 

T r o u v e r tous les t r iangles sphé r iques qu i peuven t 
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être représentés d ' u n e man iè re conforme sur l ' a i re 
d ' un cercle pa r l ' en t r emi se de fonct ions a lgébr iques 
des coordonnées [7 ] . 

Q u ' i l est t o u j o u r s possible de r ep ré sen t e r , d ' u n e m a -
nière connexe et en conse rvan t la s imi l i tude en les 
p lus pet i tes par t ies , u n e sur face p l ane s imp lemen t c o n -
nexe , don t le c o n t o u r est f o r m é p a r u n e l igne s imple 
composée de por t ions de courbes ana ly t iques , sur l ' a i re 
d ' u n cercle : c 'est ce que Riemann a c h e r c h é à d é m o n -
t re r à l ' a ide du principe d i t de D iridile t. 

Gomme il a été fa i t des objec t ions , b i e n fondées 
re la t ivement à la r i g u e u r , à la l ég i t imi té de ce mode 
de r a i s o n n e m e n t dans les démons t r a t i ons des théorèmes 
d 'exis tence , il é ta i t dés i rable de posséder u n procédé 
de démons t r a t i on qu i 11e p o u r r a i t donner l ieu aux c r i -
t iques élevées con t re le p r inc ipe de Dirichlet. 

J 'a i che rché à é tab l i r u n e te l le démons t r a t ion dans 
un Mémoire c o m m u n i q u é à M. Weierstrass, en novembre 
de l ' a n n é e 1868, pou r le cas où le con tour de la l igure 
à r ep résen te r est en tous ses po in t s convexe p a r r a p -
por t à l ' ex t é r i eu r de la l igure [ 8 ] . 

Notes de M . S C H W A R Z au précédent Mémoire 
publiées dans les Gesammelte Abhandlungen, tome II; 1890. 

[ 1 ] Relat ivement à ces considérations on peut comparer le 

passage suivant du Mémoire de Jacobi : Sur les nombres com-
plexes que Von d&it considérer dans la théorie des résidus 
des cinquième y huitième et douzième puissances (Journal de 
Crelle, t. 19, p. 3i5 ) : « . . . Ce pourrai t être un problème aussi 

intéressant que difficile d 'obtenir une interprétation g é o m é -

trique de cette division de l 'arc de la lemniscate en a -4- b \J — 1 
parties et de la composit ion de la p]eme part ie de l 'arc à l 'aide de 

sa division en a -4- b y/ — 1 et en a — b \J — 1 parties. Dans ces 
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derniers temps les imaginaires ont pris place avec grand succès 
dans le domaine de la Géométrie; on peut s 'attendre, après le 
merve i l l eux progrès qu'elle a réalisé ainsi entre les mains de 
Steiner, à ce qu'elle prenne aussi possess ion de ces idées plus 
abstraites . » 

[ 2] La démonstrat ion que l'on doit à M. Weierstrass, re la-
t ivement à la possibi l i té de la déterminat ion des cons tantes 
repose sur une variation cont inue des constantes a , b, c, . . . . 
Une démonstrat ion basée sur les m ê m e s idées a été publ iée par 
M. Schlâfl i , dans son Mémoire : Sur la possibilité générale 
de la représentation conforme d'une figure plane déli-
mitée par des droites sur un demi-plan ( Journal de Crelle, 
t . 78, p. 63-8o ; 1873). 

Le Mémoire de l 'Auteur (M. Schwarz) , Sur l'intégration 
de Véquation aux dérivées partielles Lu — o . . . , publié 
p. des Œuvres, t. II, tire son origine essent ie l lement 
de l'effort fait pour trouver une démonstrat ion indépendante 
pour la possibi l i té de la déterminat ion des constantes en ques-
t ion. 

[ 3 ] Comparez , p. 102-107 des OEuvres préci tées , t. II : No-
tizia sulla rappresentazione conforme di un' area ellitica 
sopra un' area circolare, par M. Schwarz. 

[ 4 ] Dans le Mémoire : Sur la construction des Cartes géo-
graphiques (Nouveaux Mémoires de VAcadémie royale des 
Sciences et Belles-Lettres,\^^,^.\Çi\'i^),Lagrange traite le 
prob lème suivant : « Si l'on désigne p a r f ( u -+- ti) et F ( w — ti) 
deux fonct ions conjuguées des deux arguments complexes con-
jugués u H- ti, u — ti, déterminer toutes les représentat ions 
conformes du plan u -l- ti sur le plan x y i , praticables par 
l 'entremise des équations 

x = ~ [/( u H- ti) F ( M — ti)], 

x yi = f ( u - h t i ) , x yi = F(u — ti), 

et qui jou issent de cette propriété qu'au réseau des lignes 
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droites respectives u — const . , t = const. sur le plan u -h f i , 

correspond un réseau de circonférences sur le plan x-\-yi. » 

P o u r résoudre ce p r o b l è m e , Lagrange évalue les c o u r -

bures y et i des courbes sur le plan x -+- yi qui correspondent 

respectivement aux droites u = const . , v = const . et il obtient, 

la grandeur 1 é tant désignée par 12, 
v f ' ( u ti)F'(u— ti) 

les équations 

A — _ ^Z l — ^ 
r ôt p du 

A u moyen respect ivement de la première et de la seconde de 

ces deux équations l'on obt ient , puisque par suite de la condi-

tion posée la grandeur r ne doit pas dépendre de la gran-

deur u, ni la grandeur p de la g r a n d e u r t, l 'équation de c o n -

dition suivante 
(Pil 

~ — — — o . (LAGRANGE, ¿OC. cit.. p . 1 7 3 . ) âtOu ? 1 / / 

Cette équation de condit ion conduit à l 'équation 

f ' ( u ^ j i ) _ 3 / / ' " ( u - ^ t i y y 
f \ l l + l i ) «2 \ f ( u + ti)) 

- — __ 3 / F " ( u — tî)y 
~~ F\u — ti) ~ 2 \F'(u — ti)/ 9 

à l 'aide de laquel le on reconnaît que dans le problème consi-

déré par Lagrange les expressions dans le second et dans le 

premier membre de l 'équation précédente doivent être égales 

à une môme constante réelle, que l'on pourra désigner par 

La fonct ion . / p a r conséquent doit satisfaire à une équation 

de la forme 

9 - m - - — 

Lagrange, du reste, n'a pas présenté l 'équation qui sert à 

déterminer la fonction y sous cette f o r m e ; il arrive, en posant 

-—--- = o(u -h ti), 
J f ( u ^ t i ) ' 



à l'équation 

( 3 ) 

Le passage de l'équation différentielle non linéaire du troi-
sième ordre ( 2) à l'équation différentielle linéaire du second 
ordre (3 ) est un cas particulier du passage traité p. 219-220 
des Œuvres de l'auteur, t. \\\Théorie de la série hyper-
géométrique de Gauss), où l'on pose p — o, q — — k. D'après 
cela, lorsque la fonction f ( u -4- ti) vérifie l'équation différen-
tielle (2), la fonction u est une seconde intégrale 

)/f'(u-hti) 

particulière de l'équation différentielle ( 3 ) . 
Lorsqu'il n'est pas question d'un réseau de circonférences, 

mais que l'on traite séparément d'un arc de cercle du plan 
x -+- yi qui doit, par exemple, correspondre à un segment de 
l'axe des quantités réelles t = o dû plan u -f- ti, lors d'une re-
présentation conforme praticable par l'entremise de la fonc-
tion x y i •= f(u-)-ti), les conclusions de Lagrange restent 
valables en leurs points essentiels, avec cette modification que 
l'équation (1) doit être satisfaite, non pour une région dou-
blement étendue, mais seulement tout le long d'une ligne, 
c'est-à-dire ici le long d'un segment de l'axe des quantités 
réelles sur le plan u-\~ti, en sorte, par conséquent, que la 
grandeur 

f 'A /7 <? 
ne doit pas nécessairement être une constante, mais peut être 
une fonction quelconque de l'argument complexe u - \ - t i , qui 
jouit de cette propriété qu'à des valeurs réelles (correspon-
dant au segment en question de l'axe des quantités réelles) de 
l'argument, correspondent des valeurs réelles de la fonction. 

Conformément aux notations de l'auteur, p. 219 de ce Mé-
moire, et p. 220, t. II des Œuvres (Sur la Théorie de la 
série hyper géométrique), l'expression du premier membre 
de l'équation (1), tirée des recherches de Lagrange, pourrait 
être désignée par W ( f , u-h ti); ce qui nous prouve qu'il est 
possible de déduire directement l'expression différentielle V 
des recherches contenues dans le Mémoire précité de La-
grange. 

Ann. de Mathémat3e série, t. XVI. (Mai 189-.) i5 

( ) 
f ( u - h t i ) _ 
o (u -h ti) ~~ 
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Quant à la notation W(s, x), on peut faire l'objection que, 

relativement à cette expression, nous n'avons pas à faire à une 
fonction des deux arguments s et x, mais plutôt à une ex-
pression différentielle formée à l'aide de la fonction s, en dif-
férentiant d'une certaine manière par rapport à x. Aussi la 
notation et la désignation adoptées par M. Cayley, pour cette 
expression différentielle 

* 

s \ 3 /s" \s, x\ = — 
< J S 1 \s 

ont incontestablement l'avantage sur celles employées par 
l'auteur. 

M. Cayley a fait l'honneur à l'auteur de joindre son nom à 
la d é s i g n a t i o n de l ' e x p r e s s i o n \ s, x J [ARTHUR CAYLEY, Sur la 
dérivée de Schwarz et les fonctions des corps réguliers ; 
Cambridge (Math. Transt. X I I I , Part I , p. 5-68)]. Le 
Mémoire de M. Cayley, rempli de détails et extraordinaire-
ment riche en matières, expose les recherches des divers 
écrivains sur les questions qui peuvent être rattachées à l'ex-
pression différentielle j s, x j, sous une forme des plus lucides 
et complètes, en ajoutant encore du nouveau aux résultats des 
recherches des autres. Le Mémoire renferme aussi une biblio-
graphie du sujet, ainsi qu'un développement détaillé des for-
mules de transformation relatives à l'expression différentielle 
j s, x j. A l'aide de l'une des formules qu'il établit, 

^ (—__/__ \ S v c ' 

M. Cayley retrouve la théorie des réciprocants, déjà connue 
par les travaux de Sylvester. 

Un travail de M. Neovius (Helsingfors, 1883, p. 14), intitulé: 
Détermination de deux surfaces minima périodiques par-
ticulières sur lesquelles sont situées une infinité de droites 
et une infinite' de lignes géodésiques planes, renferme un 
exposé des relations qui existent entre l'expression différen-
tielle désignée parD^( /o) par M. Schottky (Sur la représen-
tation conforme d'aires planes à connexion multiple. Berlin 
1875; Dissertation inaugurale) et l'expression désignée par 
[ç, M] par M. Dedehindy d'une part [SM/* les fonctions mo-



dulaires elliptiques (Crelle, tome 83. p. 278)] et la susdite 

expression différentielle j s, x j, d'autre part. 

Ces relations sont données par les équations 

M, Ncovius renvoie encore aux pages 298, 4 ' 5 , 4*6 des Œu-
vres de Rie ma nn y première édition. 

L'Ouvrage de M. Klein (Leçons sur Vieosaèdre et la réso-
lution des équations du cinquième degré; Leipzig, 1884) 
renferme, pages 66 à 82, une présentation détai l lée de c e r -
taines recherches reposant sur la considération de l 'expression 
différentiel le j TJ, Z j. 

M. Klein, pour l 'expression différentiel le j rn Z j, emploie la 
notat ion [ r j z . 

[ 5 ] Voir à ce suje t , Sect ion IÏI du Mémoire déjà cité : 
Sur les cas où la série hyper géométrique de Gauss repré-
sente une fonction algébrique de son quatrième élément 
( S C I I W A R Z , Œuvres, t. I l , p. 2 2 Î à 2 3 3 ) . 

[ 6 ] La démonstrat ion de la possibi l i té de déterminer les 
constantes dont on parle ici est donnée pour le tétraèdre (Re-
présentation conforme de la surface d'un tétraèdre sur 
celle d'une sphère), aux pages 94 à 101, loc. cit., et pour un 
polyèdre quelconque à faces planes, dans le Mémoire Sur 
l'intégration de Véquation aux dérivées partielles Au = o 
(p. 167 à 170, loc. cit.). 

[ 7 ] Voir Sect ion VI du Mémoire, déjà cité , Sur la série 
hyper géométrique de Gauss (loc. cit., p. 2^3 à 254). 

[ 8 ] La démonstrat ion citée ici est, en ses points essent ie ls , 
la même que celle donnée par l'auteur dans le Mémoire Sur 
la théorie de la représentation conforme (loc. cit., t. II, 
p. 108 à I32). 
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COMPOSITION MATHÉMATIQUE POUR L'ADMISSION 
A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1 8 6 3 H ; 

SOLUTION G É O M É T R I Q U E PAR M . F . S A R T I A U X , 

Elève à l'Ecole Lacordaire. 

On donne sur un plan deux circonférences C et C ; 
d'un point A de C on mène des tangentes ci C ; , on joint, 
les points de contact de ces tangentes ; cette droite 
coupe la tangente menée en A ci la circonférence C 
en un point M. On demande Véquation du lieu décrit 
par "M. lorsque A parcourt la circonférence C . 

Examiner les différentes formes du lieu selon la 
grandeur et les positions relatives des circonférences C 
etC. 

Indiquer les cas ou il se décompose ; faire voir que 
le lieu des points M est tangent à la circonférence C 
en chacun des points d1 intersection de cette courbe et 
de la cii conférence C. 

Les cercles C et C déf in issent un faisceau de cercles. 
O r , on sait que les polaires d ' u n p o i n t A pa r r appor t 
à tous les cercles de ce faisceau se coupen t au m ê m e 
po in t M. C'est , en somme, le l ieu de ce po in t M , q u a n d 
A décr i t le cercle C, que l ' on che rche . 

Ce poin t M peu t e t re considéré comme le po in t d ' in -
tersect ion de la t a n g e n t e en A au cercle C , avec la 
pola i re du po in t A, p a r r a p p o r t au cercle d u faisceau 
composé de l ' axe radical A des c i rconférences C et C' et 

(») Voir t. III, 2' série, p. 2<iS; 186',. 
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de la d ro i te de l ' in f in i . I l est donc, sur chaque t angen te 
mobi le à la c i r confé rence C, le po in t symé t r ique d u 
po in t de contac t A, par r a p p o r t au po in t d ' i n t e r sec t ion 
de cet te t angente avec l 'axe radical . O n a donc a ins i 
u n e généra t ion s imple du l ieu (*) . 

Les points du l ieu à l ' in f in i sont ceux pour lesquels 
la tangente au cercle est paral lè le à la polaire du poin t A , 
p a r r appor t à l ' axe radical A et à la droi te de l ' in f in i . 
I ls se t rouven t donc sur u n e para l lè le à A. O n voit faci-
l ement que les asympto tes sont les symétr iques , pa r 
r a p p o r t à l 'axe radical A, des tangentes au cercle C aux 
ex t r émi té s de la l igne des centres , et que la courbe reste 
t ou jou r s dans la région du p lan compr i se e n t r e ces 
d ro i tes . 

II n ' y a év idemment pas de po in ts réels sur la l igne 
des cent res q u a n d A coupe rée l lement le cercle C. Dans 
ce cas, le l ieu passe par les po in t s d ' in te r sec t ion de C 
e t de A. Appelons S u n de ces points . Q u a n d A vient 
en S , le po in t M ar r ivan t aussi en ce po in t , la tangente 
en S à la courbe , lieu des points M, est la posi t ion l imite 
de SM quand A vient en S. La dro i te SM, A, la dro i te SA 
et la paral lè le à MA, menée de S, f o r m e n t u n faisceau 
h a r m o n i q u e . Lorsque A vient en S, la droi te SA et cet te 
para l lè le co ïnc ident avec la t angente en S à C : il en est 
donc de m ê m e de SM. Ainsi : le l ieu de M est t angen t 
à G en S ( 2 ) ' 

( 1 ) On peut dire aussi : le centre radical de C, C' et de A, consi-
déré comme un cercle de rayon nul, est à la rencontre de 1 et de 
AM. Étant aussi sur l'axe radical de A et de C , il est le milieu du 
segment AM ; donc, etc. 

( 2 ) On peut aussi arriver à ce résultat en faisant usage d'infini-
ment petits, ou encore en appliquant la construction de la normale 
en un point quelconque du lieu considéré comme étant engendré par 
un point d'une figure mobile de grandeur invariable. Il est facile de 
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Q u a n d A ne coupe pas rée l le ineu t le cercle C, les 

points l imites d u fa isceau des cercles sont rée ls , et u n 
poin t du l ieu est su r l ' u n e et l ' au t r e des polaires de A 
par r a p p o r t à ces cercles l imi tes . D o n c le l ieu passe pa r 
ces points . Celui qu i est à l ' i n t é r i eu r de C est u n po in t 
isolé du l i e u ; la sécante , qui passe pa r l ' au t r e , res tan t 
c o n s t a m m e n t pe rpend icu l a i r e à la dro i te qui le j o i n t au 
po in t mob i l e A , a pour posit ions l imi tes , q u a n d M se 
confond avec ce po in t l imi te , les pe rpend icu la i r e s aux 
tangentes issues de ce p o i n t au cercle C . Ces p e r p e n d i -
culaires sont donc les tangentes au po in t doub le d u 
l i eu . 

O u a donc deux fo rmes du l ieu : l ' une à points doubles 
imagina i res n e coupan t pas la l igne des cent res , l ' au t r e 
à po in ts doubles réels sur celle-ci . 

Le l ieu ne d é p e n d a n t que de la pos i t ion r e l a t i v e d e C 
et de A, il n 'y aura de cas par t icu l ie r que q u a n d A sera 
t angen te au cercle C . Les points l imites sont alors con-
fondus au po in t de contact de A et de C . Q u a n d le po in t A 
vient en ce po in t de contac t , le poin t d ' in tersec t ion de 
ses pola i res pa r r a p p o r t aux cercles d u faisceau est i n -
d é t e r m i n é su r la t angente A. Donc la droi te A fai t par t ie 
d u l i eu . Le reste du l ieu , engendré c o m m e p r é c é d e m -
m e n t , a p o u r asymptote u n i q u e la symét r ique par rap-
por t à A de la tangente au cercle C à l ' ex t r émi t é de la 
l igne des cent res . Le po in t de contact est u n poin t 
doub le du l ieu , et les tangentes en ce po in t é t an t les 
perpendicu la i res ' issues de lui à la c i rconfé rence , sont 
confondues avec la l igne des centres . Donc c 'est un po in t 
de r e b r o u s s e m e n t . O n voit fac i lement que le l ieu est 
une cissoïde dro i te engendrée , d ' après la cons t ruc t ion 

trouver cette génération, qui est tout à fait analogue à celle donnée 
par Newton pour la cissoïde. 
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c o n n u e , par un po in t pris sur u n e sécante mobi le au tou r 
du po in t de contac t de C et de A, à pa r t i r du po in t d ' in -
tersect ion de cette sécante avec le cercle t angen t au 
cercle C, au po in t de contact de A avec C , et décr i t s u r 
le segment de la l igne des centres compris e n t r e A et 
l ' a sympto te comme d iamèt re . 

Le l ieu se composan t d ' u n e cissoïde et d ' u n e dro i te 
est donc du qua t r i ème degré . 

O n le voit d ' a i l l eurs d i rec tement en r e m a r q u a n t que 
su r u n e dro i te passant par l ' un des po in t s l imites du 
fa isceau, il y a deux po in t s du l ieu cor respondant aux 
deux points A d ' in te rsec t ion de la pe rpend icu la i r e menée 
pa r ce po in t à la droi te considérée avec le cercle G, 
p u i s q u e cet te droi te est la polai re pa r r appor t au point 
l imi te de ces po in t s A. Le po in t l imi te é tan t u n poin t 
d o u b l e du l ieu , il y a q u a t r e points du l ieu sur u n e 
d ro i t e ; il est donc du q u a t r i è m e degré . 

De p lus , tous les cercles du faisceau passant pa r les 
d e u x po in t s cycl iques du p lan , les pola i res de ces points 
par r a p p o r t à ces cercles se coupen t en ces points 
mêmes . Donc le l ieu est c i rcula i re . 

Ces résul ta ts m o n t r e n t que , dans le cas de décompo-
sit ion, le l ieu est u n e cub ique ci rculai re à poin t de 
r eb roussemen t , donc u n e cissoïde, et que les tangentes 
au l ieu , dans le cas généra l , aux points d ' in te r sec t ion 
de C et de A, sont les tangentes au cercle C ; pu i sque , 
d 'après le mode de généra t ion , le l ieu ne peut p é n é t r e r 
dans le cercle G, n i avoir en ces points des r eb rousse -
ments , pu i sque la dro i te A, le coupan t déjà en deux 
poin ts à l ' in f in i , le coupera i t en qua t re aut res po in t s . 
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EXERCICES DE LICENCE ; 

PAR M. G. BOURLET. 

I. f ( z ) dés ignan t u n e fonct ion h o l o m o r p h e à l ' i n t é -
r i eu r d 'un c o n t o u r f e r m é s imple C , et a et b deux 
n o m b r e s d o n t les affîxes sont si tuées à l ' i n t é r i eu r du 
con tour C, d é m o n t r e r que l ' on a 

£ " / ( - ) ^ - i û f j ( z ) <- ( i r r î ) d*> 

l ' i n t ég ra le du p r e m i e r m e m b r e é tan t pr ise le long d ' u n 
c h e m i n a l lant de a en b a l ' i n t é r i eu r du con tour C et 
celle du second m e m b r e é t an t pr ise le long de ce con -
tour C, dans le sens posi t i f . 

I I . u(z) dés ignant u n e fonct ion de la var iab le imagi-
na i r e z , régul iè re à l ' i n t é r i e u r d ' u n cercle G ayant l 'or i-
gine O p o u r cen t r e , et z dés ignan t u n po in t que l conque 
si tué à l ' i n t é r i eu r de ce cercle, d é m o n t r e r q u e , si l ' on 
pose 

= / u(z)dz, 
JQ 

u_ 2— I u-idz, 
Jo 

U-p= I a-{p-^dz, 

ces intégrales é tan t prises le long de chemins situés à 
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l ' i n t é r i e u r d u c e r c l e C , 011 a 

xP+l du 
dz 

i r i i XP+ U—p — —r -XPU 
(p — o1 p + i i 

( x'n+P d,n u 1 
-4_ (— | m u . . . I . 

m H - p ml dz,n J 

I I I . é t a n t u n p o l y n o m e e n t i e r d e d e g r é m , d é -

m o n t r e r q u e l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e l i n é a i r e 

dmy V^-^(kx) d^-\y 
d x ( m — i ) ! dx'H~l  

P'(kx) dy 
dx P ( kx )y = o, 

o ù A d é s i g n e u n e c o n s t a n t e e t P ' ( x ) , P " ( . r ) , . . . , P ( w ) ( « r ) 

l e s d é r i v é e s d e P ( # ) , se r a m è n e à u n e é q u a t i o n l i n é a i r e 

à c o e f f i c i e n t s c o n s t a n t s , e n s , e n p o s a n t 

y = ze 
kSl 

2 

CORRESPONDANCE. 

M. de Saint-Germain. — A propos de la quadrature du 
cercle. — Un ouvrier charpentier du Calvados, M. Henri 
Guillot, a trouvé une construction simple du côté d'un carré 
approximativement équivalent à un cercle : il suffit de con-
struire un triangle rectangle dont l 'hypoténuse est égale au 
diamètre du cercle et une des cathètes à une fois et demie le 
côté du décagone régulier inscrit : la seconde cathète est le 
côté proposé. Le rayon du cercle étant i , ce côté est égal à 
1 ,772167, au lieu de yAn: = 1,772 454 5 l'erreur relative est infé-
rieure à ëôVô, graphiquement négligeable. 

M. M. d'Ocagne. — Extrait d'une lettre. — « Le théo-
rème sur lequel est fondée la solution de la question 1717, 
publiée dans le numéro d'avril (p . 188), se trouve dans ma 
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Note Sur Venveloppe de certaines droites variables (N. A., 
3e série, t. V, p. 89; 1886). Une élégante généralisation de ce 
théorème a été depuis lors obtenue par M. R. Godefroy ( C. 7?., 
t. Cil , p. 6o4; 1886). IL est d'ailleurs très facile d'atteindre 
immédiatement et sans démonstration nouvelle à cette géné-
ralisation. 

» En effet, le théorème que j'ai obtenu consiste en ceci : 
Si un segment de droite ab dont les extrémités a et b 
décrivent les courbes planes (a) et (b) a une projection 
constante sur Vaxe A, le point où la droite ab touche son 
enveloppe est symétrique par rapport au milieu de ab du 
point où cette droite est rencontrée par la perpendiculaire 
abaissée sur A du point de rencontre des tangentes en a et b 
aux courbes (a) et'(b). 

» Si par un point o quelconque du plan on mène des seg-
ments od équipollents aux segments ab, le lieu ( d ) des extré-
mités de ces segments est une droite perpendiculaire à A. 

» Supposons maintenant que les segments ab soient équi-
pollents aux vecteurs od d'une courbe quelconque (d). Pour 
construire le point où le segment ab touche son enveloppe, 
nous pouvons substituer à la courbe (d) sa tangente au point 
d correspondant. C'est en cela que consiste la généralisation de 
M. R. Godefroy. » 

M. E. Lemoine. — Extrait d'une lettre. — « A propos de 
la question 17-43, une solution de moi est mentionée dans le 
numéro d'avril, p. 196: ce n'était pas à proprement parler une 
solution ; je voulais simplement faire remarquer que cète ques-
tion 1743 n'est autre chose que la définition des cercles de 
Neuberg. » 

Dr F. Schur. — Au sujet de l'article de M. F. Farjon, 
Théorèmes de Pascal et de Brianchon, publié dans le numéro 
de février 1897, je crois utile de signaler les travaux suivants, 
dans lesquels la même méthode est employée : 

DANDELIN, Recherches nouvelles sur les sections coniques 
(Annales de Mathématiques, par J . -D. Gergonne, t. XV. 
p. 38; ). 

IIKSSE, lieber das genadlinige Sechseck auf dem Hyper-
boloid (Crelte's Journal, Bd. 24, p. 4o). 

SCHRÖTER, Theorie der Oberflächen. 1. Ordnung. Leipzig, 
Tcubner, 1880. S. 117. 
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L E Ç O N S SUR L E S A P P L I C A T I O N S G É O M É T R I Q U E S D E L ' A N A -

L Y S E , par M. Louis lia ffy, chargé de Cour s à l a F a c u l l é 
des Sciences , maî t re de conférences à l 'Ecole Norma le 
supér ieure , x vol. in-8 de 25o pages. Par i s , G a u t h i e r -
Vil lars et f i ls; 1897. 

Le livre de M. Raffy est avant tout un traité didactique où 
les éléments de la théorie des courbes et des surfaces sont 
exposés de façon méthodique, et illustrés, comme on dit quel-
quefois, par de nombreux exemples. Ceux-ci ne forment pas 
une compilation d'exercices; chacun d'eux vient à sa place, au 
fur et à mesure de l'exposition théorique, de sorte que le tout 
forme un ensemble bien coordonné et bien fondu, ce qui en 
facilitera notablement la lecture aux étudiants. Ces exemples 
se rapportent d'ailleurs aux figures géométriques, courbes ou 
surfaces, les plus classiques, et dont il n'est pas permis d'igno-
rer les propriétés essentielles à quiconque veut faire des études 
sérieuses de mathématiques. 

Bien que M. Raffy ait évité de donner des indications histo-
riques ou bibliographiques, pour éviter d'être entraîné trop 
loin, on peut reconnaître facilement qu'il a mis à profit des 
travaux récents, de sorte que les étudiants qui auraient déjà 
lu d'autres livres avant d'aborder le sien, pourront y trouver 
diverses questions dignes d'intérêt et nouvelles pour eux; je 
crois même que certaines solutions appartiennent en propre à 
l'auteur du Livre. 

Le souci de la rigueur et la pratique de l'enseignement ont 
conduit M. Raffy à adopter certaines définitions un peu res-
trictives, mais du moins parfaitement précises, et d'ailleurs 
très suffisamment générales. Je crois cette tendance bonne, 
car on rencontre trop souvent, dans divers Livres ou Mémoires, 
des propositions sujettes à critique, quelquefois vraiment 
Inexactes, parce que les hypothèses ou les définitions dont elles 
dépendent n'ont pas été établies avec assez de netteté; sans 
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compter qu'on est exposé à employer une démonstrat ion c o m -
pliquée sans grand profit pour la général i té des résultats . 

M. Raffy a dû, toujours dans le m ê m e ordre d'idées, préciser 
certains points dél icats . Je signalerai , en part icul ier , une d i s -
cuss ion intéressante de la quest ion relative à la f ixation du 
s igne de la tors ion d'une courbe, discuss ion conduisant à des 
convent ions log iques et très net tes qu'il serait trop long de 
détai l ler ici, mais sur lesquel les j 'appel le spéc ia lement l 'atten-
t ion des lecteurs des Nouvelles Annales. Les quelques pages 
où ce sujet est traité sont certa inement de cel les qui just i f ient 
ce passage de la Préface : « Ce Livre, ai-je dit , s'adresse à ceux 
qui apprennent ; mais je serais heureux si ceux qui savent , 
venant à y jeter les y e u x , y trouvaient matière à penser . » 

M. Raffy a précisé de m ê m e le s igne du paramètre de dis tr i -
but ion des plans tangents à une surface g a u c h e ; il fait d'ail-
leurs remarquer, très jus tement , que le paramètre de distr ibu-
tion de la surface engendrée par les b inormales d'une courbe 
n'est autre chose que le rayon de torsion de la courbe e l le -
même. De sorte que les quest ions de s igne relatives à la torsion 
et au paramètre de distr ibution se rattachent tout naturel le-
ment l'une à l'autre. 

On peut regretter que ]\I. Raffy ait cru devoir laisser de côté 
l 'étude de certaines quest ions te l les que, par exemple , cel les 
qui se rapportent aux courbes dont les normales principales 
sont normales d'une autre courbe . Mais l'auteur déclare dans 
sa Préface qu'il a voulu surtout traiter complè tement certaines 
quest ions fondamenta les et préparer l 'étude ultérieure des 
courbes . 

Je pense en avoir dit assez pour montrer ce qui caractérise 
les Leçons de M. Raffy, et pour faire comprendre que l 'auteur 
n'a pas voulu reproduire ce qui se trouve déjà plus ou moins 
c o m p l è t e m e n t dans d'autres Traités , mais faire une œuvre 
personnel le et apporter quelques perfec t ionnements à l 'exposi -
tion des théories c lass iques . Pour donner une idée du contenu 
de ce Livre, sans reproduire le détail de la Table des matières , 
il suffit de dire que ces Leçons correspondent à la partie du 
programme du certif icat « Calcul différentiel et intégral » 
relative aux appl icat ions géométr iques , et donnent la matière 
d'une préparation essent ie l le aux Leçons de M. Darboux qui 
font la matière du programme de Géométrie supérieure . 

C H . B I O C H E . 
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QUESTIONS. 

1765. On coupe, par un plan arbitraire, un el l ipsoïde donne , 
et Ton prend la c irconférence lieu des sommets des angles 
droits circonscrits à l'ellipse d'intersection. Lorsqu'on fait var ier 
le plan, on obtient des c irconférences qui n 'occupent qu'une 
région déterminée de l 'espace; on demande quelle est la sur-
face qui l imite cet te région? (MANNHEIM.) 

1766. On donne un cylindre de révolut ion et un cône dont 
l'axe de révolution est parallèle aux génératr ices du cylindre. 
On déplace un cône de grandeur constante , dont Taxe de révo-
lution reste parallèle aux génératrices du cyl indre, de façon 
que son sommet décrive la courbe d' intersection du cyl indre 
et du cône donnés . On demande quelle est l 'enveloppe de la 
trace de ce cône mobile sur un plan de sect ion droite du 
cylindre. (MANNHEIM.) 

1767. Étant donné un point M de l 'espace, on lui fait c o r -
respondre le point M' qui lui est d iamétra lement opposé dans 
la sphère qui passe par ce point et par un cercle fixe r d o n n é 
dans un plan n. Si le po int M décrit une courbe ( M ) ou une 
surface [ M ] , le point M' décrit une courbe (M') ou une sur-
face [M'] . 

Démontrer les théorèmes suivants : 

i° Si la surface [M] est une quadrique passant par le cercle F, 
la surface [M'] est aussi une quadrique passant par ce cercle . 

Ces deux quadriques se coupent suivant un second cercle r t 

et la sphère admet tant Fj pour sect ion diamétrale cont i en t 
aussi le cerc le T. 

Si la surface [ M ] se réduit à un plan, le théorème subsis te , 
mais la quadrique [M'] passe alors par le point à l'infini dans 
la direct ion normale au plan du cercle T. 

Si la courbe ( M ) est une section circulaire de la qua-
drique [ M ] dans un plan parallèle au plan n i du cercle Tj, la 
courbe (M') est une sect ion circulaire de la quadrique [M'J 
également dans un plan parallèle à r j . 
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3° Pour des surfaces ou des courbes que lconques on a les 

propos i t ions suivantes : 
Les parallèles aux normales en M et en M' aux surfaces [M] 

et [M'], respect ivement menées par M' et M, se coupent dans 
le plan ir. 

Les plans parallèles aux plans normaux en M et en M' aux 
courbes (M), et (M') , respec t ivement menés par M' et M, se 
c o u p e n t dans le plan TT. 

(Ce t te seconde propos i t ion est une conséquence immédiate 
de la p r e m i è r e ) . 

Remarque. — 11 résulte de là que les normales en M et 
en M' aux surfaces [M] et [M'] se rencontrent , et que les plans 
normaux en M et en M' aux courbes ( M ) et (M') se coupent 
suivant une droite paral lè le au plan TT. (M. D'OCAGNE). 

1768. L'expression 

A =(m—i)(tn — 2).. .(m — k)—^ ( m — — 3)...(m —k— i ) 

n(n — i) . 
— . ( m — S)(m — 4 ) . . .(m — A — 2 ) H - . . . 

-+- " k)(m — k — i ) . ..{m — 'ik4-J ) 

-h ( — i )" (m — k — i ) ( m — k — i).. .(m — ik) 
est indépendante de m pour k — n, ou k < n. 

Dans le premier cas, on a 

A = i . 2 . 3 . . . n, 
et dans le second 

A = o. 
Ainsi l'on a 

(m — i ) ( m — 2) (m — 3 )— 3 (m — 2) (m — 3 )(m — 4) 
-f-3(m — 3)(//i — 4)(m — 5 ) - ( m — 4) (m — 5)(m — 6) = 6, 
( m — 1 ) ( m — 2 ) ( m — 3 ) — 2 (m — 2 ) ( m — 3 ) ( m — 4 ) 

-h (m — 3) (m — 4) (m — 5 ) — o. 
( G E N T Y . ) 

E R R A T A . 

T. XVI, 1897, p. 6ï, deuxième formule, au lieu de àz m, lisez — m. 
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P R E M I E R C O N C O U R S D E S « N O U V E L L E S A N N A L E S » 

P O U R 1 8 9 7 -

Résul ta t . 

Après examen des Mémoires adressés à la Rédac t ion 
p o u r le p r e m i e r concours de 1897, P r * x a décerné 
à M. A. P A G E S . Son Mémoi r e pa ra î t r a dans l ' u n de nos 
p rocha ins n u m é r o s . 

[ R 4 b ] 

S U R L E S I N T É G R A L E S C O M M U N E S A P L U S I E U R S P R O B L È M E S 

S U R L ' É Q U I L I B R E D ' U N F I L F L E X I B L E E T I N E X T E N S I B L E ; 

P A R M . N . S A L T Y K O W . 

Soient X , Y, Z les composantes , suivant t rois axes 
rec tangula i res , de la force r appor t ée à l ' un i t é de masse 
d ' u n fil flexible et i nex tens ib l e ; z les coordonnées 
d ' u n é l é m e n t . À" la densi té $ T l a t ens ion , regardées comme 
fonct ions de l 'arc s du fil. Les équa t ions différent iel les 
de l ' équ i l i b r e du fil sont 

1 oL (T — \ kz = o 
I ds \ ds ) 

\ \ds / \ds / \ds J 
Ann.de Mathémat., 3esérie, t. XVI. (Juin 1 8 9 7 . ) 16 
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J. Soient h u n e cons tan te , X , Y, Z des fonc t ions de jr, 

y , z , ou k u n e fonc t ion de s, X , Y, Z d é p e n d a n t de a, x , 

S ' i l existe la condi t ion 

X Y Z 
jt h- ai ~ y a2 ' 5-4- «3 ' 

a{, é t an t des constantes a rb i t r a i r e s , les é q u a -
tions (1) ont t rois in tégra les 

dx dzl 

C (x-h-at)-?-z -+- a3 ai' / + _ ^ _ 
x -h a 1 , dx , , dv x -+• a 1 3 ' 

Ci , C 2 , C 3 sont des cons tantes a rb i t r a i res . 

II . Soient A une cons tan te , X , Y, Z des fonc t ions de 
x , y, z. 

1. S'il existe la condi t ion 

(y -+- a&)a9-+- (37-+- ai)«lo 
[(5 + a î / a ^ i y - h a ^ - i - i a Q y - r - a ^ i x - h a , ) ] X / 

— -+-a 7 ) ( .r-+-a 1 )H- (a- ix — a k ) ( y - h a 3 ) ] Y \ 
_ ( z -+- a6 a? -f- «7 ) «9 ( — «2 x ) «10 

j —-+- a6x H- a- )(x -+- «i ) -h(a2a? — a4)(y -h \ 

tt2, •••-» é tant des constantes a rb i t ra i res , les équa-
t ions (1) admet ten t deux intégrales 

r_ f dx dy . . dx 1 _ 
r h - + - a * y — (atx — — + = G 

T •+- a8) ^ — <.s -h or 6 a? -+- a7) ^ -4- (7 a5) J -+- al0s = G 

où C 2 sont des constantes arb i t ra i res . 
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E n effet, on a 

re la t ions où l 'on a posé 

y — -+-' a'iX -+- ) ( y -4- a5 ) ( y #8 ) ( x -4- ax ) 
1 ~~ (z -4- a6x-h «7 ) (x H- a, ) -f- (a 2 x — a^^y-h a5)' 

y _ a^y -ha3)(z-±aQX + g7) + (a3 y -f- a8)(a^ — a^x) 

_ (y -f- ag) H- ai) gio ^ 
1 ( s + a 6 i r + a 7 ) ( ^ + a 1 ) + — ak ) (y -4- ) ' 

U _ a'(>x + fl7)a9 + (at — <̂2 x)a\o 
2 (5-4- a 6 x-\- a 7 ) (a? - f - <7.! ) -4- (a2x — ak)(y H- a s ) 

Il est évident que 

(«2 x — a4)Vi -4- (.r -4- a , ) V2 = -s H- «2JK-4-
-4- a 6 a r - + - a 7 ) V i — ( 7 -4- a 5 ) V 2 = a 6 y 4 f l 8 , 

( a 2 a ? — a 4 ) U i H - ( a ? - h a i ) U 2 — a 9 , 

( ^ -4- a 6 3 7 - i - a 7 ) U i — ( t x -4- « 5 ) U 2 = 

Il s 'ensui t que les premiers membres des équat ions 

(a2 x — a 4 ) S j -4- (x-\- ax ) S 2 = o , 

(z-h- a6x -4- a 7 ) S i — ( y - h a6 ) S 2 = o 

sont des dérivées exactes : 

^ | T [ ( * + a , . y + - ( « . * - « * ) 

s | +
 a s )

î - ̂
 + +

 S ̂  <'-•-«»>$] 

2. S ' i l existe la condi t ion 

/ i [ a } X -f- a 2 Y -f- «3 Z --!- ak(y Z — 5 Y ) 
-f- — a?Z) -4- — yX)] = a 7 , 
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CI\ , a2j . • C I I é tan t des cons tantes a rb i t ra i res , les équa-
tions ( i ) on t l ' i n tégra le 

f dx dy dz ( dz dy\ 

( dx dz\ ( dy dx\ 1 

C est une cons tan te a rb i t r a i r e . 

I II . — 1 . S'il existe la condi t ion 

( V a¡¡ (s) -+- ( x -4- ai ) W2 ( s ) 

\ [(^ + a 2 J + «a ) ( J + «s ) - ( fle/ + « s ) + « i )] X J 
j —[(-H- a&x-+- a-¡){xct\)-f- (a2x—ak) (y -f- a5) j Y \ 

( z -h a6 x H- a-; ) lFj ( s ) H- ( a4 — a2 x ) W2 ( s ) 
~ ) -±-a2y-{-a3)( z+-aGx-±- a-t)-+- (aGy -f- a 8 )( a4 — a2x)] X ) 

a ^ a ^ f . . . , «8 é tant des constantes a rb i t ra i res , ^ , 
des fonct ions a rb i t ra i res , les équa t ions ( i ) adme t t en t 
deux intégrales 

Í dx dy dz 1 r 

T (2 -4- a.2y -4- a3) — (a.2x^a^) — (x -+- ax) -h / (5) ds 

T ^ ( a 6 y !- a g ) ^ - ( z - + - a 6 x - + - a 7 ) & ~ j - f - ^ 

où C( , Co sont des cons tan tes a rb i t ra i res . 
2. S' i l existe la condi t ion 

kJ a x X -h a2 Y -h tt3 Z -h a±(yZ — z Y ) 
-4- fl,(5X - tfZ) + « 6 ( # Y - y X ) ] = W(s), 

• . . , «c é tant des constantes arb i t ra i res , W u n e 
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f o n c t i o n a r b i t r a i r e de Î , les é q u a t i o n s ( i ) o n t l ' i n t é g r a l e 

C est u n e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e . 
A y a n t a p p l i q u é la t h é o r i e ( 1 ) de M . K o r k i n e p o u r ré-

soudre le p r o b l è m e ( 2 ) de M. B e r t r a n d su r les in t ég ra le s 
des é q u a t i o n s ( i ) , j 'ai t r o u v é les c inq cas c i tés . I ls son t 
les seu l s , q u a n d il y a des i n t ég ra l e s c o m m u n e s à p l u -
s ieurs p r o b l è m e s s u r l ' é q u i l i b r e d ' u n fil flexible et inex-
t ens ib l e s o u m i s à l ' a c t i on d ' u n e f o r c e , r a p p o r t é e à l ' u n i t é 
de masse d u fil et d o n t les c o m p o s a n t e s s u r t ro is axes 
r e c t a n g u l a i r e s de c o o r d o n n é e s x.y,z sont des f o n c t i o n s 
de x,y,z et de l ' a rc s. 

M . d ' O c a g n e a p u b l i é dans ce J o u r n a l , sous le t i t re : 
De la déviation dans l'ellipse ( 3 ) , u n a r t i c le , déjà a n -

(') Mathematische Annalen, B . 2 / Ï ' S . I 3 . 

(2) Journal de Liouville, t. XVIII. — Mémoire sur les intégrales 
communes à plusieurs problèmes de Mécanique. 

(3) Voir T O M E V , TROISIÈME SÉRIE, P . 3 7 0 ET 5 3 4 : 1 8 8 6 . 

[ L ' 4 a ] 
SUR LA DÉVIATION DANS L ' E L L I P S E ; 

P A R M . A . M A N N H E I M . 
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cieu, au sujet duquel voici quelques remarques ge'omé-
tr iques . 

M. d 'Ocagne appelle déviation de Vellipse au point M, 
l'angle 3, que la tangente T / r r ; / à l'ellipse, en ce point, 

fait avec les tangentes correspondantes T M \ T"M" 
aux cercles décrits sur les axes de Vellipse comme dia-
mètres. Il clierclie la position du point de l 'ell ipse pour 
lequel cet angle al teint son max imum, et donne quelques 
propriétés relatives à ce point . 

Lorsque 8 est max imum, pour u n déplacement inf i -
n iment pe t i t de M, sur l 'ell ipse, sa variation de gran-
deur est nu l le . L 'angle M / F M ' est alors de forme inva-

.y 

\ 
\ 

\ •• ^ 

riable et donne l ieu au cent re ins tan tané de rotation C, 
qui est sur la normale à l 'ellipse en M , , sur le rayon 
OM', et enfin sur la perpendicula i re F C à O x . 

On peut dire la même chose pou r l 'angle M ! T'IVI"; 
le poin t C est donc aussi &ur la perpendiculai re T " C 
à O j . . 

Le poin t C étant le centre ins tantané relatif au dépla-
cement de T ' T " , ce segment est de grandeur invariable 
pour un déplacement infiniment petit de Mf sur l'el-
lipse. 

Déplaçons T ' ï " d ' une façon cont inue dans l 'angle 
xO r ; le point M, marqué sur ce segment , décri t alors 
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une ellipse qui n 'es t aut re que l 'el l ipse donnée , pu isque 
ces deux courbes ont leurs axes dirigés su ivant Ox, Oy 
et qu ' au poin t M{ la droi te JN^C est une normale q u i 
leur est commune . Il résul te de là que M | partage T ' T " 
en deux segments respectivement égaux aux demi-
axes de l'ellipse donnée. 

P a r suite, O C est égal à la demi-somme des axes de 
l 'ell ipse, et alors le segment M , C est égal au demi-
diametre conjugué de O M 4 . Abaissons la pe rpend icu -
laire O Q sur T 'T ' 7 . Le rayon de courbure de l 'e l l ipse 
en M, est égal au carré du demi-diamètre parallèle 
à T ' T " divisé par O Q . Mais ce demi-d iamèt re est égal 
à C, qui est égal à O Q , donc le rayon de courbure 
en M4 est égal à O Q , ou au t remen t on obtient le centre 
de courbure de Vellipse pour le point , en projetant 
le centre O sur la normale ci Vellipse en ce point. 

La longueur M, C é tan t m o y e n n e propor t ionnel le 
en t re M, T ' et M< T / ; , demi-axes de l 'ellipse, est facile à 
dé te rminer . Avec le segment ainsi ob tenu , pou r rayon, 
011 décrit du point O une c i rconférence de cercle. On 
cons t ru i t ensui te u n e tangente à ce cercle de façon que 
le segment Q T ' compris en t re son point de contact et 
l 'axe O . r soit égal au demi grand axe de l 'ellipse} sur 
cette tangente on prend le symétr ique de Q par rappor t 
au milieu de T ' T " , et l 'on obtient le point Il 
est facile de re t rouver les expressions données pa r 
M. d 'Ocagne , relatives à l 'angle de déviation max i -
m u m . Pour arr iver à ces expressions, M. d 'Ocagne a 
fai t usage de celle qu ' i l a d 'abord établie, et qui donne , 
quel que soit le po in t pris sur l 'ellipse, la valeur de 8 
connaissant l 'anomalie excentr ique <p. 

Si, dans cette expression de S, on donne u n e autre 
signification aux lettres qu 'el le renfe rme , on obt ient la 
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fo rmu le (*) qui dé t e rmine , pour une ligne de courbure 
en un point d ' une surface, la tangente de l 'angle que 
fai t , avec le plan tangent en ce point à cette surface, 
l 'axe de c o u r b u r e de cette ligne de courbure . 

Cette r emarque pourra i t donner l ieu à u n examen 
par t icul ier . 

[ 0 2 i ] 
SUR LES CONIQUES QUI ONT AVEC UNE COURBE DONNÉE EN 

UN DE SES POINTS UN CONTACT D'ORDRE SUPÉRIEUR 
(A PROPOS DE LA QUESTION 1 7 5 7 ) ; 

P A R M . M . D ' O C A G N E . 

1. Cette Note cont ient une solution de la quest ion 
1757, ainsi que divers développements qui s'y ra t tachent . 

Soit , au point O considéré sur la courbe donnée, C le 
centre de c o u r b u r e . Proposons-nous d 'é tudier l ' enve-
loppe des axes des paraboles qu i ont avec la courbe en 
ce point un contact du second ordre , c 'es t -à-di re qui 
sont tangentes en O à la courbe donnée et admet tent 
en ce point le centre de cou rbu re C. 

On sait que la projection du centre de courbure sur 
Je diamètre, en un point d'une paraboley se trouve sur 
la perpendiculaire élevée à la normale par le point ou 
celle-ci rencontre Vaxe (2). 

Il résul te de là que si l ' on se donne le d iamètre OM 

(1 ) Voir Principes et développements de Géométrie cinéma-
tique, p. 227. 

(") Ce théorème résulte de l'extension à la parabole de celui que 
M. Mannlieim a démontré pour l'ellipse. 
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de l ' u n e des paraboles considérées au po in t O { f i g . i ) , 
il suffit de p ro je te r le cen t re de c o u r b u r e C en M sur 

O M , puis le p o i n t M en Q sur O C , et de t i re r par Q la 
para l lè le Q P à OM p o u r avoir l ' axe de cet te parabole . 

L ' a x e é tant ainsi cons t ru i t , il serait facile d 'ob ten i r 
son enve loppe , ma is , ce p rob lème ayant déjà é té réso lu , 
n o u s le laissons de côté (* ). O n sait que cet te enveloppe 
est u n e hypocyclo ïde à trois po in t s de r eb roussement 
(don t l ' un au po in t C ) , engendrée p a r u n cercle de 

rayon 5 r o u l a n t à l ' i n t é r i eu r d ' u n cercle de rayon 

Nous nous con ten te rons d ' i n d i q u e r la cons t ruc t ion 
demandée du po in t P où Taxe touche son enveloppe, et 
du cent re de c o u r b u r e cor respondant p de cette e n v e -
loppe . 

Si l ' on appel le 9 l ' angle que OM fait avec la tangenLe 
O x , la t angente en M au cercle, décri t sur OC c o m m e 
d iamèt re , fa i t avec Ox l ' ang le 2 0. 

(*) Voir le Recueil d'Exercices de Tisserand (2e édit., ire Partie, 
probl. n° 35, p. 73). Nous signalerons à ce propos un défaut de la 

fig. 9 (loc. cit,. p. 76). La distance du point O à la droite AG est 
. , , R , , J . . OB égalé a — > c est-a-dire a — • 

Fig. 1. 

C 
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Par suite, en représentant par d(Q) et les di f -

férentielles des arcs décrits par Q et M, on a 

6 ? ( Q ) = d ( M ) sin ?.G, 

= MI s in20 .â?(26) , 

= iMQ.dO. 

Mais la normale M Q , au lieu de Q , coupant eu q la 
normale P p à l 'enveloppe de P Q , on a, puisque cette 
dernière droite fait aussi l ' angle 0 avec O J , 

¿ ( Q ) = 
Par suite, 

Qgr = <2 MQ, 
ou 

QP = 2 HQ. 

Ainsi , l'axe P Q rencontrant CM au point H , il suffit 
de prolonger H Q du double de sa longueur pour ob-
tenir le point P ou l'axe P Q touche son enveloppe. 

"Remarquons que le lieu du po in t H n 'es t aut re que 
la podaire de cette enveloppe par r appor t au point C. 
Si donc h est la projec t ion de ce poin t C sur la no r -
male P p à cette enveloppe, I l / i est la no rma le au lieu 
de H. Il en résul te , d 'après un théorème b ien connu 

Q P 

de M. Mannhe im , le rappor t é tant constant et égal 

à 2, que 
hq 2' 

Il suffit donc encore de prolonger hq du double de 
sa longueur pour obtenir le centre de courbure p. 

2. Résolvons le même problème pour les axes des 
hyperboles équi la tères qui ont aussi en O un contact du 
second ordre avec la courbe considérée, c 'est-à-dire qui 
admet tent aussi le point C pour centre de courbure . 
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On sait que, dans une hyperbole équilatère, la pro-

jection du centre de courbure sur le diamètrey en un 
point, est symétrique du centre par rapport à ce 
point (1 ). 

D'aulre part, les axes sont parallèles aux bissectrices 
des angles que le diamètre forme avec la normale. 

S i d o n c n o u s n o u s d o n n o n s le d i a m è t r e O M d ' u n e 

des h y p e r b o l e s é q u i l a t è r e s c o n s i d é r é e s en O ( f i g * 2 ) , 

n o u s n ' a v o n s qu 'à p r o j e t e r e n M sur ce d i a m è t r e l e s y -

m é t r i q u e D d u c e n t r e de c o u r b u r e C p a r r a p p o r t à O 

p o u r a v o i r le c e n t r e de cette h y p e r b o l e . L e l i e u de ce 

c e n t r e est donc le c e r c l e d é c r i t sur O D c o m m e d i a m è t r e , 

r é s u l t a t c o n n u ( 2 ) . 

M e n a n t par M les para l lè les M P et M P ' a u x b i s s e c -

tr ices des ang les q u e O M fai t avec O D , on a les axes . 

C e s axes o n t é v i d e m m e n t p o u r e n v e l o p p e u n e s e u l e et 

m ê m e c o u r b e , car , si l e p o i n t M fa i t l e t o u r c o m p l e t d u 

(*) J'ai obtenu ce théorème dans ma Note Sur les transforma-
tions centrales des courbures planes ( n° 9 ) ( Mathesis, 1884 )• J'ai 
fait voir dans mon Cours de Géométrie infinitésimale, p. 281, 
qu'il résulte immédiatement de la construction de M. Mannheim. 

( - ) T I S S E R A N D , toc. cit., p . 
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c e r c l e , le po int Q v i e n t e n Q ' . C h e r c h o n s les p o i n t s P 

et P ' où ces axes t o u c h e n t c e l t e e n v e l o p p e . P o u r c e l a , 

a p p e l a n t e n c o r e 0 l ' a n g l e D O M , r e m a r q u o n s q u e 

DIM = 2 0. 
D è s lors 

d(M)= iMI.^Ô. 

Mais si la n o r m a l e M I , a u l i e u q u e d é c r i t M , c o u p e e n 

m la n o r m a l e P m à l ' e n v e l o p p e de M P , o n a, en r e m a r -
Q 

q u a n t q u e P M fa i t avec O D l ' a n g l e - , 

M m ,A d( M ) = 2 
Il r é s u l t e de là q u e 

M m = 4 MI, 

o u , si H est la p r o j e c t i o n de I sur M P , 

MP = 4 MH, 

o u e n c o r e , si M P r e n c o n t r e le cerc le e n Q , 

MP = aMQ. 

D e m ê m e , le second axe t o u c h e l ' e n v e l o p p e au p o i n t 

P 7 , tel q u e 
M P ' = aMQ'. 

D ' a i l l e u r s , il est é v i d e n t q u e l a n o r m a l e à l ' e n v e l o p p e 

de ce s e c o n d axe passe aussi par le p o i n t m . 

J 'a i d é j à eu l ' o c c a s i o n de r e n c o n t r e r ce l te c o u r b e 

(.Journ. de Math. spéc2e série, t. V, p. 8i} 1886) 

et j ' a i fa i t v o i r q u e c ' e s t u n e h y p o c y c l o ï d e à trois r e -

b r o u s s e m e n t s e n g e n d r é e p a r u n c e r c l e de r a y o n R rou-

l a n t à l ' i n t é r i e u r d ' u n c e r c l e de r a y o n 3 R . 

S i p est le c e n t r e de c o u r b u r e de l ' e n v e l o p p e r é p o n -

d a n t au p o i n t P , le p o i n t Q é t a n t le m i l i e u de M P , le 

p o i n t q est de m ê m e l e m i l i e u de m p . 

O r , les dro i tes M Q et M Q ' étant r e c t a n g u l a i r e s , la 
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droi te Q Q ' passe par le cen t re I d u cercle , et comme 
on a 

«£ = ,= Q Z 
mq MQ' ' 

il en résul te que les poin ts p et P ' sont en l igne droite 
avec le centre I . De même pour les points pf et P . 

Ainsi les centres de courbure p et p' répondant aux 
points P et P' sont respectivement sur les droites IP ' 
et I P . 

Remarquons que l 'on a aussi 

i p _ __ _ <5 
IP' ~ IM " 

Uenveloppe des axes est donc homothétique à sa dé-
veloppée par rapport à I. 

3. S'il s'agit de cons t ru i r e soit la parabole , soit l ' hy -
perbole équi la tère osculatr ice en O , c ' es t -à -d i re ayant 
en ce poin t un contact du troisième ordre avec la courbe 
donnée , il fau t connaî t re le cen t re de cou rbu re C4 de la 
développée de cette courbe cor respondan t au point C. 

D 'après un théorème connu de Maclanr in (* ), il suffit 
de prolonger Ci C (dans le sens de vers C) du tiers 
de sa longueur , et de jo indre le po in t y ainsi obtenu au 
point O , pou r ob ten i r le d iamèt re de toute conique 
admet tan t pour centres des deux premières courbures 
les points C et C , . 

Dès lors , si l 'on prend cette direction O y pou r la 
droi te O M du n° 1, on en dédui t l 'axe de la parabole 
osculatrice qui se t rouve dé terminée pa r son axe, u n 
de ses points et la t angente en ce p o i n t ; cons t ruc t ion 
connue . 

(1 ) J'ai donné une démonstration géométrique de ce théorème dans 
le Bulletin de la Soc. Math, de France (t. XX, p. 59). 
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Si Ton prend la direct ion O y pour la droi te OM du 

n° 2, on en dédui t le centre et Jes axes de l 'hyperbole 
equi latere osculatr ice qui se trouve dé te rminée par ses 
asymptotes, bissectrices des angles de ses axes, un de 
ses points et la tangente en ce point , const ruct ion égale-
ment connue ( 1 ). 

4 . Proposons-nous enfin de cons t ru i re la conique 
osculatrice à une courbe donnée en un po in t donné, 
c ' es t -à -d i re ayant avec cette courbe un contact du qua-
trième ordre. 

P o u r cela, établissons, à t i tre de l emme, la relation 
qui existe en t re Je centre de troisième courbure C2 et le 
cent re 0 de la conique. 

Fig. 3. 

o 

Nous venons de voir que , si C, est le cent re de seconde 
courbure et si la normale C f ^ à i a première développée 
rencon t re le d iamètre O Q en y, on a 

Dès lors, si la normale à la courbe l ieu du point y 

( ' ) Pour ces constructions, voir mon Cours, p. 41 et 4^. 
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(lorsque le point O décrit la conique) r encont re la 
normale C | C 2 à la seconde développée au poin t y 4 , 
on a 

Cela posé, on a, dans le tr iangle O C y , en appelant D 
et k les points où les normales en O et y à la conique ( O ) 
et à la courbe ( y ) r e n c o n t r e n t la normale à l ' enveloppe 
de O y , c 'es t -à-di re la perpendicula i re élevée à ce d ia-
mètre par le cent re O, 

cl(O) _ O C d(C) _ C C j ¿ / ( y ) _ y * 

d{ C)~C(V d( 

On tire de là, en mul t ip l ian t m e m b r e à m e m b r e , 

9£. - Til 
C D y k 

Donc, si C' et y', sont les project ions de G et y sur 0 0 , 

2 i i = n i . 
U12 yLi 

11 résul te de là que les parallèles à OC et y C , menées 
respectivement par C et par y't, se coupent en H sur la 
droite C û ( i ) . 

De là la cons t ruct ion du centre 0 , lorsque les centres 
des trois premières courbures C, C 4 , C 2 sont d o n n é s : 

Prolonger C4 C et C 2 C 4 du tiers de leur longueur 
en C y et C, y4 } projeter y4 et C en y't et C! sur Oy , et 
tirer par y't et C des parallèles respectivement et Cy 
et à CO, qui se coupent en H. La droite CH ren-
contre Oy au centre il demandé. 

On est, dès lors , r amené à ce p rob lème : Construire 

(*) Comparer : Cours de Géométrie descriptive de M. Mannheim, 
2e édit., p. 208. 
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la conique (O), qui passe au point O oit son centre de 
courbure est C et qui admet pour centre le point Q. 

Le problème sera résolu si nous connaissons la lon-
gueur du d iamèt re con jugué de Î20 , dirigé suivant la 
perpendicu la i re Q P abaissée du cent re Û sur la n o r -
male OC. 

O r , on sait ) que la longueur de ce demi-diamètre 
conjugué est la moyenne géométrique de O P et de OC. 

Si les segments O P et OC sont de même sens, ce 
demi-d iamèt re est réel , la con ique osculatrice est u n e 
ell ipse, et Ton est f ina lement r amené à ce problème bien 
connu : cons t ru i re u n e ellipse connaissant un système 
de deux d iamèt res conjugués . 

Si les segments O P et O C sont de sens contraires , ce 
demi-diamètre est imaginai re , et la conique osculatrice 
est une hyperbole} mais la moyenne géométr ique des 
valeurs absolues de O P et de OC donne le demi -d ia -
mè t re de l ' hyperbole complémenta i re dirigé suivant O P , 
et l 'on est r amené à un problème non moins connu que 
le précédent . 

5. Soient K le po in t où C ' H rencon t re y ^ , E le 
po in t où C O rencont re y<. O n a 

( 0 C l T l = G!E — y! E. 

Or , si l 'on appelle p, p4 , p2 les rayons OC, CC<, CC 2 , 

(1 ) Ce théorème est une conséquence immédiate d'un théorème de 
Chastes qui peut s'énoncer ainsi : Si sur la normale en un point O 
d'une conique on porte de part et d'autre de ce point des seg-
ments égaux au demi-diamètre conjugué de celui qui aboutit 
en O, les extrémités de ces segments sont conjuguées harmoniques 
par rapport au centre de courbure C répondant au point O et à 
la projection P du centre & sur la normale OC. 

Je suis, de mon côté, parvenu à ce théorème par une voie tout 
élémentaire (Nouve l l e s Annales, 2e série, t. XIX, p. 269; 1880). 
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on a 

( 2 ) C I Y I = 
Cl p2 

En outre , 
GtE _ Cy 
GGi ~ OC' 

d ' o ù 

m C F - C C f G ï _ Pi 
( 3 ) C l E ~ - Ô C * " -

et 

d 'où 

Mais 

C'K _ G_y 
G'y'I " OC' 

r , K _ c V I - Q t  
L K ~ —ôc—' 

C'7'1 __ C'H __ Lie 
" o y ~~ "oc" ~~ i i o ' 

Si donc nous représen tons par A le rapport pris 

avec son signe, nous avons 

G Y i = X O Y . 
P a r suite, 

et 

(4) Y l E = - C ' K = - X p + ^L 
\ 9 P 

Remplaçant , dans ( i ) , , C t E et y, F, par leurs va-
leurs (2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , on obt ient 

Si la conique osculatr ice est u n e parabole \ = 1 et 

p2 = 3 p + • 

Cette fo rmule peu t s ' in te rpré te r géomét r iquement 
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XVI. (Juin 1 8 9 7 . ) 1 7 
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comme suiL ( 1 ) : Soient I le point obtenu en prolongeant 
la normale OC vers /'extérieur de la courbe de la 

quantité Oi = et S le symétrique du centre de se-
conde courbure C, par rapport ci I. La perpendicu-
laire élevée en S h C , S passe par le centre de troisième 
courbure C 2 . 

Lorsque cette condi t ion est vérif iée, il existe donc au 
p o i n t O u n e parabole ayant avec la courbe u n contact du 
qua t r i ème ordre,c 'est-à-dire une parabole surosculatrice. 

[M 1 5ca] 
IDENTITÉ DE LA STKOPHOIDE AVEC LA FOCALE A NŒUD. 

SON APPLICATION A L'OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE; 

PAR M. GÌ NO LORIA, 
Professeur à la Faculté des Sciences de Gènes (Italie) . 

(Extrait d'une lettre adressée à M. Laisanl.) 

. . . . Vous vous rappelez sans doute l 'his toire de la 
strophoïde. Découver te p a r Torr ice l l i , qui la considé-
rait comme le l ieu des foyers des sections planes pro-
duites dans un cône droi t par les plans qui passent par 
u n e tangente perpendicu la i re à une des génératr ices du 
cône, elle a été étudiée à ce point de vue par Guide 
Grand i , dans u n Tra i t é inédi t , et après par Grégoire 
Cazalis, dans deux remarquab les Mémoires . I n d é p e n -
d a m m e n t de ces géomètres , elle a été définie de la même 
manière , en 1819, pa r Quete le t et étudiée ensuite par 
Dandel in et Chasles. D ' au t r e par t , elle a été définie et 
traitée (pa r t i cu l i è rement la s t rophoïde droi te) dans le 
p lan par u n grand n o m b r e de géomètres, qui l ' engen -

( ' ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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ciraient au m o y e n d ' u n a n g l e d o n n é par le p r o c é d é b i e n 

c o n n u q u e j e r a p p e l l e r a i p l u s b a s : o n n ' a p e u t - ê t r e pas 

r e m a r q u é q u e le p r e m i e r e n t r e ces g é o m è t r e s est A . de 

M o i v r e , d o n t o n a u n e NoLe : A ready description and 

quadrature of a curve of the third order, resembling 
that commonly called the Foliate, dans les Phil. 
Transactions de l 'année 1715 . 

O r , p o u r é t a b l i r u n l i e n e n t r e les r e c h e r c h e s sur la 

s t r o p h o ï d e d é f i n i e in solido et c e l l e d o n t l e p o i n t de d é -

part est la d é f i n i t i o n in piano, o n p e u t e m p l o y e r u n 

r a i s o n n e m e n t très s i m p l e et tout à fait é l é m e n t a i r e d o n t 

Q u e t e l e t et D a n d e l i n o n t fa i t usage ( v o i r n o t a m m e n t 

Mathesis, t. \ 1, p. 2i'i). 
P e r m e t t e z - m o i de p r o f i t e r de cette o c c a s i o n p o u r fixer 

un i n s t a n t v o t r e a t tent ion sur u n p r o b l è m e d ' O p t i q u e 

g é o m é t r i q u e q u i est résolu p a r la s t r o p h o ï d e . C ' e s t u n e 

q u e s t i o n r é s o l u e par M . E . S a n g ( v o i r la N o t e On the 

curves produced by reflection from a polisphed revol-
ving straight wire, qui se trouve dans les Trans, of 
the R. Society of Edinburgh, Vol. XXVIII , Part 1, 

p . 2 7 J - 2 7 6 ; 1 8 7 7 ) qui l ' a traitée p a r la G é o m é t r i e ana-

l y t i q u e , sans toutefois r e m a r q u e r q u e la c o u r b e d o n t i l 

d o n n e l ' é q u a t i o n n ' e s t autre c h o s e q u ' u n e s t r o p h o ï d e 

o b l i q u e ; e n c o n s é q u e n c e , il a i m a g i n é u n e n o u v e l l e m é -

t h o d e p o u r c o n s t r u i r e cette c o u r b e , m é t h o d e q u ' o n p e u t 

j o i n d r e à toutes les autres c o n n u e s . 

V o i c i le p r o b l è m e o p t i q u e d o n t i l s 'ag i t : D a n s un 

p l a n sont placés e n A u n p o i n t l u m i n e u x et e n B 

l ' œ i l d ' u n o b s e r v a t e u r ; soit O un p o i n t fixe d u m ê m e 

p l a n , a u t o u r d u q u e l t o u r n e u n e droi te r é f l é c h i s s a n t e s 

( m i r o i r ) 5 à c h a q u e p o s i t i o n de s c o r r e s p o n d u n r a y o n 

l u m i n e u x s o r t a n t de A et se ré f léchissant en B : q u e l est le 

l i e u g é o m é t r i q u e de tous les points d ' i n c i d e n c e M ? P o u r 

r é p o n d r e à c e t t e q u e s t i o n , j e r e m a r q u e q u ' é t a n t pr ise 
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a r b i t r a i r e m e n t u n e p o s i t i o n d u m i r o i r 5, p o u r t r o u v e r la 

p o s i t i o n c o r r e s p o n d a n t e du p o i n t M , il suf f i t de t r o u v e r le 

p o i n t À ' s y m é t r i q u e de A par r a p p o r t à 5, de le j o i n d r e p a r 

A ' B et s . O r , le l i e u des p o i n t s A ' est le cerc le G de 

c e n t r e O et de r a y o n O A . D o n c n o t r e c o u r b e est e n -

g e n d r é e par d e u x f a i s c e a u x de r a y o n s d o n t les c e n t r e s 

sont O et B , et e n t r e l e s q u e l s ex is te u n e c o r r e s p o n d a n c e 

a l g é b r i q u e ( i , 2 ) . A c h a q u e r a y o n s d u p r e m i e r f a i s c e a u 

c o r r e s p o n d la dro i te q u i j o i n t B au s y m é t r i q u e A ' de A 

par r a p p o r t à s. E t p o u r t r a c e r les r a y o n s d u p r e m i e r 

fa i sceau, q u i c o r r e s p o n d e n t à u n r a y o n r d u p r e m i e r , 

d é t e r m i n o n s les i n t e r s e c t i o n s A\, AJ> d u r a y o n r et d u 

cerc le G ; les n o r m a l e s abaissées de O sur les d r o i t e s 

A A , et A A!, seront les r a y o n s c h e r c h é s , et les p o i n t s 

rs{ = M , , rs2 = M2 seront d e u x p o i n t s de la c o u r b e . 11 

s ' ensui t que cet te c o u r b e est d u t r o i s i è m e o r d r e et a u n 

po int d o u b l e e n O et u n p o i n t s i m p l e en B . Si l ' o n s u p -

pose q u e s passe p a r u n des points c i r c u l a i r e s à l ' i n f i n i , 

011 v e r r a q u e ce p o i n t est s i tué sur la c o u r b e ; ce l le-c i est 

d o n c u n e c u b i q u e c i r c u l a i r e n o n m o i n s q u e r a t i o n n e l l e . 

P o u r avoir les t a n g e n t e s de la c o u r b e e n B et e n O , i l 

s u f f i t de t r o u v e r d a n s c h a q u e f a i s c e a u le r a y o n ( o u 
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le c o u p l e de r a y o n s ) q u i c o r r e s p o n d à la d r o i t e q u i 

joint les d e u x c e n t r e s . E n c o n s é q u e n c e , l a t a n g e n t e 

e n B n ' e s t autre q u e la droi te qui jo int B au s y m é t r i q u e D 

d u p o i n t A p a r r a p p o r t a u d i a m è t r e O B ; e t , p o u r 

t r o u v e r les t a n g e n t e s e n O , o n m a r q u e les e x t r é m i t é s 

J)4 et Do du d i a m è t r e O B , et les n o r m a l e s aux cordes AD< 

et A D o seront les tangentes à la c o u r b e . G o m m e ces 

t a n g e n t e s sont é v i d e m m e n t p e r p e n d i c u l a i r e s e n t r e e l les , 

nous concluons que le lieu cherché est une cubique cir-
culaire qui a un point double à tangentes orthogonales. 
C ' e s t d o n c u n e s t rophoïde , c o m m e je l ' ava is a n n o n c é 

[ D l b ] 
D É V E L O P P E M E N T E N S É R I E S T R I G O N O M É T R I Q U É S 

D E S P O L Y N O M E S D E M . L É A L I T É ; 

PAU M . PAUL A P P E L L . 

P o u r e x p r i m e r u n e fonct ion / ( x ) , c o n n a i s s a n t les v a -

l e u r s m o y e n n e s de cette f o n c t i o n et de ses d é r i v é e s d a n s 

u n i n t e r v a l l e d o n n é , de — h à -f- A, p a r e x e m p l e . 

M. Léauté ( C o m p t e s rendus, i4 j^in 1880-, Journal 
de Liouville, 1 8 8 1 ) a c o n s i d é r é u n e suite de p o l y n o m e s 

P 0 , P i , P 2 , • • • , Pu de d e g r é s o , 1 , 2 , . . , n en ¿r, pos-

s é d a n t les p r o p r i é t é s c a r a c t é r i s t i q u e s su ivantes : 

( 1 ) P 0 = I ; 

ù ) 

r+h 
(3) ! Pn dx = o, n ^ 1. 

J-h 
L a r e l a t i o n ( 2 ) p e r m e t de d é d u i r e c h a q u e p o l y n o m e 

d u p r é c é d e n t p a r u n e q u a d r a t u r e , et la c o n d i t i o n ( 3 ) 
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détermine la constante a rb i t ra i re in t rodui te par cette 
fju ad rature. 

Ces polynômes P« sont homogènes et de degré n en x 
et h. Met tons ces deux quant i tés en évidence en appe-
lant le polynome 

Vn(x, h ). 

jNous ramènerons h à avoir la valeur T, en faisant 

on a alors 

( h h11 

- x', IV*' ' , 

Les polynomes I V . r 7 , TZ) possèdent donc les propriétés 
caractérist iques suivantes 

d\y„ r^^ 
P« ^ 5, ^ V„-i, / dx = o, i. 

*- — 7t 

Le polynome P< est égal à x'. On sait que dans les 
limites —TZ et 4- t : , xf peu t être représenté p a r l a série 
tri gonomé tr ique 

( \ ) P , rrr ./•' — •)> ^SM) ./'' SI 11 '> x' - f - ^ SI II 3 X . . . j 

( voyez l k m r a m ) , Calcul intégral, n° 551) . 
On a ainsi le développement de P , en t re -—TZ et -f- T:. 
Pou r avoir celui de P 2 , mul t ip l ions par dxf les deux 

membres de (4") et i n t ég rons ; il vient 

p „ = ('., — «2 ( c o s x — \ COS 1 x' — - cos 3 x' . . . ) . 
\ 4 t) 1 

où c2 est une constante d ' in tégra t ion , car P 2 est une 
fonction primitive de P , . P o u r dé terminer écrivons 

Ç P, dx' = o. 
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Nous au rons , en remplaçan t p a r l a série et r emar -
quan t que tous les termes eos.r ' , e o s 2 a 7 , . . . ont leurs 
intégrales nu l les , 

•) TTC) = O, Ci — O. 
done 

( "> ) = — •>. ^ eos xf — eos •>. x' ~ eos Sx' —. . . ^ . 

In tégran t de nouveau et dé te rminan t de même la con-
s tante d ' in tégra t ion par la condi t ion 

Ç P 3 ¿ / . R ' — O . 

011 t rouve qu 'e l le est nu l le , et l 'on a 

(G) P 3 = — -2 ̂ sinx'— ~ sin o.x' -4- ^ sin 3x' — . . . j ; 

et ainsi de sui te . En général , m é tant u n ent ie r po-
sitif, 

1*2.',, 00s + ~ eos 3x ' . . . ^ , 

Ps/,,+1 = ( - iy» '±(*inx ' - sin + sin -

Ces formules d o n n e n t , en par t icul ier , les valeurs 
asymptot iques des polynomes P„ pour n très g rand . 

Si l 'on revient à la variable . r , on a 

, ~x 
T = ~h' 

h'1 

V f t ( x , In = — V n ( x ' , T:). 

Donc , pour 11 pa i r , n = 2///, 

h-"> / 7ZX F • » R . / ' I 3 7Z X 
P. , „ , — ( I )>N<X ——- COS —7 —- C-OS —7 T- — — COS — . . -2m \ jt .,2m 1, 3im f l 

et pour n impa i r , n = 1111--f- 1 , 

N , / . 7ZX 1 . •> T:x I . 3~x 
1 201 •+• 1 — (— 1 )'" •>. —r : sin sin —, 1- — sin —7 77 2 /// -t-1 \ Jt .f'im + l fi 2 ///-+-1 h 
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Ces développements font ressort ir les rappor t s s igna-
lés par M. Halphen ent re les polynomes de M . Léauté 
et les polynomes de Bernoul l i . 

Ils se ra t t achen t également à deux ques t ions posées 
par M. Cesàro dans Y Intermédiaire (mars 1897), 

questions 1019 et 1017. 
Faisons, en effet, li= 1, et désignons par >m(x) et 

( x ) les deux séries ci-dessus 

( X ) — COSTTIR — C O S 2 TZX - H —1— C O S 3 T Z X — 

/ x 1 1 • <» ( x ) — s i n - x s i n ? .TZX - f - — r s i n JT.X 

On a évidemment 

<?2m(&) — ? 2 - + - I ) 

= '1 ( COS TZ X - h 7- î— c o s 3 TZX -H COS "> TZX -+-... ) . \ J2/;i yln, j 

C'est la série considérée par M . Cesàro dans la ques-
t ion 1019. 

De môme 

<?2/w + l ( # ) — ? 2 / « + l O 

— X ( s i n TZX -+- ! — si n 3 TZ X -f- —-—, si n 5 TZ X -+-.. . ) . y 32 /// -t- i y2//l-\- 1 / 

LICENCE ÈS SCIEXCES MATHÉMATIQUES. 

SESSION DE NOVEMBRE 1896. — COMPOSITIONS. 

Lille. 

AJN A L Y S I . . — Supposant confine la définition de Vin-
tegr nie dé/inic d'une fonction continue entre deux 
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limites finies, étendre cette définition au cas ou l'une 
des limites devient infinie. Dans le cas où la fonction 
à intégrer est une fraction rationnelle, énoncer et dé-
montrer la condition nécessaire et suffisante pour que 
Von puisse étendre jusqu'ci l'infini les limites de Vin-
tégration. 

M É C A N I Q U E . — I . Dans la théorie des courbes funi-
culaires, on étudiera les questions suivantes : 

i° Equations d'équilibre d'un fil; 
2° Equations intrinsèques ; 
3° Formule donnant la tension quand il existe une 

f onction des forces ; 
4° Equilibre d'un fil tendu sans f rottement sur une 

surface fixe et soumis seulement aux forces appliquées 
à ses extrémités et aux réactions de la surface. 

II. Deux points matériels pesants, dont les masses 
sont égales à Vunité, se meuvent sans frottementy Vun 
sur une droite verticale fixe, l'autre sur un plan fixe 
qui fait avec la verticale un angle égal à a; les deux 
points s'attirent proportionnellement à leur distance; 
étudier le mouvement. 

On prendra pour axe des z la verticale sur laquelle 
se meut le premier point, et pour axes des x et des y 
deux droites rectangulaires situées dans le plan fixe, 
l'axe des x étant une horizontale de ce plan. 

A S T R O N O M I E . — En un lieu de colatitude y, calculer 
pour Vépoque sidérale t l'angle x de Vécliptique avec 
l'horizon et Vazimut y du point de rencontre de ces 
deux plans. On connaît l'obliquité to de Vécliptique. 

.Application numérique : 
t = 2 h 17 , n 3 6 s , <Y>., y — 3 9 ° ^ i ' 16", o , M — '.>.3°27' 10", 7 6 . 
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SESSION DE MAHS-AVKIL 189?. — COMPOSITIONS. 

Besançon. 

A N A L Y S E . — 1. Etant donnée une circonférence S , 

détermina' une courbe C, telle que M étant un point 
quelconque pris sur la courbe C, P étant la polaire du 
point M par rapport à S, iJ Venveloppe de cette po-
laire, M' le point oil P louche C l a distance MM7 soit 
une constante donnée l indépendante de la position 
du point M sur la courbe C. Soit O le centre de S ; 
étudier les variations de l'angle que fait la. droite 
MM' avec OM. Calculer la relation qui a lieu entre les 
rayons OM et O M \ ainsi que les angles que font les 
tangentes en M et en M ' a u x courbes C et C' respecti-
vement avec les rayons OM et OM'. On étudiera la-
nature et la disposition de la courbe C. 

, 1 1 . Calculer Vintégrale définie Ç e~ r'cos xdx. 
' 0 

La seconde question étant classique, je me borne à 
ind iquer la solution de la première . En désignant par r 
et 9 les coordonnées polaires de M, pa r x et y les coor-
données reetilignes de M', on a 

R- R2 

.r = — ( / » c o s t ) - w ' s i n t n . y — —7(/*sin0 — r'cosO). 

où / • ' = ~ et, en expr imant la condit ion de l 'énoncé, 

on est conduit à l ' équa t ion 
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dont l ' in tégra t ion est facile; a et b é tant deux constantes 
dé terminées par les équat ions 

J_ _ JL - ' x > { 2 ^ n _ J __ _ l_ 
a* b* ~ K* ' a*b* ~ R* ' 

on a 
1 c o s 2 ( 0 — 0o ) s in ' 2 ( 0 — 0 o ) 

r'1 a'1 b'1 

La courbe C est par suite u n e ell ipse. La courbe C' est 
une ell ipse égale à celle-ci , mais don t l 'or ienta t ion dif -
fère de 90° de celle de C. On reconnaî t fac i lement que 
l 'angle de MAL avec OM varie t ou jou r s dans le même 
sens. Eu désignant OM' par i \ , 011 a 

ri-f- r\ = n*-h b1. 

Enf in , V7 étant l 'angle de la courbe C avec OM, 011 a 

• v R 2 
S I II \ — 7 rri 

et la symétrie de cette formule mont re que cet angle 
égale celui que fait la courbe C avec OM'. 

M É C A N I Q U E . — Une barre pesante A B est reliée à un 
poids P situé sur la perpendiculaire élevée en son 
milieu; la base repose sur une chaînette renversée 
dont Vaxe est vertical. Le poids P étant situé sur 
Vaxe dans la position d'équilibre, étant donné que la 
barre roule sur la chaînette sans glisse?', trouver en 

fonction du temps Vangle de C P avec la verticale. 

Le travail de la réact ion é tan t nu l , on peu t employer 
le pr inc ipe des forces vives. La force vive du système 
est la force vive du cent re de gravité augmentée de la 
force vive d u e à la ro ta t ion . 0 é tant l 'angle que fait la 
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ba r r e avec la base de la el iaînet te , x l 'abscisse du point 
de contact , les coordonnées du centre de gravité G ont 
des expressions de la fo rme 

= x — ( a -h / ) s i n 0. 

yt — ( a -h l ) cosO ; 
d'a i l leurs 

« dO dx — , 
cosO 

et l 'on arrive à une équation de la forme 

( a - t a n g 2 0 -f- = '>-g(a -+- / ) c o s 0 -r- H. 

Caen. 

A N A L Y S E E T G É O M É T U I E . — I . Etant donnée V équa-
tion aux dérivées partielles 

du /0u\-

où u désigne une fonction inconnue des deux variables 
indépendantes x et y, ou demande d'en déterminer 
l'intégrale particulière qui se réduit à i y pour x = o. 

I L Etant donnés trois axes rectangulaires O J , O r , 
Os, chercher les surfaces réglées 2 satisfaisant ¿1 la 
double condition : 

i° Que leurs génératrices restent constamment pa-
rallèles au plan xOz ; 

2° Que les tangentes aux deux lignes de courbure 
qui passent en un point quelconque d'une surface S se 
projettent sur le plan xOy suivant deux droites éga-
lement. inclinées sur O x . 

1. La méthode la plus nouvelle (Lagrange et Cha rp i t ) 
consiste l\ associer à l 'équation proposée une équation 
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qui pe rme t t e de calculer les dérivées — • Si l 'on 

désigne ces dérivées pa r p et <7, 011 p e u t p r e n d r e pou r 
l ' équa t ion ad jointe u n e intégrale que lconque d u système 

clx _ dy^ _ dz dp _ dq 
— i '2q '.iq2 — p i-l-p ~~~ 1 -i- q9 

égalant la p remiè re et la de rn iè re f r ac t ion , on a l ' i n t é -
grale 

1 H - </ X — l o g - ? q — G ex — I . Li 

O n en conclu t d ' abord que u doit ê t re de la fo rme 

( 1 ) u — ( G — i ) y - h <p ( x ) ; 

d 'a i l leurs , ~ est donnée pa r l ' équa t ion proposée et l 'on 

doi t avoir 

G exy -h o\x) — x -h y -j- ( Cex— 1 )y -}- cp {x) -+- (Cex— i)2; 

ou, en si m pli l iant , 

o'(x) — Q (x) — x -h (Cex—i)2 ; 

in tégran t cet te équa t ion l inéai re et r e p o r t a n t dans la 
fo rmule (1) 

a — ( C ex — i )y — x — 9. -h- G2 e'2x —iCx ex 4- C'ex. 

C'est u n e in tégra le complète dont ou sait t i rer l ' i n t é -
grale généra le ; mais il convient de voir si elle 11e se 
r édu i t pas à i y p o u r des valeurs convenables de C e t C ; 
il suff i t v i s ib lement de la i re C — 3, C — — 

II . L ' équa t ion des surfaces cherchées est de la fo rme 

(1) z = xF(y)-i-o(y). 

L'équa t ion aux coefficients angulai res des t angentes 
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aux projections des l ignes de courbure sur OXY est 

f ( f -r- y'2)s — pqt]nV2^- [(i -h q'2 )r — (i -h/?2 )/]/« . . = o. 

Le coefficient de m doit ê t re nul : or ( i ) r est nul : 
cette condit ion revient à t = o, soit 

xF"(y) -+- o"(y) = o; 

)ct (y)sont nu's et '011 a 

^ —- axy -h hx -f- cy -\-f. 

M É C V N I O U I : . — 1 . Etablir les formules propres a 
déterminer, pour un instant donné, Vaccélération des 
divers points d'un solide qui se meut autour d'un point 
fixe. Simplifier ces formules par un choix convenable 
des axes coordonnées : théorème de liivals. Lieu des 
points du solide dont Vaccélération tangentielle a une 
grandeur donnée, en supposant que la grandeur de la 
vitesse de la rotation instantanée ne varie pas avec le 
temps. 

IL Deux points A, B, de masses égales ci l'unité, 
sont liés l'un ci Vautre par une tige de masse négli-
geable et de longueur constante ia. I^e point A est 
assujetti à rester sur une droite OZ fixe et parf aitement 
polie; le point B, qui peut se mouvoir librement, sauf 
sa liaison avec A, est attiré vers OZ avec une intensité 
égale au produit de sa distance à OZ par une con-
stante co-. A l'instant initial, Vangle BAZ est égal 
à 3o n ; la vitesse du point A est nulle; celle du point B, 
égale ii co a \J%, a une direction perpendiculaire sur OZ. 

Déterminer le mouvement du système : lignes décrites 
par B et par le point milieu de AB. 

I. P renons l 'axe ins tan tané pour axes des z et le plan 
tangent au eone décri t par cet axe pou r plan des zx\ 
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dq t , ' dr 

/>, q , sont n u l s ; si , en o u t r e , o> est cons t an t , sera 

auss j n u l ; les composan t e s de l ' a ccé l é r a t i on sont de la 
fo rme 

i o i dp » i dp } x = — .r, J v = - s 7 j j - w ï j , J - = y — ; 

l 'accélérat ion tangent ie l le est 

i , r , _ ^ dp a — J.r -h — J y — ~ 7 = = , 
v -+- y s/j-^y1 v7^2-!-^'2 

les po in t s pour lesquels elle a u n e va leur d o n n é e son t 
sur un conoïde défini pa r u n e é q u a t i o n de la f o r m e 

I I . Les forces qu i agissent sur A et B sont p e r p e n -
dicula i res à OZ ainsi q u e la vitesse in i t ia le du mi l ieu M 
de AI3; M, qui est Je c e n t r e de gravi té , restera dans u n 
p lan no rma l à O Z et que je p r e n d s p o u r p l an des xy. 
Les coordonnées de B sont de la f o r m e 

x — '±a sin 6 cos^, y — -?.a sin 0 sin z—ci cosO, 

celles de A é tan t o, o , —¿fcosQ. 
„Le t h é o r è m e des aires p ro je tées sur O X Y d o n n e 

. - d'I lo 
dt ^ 

O n a, en ou t r e , l ' in tégra le des forces vives 

(S2fJ Sin2 0 -7TT -I-'2«2S11120 -
dt2 dl'1 j dt2 

= 8tf 2(o 2— w 2 a 2 ( 4 sin20 — i). 

R e m p l a ç o n s ~ p a r sa valeur ( i ) et s impl i f ions : on 

p o u r r a diviser pa r le demi-coef f ic ien t de soit par 
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a - ( i — sin-O), et T o n aura 

¿/02 4 s i n 2 0 — i _ 3 — 4 c o s 2 0 
') = OJ2 = ÎO2 • 

dt* s in 2 0 s i n 2 G ' 

wdt s in 0 dO , i/3 /-
—— = — •» COsO = COSCOtt/'^. 
s/'>. y/3 — 4 c o s 2 0 ^ 

Dans ( i ) , remplaçons dt par sa valeur 

dO d§ d<b : 

sinO y/3 — 4 c o s 2 0 s i n 2 0 y/3 — c o t 2 0 ' 

(9.) cotO — / 3 c o ? 6 . 

La loi du mouvement est b ien simple. Si l 'on él imine 
0 et à ent re les équat ions qui donnen t les coordonnées 
de B et l 'équat ion (2), on t rouve 

- = - - > 4 ^ 2 - î - y2= 4 

la t ra jectoire de B est une ellipse-, celle de M est de 
même déiinie pa r les équat ions 

z ~ o, 4 -h y'2 = a2. 

J ' a joute que ÀB décri t une surface dont l ' équat ion est 

( 4 ^ 2 - f - 7 2 ) v/3 — z Y = 3 a ^ x * . 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Deux stations, dont les longi-
tudes diff èrent de 18o°, ont une même latitude boréale. 
Jl s 'écoule 5 h 3 o m de temps sidéral entre l'instant ou 
Régulus se lève pour l'une des stations et celui où la 
même étoile se couche pour Vautre station; la décli-
naison de Régulus est boréale et égale à 12.0 z y ' . 

Calculer la latitude commune des deux stations, en 
ne tenant pas compte de la réfraction atmosphérique. 

On trouve pour la la t i tude demandée 710 
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Grenoble. 

A N A L Y S E . — I . Étant donnée Véquation d'une f a -
mille de courbes 

<p = x sin G — y cos G — / ( G) = o, 

déterminer f ( § ) par la condition que le triangle qui a 
pour sommets Vorigine O, un point M de Venveloppe 

soit rectangle et isoscèle. Courbe enveloppe des droites 
considérées. 

Les coordonnées de M sont données par <p — o, = o ; 
celles de C par <pQ= o, o, les droites <pé= ' f 8 = ° 
é tant rectangulaires . 

O n a 

O C 2 - / 2 - / ' ' 2 , O M * = / « + / ' * , M C ^ i Z + Z " ) » . 

Les condi t ions 

O M = O C , G M 2 = Ô M V Ô G 2 

conduisent à 
/ = =*/' = /'> 

d'où 
f = ae^, 

Ann. de Mathémat3e série, t, XVI. (Juin 1 8 9 7 . ) 1 8 
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ce cjui donne une spirale logar i thmique pour la courbe 
cherchée. 

M. Calculer les intégrales 

a — I a J dx, v — i dx. 
,/0 J 0 

On trouve 

a — --- arc Lan<2 -, v = — • 
vA » - ** ^ 

M É C A N I Q U E . — Un point matériel pesant M , de 
masse m, assujetti à se mouvoir sans frottement sur la 
surface d'un cylindre de révolution, de rayon a, dont 
les génératrices sont horizontales, est attiré de plus 

A. 

m<f 

par un point A situé sur la génératrice la plus élevée 
du cylindre proportionnellement à sa distance r ci ce 
point A. La force d'attraction sera représentée par 
R =—m^-r. A l'origine le point matériel est placé 
en un point M0 sur la génératrice du point A avec une 
vitesse v'o perpendiculaire à AM 0 . On demande le mou-
vement du point et la réaction de la surface dans le 
cas général ou JJL est quelconque. 

Examiner le cas suivant : on a \x'2 = 1 a 
Démont J er que dans ce cas la trajectoire est algé-

brique toutes les fois que le rapport est commensu-



( 2 7 9 ) 

rable, et voir plus particulièrement ce quelle est 

lorsque = i. 7 

Le mouvement de la project ion sur la générat r ice du 
po in t A est u n mouvement pér iodique dont la période 

est Le mouvement de la project ion sur la section 

droi te du cyl indre est le même que celui d ' u n poin t qui 
serait sollicité par une force verticale constante , mais 
dont la direct ion serait celle de la pesanteur ou la direc-
t ion opposée suivant que g—kx2 a est positif ou négatif . 
Dans tous les cas c 'est u n mouvement pendula i re . La 
réaction seule est changée. 

Dans le cas où L̂2 = ~? la project ion parcour t le 

cercle avec une vitesse angulai re constante et le mouve-
ment dans l 'espace est le même que celui d ' un poin t qui 
serait at t i ré vers le cen t re O de la section droite du 
point A propor t ionne l lement à la dis tance. Lorsque 

= . i , la réaction devient nul le , et le poin t décri t 

l 'ellipse section du cylindre par le p lan qui cont ient O 

et v0. 

A S T R O N O M I E . — A A H I 9 M 4 S , 8 5 , temps solaire vrai, 
la hauteur corrigée du centre du Soleil est 

h = i 4 ° 2 8 ' 12". 

Calculer la latitude A du lieu, la déclinaison (0 du 
Soleil étant 60 = — 23° 22'3 1", 45. 

Déterminer l'influence qu'aurait une erreur de 
=iz 1 seconde sur l'heure vraie relativement à la déter-
mination de la latitude. 

Si a est l 'angle hora i re du Soleil, et y un angle 
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auxiliaire défini par tangy = cotô) cosa , on aura 

sin h cos <p 
sin (À H- cp) : 

s i n ( J E ) 

cosA sino tan^a 7 dk — C-Î —du. 
COS ( A -f- o ) 

On trouve successivement 

a— 34.4^5 r2>7:) 

o ~ — ( V 2 . I 4 . 5 I , o ( > 

/ = . J 5 . n . 3 8 , 3 s 

dX — :ir 6,79. p o u r dx — dz 1 Y. 

Marseille. 

A N A L Y S E . — On considère les sections planes nor-
males au paraboloïde xy = kz aux points d'intersec-
tion de cette surface et du cylindre de révolution 
x- -f- y - — p2, et tangentes ¿1 la courbe : 

i° Exprime/' le rayon de courbure de cette section 
plane en foliation du z du point mobile sur la courbe, 
et étudier sa loi de variation quand le point mobile 
décrit toute cette courbe. 

20 J a-t-il des points oit la section plane soit tan-
gente à l une des lignes de courbure qui passent au 
point de la courbe d'intersection? 

3° Distinguer cette ligne de courbure de l'autre 
ligne de courbure, et pour cela déterminer d'abord les 
lignes de courbure du paraboloïde hyperbolique. 

4° Démontrer enfin que les lignes de courbure du 
paraboloïde hyperbolique sont les lieux des points tels 
que leurs distances aux deux génératrices rectilignes 
qui passent au sommet aient une somme ou une diffé-
rence constante. 

M É C A N I Q U E . — Dans un plan horizontal on donne 
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une droite Jixe Ox et deux points matériels A et B 
ayant chacun pour masse l'unité. 

Le point A est assujetti à glisser sans frottement sur 
la droite Ox, le point B se meut librement dans le plan. 

Les deux points A et B s attirent mutuellement pro-
portionnellement ci la distance, et leur attraction à 
Vunité de distance est k2. 

Ces deux points sont aussi tous deux attirés par le 
point O proportionnellement ci la distance, et Vattrac-
tion exercée sur chacun d'eux parle point O à Vunité 
de distance est h-. 

On a d'ailleurs k2 = - h2. 
4 

Trouver le mouvement de ces deux points, et aussi le 
mouvement relatif de B par rapport ci A. 

Cas particulier : 
A l'origine du mouvement : i° les points sont sans 

vitesse ; i° la droite OA est égale h a ; 3° la distance AB 
est égal à a ; 4° ¡a droite AB est perpendiculaire SIN OX. 

A S T R O N O M I E . — Etant données les coordonnées équa-
toriales (a, 8), (a', S') de deux étoiles, on demande 
de calculer les coordonnées équatoriales (a , , S1 ) du 
pôle boréal du grand cercle qui passe par ces étoiles\ 

Données numériques : 

a = i09°36'ic/,8 o = — 15°27'34", 3 
— '2 I 7° .'38' I 8", 6 O ' rrr H- 4 20 I 9' 1 3", 6. 

Résultats : 

a , = 3 7 ° 17' 17", 7 6 , 01 = 47" 4 o ' 39", 0 0 . 

Paris. 

A N A L Y S E . — I . Trouver les courbes qui sont nor-
males aux droites 

ax c o s cp -+- by s in 9 = c'2 coscp s i n cp. 
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ou co désigne un paramètre variable et ou a, b, c sont 
des longueurs constantes. 

Chercher si, parmi ces courbes, il y a des coniques. 
Examiner plus particulièrement le cas de a = b. 
II . Intégrer Véquation 

d4 x d'2 x 
———h z — v- x — t cos t. 
dt4 dtz 

l . On voit immédia tement , si l'on suppose 

que les droites proposées sont les normales à l 'ell ipse 

x — a sincp, y — b c o s o . 

D'après cela, considérons l 'ell ipse 

x — A s i n o , y = — B c o s c p ; 

ses normales , qui sont représentées par l 'équat ion 

A x cos o -+- B y sin o = ( A 2 — B 2 ) cos© sin cp, 

deviendront ident iques aux droites proposées, si l 'on fait 

r2 c-
A - a / y , B = b 

a'1 — ¿>2 

E n conséquence, si la différence a 2 — b 2 n 'est pas 
nul le , les droites données sont les normales à l 'ellipse 
que nous venons de définir , et les trajectoires demandées 
sont les courbes, parallèles à cette ellipse. Une seule 
d ' en t re elles est u n e conique-, c 'est l 'el l ipse elle-même. 

Si l 'on suppose ma in tenan t 

«2 — ¿>2 — 0? 

les droites proposées ont pour enveloppe la courbe 
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qui est rhypocye lo ïde à qua t re rebroussements ^ les t ra -
jectoires cherchées sont les développantes de cette 
courbe . 

JI. L 'équat ion proposée a pour intégrale générale 

t2 tz 
a? = ( A - 4 - A . I í ) eos t -+- ( B -h Bt t ) sin t -+- — sin t 7 c o s í , 

8 2 \ 

A, A , , B, B, é tant quatre constantes arb i t ra i res . 

M É C A N I Q U E . — Sur un plan horizontal parfaitement 
poli xOy est placée une barre homogène AB, de 
masse M et de longueur ia. Le milieu C de cette barre 
est attaché à un point fixe O du plan par un fil 

B 

o 

élastique OC dont on néglige la masse et dont la 
longueur à l'état naturel est a. Le point C étant écarté 
de O de façon ci tendre le fil et à lui donner une lon-
gueur 7*q supérieure à a, on lance la barre sur le plan. 

Trouver le mouvement. 
A un instant quelconque on appellera r et 6 les 

coordonnées polaires du point C et <P l'angle de la 
barre avec Ox. 

On admettra que la tension du fil élastique O C , 
quand sa longueur est r, est proportionnelle ci son 
allongement r — a et, par suitey que l'intensité de 
cette tension est M " X 2 ( r — a ) , \2 désignant une con-
stante. 

C I N É M A T I Q U E . — Quelle courbe faut-il faire rouler 
sans glisser sur une ligne droite pour que deux 
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points À, B liés à cette courbe possèdent constamment 
des vitesses dont le rapport soit un nombre constant m? 

Quelles courbes décrivent alors les points A ei B? 
J a-t-il d'autres couples de points jouissant de la même 
propriété? 

A S T R O N O M I E . — Quelle est, en temps vrai et en 
temps moyen, l'Jieure du coucher géométrique du 
centre du Soleil à Paris, le jour du solstice d'été? 

Latitude de %Paris. . . 5o' i \ " 

Déclinaison du Soleil -4-23 27 18,7 

Temps moyen à midi vrai : 

Le jour du solstice O1'!"127S, 21 
I,e lendemain oh i m 4o s , 33 

Poitiers. 

A N A L Y S E . — Une surface S est rapportée ci trois 
axes rectangulaires 0«R, Oy , O z. Dans le plan des xy, 
un élément superficiel in finiment petit du second ordre 
est la base d'an cylindre dont les génératrices sont 
parallèles à O^. Le volume compris dans ce cylindre, 
entre le plan des xy et la surface S, SE trouve être égal 
au produit d'une constante donnée a par l aire inter-
ceptée sur la surface S. 

Ecrire l'équation aux dérivées partielles (E) à 
laquelle satisfait la surface S. Trouver une intégrale 
complète de Véquation (E) . 

Démontrer que Véquation (E) a des solutions com-
munes avec Véquation aux dérivées partielles des sur-
faces de révolution autour de et déterminer une 
solution commune, telle que pour 

z — a 
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on ait 

072-hy3= h 

M É C A N I Q U E . — Une droite matérielle homogène A B , 

de longueur ia, de densité i, mobile sans frottement, 
sur un plan horizontal, est articulée en B, avec une 
tige sans masse OB, de longueur a, animée d'un mou-
vement uniforme de rotation autour du point O, dans 
le même plan. Tous les points de AB sont repoussés 
de O, proportionnellement à leurs distances à ce point 
et à leurs masses. Étudier le mouvement de /^B. 

A S T R O N O M I E . — Ayant les éléments d'une éclipse 
de Lune, calculer les heures des principaux contacts et 
la grandeur de l'éclipsé. (Les données se rapportent à 
l'éclipsé du 12 juillet 1870.) 

EXERCICES PRÉPARATOIRES A LA LICENCE 
ET A L'AGRÉGATION-

FACULTÉ DES SCIENCES DE NANCY. 

Licence ès Sciences mathématiques . 

I . E tan t donnée l ' intégrale double 

z — j*J*sin x^y^dxdy 

étendue à Taire l imitée par 

x — o, y = o, y — 1, xy — a, xy — x -h mb — o, 

où <7, b, m désignent des nombres positifs, elfectuer le 
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changement de variable 

x — u -f- me, 
_ u 

y ~ u -f- mv ' 

démont re r que z a une l imite si, b res tant fixe, a croît 
indéfini ment . 

I I . E tan t donnés deux axes rectangulaires Ox et Oy, 
on considère une aire A et l ' in tégra le curvi l igne 

f + Q {x,y)dy, 

prise suivant le contour dans le sens positif-, dé te rminer 
les fonctions P et Q de façon que cet te in tégra le r e p r é -
sente le momen t d ' iner t ie par rappor t à l 'or igine de 
l 'a i re A supposée homogène . 

Agrégation des Sciences mathématiques. 

Analyse. — 1. O n considère la courbe C enveloppe 
de la droi te 

3 ( jK — tx) (3t2 — i) -h — o, 

où t représente un pa ramèt re var iable . 
i° T rouver les condi t ions nécessaires et suffisantes 

pour que qua t re points de la courbe soient sur u n e 
droi te , h u i t points sur une conique , douze points sur 
une cubique , ces l ignes ne passant pa r aucun poin t 
singulier de la courbe C. 

2° Déterminer les poin ts d ' inf lexion, les tangentes 
doubles, les coniques tangentes à la courbe en qua t r e 
points , les cubiques ayant en trois points donnés u n 
contact du troisième ordre , ou en qua t r e points donnés 
u n contact du second ordre . 
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II . On considère la b iquadra t ique gauche définie par 
les deux équat ions 

4 -+- — \ xy — 4 = 
— y z — < i z x • + • t â y = 

i° Expr imer les coordonnées x,y, z d ' u n que lconque 
de ses points en fonct ion d 'un pa ramèt re t. 

2° Trouver , à l 'a ide du théorème d 'Abel , la condi -
tion pour que qua t re points de la courbe soient dans 
u n même plan, pour que hui t po in t s soient sur une 
même quadr ique ne contenant pas Ja courbe, en général , 
pour que f\n points soient sur une même surface de 
degré n . 

3° Démont re r que les p lans osculateurs en qua t r e 
points, situés dans u n même plan, coupent la courbe 
en quat re autres points également dans u n même p lan . 

4° T rouve r les points s ta t ionnaires ; m o n t r e r qu ' i l s 
sont qua t re à qua t r e dans u n même p l an . 

5° Par u n e corde de la b iquadra t ique on mène des 
plans tangents à la courbe , t rouver leurs points de 
contact ; m o n t r e r que le rappor t anha rmon ique de ces 
plans tangents reste constant quand on fait varier la 
corde. 

6° On considère une quadr ique passant par la courbe} 
t rouver la re la t ion qui existe en t re les deux points où 
chaque génératr ice d ' u n même système de la quadr ique 
rencont re la courbe . 

Spéciales. — L O n considère un t r iangle ABC et 
les coniques S inscrites dans ce t r i ang le ; soient A ; , B', 
C! les points de contact de ces coniques avec les côtés du 
t r iangle , et P le poin t de rencontre de AA ; , BB' et CC' . 

i° Enveloppe des coniques S quand le po in t P est 
à l ' i n f in i . 

2° Lieu du point P lorsque les coniques S res tent 
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tangentes à u n e droite I ) ; na tu re de ce lieu suivant la 
posit ion de la droite D. 

3° Par u n point M du plan passent deux coniques S , 
tangentes à D ; si la droi te jo ignant les points P relatifs 
à ces deux coniques est assujet t ie à passer par un point 
fixe Q , le l ieu de M est u n e conique conjuguée par rap-
por t à un t r iangle fixe indépendan t de la posi t ion de Q . 

4° Par un poin t M du plan passent deux paraboles 
inscrites dans le t r iangle ABC; si elles sont assujetties 
à se couper o r thogona lement au point M, dé te rminer 
le lieu de ce point , l 'enveloppe des tangentes avec deux 
courbes en ce point , et l ' enveloppe de la droi te jo ignant 
les points P correspondants . 

I I . On donne un ellipsoïde et un poin t M ; on consi-
dère les droites I) telles que chacune d'elles soit perpen-
diculaire au p lan passant par sa conjuguée , par r appor t 
à l 'ellipsoïde et par le po in t M. 

i° Démont re r que par un poin t que lconque de l 'es-
pace passent trois droi tes D * pour quelles posit ions du 
point deux ou trois de ces droites sont-elles confondues? 
Peuvent-e l les former un tr ièdre t r i rectangle p 

2° Dans un plan P existe, en général , unci seule 
d r o i t e ! ) ; quels sont les plans r en fe rman t une infinité 
de ces droites, et quel le est l ' enveloppe de ces droites 
dans chacun d ' eux? 

3° Ou suppose que le plan P se déplace para l lè le -
ment à lui -même-, former la surface engendrée par les 
droites D situées dans les posit ions successives de ce p lan . 

4° P o u r quelles di rect ions du plan P, ou bien pour 
quelles posit ions du po in t M cette surface es t - e l l e 
réduct ible à une courbe p l a n e , et quelle est cette 
courbe ? 

Etém enta il 'es. — On donne une sphère de centre O, 



( « 8 9 ) 
l in p l an P et u n p o i n t S ; on c o n s i d è r e tous les cercles 
C de la s p h è r e n o n pa ra l l è l e s au p l a n P , e t p r o j e t é s de S 
su r ce p l a n s u i v a n t des cerc les . 

i° D é m o n t r e r q u e les p l a n s des cerc les C se c o u p e n t 
s u i v a n t u n e m ê m e d r o i t e I ) . 

2° I n v e r s e m e n t , ' é t a n t d o n n é e u n e d ro i t e D, e t l e 
p l a n P r e s t a n t a r b i t r a i r e , il ex is te u n e i n i i n i t é d e 
p o i n t s S tels q u e , p o u r c h a c u n d ' e u x , la d r o i t e D sa-
t isfasse aux c o n d i t i o n s énoncées p r é c é d e m m e n t , le p l a n 
P é t a n t c o n v e n a b l e m e n t cho i s i . T r o u v e r l ' e n s e m b l e de 
ces po in t s S lo r sque la d r o i t e D est f ixe, pu i s l o r s q u ' e l l e 
va r ie en pas san t p a r u n p o i n t f ixe. 

3° L e p l an P et le p o i n t S r e s t a n t fixes, il ex i s te s u r 
la s p h è r e u n f a i sceau de cercles C j o r t h o g o n a u x à tous 
les cerc les C ; l i eu des s o m m e t s des cônes p a s s a n t pa r 
u n cerc le p a r t i c u l i e r C t et p a r les cerc les C success i fs . 

4° A c h a q u e cerc le c o r r e s p o n d e n t des cerc les C 
tels q u e l ' u n des d e u x c ô n e s , p a s s a n t p a r C et C, , 
d e v i e n n e u n c y l i n d r e ; t r o u v e r , l o r s q u e C< v a r i e , le 
l i eu des para l lè les aux géné ra t r i c e s de tous les cy l i n d re s 
a insi f o r m é s , m e n é e s p a r u n p o i n t de l ' e s p a c e . 

5° O n suppose q u e le p l an P res te fixe et q u e le 
p o i n t S déc r ive u n e d r o i t e A -, t r o u v e r l ' e n s e m b l e des 
d r o i t e s D co r re spondan te s5 e x a m i n e r l e cas p a r t i c u l i e r 
où la d r o i t e A est pa ra l l è l e ou p e r p e n d i c u l a i r e au 
p l a n P 

BIBLIOGRAPHIE. 

L E S F E M M E S D A N S L A S C I E N C E , n o t e s r ecue i l l i e s p a r 
A. Rebière. 2e é d i t i o n , 1 vol . i n - 8 \ 3 6 o pages . P a r i s , 
N o n y et C i e , 1897. 

Le >4 février 1894, M. Rebière Ht au cercle Saint-Simon une 
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conférence, fort goûtée, sur les femmes dans la Science. 
C'est cette conférence, d'abord imprimée en une Brochure de 
87 pages, que l'auteur a développée, depuis, jusqu'à en faire 
un fort Volume de 36o pages. 

Le titre même de l'Ouvrage indique, à lui seul, très nette-
ment, le but poursuivi et, disons-le de suite, très heureuse-
ment atteint. C'est un ensemble de notes impartiales non pas 
seulement sur les femmes qui se sont occupées directement 
de la Science, mais sur toutes celles qui, de près ou de loin, 
ont eu quelque heureuse influence sur elle. Les 285 premières 
pages du Volume forment ainsi une sorte de Dictionnaire où, 
rangées par ordre alphabétique, se trouvent des Notices, 
tantôt très brèves, tantôt plus développées, sur toutes les bien-
faitrices de la Science, au sens large du mot. A côté des 
Notices de Marie Agnesi , de Sophie Germain, de Sophie 
Kowalewski , ces trois célèbres mathématiciennes, on ren-
contre des noms comme ceux de Mme Hôené Wronski, de 
Mme Yvon-Villarceau, de Mme Lavoisier et de Mme Laplace, 
simples collaboratrices ou éditrices des Œ u v r e s d'un illustre 
mari. Celles qui, comme Mme Pasteur, ont su par leur affection 
constante soutenir leur époux dans les luttes pour la Science 
ou même celles qui, comme Cherestrata (mère d'Epicure), ont 
eu l'honneur de donner le jour à un homme célèbre, ne sont 
pas non plus oubliées. Chaque Notice est suivie d'un index 
bibliographique très documenté: quelques-unes sont accom-
pagnées d'un portait ou d'un fac-similé d'autographe. 

Cette petite Encyclopédie féminine est suivie d'une première 
Note intitulée : Si la femme est capable de Science. C'est là 
certes un sujet passionnant, tout d'actualité, mais dans lequel 
malheureusement on ne peut faire que des assertions bien 
hasardées puisque toutes résultent plus ou moins de la com-
paraison de la femme à l 'homme, comparaison bien peu lég i -
time puisque, de toui temps, l'éducation de la femme a été 
bien distincte de celle de l 'homme. M. Rebière, restant dans 
le rôle d'éditeur impartial qu'il s'est assigné, se contente de 
reproduire fidèlement les opinions diverses qu'il a patiemment 
recueillies; et il y a un certain piquant à pouvoir rapprocher 
ainsi les observations de Bossuet et de Voltaire, celles de 
MRr Dupanloup et de Mme Séverine, sur le même sujet. 

L'Ouvrage se termine, enfin, par une seconde Note : Menus 
propos sur les femmes et les Sciences, qui contient des 
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détails biographiques, des opinions, des anecdotes , des para-
doxes même qui y je t tent une note gaie. 

Je regrette de ne pouvoir, dans un aussi bref compte rendu, 
ne donner qu'une idée bien imparfaite de tous les détails in-
téressants que contient ce joli Volume et je souhaite v ivement 
que ces quelques mots d'éloge lui attirent de nombreux 
l e c t e u r s . C . BOURLET. 

Q U E S T I O N S . 

1769. Par le foyer d'une conique donnée on mène des cordes ; 
les circonférences de cercles, qui ont ces cordes pour diamètres, 
sont tangentes à deux cercles. (MANNHEIM.) 

1770. Soient 

lx~-f- my2 H- nz2-h pw2 = o 

l'équation d'une surface du second ordre conjuguée au tétraèdre 
de référence; a , b, c, d, e, f les arêtes de ce tétraèdre, A, B , 
G et D les aires de ses faces, et V son volume; a, p, -y les demi-
axes de la surface; on a 

a . B « v l = - 3 6 l * * n * n * p > A 2 B 2 G 2 D 2 V 2
 ? 

p ' ( mnp A 2 - f - npl B 2 - h p l m G 2 -f- imn D 2 ) 4 ' 

\ (mn A2 D2 a 2 -t- rc/B2D262-+- lmG*D*c* ) 
_____ , } -f- IpB2 C2d'2 m / ? C 2 A 2 e 2 - f - npA*B\f*)\ 
- — Imnp IJnnpk2-^- nplB^ -+-plmC* -+• Imn IJ2 )2 ! ' 

La condition pour que la surface représente un paraboloïde 
est donc mnp A 2 - h npl B2 -+- plmC2 -f- ImnL)2 = o. 

( G E N T Y . ) 
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CONGRÈS DE ZURICH. 

Au m o m e n t où nous met tons ce numéro sous presse , le Co-
mité nous prie de faire savoir aux mathémat ic i ens dés ireux 
d'assister au Congrès qu'ils pourront s'y rendre, quand m ê m e 
ils n'auraient pas reçu d' invitations personnel les . Des omiss ions 
involontaires et inévitables ont dû, en effet, se produire . Mais 
pour l 'organisat ion matérie l le , il est désirable que c h a c u n fasse 
connaître ses intent ions auss i tôt que poss ible . 

Le programme du Congrès va être procha inement publié . 
Nous savons qu'il comprendra : 

Le lundi 9 août, une conférence de M . P O I N C A R É : Sur les 
rapports de l'Analyse et de la Physique mathématique ; 
une conférence de M . H U R W I T Z : Sur les progrès récents de 
la théorie des fonctions analytiques ; 

Le mercredi 1 1 août , une conférence de M . F . K L E I N : Sur 
renseignement des Mathématiques supérieures. 

Des séances particulières ou plénières , des excurs ions et un 
banquet compléteront le programme et fourniront aux m a t h é -
maticiens présents l 'occasion de se voir, d'échanger leurs vues 
et leurs idées, de se grouper suivant leurs goûts et leurs affinités. 

Il semble dès à présent convenu que le prochain Congrès 
internat ional aura lieu à Paris, en 1900. 

T . X V , 1896, page 372, ligne i3, au lieu de A B E L , T R A N S O N , lisez 
A BEL T R A N S O N . 

T. XVI, 1897, 

E R R A T A . 

'ages. Lignes. 

>00 2 en remontant 
Au lieu de 

crois croirais 
Lisez 

10 dans les parties dans les plus petites parties. 
Le Tableau forme la suite de la note de la page ai3 
7 en remontant que si 

près de désirer de voir près de voir 
présentation exposition 
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[ P I b ] 
SUR LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE D E S P R O P R I É T É S 

MÉTRIQUES DES FIGURES PLANES ; 

P A R M . G E O R G E S B R O C A R D , 

Professeur au lycée du Havre ('). 

I . C o n s i d é r o n s , d a n s la figure p r i m i t i v e , u n t r i ang le 
C A B et e f fec tuons u n e t r a n s f o r m a t i o n l i o m o g r a p h i q u e 
tel le q u e les po in t s cyc l iques d e v i e n n e n t rée l s t o u t en 
r e s t a n t à l ' infini- , so ien t , d a n s la t r a n s f o r m é e , cietcj les 
droi tes j o i g n a n t le p o i n t c à ces d e u x p o i n t s à l ' i n f i n i 
et c', d'les p o i n t s où el les r e n c o n t r e n t le cô té ab, et soi t 
e n f i n c\ le s y m é t r i q u e de c" p a r r a p p o r t au mi l i eu d 
de ab. O n sai t q u e le r a p p o r t a n l i a r m o n i q u e (c'c"t ab) est 

égal à I l e u r é su l t e q u e l ' o n a 

c'a c'i b CA2 

c' b c\ a ~~ C B 2 

ou e n c o r e 
crai.ac" CA2 ac\.ac" 
c'bi.bc" = CÏP ~~ bc\ .be'' * 

Si d o n c on a, dans la figure p r i m i t i v e , u n e r e l a t i on h o -
m o g è n e e n t r e C A et CB, elle se t r a n s f o r m e r a en u n e 
a u t r e r e l a t i on q u e l ' o n o b t i e n d r a e n r e m p l a ç a n t , d a n s la 
p r e m i è r e , C A 2 p a r le p r o d u i t des p ro j ec t ions de ac s u r ab 
fa i tes succes s ivemen t s u i v a n t des pa ra l l è les à ci et c / , et 
CB 2 p a r u n e express ion ana logue . 

O n p e u t r e m a r q u e r q u e , si l ' on a C A = CB, il en r é -

(1) Voir t. XV, p. 426. 
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XVI. (Juillet 1 8 9 7 . ) 1 9 
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su l t e ra q u e Jes po in t s c' et c" s e ron t s y m é t r i q u e s p a r 
r a p p o r t à cl. 

P l u s g é n é r a l e m e n t , soit xy u n e d ro i t e q u e l c o n q u e , et 

Fi*. 

ci\, a 2 , b \ , h 2 les po in t s de r e n c o n t r e de ce t te d ro i t e avec 
les para l lè les à ci et cj, m e n é e s p a r a et J . On a év idem-
m e n t 

ac' a\C ac" a2c 
bc' = bjc' bc" = ~b7c ' 

d ' o ù 
ac'.ac" cal.ca2 

bc'.bc" cbi.cb-2 

O n p e u t d o n c , d a n s la r e l a t i on d o n n é e , r e m p l a c e r CA-
p a r le p r o d u i t des p ro j ec t ions de ca sur u n e d ro i t e q u e l -
conque , fa i tes success ivement su ivan t des pa ra l l è l e s à ci 
et cy, et CB2 pa r u n e express ion ana logue . 

E n f i n , 011 a aus-si 

d 'où 

ca\ _ cf 
cbi ch 

ca2 

cb.2 

ce 

cai .ca2 __ ce.cf 
cb^.cb^ ch.cg 

O n p e u t donc encore r e m p l a c e r C A 2 pa r le p r o d u i t des 
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project ions de ca sur ci et cj, e t C B 2 par u n e expression 
analogue. 

Ces considérat ions permet ten t de déduire très s im-
p lement , de toute re lat ion mét r ique relative à u n e cir-
conférence, u n e relat ion analogue relative à l ' hyperbole . 
Supposons, par exemple, que , dans la figure p r i m i -
tive, AB soit u n d iamètre d ' une c i rconférence passant 
pa r C. Dans la t ransformée, ab sera u n d iamètre d ' u n e 
hyperbole passant par c, et la relat ion CA2 + C B 2 = AB2 

donnera le théorème suivant : 

Le produit des projections de ac sur ab, faites pa-
rallèlement aux deux asymptotes, augmenté du pro-
duit des projections de bc, est égal à ab2. 

2. Supposons main tenan t que, dans la t ransformée, 
les deux po in t s cycliques soient t ransformés en deux 
points à l ' inf in i réels et confondus. 

Soient ci la droi te qui jo in t le poin t c à ces deux points 
F i g . 

confondus ; c', c" les deux points confondus où elle r e n -
contre ab, et c\ le symétr ique de cn par rappor t au mil ieu 

d de ab. La relat ion (c'c"iab) = ^ ^ devient 

c'a, c\b __ / ac' y _ CA* 
cl? X c\a ~~\bc'j ~ CB* ' 

Il suffira donc, p o u r t ransformer une relation homogène 
entre CA et CB, de les remplacer par leurs project ions 
sur ab (ou sur une droi te que lconque) , faites paral lè le-
men t à ci. 



( ) 
J1 est facile de dédui re de cette façon, de toute pro-

priété métr ique de la c irconférence, une propr ié té ana-
logue de la parabole. 

Exemple. — Etan t données deux paraboles homothé-
ticjues, si par le cent re d 'homothé t i e on mène u n e sé-
cante quelconque, et que l 'on pro je t te sur u n e tangente 
commune , para l lè lement à la di rect ion des axes, les 
segments compris ent re le centre d 'homothé t ie et deux 
points antiliomologues situés sur cette sécante, le p ro-
dui t des deux project ions obtenues est constant . 

On peut obteni r u n théorème analogue relat if à deux 
hyperboles homothéf iques} seulement , l ' un des segments 
devra ê t re pro je té suivant une parallèle à l ' une des 
asymptotes , et l ' au t re , suivant u n e parallèle à l ' au t re 
asymptote. 

Remarque. — Le produi t des project ions d ' une lon -
gueur sur les deux asymptotes, faites suivant des pa ra l -
lèles à ces asymptotes, représente , à un facteur constant 
près, l 'a i re du paral lé logramme ayant cette longueur 
p o u r diagonale et ses côtés respectivement parallèles aux 
deux asymptotes , cette aire é tant aifectée d ' un signe 
convenable. 

Tou te relat ion homogène entre les longueurs de 
certaines lignes droites de la première ligure peut donc 
être t ransformée en une relat ion analogue ent re les aires 
des paral lélogrammes ayant pour diagonales les l ignes 
droites correspondantes de la deuxième ligure, et leurs 
côtés parallèles aux deux asymptotes de l 'hyperbole . 

Exemples. — Les paral lé logrammes construi ts sur 
deux tangentes issues d ' u n même point sont équiva-
lents. 

Soient ¿7, b les extrémités d 'un diamètre d 'une h y p e r -
bole, et C u n point quelconque de cette courbe : la 
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s o m m e a lgéb r ique des a i res des p a r a l l é l o g r a m m e s c o n -
s t r u i t s s u r ca et cb c o m m e d iagona les est c o n s t a n t e . 

[ C 2 1 ] 

SUR UNE FORMULE DE LA THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS 

DE P L U S I E U R S VARIABLES ET DE L'INTÉGRATION DES D I F -

FÉRENTIELLES TOTALES ( ' ) , 

La f o r m u l e q u e n o u s n o u s p r o p o s o n s de d é m o n t r e r 
p o u r les f onc t i ons de p l u s i e u r s va r i ab les est l ' ana logue 
de la f o r m u l e 

d u cas d^une seu le v a r i a b l e . 
O n n e sai t a c t u e l l e m e n t m e t t r e les f o n c t i o n s de p l u -

s i eu r s va r i ab l e s q u e sous f o r m e d ' i n t é g r a l e s m u l t i p l e s 
q u i n e p o r t e n t pas su r l e u r s p r o p r e s d é r i v é e s , et sous 
f o r m e d ' i n t é g r a l e s de d i f fé ren t i e l l e s to ta les , p o u r l e s -
que l les o n n e possède pas de p rocédé m é t h o d i q u e d ' i n -
t é g r a t i o n . 

U n e f o r m u l e , r e m p l a ç a n t l ' i n t ég ra l e de d i f f é r e n t i e l l e 
to ta le , n e c o n t e n a n t q u e des in tégra les s imp les o u m u l -

( !) Extrait d'un Mémoire sur la Théorie générale des fonctions, 
présenté par l'auteur à l'Académie des Sciences, en 1892. 

PAU M. E. JAGGJ, 
Licencié ès sciences mathématiques. 
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t iples ordinaires , pe rme t t r a d ' é t endre aux fonct ions de 
plusieurs variables les théorèmes que la fo rme (1) a per-
mis de démont re r p o u r les fonct ions d ' u n e seule va-
r iable . 

Soit d ' abord u n e fonct ion de deux variables que nous 
supposerons sans points c r i t iques ; nous écr i rons 

VÎT,Y) = F ( > o , 7 o ) 

-hF(x0,y) — F(x0,y0) 

-H y) - J O ) - [F(vo,y) - F ( - W O ) ] . 

Nous avons, en vertu de la fo rmule (1), 

f ( y o ) — * (a?0,7o ) = jf ^ — 

R/ N KV ^ fyOF(x0,y) 1 (x0 ,y ) — h (x0,y0 ) = I ôv cl y. 
rn 

«M.'-,.-, - F ( , , r o ) = R " 1 

«-\y0 

JYn 

F ( ^ J ^ ) — f O ; J o ) — [ F ( # 0 , . r ) — J o ) | 

- j f F ^ - ' - ^ J * 
- Ï X ^ * « 

et , par conséquent , 

X f ^ * » -
•ro c 

Pour une fonction de trois variables F ( x , y, z), on 
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t rouvera de m ê m e , au moyen des f o r m u l e s ( i ) et ( 2 ) , 

F O , y , z ) 
= F(x0i jo, ¿0) 

J*. , J x Jy. ()r 
dy 

/ (te f ! dx ày 

çy ç-d^F 

~JYo JZo ày dz ^ ' JCn JVn dxd 

J . i i " 

d*F(x,y,z) 
dx dy dz 

dx dy dz. 

E n généra l , p o u r u n e fonc t ion de n var iables , on 
a u r a , en appe lan t , . . ocn ces n variables et a , , 
a 2 l a 3 , . . 0 L n l eurs valeurs in i t ia les , 

F(xux2, .. .,xn) 
= F ( a , , a2, . . a /2) 

¿ d J U i Ja m dx\ dx-i 

¿d Jai Ja2 " " J a M . . . àxn-x 
X • • • dxn-1 

dxt dx 2.. . dxn-i dxn 

X ¿/^i dx2... dxn—i dxn. 

Dans cette f o rmu le , le p r e m i e r t e r m e est , c o m m e 
dans la f o rmu le ( r ) , la valeur ini t ia le de la f o n c t i o n ; le 
second te rme est la somme des in tégra les des n dérivées 
p remiè res pr ises p a r r a p p o r t aux n var iables respective-
m e n t , les var iables qu i ne var ien t pas dans ces in t é -
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grales ayant leurs va leurs in i t i a l e s ; le t ro is ième t e r m e 

est la somme des ^ in tégra les doubles p o r t a n t sur 

les dér ivées rec tangles , où les variables pa r rap-

por t auxquel les on in tègre v a r i e n t seules et où les aut res 

var iables on t leurs valeurs in i t ia les . 
D ' u n e m a n i è r e généra le , cet te f o r m u l e se c o m p o s e 

de la va leur in i t ia le de la f o n c t i o n et des intégrales 
p upUs ¿[es dér ivées d ' o r d r e p de F (p= i , . 
chaque dér iva t ion n ' é t a n t fa i te q u ' u n e fois pa r r a p p o r t 
à la m ê m e var iab le , l ' i n t é g r a t i o n é t a n t faite pa r r a p -
p o r t aux var iables de dé r iva t ion et les au t res var iables 
ayan t l eurs va leurs ini t ia les . 

Une appl ica t ion immédia te de cet te fo rmule est l ' i n -
tégra t ion m é t h o d i q u e des dif férent ie l les totales. 

La d i f férent ie l le totale d ' o r d r e un 

Y I ô2 F ( . R I , .T. , ¿ R „ ) 

p 

s ' in tègre i m m é d i a t e m e n t par la fo rmule , car ayant les 
n dérivées part iel les p remiè res , qu i sont données dans 
d F , on ob t ien t les au t res dér ivées qu i e n t r e n t dans la 
f o r m u l e ( 4 ) par des dé r iva t ions successives des p r e -
mières . L ' i n t ég ra l e de dF ne cont ien t q u ' u n e a rb i t ra i re , 
F ( a , , a ._>, . . . , a„) . 

S u p p o s o n s qu ' i l s 'agisse d ' i n t ég re r la différent iel le 
totale seconde 

' Zd ôxl a X p 

O n ne connaî t pas alors les dérivées p remières , mais 
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seu lemen t les dér ivées secondes ; il est v ra i q u ' o n peu t 
t r ouve r les dér ivées premières-, mais n o u s a l lons t r a n s -
f o r m e r la f o r m u l e ( 4 ) de m a n i è r e qu ' i l n e soit pas 
nécessai re de les che rche r . 

P r e n o n s d ' abo rd le cas de deux var iables : 

r? 

yyo 

La fo rmule ( i ) d o n n e 

d F(x, y») _ dF(x,±yA) u J x d2F(x,y0) 

ôy ~ tyo ^Jy,, <ly-

ùx 

d F(x0,y) _ à F(x0,y0) Cy à2F(x0,y) 1/ 
¿y, 

et , pa r conséquent , 

r-/ x r-/ x / s , , 0 F(Xq, 

dy 

àx, XJ dy, 

! - f J J ^ » 

Cet te f o r m u l e d o n n e u n e in tégra t ion mé thod ique de 
la d i f férent ie l le seconde d2F, c ' e s t -à -d i re p e r m e t de 
t rouver la fonct ion F lo r squ 'on connaî t ses t rois d é r i -
vées secondes. 

O n voit qu ' i l y a trois constantes d ' i n t ég ra t ion 

H W o ) , — > — ^ — 
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D a n s le cas d ' u n e f o n c t i o n de n v a r i ab l e s 

F ( X I , ? • 

d o n t on d o n n e la d i f f é r e n t i e l l e t o t a l e s econde , c ' e s t -
à - d i r e tou tes les dé r ivées d ' o r d r e d e u x , o n r e m p l a c e r a 
de m ê m e dans la f o r m u l e ( 4 ) les n dé r ivées p r e m i è r e s p a r 
l e u r s va leu r s o b t e n u e s e n f o n c t i o n des d é r i v é e s secondes 
a u m o y e n de la f o r m u l e ( i ) : 

ôF(xu a2, . ..,<*„) 
dxi 

à F(xux*i . . •, g/t) 
07. ! 

p ^ , « , 
JoLi àx\ 

O n au ra a insi u n e f o r m u l e d o n n a n t . . . 

au m o y e n des n ^ d é r i v é e s d o n n é e s et de d é r i v é e s 

q u ' o n o b t i e n t p a r d é r i v a t i o n s successives des dé r ivées 
r e c t ang l e s d o n n é e s . Les c o n s t a n t e s a r b i t r a i r e s d a n s l ' i n -
t ég ra t i on i ndé f in i e son t les va l eu r s in i t i a l es de la f o n c -
t i o n et de ses n d é r i v é e s p r e m i è r e s ; l e u r n o m b r e es t 
d o n c n -f- i . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u ' o n d o n n e u n e d i f f é r en t i e l l e 
to ta le d ' o r d r e t rois , c ' e s t -à -d i re t o u t e s les dé r ivées d ' o r d r e 
t ro is d ' u n e f o n c t i o n 

¿à dx\ôx2
 1 

^
 6

 2à dT èx dx dVi d X l dTZ' 
jtmm UX J (JJL o "X 3 

N o u s r e m p l a c e r o n s la f o r m u l e ( 4 ) p a r u n e f o r m u l e 
ne c o n t e n a n t p lus q u e les dé r ivées d ' o r d r e t ro i s d o n n é e s 
et des dé r ivée s d ' o r d r e s u p é r i e u r q u e l ' o n t i r e des dé r i -
vées d o n n é e s p a r d é r i v a t i o n s success ives ; n o u s é c r i r o n s , 
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au m o y e n de la f o r m u l e ( i ) , 

à F(aj, ot2, . . xp, . . ., GL„) 
àxp 

) X — XI D*F(A,. . . A P + - I , . . . , AN) 

~ àoLp i d2ctp 

et , au moyen de la f o r m u l e ( 2 ) , 

_ • • - , «/i.) 

- X 
r 

d x * d a q
 p 

*r /"^^F/a, , ^ ^ À'* F ( A I , . . . , O C P - U X P , A / H - I , A Y + I , 

dx*dxff 

(p, <7 = 1 , 2 , 3 , . . . , /i ). 

R e m p l a ç a n t , dans la f o r m u l e ( 4 ) , les dér ivées p r e -
mières et secondes p a r ces va leurs ( ' ) , on n ' a u r a p lus 
que des in tégra les mul t ip l e s p o r t a n t sur les dér ivées 

( ' ) On pourrait écrire aussi : 

P ( a)? . . . , a i;_(, xpy g f ,+l , . • », ^q? ar/-n> • • • an ) 
dxpôxq 

_ V • • • ' V a » ) 
í)a dot 

7 

Ja dxtdx^ ' n 

- f t-/ a„ 

ce qui diminue le nombre des intégrations à faire 

-11 X tt*) ^ • ' « ? a , t) , 1 ' ! î dx , 
7 7 
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t rois ièmes données et des dér ivées d ' o r d r e s u p é r i e u r . 
Les au t res te rmes sont : 

d ' F ( a t , . . . , « „ ) 
ày.f, ôa7 

/>< y 

Il y a donc -t- ^ -+- — J cons tan tes a rb i t ra i res 

dans l ' in tégra le indéf in ie de la d i f fé ren t ie l le to ta le du 
t ro is ième ordre d ' u n e fonc t ion de n va r iab les ; ce sont 
les valeurs in i t ia les de la fonc t ion , de ses n dérivées 

P a r l ' exemple p récéden t , 011 voi t que , pour in tégre r 
u n e d i f fé rent ie l le to ta le d 'o rd re m que lconque , on aura 
à r emplace r dans la fo rmule ( 4 ) les dérivées d ' o rd re 
in fé r i eu r à m pa r l eurs valeurs calculées de p r o c h e en 
proche et expr imées au moyen des dér ivées d ' o r d r e s u -
pé r i eu r ou égal à m . L ' i n t ég ra t i on de la différent iel le 
rev iendra alors à ef fec tuer les intégrales de la f o r m u l e 
o b t e n u e , in tégra les d ' o rd re m ou d 'o rd re supé r i eu r , 
p o r t a n t su r les dér ivées d ' o rd re m et d 'o rdres supé-
r i eu r s . 

Les cons tan tes a rb i t r a i r e s de l ' in tégra le indéf in ie sont 
les valeurs in i t i a les de la fonc t ion et de ses dérivées 
d 'o rd res 1, 2, . . . , m — 1. E n dés ignan t pa r D{J le n o m b r e 
des combina i sons avec r épé t i t i on de 11 ob je ts p à le 
n o m b r e des a rb i t ra i res sera 

p remiè res et de ses 1 dér ivées secondes. 

I + D ¿ - F - D J H - . . . 4 - D » ' - « . 

La fo rmule ( 4 ) que n o u s avons d é m o n t r é e , en sup-



( 3o5 ) 

posant que Ja fo rmule ( i ) était appl icable à la fonct ion 
et à ses dérivées lo r squ 'une seule variable varie, est 
vraie dans tous les cas, c'est-à-dire lorsque les variables 
sont réelles ou imaginaires et lorsque la fonct ion a ou 
n ' a pas de points c r i t iques ; la supposi t ion que nous 
avons faite peu t alors, en effet, être faite éga lement , 
sauf certaines restrictions sur le cl iemin suivi par chaque 
variable, qui demandent u n e étude approfondie des va-
leurs des variables qui fo rment des systèmes critiques 
pour la fonct ion. 

Si l ' on énonce le théorème de Cauchy sous cette forme, 
qui donne des démonst ra t ions for t simples de théorèmes 
impor tan t s (tels q u e la décomposit ion d ' une fonction 
en facteurs pr imai res en considérant le logar i thme de 
cette fonc t ion) , en l ' app l iquan t n o n seu lement aux 
pôles de la dérivée, mais à tous les points cri t iques de 
la fonct ion : 

..L'intégrale delà fonction prise le long d'un 

contour fermé renfermant un seul point critique et ne 
passant par aucun point critique de F ( x ) , donne, au 
retour de la variable au point x de départ, la d i f f é -
rence au point x des valeurs de deux des fonctions en 
lesquelles se décompose F(x), différence qui est nulle 
au point critique considéré. 

Ce théorème, qui est u n e conséquence de l ' ident i té 

sous certaines condit ions de cont inui té de var ia t ion de 
la variable et de la fonct ion, peut être é t endu , pa r le 
moyen de not re fo rmule , aux fonct ions de plusieurs 
variables; car no t re formule fourn i t u n e in tégrat ion 
méthodique de la différentielle totale et donne , par con-



et , p a r su i t e , la d i f f é r ence des v a l e u r s a u m ê m e p o i n t 
, X2 f . . . , x n ) de d e u x des f o n c t i o n s en l e sque l l e s se 

d é c o m p o s e la f o n c t i o n F . 
C ' e s t sous ce seul p o i n t de v u e , c r o y o n s - n o u s , q u e le 

t h é o r è m e de C a u c h y p e u t ê t r e é t e n d u a u x f o n c t i o n s de 
p l u s i e u r s v a r i a b l e s et d o n n e r p o u r cel les-ci les n o m -
b r e u s e s a p p l i c a t i o n s q u ' o n e n a f a i t e s d a n s le cas d ' u n e 
seu le v a r i a b l e , te l les q u e , p a r e x e m p l e , la d é c o m p o s i -
t i o n d ' u n e f o n c t i o n en u n p r o d u i t de f a c t e u r s p r i -
m a i r e s . 

N o u s n o u s c o n t e n t o n s d ' i n d i q u e r d a n s ce t te N o t e ce t te 
app l i ca t i on de n o t r e f o r m u l e , et ce t te i n t e r p r é t a t i o n du 
t h é o r è m e d e C a u c h y , ca r l e u r d é m o n s t r a t i o n exige, au 
p r é a l a b l e , u n e é t u d e a p p r o f o n d i e des sys tèmes c r i t i ques 
des f o n c t i o n s de p l u s i e u r s va r i ab le s . 

D ' u n e m a n i è r e géné ra l e , n o t r e f o r m u l e es t des t inée . à 
p r e n d r e , d a n s Ja t h é o r i e des f o n c t i o n s de p l u s i e u r s va-
r i ab l e s , la p lace q u e p r e n d la f o r m u l e 

dans la t h é o r i e des f o n c t i o n s d ' u n e seu le v a r i a b l e . 

[ H l l d ] [ J 4 a ] 
SUR LA CONVERGENCE DES SUBSTITUTIONS UNIFORMES; 

PAR M. E.-M. LÉMERAY. 

O n sa i t q u e si f dés igne u n e f o n c t i o n h o l o m o r p h e 
o u m é r o m o r p h e , la s u b s t i t u t i o n 

x f x 
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répé tée i n d é f i n i m e n t f o u r n i t u n e sui te de fonc t ions f x , 
f -x, . . . , qu i , p o u r u n e va leur d o n n é e de x, p r e n n e n t 
des va leurs p o u v a n t p r é s e n t e r t rois cas : 

i ° Elles croissent ou décroissent sans l imi te . 
2° El les t enden t vers n l imi tes d i s t inc tes q u i sont 

rac ines de l ' équa t ion 

et F on sait qu 'à p a r t i r d ' u n n o m b r e suff isant d ' i t é r a -
t ions , la pé r iode de convergence est c ' e s t - à -d i r e que 
les indices d ' i t é r a t i on des fonc t ions qu i t enden t vers 
u n e des n l imi tes su ivent u n e p rogress ion a r i t hmé t ique 
d o n t la r a i son est n. 

3° Ou enf in elles t e n d e n t vers u n e seule l imi te qu i 
est rac ine de 

( i ) f x — x = o ; 

c'est le cas p récéden t où les n l imites sont égales. La 
convergence p e u t a lors avoir p o u r pér iode soit u n 
n o m b r e en t i e r /?/, soit l ' u n i t é . Soi t a u n po in t - r ac ine 
de l ' équa t ion ( i ) ; on sait que si l 'on a ( 1 ) 

il existe au tou r du po in t a u n domaine dans lequel , x 
é tan t pr is , il y au ra convergence . Je me propose d ' é t u -
d ier le cas où ce modu le est égal à l ' un i t é ; je suppose 
q u e la valeur x = a n ' a d ' a u t r e pa r t i cu l a r i t é q u e d ' a n -
n u l e r la fonc t ion f x — x et q u e l q u e s - u n e s de ses dé r i -
vées. Avan t d ' é t ud i e r le cas d ' u n e seule l im i t e , il f a u t 
f a i re que lques r e m a r q u e s sur le cas de n l imi tes . L ' é q u a -

( » ) KŒNIGS, Sur certaines équations fonctionnelles (Annales de 
VÉcole Normale, 1884 ; Supplément). 

fnx — x — o. 
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t ion 

jnx — X — o 

a d ' abo rd pour rac ines celles de ( i ) e t , en généra l , celles 
de f m x — x = o , m é t an t un d iv iseur de n\ e l le a 
aussi des rac ines qu i lu i son t p r o p r e s : elles sont di tes 
d ' i nd i ce n , et f o r m e n t des g roupes de rac ines cohéren tes . 
Te l les son t les rac ines otj, oc.», . . y.u sa t is fa isant aux 
re la t ions 

L ' équa t i on peu t adme t t r e d ' au t r e s rac ines cohé ren t e s 
d ' i nd ice 72, {J2, • • P«? sat isfa isant aux mêmes rela-
t ions. El les sont toutes dis t inctes des précédentes ou 
elles l eur sont égales. S u p p o s o n s , p a r exemple , que l ' on 
ait 

p. — a p — et a/;-+-i > ; 

011 en t i r e ra i t 

la fonc t ion / ' a d m e t t r a i t p lus d ' u n e d é t e r m i n a t i o n p o u r 
u n e m ê m e va leur de la va r iab le , ce qu i est con t r a i r e à 
n o t r e hypo thèse . P o u r la m ê m e r a i s o n , si, dans u n 
g roupe de racines cohéren tes , il y en a p égales e n t r e 
el les, les au t res seront aussi égales /) à p , et le groupe 

sera en réa l i té un g r o u p e de ^ rac ines cohéren tes , r é -

pété p fois, de l ' équa t ion 

n 
fP X X = o, 

et r é c i p r o q u e m e n t . S i , en pa r t i cu l i e r , l ' u n e des rac ines 
est égale à a r ac ine de f x — x = o, il en sera de même 
pour toutes les au t res . 

Considérons m a i n t e n a n t le cas où la dér ivée de la 
fonc t ion donnée p r e n d , au po in t r ac ine , u n e valeur 
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d o n t le m o d u l e est i , et l ' a r g u m e n t A et n é t an t & n 
p r e m i e r s en t re eux 5 on a tou jours , c o m m e l ' o n sai t , 

f d f P x \ _ f d f x \ P 
\ dx J a~ \ dx J a 

Désignons géné ra l emen t par y ^ la fonc t ion f ^ x , e t 
écr ivons la sui te des d i f férentes i térat ives , en p l açan t 
su r u n e m ê m e l igne celles qu i a d m e t t e n t au p o i n t - r a -
c ine des dérivées égales ; on ob t i en t le T a b l e a u su ivan t 

v ( o u y 0 ) y n y-m . . . yqa 

yi y >1+1 y</n+i 
y 2 • • • 

yn-1 J2/1-1 ylq+i)H-. 1 . 

l ' ensemble de toutes les co lonnes d o n n e la sui te de 
toutes les i t é ra t ives et les fonc t ions f o r m a n t la (/¿-f-i) l c r a e 

l igne on t p o u r dér ivée au p o i n t - r a c i n e 

? kizh 1—-V 1 
e n . 

Les termes d ' u n e même co lonne son t liés e n t r e eux 
par les re la t ions 

y<jn+1 — fyqn - ' .y(q+\)n-\ = / / ( < 7 - ( - l ) « - 2 - • 

P a r sui te si, p o u r u n e va leur d o n n é e de x , les va-
leurs des te rmes d ' u n e même l igne t enden t vers u n e 
l imi te u n i q u e , il en sera de même p o u r les au t re s 
l ignes ; on a u r a 

yqn+\ — fy{q+\)n-\ ; 

les re la t ions c i -dessus f o r m e r o n t u n cycle f e r m é , et 
l ' ensemble des n l imites cons t i tuera u n g r o u p e de r a -
cines cohé ren te s . 

Si, en pa r t i cu l i e r , u n e de ces l imi tes est a , il en sera 
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XVI. (Juillet 1 8 9 7 . ) 2 0 
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(le meni e des autres et l ' ensemble convergera vers a. Il 
nous suffit donc de chercher sous quel les condit ions les 
termes d ' u n e que lconque des l ignes convergeront vers a . 

Parmi les l ignes du Tab leau ci-dessus, je choisirai la 
première dont les termes jouissent de la p ropr ié té sui -
vante : 

Si , en un point- racine de l 'équat ion fx— x — o, la dé-
d f x rivée a une valeur de module i et d ' a rgumen t 
dx b 

ihJL fc et il é tan t p remie r s en t re eux, les n premières 

dérivées de la fonct ion f n x — x au même point seront 
nulles, quelles que soient les dérivées de la fonct ion f x 
pourvu qu 'e l les ne soient pas infinies. Il en sera de 
même pour f-n x, f-ui x , . . . . 

E n effet, pour la dér ivée première , on a 

¡ d f n ( x ) ^ _ / - ^ V ^ . 
I T ' = * = l-

E n ce qui concerne les au t res dérivées, je me repor -
terai aux formules données par M. Kork ine ( i ). Comme 
1 on a, par déf in i t ion , 

KV f f n ( .r — a ) = / " / ( x — a), 

en posant 
/.-00 J=cc 

f {x _ a ) = 2 a i ( x - a ) fn (x— a ) == ^ ctj(x — a)J. 
/ = i 

OU 
( d ' f x \ / d J f » x \ 
V dx1 Ja _ y dxJ Ja 

y ! 

(1) Sur un problème d'interpolation (Bulletin des Se. math., 
1882; Irc Partie) Je suis obligé de modifier légèrement les notations 
de l'auteur. 
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L 'équa t ion (2) peu t s 'écr i re 

i = 00 j — 00 

i=1 ;=1 

E n égalant les coeff icients des mêmes puissances de 
x — a dans les deux m e m b r e s , on a des équa t i ons qui 
p e r m e t t e n t de dé t e rmine r a 2 , a 3 , . et en t enan t 
compte de ce que a, est égal à a " , ces coeff icients s ' ex -
p r i m e n t en fonct ion de n . Je ne r appe l l e r a i pas ces for-
m u l e s ; p o u r ce qui sui t , il suifit de r e m a r q u e r que cha-
c u n de ces coefficients est de la fo rme 

z»p) = SW(a» - 1 ) ^ 

S r e p r é s e n t a n t u n e s o m m e finie de termes dans les-
quels W est u n m o n o m e en a2, . . . , ap, l ' exposant 
de p lus ieurs de ces fac teurs pouvan t être n u l ; P un po-
lynome en a!\ ; Q u n p r o d u i t de fac teurs b inômes de la 
forme a ? — 1, la p lus g rande va leur q u e puisse p r e n d r e 
q é tan t p — 1. Cela posé, et dans l ' hypo thèse 

toutes les fois que dans l ' express ion de a l ' i n d i c e de 
dér iva t ion p sera n o n supér ieur à l ' indice d ' i t é ra t ion n, 
aucun des b inômes don t le p rodu i t est Q ne sera n u l , 
car le p r e m i e r qui puisse s ' annu le r , savoir a " — 1, n ' y 
figure pas . Q u a n t au fac teur a" — 1, il est nu l -, chacun 
des te rmes de la somme est donc nu l ( ' ) , ce qui dé -

( 1 ) Si l'on considère la dérivée (/?.-{-i)ième, elle se présente sous 

la forme sa vraie valeur, que l'on aurait facilement, ne sera nulle 

que s'il existe certaines relations entre les coefficients a,, a,, .... 
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mont re la proposi t ion. O n a donc 

yn—a = x — a + ! (<27 — a ) l < + t + • • • » 

où A w + , de s ígne l a va leur , au po in t - r ac ine , de la dér ivée 
(il -f- i)i(:mc d e yn. O n aura aussi , en géné ra l , 

r«74-n/t - « =yVn — a -+- (y«* — « )H+i 

P o u r q u ' i l y ait convergence , il fau t q u e si u est l ' a f -
fixe d ' u n e i téra t ive de la fonct ion f n x , supposé à u n e 
d is tance i n f in imen t pet i te p du po in t a , l 'a f f ixe uK d e l à 
fonc t ion i téra t ive su ivan te soit à une d is tance p, de a 
plus pet i te que p ; a u t r e m e n t di t q u e l 'on ait 

pi ( g 

p ' 

£ pouvant e t re i n f i n imen t pe t i t mais pos i t i f . P a r sui te , 
si l 'on pose 

u — a = p ^ - ï , u{ — a = p¡ e M ^ , A „ + 1 = 

on aura 
P g W ^ _ 

O.e^^-i — p gOv/— 1 -f-1 ( Il - f i ) ! r 

et il f audra avoir 

li 
r [ il i ) ! J k ' 

ce qu i devient , en négl igeant les pu i ssances supér ieures 
de o, 

' Ko2 

i - 1 - - 5 — - r e o s ( w - + - n 6 ) < i , 

( / i - t - i ) ! 
ou 

COS((L> -F- / i 0 ) < o . 

Ainsi , il faudra qu 'à pa r t i r d ' u n e valeur suf f i samment 
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g r a n d e de l ' i nd i ce d ' i t é r a t i o n , 011 a i t c o n s t a m m e n t 

73 TZ 
(2/1 -4 -3) t*y ( 2 A -f-1) ta v 9 v «1 

2 > e > — 

ou 

h-
n 

n 

3 co , to 
— > 0 > — -4-
n n 11 

P a r c o n s é q u e n t , à u n e d i s t a n c e i n f i n i m e n t pe t i t e d e « , 
le d o m a i n e de c o n v e r g e n c e sera composé d ' u n s e c t e u r 

S, d ' a m p l i t u d e c o m p r i s e n t r e les d e m i - d r o i t e s a L, 

Pig. 1. 

ailfaisant avec l ' a x e rée l , les ang les - — et — — — , 7 0 2 n % n 
ains i q u e des n — 1 sec teu r s o b t e n u s en f a i san t t o u r n e r 

le s ec t eu r S des a n e l e s — ? a — ? • • • (n — 1) — E n t r e ° n n n 
d e u x sec teu r s de c o n v e r g e n c e consécu t i f s , il ex is te u n 

s e c t e u r de m ê m e a m p l i t u d e ~ d a n s l eque l 9 11e doi t pa s 

ê t r e p r i s . O n vo i t aussi q u ' à t o u t sec teur de c o n v e r -
g e n c e c o r r e s p o n d u n sec teu r opposé p a r l e s o m m e t q u i 
s e r a s e c t e u r de c o n v e r g e n c e ' o u n o n s u i v a n t q u e n est 
p a i r o u i m p a i r . S i l ' o n sai t i n v e r s e r la f o n c t i o n n a : , les 
sec teu r s d e d i v e r g e n c e d e la s u b s t i t u t i o n ( x , f " x ) s e -
r o n t s ec t eu r s de conve rgence de (oc^f~nx) ; ma i s f ~ n x 
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adme t t an t , en géné ra l , p l u s i e u r s d é t e r m i n a t i o n s , on 
n ' a u r a convergence vers a q u e si l ' o n chois i t , p a r m i ces 
dé t e rmina t ions , cel le qu i se t rouve ra d a n s Je domaine 
de a. Cons idé rons m a i n t e n a n t , n o n p lus la subs t i tu t ion 
( x , f n x ) ma i s toute a u t r e subs t i t u t ion (*r, f n ^ x ) ; 

si 0 est u n angle l imi te pour la p r e m i è r e B - f - ^ ^ sera u n 

angle l imi te p o u r la seconde ; pa r sui te , t ou t sec teur de 
convergence p o u r f n x , l ' es t aussi p o u r f,2+yx, et fina-
l emen t f x . O n arr ive ainsi à ce r é su l t a t r e m a r q u a b l e : 
q u a n d le modu le de la dé r ivée est p lus pe t i t que i , la 
su r face en t i è r e du cercle i n f i n i m e n t pet i t décr i t a u t o u r 
de a comme cen t r e d o n n e convergence p o u r la subs t i -
tu t ion directe et d ivergence p o u r la subs t i tu t ion inverse-, 
q u a n d le m o d u l e est égal à i , u n e moi t ié de la surface 
du cerc le d o n n e convergence p o u r la subs t i t u t ion d i -
r ec te , d ivergence p o u r la subs t i tu t ion inverse , l ' a u t r e 
moit ié p rodu i t l ' e f fe t c o n t r a i r e ; en f in , quand le m o d u l e 
est p lus grand que J, la su r face en t i è re du cercle d o n n e 
d ivergence pour la subs t i t u t ion d i rec te , convergence 
pou r la subs t i tu t ion i nve r se ; à cause des d é t e r m i n a -
t ions mul t ip les de la fonc t ion inverse , la convergence 
p a r l a subs t i t u t i on co r re spondan te sera d ' u n e applica-
tion dél icate . 

Il n ' e s t pas sans in té rê t de c o m p a r e r les résu l ta t s c i -
dessus avec ceux q u ' o n ob t i en t d i r ec t emen t en considé-
r a n t le cas où la r ac ine est rée l le ainsi q u e les dérivées 
f{,t)a. Supposons la dér ivée p r e m i è r e égale à i au 
po in t - r ac ine et la dér ivée seconde d i f fé ren te de zéro 
{ f i g . 2 et 3 ) . 

Le c h e m i n br i sé r ec t angu la i r e , don t les sommets sont 
a l t e rna t ivement sur la cou rbe y =zj'x e t sur la droi te 
y = x et p a r c o u r u de telle sor te q u ' o n aille de la 
cou rbe à la droi te par u n e para l lè le à O x , r ep ré sen te 
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par les o r d o n n é e s des po in ts i , 2, 3, . . > ie» valeurs 
des i té ra t ives successives, la va leur in i t i a le é t an t x\ on 
a, en effet , 

Ordonnée de 1 = f x . 

Ordonnée de 2 = / ( o r d o n n é e de 1) = / 2 , -r , 

P o u r q u e les valeurs de ces ordonnées convergen t 
vers a , il f a u t que , si la courbe a ses o rdonnées s u p é -
r ieures à celles de la bissectr ice des axes, le po in t de 
dépa r t soit s i tué à gauche de a (fig- 2 ) . Dans le cas 

Fig. Fig. 3. 

con t ra i r e , il devra ê t re pr i s à droi te de ce po in t {.fig- 3) ; 
pa r conséquen t , les di f férences f x — ,r, et x — a doi-
vent avoir des signes cont ra i res , ce qu i rev ien t à la con-
di t ion 

• f x ~ x < 0 . x — a 

comme on p e u t écr i re 

f x = x+-f a ^ h . . . , 

on devra avoir 
f"a{x — a) < o; 

ce qu i n ' es t , c o m m e on peu t le vér i f ie r , q u ' u n e consé-
quence de la cond i t ion généra le eos(o) -f- / i0) o . 

Si la dér ivée p r e m i è r e f 1 a est égale à — 1 {fig. 4 5), 
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o n voit que les va leurs des o rdonnées des po in t s i , 3 , 
5 , • . 2 , 4? 6, . . . conve rge ron t vers si le rayon 

Fig. 4. Fig. 5. 

de c o u r b u r e r décroî t q u a n d on passe au po in t de c o n -
t a c t ; on doit donc avoir 

d r \ / 
dTv < G ' 

ce qu i , ap rès r éduc t ion , équ ivau t à 

c 'est la condi t ion à l aque l le on ar r ive encore en éc r i -
van t qu ' à gauche d u p o i n t de contact f - x est p lus 
g rande q u e x , et q u ' à d ro i t e f - x est p lus pe t i t e que x ; 
a u t r e m e n t d i t , que l ' on a 

f*x — x 

E n eil'el, on peu t écr i re 

< o . 

f t x — a= f f a ( x — a) -4- a (x —ay 

O r J- x = f f x , p a r sui te 

d f ^ x __ d f - x d f x 
dx d f x dx 

et 
d*-px _ dpx d - f x d\f*x ( d f x y t 
~ dx2 ~~ d f x dx2 d f x - \ dx ) ' 
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p o u r x = a, on a 

__ (df*x\ _ ( d f x \ (d*f*x\ _ (d* Jx\ 
J X ~ X ' \ d f x ) a ~ V d x ) : \3fx*)a ~ \ ~dx^)a 

011 a, pa r conséquen t , 

O n vérif ie ainsi q u e la dér ivée seconde de la f o n c t i o n 
f* x s ' a n n u l e p o u r x = a. 

P o u r la dé r ivée t ro i s ième , on a 

d\px _ d ï f x dpx 
dz3 dx3 d f x 

d\p-x d \ f x d f x d\f2.r f d f x \ * d*f*_x d \ f x d f x d*f* x fi 
d f x 2 dx2 dx ¿//.r3 \ dx / 

et , p o u r x = a , il v iendra 

/2'» a = _ 2 f" a — 3(f" a y- ; 

nous au rons donc 

et la condi t ion 
x — a 

dev iendra bien 

elle r e n t r e encore dans la condi t ion généra le . 
Cons idé rons m a i n t e n a n t les cas o ù la p r e m i è r e dé r i -

vée qu i ne s ' a n n u l e pas p o u r x ==a est d ' o rd re q u e l -
conque . S i elle est d ' o r d r e pa i r ( / ¿ g . 2 et 3 ) , il y au ra 
convergence soit à d ro i te de a , soit à gauche . Si elle est 
d ' o rd re impa i r [ f i g . 6 et y) elle p e u t ê t re négat ive 
( f i g . 6 ) et la subs t i t u t ion ( x , f x ) sera convergen te à 
dro i te de a et aussi à gauche. D 'après l ' ana lyse géné -
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rale , on t rouve en effet deux secteurs de convergence 
opposés pa r le sommet et c o m p r e n a n t les d i rec t ions 
Q = o et 9 = h . Q u a n d la dér ivée cons idérée est pos i -
tive ( f i g . 7) le g r a p h i q u e m o n t r e qu ' i l y a d ivergence , 

Fig. 6. Fig. 7. 

que x soit p lu s g rand que <2, ou qu ' i l soit p lus pe t i t . E n 
effet, les secteurs de convergence , encore opposés p a r le 
sommet , ne c o m p r e n n e n t n i l ' u n , ni l ' a u t r e les d i rec-
t ions 0 = o et 9 = 7T. O n ne p o u r r a donc converger 
vers <7, pa r la subs t i tu t ion d i rec te , qu ' en p a r t a n t de va-
l eu r s imagina i res de x convenab lemen t choisies . Soit , 
pa r exemple , 

f x — x (x — a)3; 

il y a deux secteurs de convergence de ~ à — et de ^ 
J b 4 i 4 

O n pour r a fa i re , p a r exemple , 9 = - * En e f fe t , 

9 v 
p y/— 1. O n aura soit x — a: = pe* 

f x — a= (p — p3)/— 1. 

Si p est très pe t i t , compr i s p a r sui te e n t r e o et 1, il 
y aura convergence , car le m o d u l e p̂  = p — p3 de 
f x — a est p lus pet i t q u e le modu le p de x — a. 

A dis tance finie de a% les secteurs de convergence 
sont l imités par des courbes tangentes en a aux droi tes 
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l imi tes . Q u a n t au rayon de convergence , il d é p e n d r a 
de la fonc t ion donnée et devra ê t r e é tud ié d a n s c h a q u e 
cas pa r t i cu l i e r ; il est c la i r que le d o m a i n e a ins i déf ini 
ne devra con ten i r a u c u n e au t r e r a c i n e soit de l ' équa-
t ion f x — x = o, soit de t ou t e au t r e équa t ion 

f p X — x — o. 

Si, pa r exemple , u n e fonct ion satisfait à l ' équa t ion fonc-
t ionnel le 

(3) y"1 x — x — o, 

et si a désigne u n e rac ine de l ' équa t ion 

OX — X = o, 

le domaine de convergence a u t o u r de a sera d ' un rayon 
i n f i n i m e n t pe t i t , car si p rès q u ' o n se place de a on r e n -
con t re ra , avan t d 'y a r r iver , u n e in f in i té de rac ines de 
l ' équa t ion ( 3 ) : il ne peut donc y avoir convergence . 

[ 0 8 b ] 
NOTE SUR LES DÉPLACEMENTS D'UNE FIGURE INVARIABLE; 

PAR M. A. DE SAINT-GERMAIN. 

Je me p ropose d ' i n d i q u e r u n e méthode s imple et 
u n i f o r m e pour d é m o n t r e r le théorème f o n d a m e n t a l sur 
les dép lacements finis d ' u n e figure dans u n p lan ou 
d ' u n solide dans l 'espace : el le repose sur u n e cons i -
déra t ion ana logue à celle don t se sert M. Koenigs p o u r 
é tab l i r le ca rac tè re d u déplacement é l é m e n t a i r e d ' un 
solide. J ' a j o u t e r a i que lques r emarques se r a p p o r t a n t à 
l ' u n e des p rop r i é t é s carac tér i s t iques de l ' hé l i ce . 

Supposons d ' abo rd qu ' i l s'agisse d ' a m e n e r u n e figure 
p l ane F d ' u n e posi t ion donnée à u n au t re dans son 
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p lan : il suff i t , c o m m e on sai t , d ' a m e n e r deux de ses 
poin ts dans la pos i t ion qu ' i l s doivent occupe r . P r e n o n s 
a r b i t r a i r e m e n t le p r e m i e r de ces po in t s et soient A , B 
ses posi t ions in i t i a le et finale dans le p l a n fixe : p o u r 
second p o i n t , j e choisis celui q u i se t rouve d ' abord en 
B et qu i doi t ven i r en un po in t G t o u j o u r s b i e n d é t e r -
miné : les dro i tes AB, BC sont néces sa i r emen t égales . 
So i t O le c e n t r e de la c i r confé rence passant pa r les 
po in ts A , B, G : il est c lair qu ' en fa i san t t o u r n e r le 
t r i ang le O A B a u t o u r du cen t re O , on p e u t l ' a m e n e r en 
coïncidence avec son égal O B C , e n t r a î n a n t la figure à 
dép lace r . Si les po in t s A, B, G é ta ien t en l igne d ro i te , 
ce serait pa r u n e t r ans l a t i on AB q u ' o n pou r r a i t réal iser 
le d é p l a c e m e n t d o n n é de F . 

U n r a i s o n n e m e n t analogue m o n t r e r a i t q u ' u n e rota-
t ion suffit pour i m p r i m e r un dép lacement d o n n é à u n e 
figure sur u n e sphè re . 

Supposons m a i n t e n a n t q u ' o n veuil le d o n n e r u n dé -
p l a c e m e n t dé t e rminé à u n solide S : so ient dans l 'espace 
A , B les pos i t ions que doi t p r e n d r e success ivement u n 
de ses po in t s choisi a r b i t r a i r e m e n t } le po in t qui se 
t rouve d ' abo rd en B devra venir en un po in t G q u ' o n 
doi t r egarder c o m m e c o n n u ; de m ê m e le po in t s i tué 
d ' a b o r d en C occupera u n e pos i t ion D q u a n d S sera 
dans sa seconde pos i t ion . Il suffirait d ' a m e n e r les trois 
po in t s considérés des posi t ions A , B, G en B, G, D 
p o u r d o n n e r à S le dép l acemen t vou lu . Il y a néces-
sa i rement égali té*entre les droi tes AB, BC, GD, comme 
en t r e les angles ABG, BCD. Soient P Q la p e r p e n d i c u -
la i re c o m m u n e aux bissect r ices BB', GG' de ces angles 
et pabcd la p ro jec t ion de la figure P Q A B G D s u r u n 
p lan n o r m a l à P Q en son mi l ieu . Les angles pbc, pcb 
sont égaux comme mesu ran t des dièdres homologues 
dans les tr ièdres BPC/?, C Q B c don t les faces sont res -
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pec t ivement égales; do ne pb est égal à pc. D ' a u t r e p a r t , 
P B é tan t pe rpend icu la i r e au mi l i eu de A C , pb l 'es t au 
mi l i eu de ac , pa est égal à pc et les pro jec t ions de BA 
et de BG sur la d i rec t ion de P Q sont éga les ; la p r o j e c -
t ion de GD aura aussi la m ê m e g r a n d e u r et pb est égal 
à pd. De ce q u i p r écède , il résul te q u e les po in t s A , 
B, C, D sont s i tués sur u n cy l indre de r évo lu t ion a u -
tour de P Q et m ê m e su r u n e hél ice tracée su r ce cy -
l i n d r e : il suffit de fa i re glisser le long de cet te c o u r b e 
les trois poin ts considérés p o u r qu ' i l s passent de A , B, 
G en B, C, D, e n t r a î n a n t S dans l eur m o u v e m e n t hél i -
coïdal . P a r les poin ts A, B, G, D on p o u r r a i t fa i re pas-
ser u n e in f in i t é d 'hé l ices , mais on se b o r n e à celle don t 
l ' a rc AB est mo indre q u ' u n e sp i r e . Si les q u a t r e po in t s 
é ta ien t en l igne d ro i t e , on pou r r a i t ob t en i r le déplace-
m e n t de S en le fa i san t glisser le long de AB et t o u r n e r 
a u t o u r de cet te dro i te : c 'est t ou jours u n m o u v e m e n t 
hél icoïdal . 

O u t r e les trois po in t s si tués p r i m i t i v e m e n t en A, B, 
G, nous en p o u r r i o n s p r e n d r e dans S u n e série d ' au t r e s , 
choisis d ' u n e man iè r e ana logue : celui q u i , d ' abo rd si-
tué en D , doi t passer en u n poin t d é t e r m i n é E , celui 
qu i par t de E et ainsi de s u i t e ; on fo rmera i t u n e l igne 
br isée qu i , de Ja posi t ion A B C D E . . . G passerai t en 
B C D E . . . G H . Non seu lement les côtés et les angles 
doivent ê t re égaux , mais aussi les dièdres B C A D , 
GDBE, . . . ; u n e telle l igne peu t ê t re appelée ligne bri-
sée régulière gauche ci torsion constante. O n voit aisé-
m e n t q u e les droi tes CB, GD, les p lans CBA, C D E , 
enf in les bissectr ices BB', Di) ' sont symét r iques p a r rap-
por t à CG' ; la pe rpend icu la i r e c o m m u n e à GG' et à DD' 
est dans le p ro longemen t de P Q , et l 'hé l ice q u e n o u s 
avons vue passer pa r A, B, C, D passe p a r E e t , de 
p roche en p roche , pa r tous les sommets de la l igne b r i -
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sée. E n supposan t les côtés i n f i n i m e n t n o m b r e u x et 
i n f i n i m e n t pet i ts , ce t te l igne deviendra i t u u e courbe à 
c o u r b u r e et à tors ion cons tan tes , qu i ne d i f fé rera i t pas 
d ' u n e hé l ice . 

J ' é t ab l i r a i enf in deux re la t ions simples en t re les é lé -
m e n t s de la figure P Q A B C D . So ien t M le mi l ieu de BC, 
a la l ongueu r M C , 18o° — 2 a l ' ang le BCD, 2 (3 le d ièdre 
BCAD, 0 l ' ang le de BC avec P Q , R le r ayon du cy-
l indre con t enan t les poin ts A , B, C, D. Si, dans le p lan 
BCD, je m è n e à M C u n e pe rpend icu l a i r e M O qui r e n -
con t re C C au poin t O, j 'aurai 

M O — a c o t a , G O = • 
sin a 

Supposons P Q vertical et p ro je tons sur un p l an ver-
t ical , para l lè le à BC : MC se p ro je t t e en vraie g r a n d e u r 
su ivan t 111!c'; la bissectr ice C Q O a sa p ro jec t ion c' (/' o' 
hor i zon ta l e ; enf in , la p ro jec t ion m 'o ' de M O est pe r -
pend icu la i re sur m'c ' . Le dièdre BCO/M', moi t i é de 
BCAD, a p o u r mesu re l ' angle de M O avec la p e r p e n d i -
culai re M m ' au p lan ver t ical , et l ' on a 

m' o' = M O sin £J = a c o t a sin ¡3 ; 

or , dans le t r i ang le m 'o ' c r , l ' ang le o' est égal à 0 et ni! o' 
à a cot 6 : 011 a donc 

cot 0 = cot OL sin fi. 

Q u a n t à R ou C Q , son r a p p o r t avec C O est égal à 
celui de l eu r s p ro jec t ions et l ' on a, sans di f f icul té , 

\{ = C O C ~ X = ~ sin2 0. 
c o s 1 n a 

Si l 'on passe au cas l imi te de l ' hé l ice , les deux der-
n ières fo rmules condu i sen t aux deux re la t ions b i en con-
nues 

cotO H = p sin 2 6. 
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[ R 8 c 3 ] 
SUR LA STABILITÉ D'UNE TOUPIE QUI D O R T ( S L E E P I N G ) ; 

Résumé d'une Conférence faite devant la Société mathématique 
américaine 

à la réunion de Princeton, le 17 octobre 1896, 

P A R M . F É L I X K L E I N . 

(Bulletin of the american mathematical Society, 2d series, 
Vol. III, n° 4, p- 129-132. New-York, janvier 1897.) 

Traduit par M. L. L AU G EL. 

Dans les q u a t r e C o n f é r e n c e s (*) de la p r e m i è r e p a r -
t ie de la s e m a i n e , j e m e suis e f forcé de s imp l i f i e r les 
f o r m u l e s re la t ives au m o u v e m e n t d e la t o u p i e , en p r o -
f i t an t des m é t h o d e s de la t h é o r i e m o d e r n e des f o n c t i o n s . 
E n t r a i t a n t ce p r o b l è m e j ' a i é té s u r t o u t i n f l u e n c é p a r 
ce t t e cons idé ra t i on q u ' i l est d é s i r a b l e d e r e n f o r c e r des 
d e u x pa r t s les r e l a t ions e n t r e les M a t h é m a t i q u e s p u r e s 
et la M é c a n i q u e . 

J e vais, a u j o u r d ' h u i , cons idé re r , au m ê m e p o i n t de 
vue , u n e ques t i on b e a u c o u p p lus é l é m e n t a i r e , m a i s q u i , 
p r é c i s é m e n t p o u r c e t t e r a i son , se rv i ra de t y p e p o u r 
n o m b r e de p r o b l è m e s d e ce g e n r e ; c ' e s t le p r o b l è m e 
re la t i f à la s t ab i l i t é d ' u n e t o u p i e a n i m é e d ' u n m o u v e -
m e n t de r o t a t i o n a u t o u r d ' u n axe d i r i g é e n l ' a i r v e r t i -
c a l e m e n t . N o u s s u p p o s e r o n s le p o i n t de s u p p o r t f ixe . 

(*) Quatre Conférences « Sur la Théorie de la Toupie », faites par 
M. Klein, à l'invitation de l'Université de Princeton, à l'occasion de 
son i5oc anniversaire. 
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S' i l étai t mobi le sur u n p l a n ho r i zon ta l , les f o r m u l e s 
sera ient u n peu p lus compl iquées , m a i s le r é su l t a t final 
serait tout parei l à celui dans le cas spécial . 

Lorsque la ro ta t ion est t r è s rap ide la toupie se c o m -
por te c o m m e si l ' axe é ta i t m a i n t e n u fixe pa r u n e force 
spéciale. Cet te idée a été employée p a r F o u c a u l t , p a r 
exemple , en 1851 ; mais r ega rde r ce t te idée c o m m e 
é tan t u n p r inc ipe de Mécan ique i n d é p e n d a n t est , cela 
va sans d i re , u n e a b s u r d i t é . 

La mé thode h a b i t u e l l e au m o y e n de laquel le on a t -
t aque le p rob lème est celle des petites oscillations. 
Soien t x, yles coordonnées hor izon ta les du po in t de 
s u p p o r t de la toupie , n la vitesse de ro ta t ion et P le 
m o m e n t d u poids de la t o u p i e ; a lors , en négl igeant les 
puissances supér ieu res de x et y , n o u s ob tenons les 
équa t ions di f férent ie l les l inéai res homogènes su ivan tes 
à coefficients cons tan ts 

x" ny'— P J = o, 

y"— nx'— P y = o. 

Dans ces équa t ions , les t e rmes en xJ etyf sont dits 
les termes gyroscopiques , Les so lu t ions des équa t ions 
r e n f e r m e n t l ' exposan t carac té r i s t ique 

2 

Rela t ivement .à la fo rme de cet exposant , l ' on d i s -
t ingue d ' h a b i t u d e d e u x cas : le cas stable, n- 4 P , et 
le cas instable n ' - ^ P j l ' o n conclu t alors de la discus-
sion q u e , dans le p r e m i e r cas, on t l ieu ac tue l l ement des 
oscil lations a u t o u r de la pos i t ion d ' équ i l i b re , tandis q u e , 
dans le second., l ' axe s 'écar te i ndé f in imen t de la posi t ion 
d ' équ i l i b re . 
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Dans le cas stable, nous ob tenons 

A 2 — 4 P 
« V — 

où a est u n e cons tan te d ' i n t ég ra t i on . 
J e conserverai les dés ignat ions stable et instable p o u r 

les cas respect i fs / 2 2 ^ > 4 P e t et j ' e x a m i n e r a i 
si le m o u v e m e n t cor respond vé r i t ab lemen t à l ' accep t ion 
hab i tue l l e q u e l 'on donne à ces mot s . 

Dès le débu t , cette mé thode des peti tes osci l la t ions 
p rê te à u n e cr i t ique sévère. D a n s le cas d i t instable, 
elle est en contradic t ion di rec te avec e l l e -même , car les 
quan t i t é s qu i , dans la f o rma t ion de l ' équa t ion diffé-
ren t i e l l e , sont supposées ê t re petites, d ev i ennen t 
grandes après l ' i n tégra t ion de l ' é q u a t i o n . P a r consé-
q u e n t , il n 'y a abso lument a u c u n e ra i son p o u r regarder 
les résul tats comme é tan t u n e app rox ima t ion des condi-
t ions véri tables . E t dans le cas stable m ê m e , la mé thode 
ne repose pas sur u n e base sol ide. 

M. Poincaré , dans les ques t ions cor respondan tes d u 
domaine de l 'As t ronomie , pousse les déve loppement s en 
séries j u s q u ' a u x ternies p lus élevés. M a i s , m ê m e si 
nous admet tons que les séries soient convergen tes , l eur 
région de convergence s ' é tend-e l le suff isamment pour 
que l ' on puisse de ces séries dédu i re le vér i table ca rac -
tère du m o u v e m e n t ? Dans le cas de la toup ie , nous 
n 'avons pas à n o u s préoccuper de la d iscuss ion l abo-
r ieuse de cet te ques t i on , car l ' in tégrat ion complè te peu t 
ê t re effectuée sous f o r m e expl ic i te . 

Je propose de t r a i t e r le p rob l ème de la m a n i è r e su i -
vante . P o u r s impl i f ier nous supposerons q u e les m o -
ments d ' ine r t i e de la toupie par r a p p o r t à ces axes 
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nt x — a cos — • 9. 

y = a sin 
nt 
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principaux sont égaux à i . L 'axe é tan t p r imi t i vemen t 
vertical , soient 2f et W les angles polaires à l ' ins tan t 
quelconque t, et soit eos S = u. 

Les formules d ' in tégra t ion sont alors 

i== Çdu
 7 y = n f du 

J \/ÏÏ? 11J (ït + i ) ^ ' 
où 

U = >¿(u — i ) [n* -h {Pu — n)(u - h i ) ] . 

L'ex t rémi té supér ieure de l 'axe (Yapex de la tou-
pie) décri t dans tous les cas, sur la surface de la sphère 
circonscrite, une rosace formée par u n n o m b r e de 
boucles congruentes . Il en est encore ainsi lo r sque 
n = o, une boucle é tant alors ident ique à un grand 
cercle de la sphère . Notre a t tent ion se por te alors sur 
cette quest ion centrale : quelle est la longueur de ces 
boucles, c 'es t -à-dire j u squ ' à quel le valeur la quan t i t é 
u = e d iminue- t - e l l e , en pa r t an t de la valeur u — i. 
Ici u = e est cette racine de U — o, qui est comprise 
en t re u = -f- i et m = — i . P o u r ob ten i r , d ' au t re pa r t , 
la largeur des boucles, il serait nécessaire de faire la 
discussion de l ' in tégra le W. 

Si nous in t roduisons la let tre M pour désigner, lorsque 

u-r= î , la vitesse angulaire de l 'axe de la toup ie , 

cette vitesse étant égale à la mesure de l ' impuls ion la-
térale, par l 'effet de laquel le l ' axe est écarté de la posi-
tion verticale, nous t i rons de U = o, en écr ivant e au 
lieu de */, 

(;2 = ( i - e) f * 2 - a P ( g - n ) ] 
e -+-1 

Lorsque e et u désignent des coordonnées rec tangu-
laires, cette équat ion, in te rpré tée comme il convient , 
représente une cubique p lane , symétr ique par r appor t 
à l 'axe des e, ayant au point e = i , v — o, une tangente 
verticale, et ayant la droite e -f- i = o pour asymptote . 
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Cel te courbe a u n e cer ta ine di f férence de s i tua t ion se lou 
q u e 

/ i 2 — 4 P > o ou n 2 — 4 P < o 

(nous pouvons , en vue d ' ab rége r , la isser de côté le cas 
n 2 — 4 P = <>)• Dans le p r e m i e r cas (stable) , la b r a n c h e 
impa i re de la cou rbe passe p a r le p o i n t e = -f- i, v = o , 
tandis q u e , dans le second cas ( ins tab le ) , c 'es t la b r a n c h e 
pa i re qu i passe par ce p o i n t . 

D a n s les deux cas c 'est la b r a n c h e impa i r e qu i joue 
u n rô le dans le mouvemen t effectif de la toup ie , pu i sque 
u = c o s S est compr i s , p o u r 3 rée l , e n t r e — 1 et 4 - i . 
D a n s les deux cas aussi , la d i f férence i — e , c 'est-à-dire 
la longueur des boucles de la rosace, d i m i n u e avec 

La différence carac tér i s t ique e n t r e les deux cas est 
cel le-ci : 

P o u r n2 — 4 P > o , la d i f férence 1 — e d i m i n u e avec 
y, jusqu 'à o, tandis q u e si n 2 — 4 P < o cette di f fé-
rence ne dépasse jamais u n e cer ta ine l imi te i n f é r i e u r e 
d i f férente de zéro. P a r sui te , dans le cas ins tab le , les 
boucles de la rosace p r e n n e n t de sui te u n e ce r t a ine lon-
gueur finie, que lque pet i te q u e soit l ' impu l s ion la térale 
donnée à la toupie . 
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T h é o r i q u e m e n t , ceci f ou rn i t u n e d is t inc t ion b i en ac-

centuée en t r e les deux cas ; dans la p ra t ique c e p e n d a n t 
cette d i f fé rence peu t deveni r inappréc iab le , si n2— 4P 
é tan t << o, devient en m ê m e temps très pet i t en va leur 
absolue. La rosace, dans le cas ins tab le , peu t deven i r 
aussi pe t i te que l 'on veut , et, é t an t donnée u n e rosace 
stable, u n choix convenable des cons tan tes n et v d o n -
ne ra , dans le cas ins tab le , u n e rosace plus petite q u e la 
rosace s table . 

O r ce résul ta t est en désaccord avec l ' accept ion 
usue l le des mots stable et instable. De p lus , il ne 
con f i rme pas les p r é t e n t i o n s de la m é t h o d e des pet i tes 
oscil lat ions. Si l ' ex t r émi té supér ieure de l ' axe , dans le 
cas ins table , décr i t u n e petite rosace, pourquo i cette c i r -
constance 11'est-elle pas mise en évidence p a r l a méthode 
des petites osci l la t ions? 

La réponse à cette de rn iè re ques t ion s ' aperçoi t immé-
d i a t emen t , si nous in t rodu i sons la q u a n t i t é e dans l ' in-
tégra le t, 

du 

La méthode des pet i tes osci l lat ions, dans la p a r e n -
thèse 

4 p _ P ( u — 1) (e — ï)-+- 7.(11 — l) '¿(e — 1), 

négl ige, par r appor t à n 2 — 4 P ? les t e rmes r e n f e r m a n t 
u — 1 et e — 1. O r cela est admissible au seul et un ique 
cas où, u—1 et e — 1 é tan t pe t i t s , n2—4P n est pas 
petit, et , pa r conséquent , les cas, soit s tables , soit i n -
stables, lorsque n2— 4 P e s t u n e pe t i te q u a n t i t é , échap-
pen t au t r a i t emen t approx imat i f pa r la m é t h o d e des 
pet i tes osci l lat ions. 
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C O R R E S P O N D A N C E . 

M. C. Bourlet. — L'Exercice II de Licence (p. 236-237) 
constitue une proposition qui n'est pas de moi, mais qui appar-
tient en réalité à M. Pincherle, professeur à l'Université de 
Bologne; il l'a publiée dans une Note aux Comptes rendus 
de la R. Acc. dei Lincei. Je me suis rencontré, sans le savoir, 
avec M. Pincherle, dans quelques-uns de mes récents travaux. 

M. Wladimir Habbé. — Le triangle de M. Guillot ( 1 8 9 7 ; 

p. 237),indiqué pour la construction approchée de 71, est iden-
tique à celui de Bing ( S c i e n t i f i c american Supplément, 
n° 500, p. 7989, IER août 188.5). 

C O N C O U R S D ' A D M I S S I O N A L ' É C O L E P O L Y T E C H N I Q U E EN 1 8 9 7 . 

Composition de Mathématiques. 

On donne dans un système d'axes rectangulaires O x y z : la 
droite AB, qui a pour équations x = a, y — z ; le point G, qui 
a pour coordonnées x = o, y — o, z = a. On considère l'hy-
perboloïde (H) , engendré par la rotation de AB autour de O z, 
puis la sphère (S) , qui a pour centre G et qui est tangente 
à AB. 

I. Trouver les équations des surfaces ( H ) et (S) . 

II. Déterminer leur courbe commune et calculer C1) le rap-
port de la plus grande à la plus petite surface que cette courbe 
découpe sur la sphère. (Il suffira de doitaer le résultat avec 
2 décimales.) 

III. Autour d'un point P de 0^, dont .la cote est 5 = /*, 

( / ) Les calculs seront faits sur la feuille. 
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pivote une sécante[qui perce l'hyperboloïde ( H ) e n u n point H, 
et la sphère ( S ) en un point S. On demande : d'étudier le lieu 
de l'intersection M des diamètres OH et CS ; de discuter les 
coefficients angulaires de ses directions asymptotiques, quand 
le point P décrit l'axe O s . 

Epure. 

On donne dans le plan vertical de projection un cercle de 
rayon égal à 6omm, dont le centre G est situé à droite de la 
ligne y y' qui divise la feuille en deux parties égales parallèle-
ment aux grands côtés, à une distance GD de cette ligne égale 
à 8o,nm et à 327mm du bord inférieur de la feuille. Ce cercle, en 
tournant autour d e y y ' , engendre un tore plein. 

Une sphère pleine, de rayon égal à 9o,n,n, touche le plan du 
cercle précédent en un point O' situé au-dessous de GD, à 
5o,rm du point G et à 4o,nïu à droite d eyy'. La projection ho-
rizontale O du centre de la sphère est à i8omnr' au-dessous de O' 
sur une parallèle à yy'. 

On construira l'interseclion du tore et de la sphère et l'on 
représentera par ses projections ce qui reste de la sphère en 
supprimant la partie comprise dans le tore, les parties vues 
étant en traits noirs pleins et les parties cachées en pointillé. 

On indiquera en traits pleins rouges les constructions né-
cessaires pour déterminer un point quelconque de l'intersec-
tion et la tangente en ce point, ainsi que les points remar-
quables. On tracera en rouge également les parties des deux 
surfaces en dehors de l'intersection. 

C O N C O U R S D ' A D M I S S I O N A L ' É C O L E NORMALE S U P É R I E U R E 

EN 1 8 9 7 . 

Composition de Mathématiques. 

On considère déux hyperboloïdes à une nappe H et II' se 
coupant suivant deux coniques S et S dont aucune ne se dé-
compose ; ces deux coniques ont. comme on sait, deux points 



( 3 3 . ) 
communs A et B que Ton suppose distincts. Soit JA un point 
quelconque d e Z ; par ce point passent quatre génératrices 
rectilignes (deux sur H et deux sur H') qui rencontrent S aux 
quatre points M, N, M', N'. 

I. Trouver l'enveloppe des six droites qui jo ignent deux à 
deux ces quatre points ; on trouvera quatre coniques que l'on 
désignera par c, c\ Ci, C2, les coniques c et c' d'une part, Cj, 
C2 d'autre part jouant un rôle analogue. On indiquera dans 
quels cas l'une de ces coniques se réduit à un point. 

II. Dans cette seconde partie, on ne regarde plus II et II' 
comme donnés; on se propose au contraire de remonter à la 
figure primitive en partant des éléments auxquels on a abouti 
et que l'on a étudiés dans la première partie : 

i° On donne la conique S ; peut-on choisir arbitrairement 
l'une des quatre coniques c, cf, Cj, C2? Les trois autres sont-
elles alors déterminées? 

2° On donne S et c ou Ci, à quelles conditions est assu-
jettie 2 ? Si l'on donne en outre 2 , à quelles conditions sont 
assujettis II et H'? II y a lieu ici de distinguer deux cas, sui-
vant que l'on donne c ou Ci. Dans l'un de ces deux cas, les 
deux hyperboloïdes sont variables, mais chacun d'eux est dé-
terminé quand on fixe l'autre : trouver alors l'enveloppe E de 
la droite D qui joint les pôles d'un plan fixe II par rapport aux 
deux hyperboloïdes (on remarquera d'abord que la droite D 
reste dans un plan). 

3° Écrire l'équation du lieu engendré par E lorsque le plan II 
tourne autour d'une droite fixe. 

N. B. — Les candidats qui, pour traiter la première partie, 
seraient embarrassés dans le choix des axes, peuvent , s'ils le 
veulent, prendre pour axe des x la droite A B ; pour axe des y 
la tangente en A à la conique S; pour axe des z la tangente 
en A à la conique S ; mais ce choix d'axes n'est nullement 
obligatoire. 
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C O N C O U R S G É N É R A L DE 1 8 9 7 . 

Mathématiques spéciales. 

I. Soit 0 a b c un tétraèdre T trirectangle au sommet O, dont 
les arêtes O a , O ò , O c ont la même longueur /, et soit d le 
centre de la sphère circonscrite à ce tétraèdre. 

On suppose que le tétraèdre T se déplace par rapport à un 
trièdre trirectangle fixe OX, OY, OZ de manière que les points 
a, b, c, d décrivent respectivement les plans qui ont pour 
équations 

Y + Z = o, Z + X = o, V -t- Y = o, 

\ y + Z - = o. 
2 

i° Démontrer que les points symétriques des points a, b, c, d 
par rapport aux arêtes O a, 0 6, O c du tétraèdre T décrivent 
également des plans. 

Trouver l'équation de la surface S décrite par le sommet O 
du tétraèdre T. Cette surface, qui est du quatrième degré, a 
un point triple et trois droites doubles. 

3° Par chaque point a d'une droite double passent deux 
droites $ et o' qui rencontrent la surface S en quatre points 
confondus. Chercher pour quelles positions du point a sur 
cette droite double les droites 8 et 8' coïncident. 

4° Montrer que tout plan tangent à la surface S coupe cette 
surface suivant deux coniques et que ces deux coniques se 
confondent pour quatre positions particulières du plan tan-
gent. 

II. Soit v(x) une fonction de la variable réelle x, continue 
pour toute valeur de cette variable. On suppose que la valeur 
absolue de la dérivée est, pour toute valeur de x , infé-
rieure à un nombre fixe k plus petit que i : 

i° Montrer que l'équation x — <p(#) = o a une et une seule 
racine réelle a. 

2° On forme la suite JTJ = = •••> x n — yi&n-i) , 
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où x0 est une quantité réelle arbitrairement choisie. Montrer 
que xn tend vers a quand n devient infini. 

Nota. — On a 

a = cos cp cos d» — sin cp sin ty cosO, 

b =— sin cp cos^ — coscp sin^ cos G, 

c = sind* sin G ; 

a' — coscp sin^ H- sin cp COS^ cosO, 

b' = — sin cp sin ^ -+- cos<p cos*}; cos 0. 

c' — — cos^ sin0: 

a" — sin cp sin 0, 

b" = cos cp sin 6, 

c" = cosO ; 

X — ax -h by H- cz, 
Y — a x -h b'y -f- c z, 
Z — a"x -f- b"y -4- c"z. 

Ma thématiques élémentaires. 

On donne dans l'espace trois droites (A), (B), (G). On mène 
un plan m perpendiculaire à A; soient P, Q, R les points où 
ce plan rencontre respectivement les droites ( A ) , ( B ) , (G). 
Soient Q' le point où la droite A est rencontrée par le plan 
perpendiculaire à (G), mené par le point Q, et R' le point où 
la droite A est rencontrée par le plan perpendiculaire à B, 
mené par le point R. Démontrer que la longueur du segment 
Q'R' reste la môme quand le plan m se déplace parallèlement 
à lui-même. 

Existe-t-i l des plans coupant les droites ( A ) , ( B ) , (G) en 
trois points A, B, G, tels que les droites BG, GA, AB soient 
respectivement rectangulaires avec les droites ( A ) , ( B ) , ( G ) ? 
S'il existe un pareil plan, il en existe une infinité. 

Existe-t- i l un point M, tel que si l'on désigne par M' son 
symétrique par rapport à la droite A et par M" le symétrique 
de M' par rapport à la droite ( B ) , les points M' et M" soient 
symétriques par rapport à la droite (G)? S'il existe un tel 
point M, il en existe une infinité. Quel est alors leur l ieu? 

On examinera le cas particulier où les trois droites (A), (B), 
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(G) ont un point commun et le cas plus particulier encore où 
elles forment un trièdre trirectangle. 

Dans le cas particulier où les droites (A) , ( B ) ont un point 
commun O et où la droite ( G ) est perpendiculaire au plan de 
ces deux droites, sans passer par le point O, on déterminera 
le lieu des pieds des hauteurs du triangle ABC et le lieu du 
point de rencontre de ces hauteurs. L'un des pieds est fixe. 

S O L U T I O N S DE Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

Question 1546. 
( J885, p. 487 et 573.) 

Par le foyer d'une parabôle on mène trois rayons vec-
teurs faisant entre eux des angles égaux, et en leurs mi-
lieux on élève des perpendiculaires qui, en se rencontrant, 
forment un triangle équilatéral. 

Démontrer que le lieu du centre du cercle circonscrit 
à ce triangle est une par aboie, et que l'enveloppe de ce 
cercle se compose d'une droite et d'un cercle. 

( E . F A U Q U E M B E R G U E . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . H . B R O C A R D . 

Cette question a été proposée aussi par M. Fauquembergue, 
en i885, dans Mathesis, où une solution a été publiée en 1887 
(p . 97, n" 491). 

Voici une autre solution. 
Les milieux I, K, L des rayons vecteurs FA, FB, FC, appar-

tiennent à une parabole. On peut donc considérer les perpen-
diculaires menées aux extrémités de ces mêmes rayons vec-
teurs. Elles déterminent un triangle équilatéral, A'B'C', dont 
les côtés sont trois tangentes à la podaire négative de la pa-
rabole par rapport au foyer, courbe connue, signalée ou étu-
diée maintes fois dans ce Journal (1866, s u - 3 i ; 1876, 99, 
101, etc. ). 

Les trois points de contact de trois tangentes formant un 
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triangle équilatéial A'B'C' sont sur un même rayon vecteur 
de la courbe. Ils sont en ligne droite avec le point F ( l o c . 
cit.). 

La question 1546 est donc identique avec la question 1266, 
posée, t. VII (2), p. 240, 1878, et dont voici l 'énoncé : 

Si, par le pôle de Vorthogénide 

P~ ¥ = a~ 3 sin iy — ^ , 

on mène une droite quelconque, les tangentes aux points 
d 'intersection de cette droite avec Vorthogénide forment 
un triangle équilatéral. Trouver le lieu du centre de ce 
triangle et Venveloppe du cercle circonscrit, lorsque la 
droite oscille autour du pôle. (E . L U C A S . ) 

M. Fauquembergue en a récemment donné la solution (189A, p. 5*). 
Nous y renverrons donc le lecteur. 

Question 1700. 
(1895, p. 38'.) 

Dans la parabole, le produit des rayons de courbure 
aux pieds des normales abaissées d'un point sur la para-
bole, est égal à 8 fois le cube de la distance du point 
d'émission des normales au foyer. ( E . - N . B A R I S I E N . ) 

S O L U T I O N 

F a r M. A . DROZ-FARNY. 

Les pieds des normales abaissées du point (a , ¡2) sur la pa-
rabole y- = i p x sont sur l'hyperbole d'Apollonius du point ap; 
zy-r-y(p — a ) — = En éliminant y ou x entre ces 
équations, on obtient l'équation aux abscisses ou aux ordon-
nées des pieds des normales. 

Equation aux abscisses 
P 0 2 

X* -f- 2(p Ct)x2 -h (p— — = o, 
d'où 

x' x" -h x' x"' -4- X" Xm ~ (p — a )2 2 

On sait que le rayon du cercle de courbure au point x'y' de 
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la parabole est donné par la formule 

On aura donc., pour le produit demandé , 
il 

" x'" (p -h 2 x' ) (p -h IX* )(p 1X'" ) 1 2 8 x'x" a 

t ^ ' i x ' ) ( P H - 2 

l p* i 
t r p* - f - 1 p2 ( x' H - x" - h x"' ) + 4 p ( x' x" - h x' x" - H x" x'" ) - h 8 x' x" x'" '] 

J . : _ . J 
a 

P Z J 

[(/> — -4- 4 p2]ï . 

Or la d is tance du point O au foyer F est donné par la f o r -
mule 

OF - - 5 y + pt = I - P ) * + 4 pi, 

8 Ô F 3 3 = [ ( 2 a - v D ) 2 + 4 p 2 ]
1 2 ; 

donc 

P = 8 Ô F . C . Q . F . D . 

Question 1713. 
(1890, p. io3.) 

Trouver par l'analyse le lieu du foyer mobile d'une co-
nique d'excentricité donnée dont Vautre foyer est fixe et 
dont la directrice correspondant à ce foytr enveloppe 
une courbe donnée. Vérifier le résultat trouvé par la Géo-
métrie. ( B . N I E W E N G L O W S K I . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . G . D U L I M B E R T . 

Le foyer fixe étant pris pour origine, l 'équation générale 
des coniques du faisceau est de la forme 

( m2-î- t>2)(a:2 - h y 2 ) — z2{ux -f- vy — i)*2 = o 
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avec 

f ( u , v ) = o, 

a et p étant les coordonnées du foyer mobi le , l 'équation d o i t 
pouvoir s'identifier avec 

( u* v*) [(x — ol)2 -h ( y — — z2(ux -h vy — p)2 = o. 

Les coeff ic ients de x 2 , x y , y 2 étant les m ê m e s dans les d e u x 
équations, les autres doivent l'être aussi , ce qui d o n n e 

uz2(p — i) = a (M2-H P2), 

Elevons au carré les deux premières équat ions et ajoutons 
membre à membre . Il vient, en tenant c o m p t e de la t ro i -
s ième, 

s2 (/? — i ) s2 H— i — = i, p = 
/? -4- 1 7 E2 — I 

On en tire p — i = — - — • Donc enfin 
' ê2 — I 

a _ g 2 ô2 

IL ~V ( S 2 — L ) ( M 2 - H C 2 ) ' 

Résolvons ces équations par rapport à u et v. Il vient 

( £ i - i ) ( « i + P 2 ) ' (s2 — 0 ( * 2 + - P 2 ) ' 

L'équation du lieu est donc 

2 s2 a? 2 s 2 j 
^ [ ( ¡ T Z ^ Î X ^ + T 2 ) ' ( s 2 — i ) ( ^ 2 4 - j r 2 ) 

Or / Y ——-, —r ) = o représente la podaire de l'en-J \ x2 -+- y2 x2 -+- y2 J 1 1 

veloppe de la directrice par rapport au foyer fixe. En effet» 
cette équation résulte de l 'élimination de u et de c entre les 
équations 

u x -h v y — i = o, 

vx — u y = o, 

f ( u , V) = o. 
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Le lieu cherché est donc une courbe homothét ique de la 

podaire de l'enveloppe de la directrice par rapport au foyer 
fixe, le centre d'homothétie étant ce foyer, et le rapport d'ho-

mothetie — 
e 2 — i 

Pour vérifier ce résultat géométriquement, supposons que la 
courbe donnée soit une el l ipse; le raisonnement est identique 
pour l'hyperbole. 

Soient I le pied de la directrice, O le centre, F, F' les foyers, 
A, A' les sommets de l'axe focal. Puisque l 'homothétie est in-
verse, il faut démontrer que 

FF' _ i e2 

F i ~ 

Prenons FI pour unité. La figure donne 

AF _ AI _ i 
E ~ l l -f- E ' 

A I _ V F _ _ I 

I £ 1 — £ 

AA' = A I — AI = — — = 
I — £ I -h E I — £ 

FF' = AA' x £ = C . Q . F . D . 
I — E2 

Dans le cas de l 'hyperbole, l 'homothétie est directe. 

Autre solution de M. AUDIBERT. 
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Question 1723. 
( 1896. p. 199.) 

Trouver les limites de la fraction 

lorsque 

çax gbx 

r x = o, 

2° X = OO, 

3° a == b, 
respectivement. ( R . - W . G E N E S E ) . 

SOLUTION 

P a r M . G . TZITZÉICA. 

I° x — o. — On peut développer en série, ou, ce qui est la 
même chose, appliquer la règle de l 'Hôpital. On trouve pour 
la l imite 

(a — b) l o g s 

i a 
£ l0£ y-

° b 

x — oo. — On peut considérer différents cas. Supposons 
d'abord a > b et £ > i . On a alors 

1 i m ; — = lim 
. c—{a—b)x 

R 

r (zaY — Jiin ( — 
I W 

Dans ce cas la limite cherchée est o ou oc, suivant que 
ta < ou za > az. 

Soit maintenant a > b et s < i . Alors 

zax— zbx ¿bx[e(a-b)x—|1 / 
lim =— = lim ~ TT~\—=r = — lim ( — ) = o ou » . 

atx—btx rr /by*i \ f f i j 

- T - M 

suivant que az ou s 6 > a £ . 
On pourra considérer de même le cas a < b et s ^ i . 
3° Appl iquons la règle de l'Hôpital, en prenant les dérivées 

des deux termes de la fraction par rapport à a. On trouve de 
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cax—l 
~ — - I O - : 

pour la limite cherchée. 

Q U E S T I O N S . 

1771. Soit ABC un triangle équilatéral; (S) le cercle inscrit 
clans ce triangle; abc un triangle équilatéral inscrit dans le 
cercle ( S ) : 

Les droites A a, Be, Cb se coupent en un même point a ; 
2° Quand le triangle abc se meut dans le cercle (S) , le point a 

décrit une hypocloïde à trois rebroussements. 
3° Construire la tangente au point a en partant de ce mode 

de génération de la courbe. (GENTY.) 

1772. Trouver le lieu des points M tels qu'en menant à une 
ellipse les tangentes qui la touchent en A et B, le cercle cir-
conscrit au tiangle MPQ soit tangent à l'ellipse. 

Même question pour la parabole. (E . -N. BARISIKX.) 

1773. Etant donnés une cycloïde de base AB et un cercle 
ayant son centre au milieu C de AB, on prend la podaire de la 
cycloïde par rapport à un point quelconque M du cercle. Prou-
ver que l'aire comprise entre la podaire, la droite AB et les 
deux tangentes en A et B à la cycloïde est constante. 

( E . - I \ . BARISIEN.) 

1774. Le produit des paramètres de distribution des plans 
tangents (*) à un paraboloïde hyperbolique, pour deux géné-
ratrices du même système et rectangulaires, est égal au carré 
de la plus courte distance de ces droites. 

(MANNHEIM. ) 

( l ) Il serait plus court de dire : le produit des paramètres tan-
gentiels. Il me semble que rien n'empêcherait d'adopter cette ma-
nière de parler. (M.) 
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[ D 6 b ] 
PREMIER CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » 

POUR 1 8 9 7 ; 

PAR M. A. PAGES (1 ). 

Établir les propriétés fondamentales des fonctions 

circulaires en prenant comme définition de Vex-

pression 

(i) S(a?) = a?r r 
- m 

le produit Ff étant étendu ci toutes les valeurs de ren-
tier n de — GO a -4-co, o excepté. 

On pourra introduire la fonction 

C(-> = ! ' = s ' < > e S < * ) ; 

montrer qu elle vérifie Véquation différentielle 

et en déduire les formules dJaddition pour C(x) et 
S(x). 

Développement. 

Je m e p r o p o s e d ' é t a b l i r les p r o p r i é t é s f o n d a m e n t a l e s 
des fonc t ions c i r c u l a i r e s , c o m m e l ' i n d i q u e le t i t r e de la 
q u e s t i o n , de la m a n i è r e la p l u s é l é m e n t a i r e e t la p l u s 
d i r ec t e . La d i f f icul té d u s u j e t n e cons i s t e pas d a n s la va -
l e u r des r é s u l t a t s à t r o u v e r , ma i s b i e n d a n s l a m i s é en 

(') Mémoire ayant obtenu le prix. 
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XVI. (Août 1897.) 22 
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lumiè re des propr ié tés que l ' on doit appeler fondamen-
tales et dans le choix de ces p rop r i é t é s . 

Je qual i f iera i de fondamentales les p rop r i é t é s su i -
vantes : 

La périodicité et ses conséquences, les relations al-
gébriques qui existe fit entre les fonctions circulaires 
aux mêmes périodes, les théorèmes d'addition qui dé-
rivent des relations précédentes, les diverses formes 
analytiques sous lesquelles on peut mettre ces fonc-
tions et le lien qui les rattache ci l exponentielle. 

Tel le sera la marche suivie dans l ' é tude de S(x) et 
C ( x ) . A la fin j e dirai u n mot des équa t ions 

S(.T)= S ( t f o ) , C(T)= C(.r0): 

ce qui condui t aux fonc t ions inverses . Après cela , tout 
ce qui res te à é tudier n ' e s t q u ' u n e conséquence i m m é -
dia te des p ropr ié tés précédentes et se r e t r o u v e p a r t o u t . 

E n f i n , je t e rminera i en d o n n a n t , d ' ap rès M. He rmi t e , 
l ' express ion de tou te fonc t ion c i r cu la i r e sous la forme 
de la décomposi t ion en é léments s imples et sous la fo rme 
d ' u n q u o t i e n t de d e u x p rodu i t s de fonc t ions S, et en 
é n u m é r a n t que lques p ropr ié tés généra les de ces fonc-
t ions . 

Dans le c o u r a n t du r a i s o n n e m e n t p lus ieurs d é m o n -
s t ra t ions se sont p résen tées p o u r cer ta ines propr ié tés : 
j'ai toujour s choisi cel le qui supposai t le moins de con -
naissances et qu i se r app rocha i t le p lus des déf in i t ions : 
on en verra un exemple dans le t h é o r è m e d 'add i t ion de 
la fonct ion C(x), d é m o n s t r a t i o n q u i , d ' a i l l eu r s , est 
e m p r u n t é e à E i sens t e in . 

iu Propriétés préliminaires des fonctions 

d C ( x ) 
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I . La fonet iou 

( i ) S (a?) = .rl l ' 

où le p rodu i t IT est é t endu à toutes les va leurs de l ' e n -
t ier « de —oo à + Q 0 , zéro excepté , est r égu l i è re en 
tous les poin ts à d is tance finie. El le admet p o u r seuls 
zéros les poin ts x = o, x = zh. i, x = ± 2, . . . . D e p l u s 
elle est impai re} en effet , on peu t poser , en changean t 
le signe de x, 

Changeons x en — dans cette égali té , et compa-

rons à la p remiè re fo rme de S ( x ) , on voit que 

S ( — x) = — S O ) . 

Le po in t co est u n po in t s ingul ier essentiel de S (a:)*, 

en effet , si l ' on fai t x = ? on voit que dans u n e aire 

aussi pet i te q u ' o n le veu t , e n t o u r a n t le po in t xf = o, la 

fonc t ion S admet u n e inf in i té de zéros, x' — ^ • 

Le po in t x — o est donc un po in t s ingul ier essentiel . 
P r e n o n s la dér ivée l o g a r i t h m i q u e de S ( . r ) et posons 

S X Amà \ X II 11 J 11} 
n 

le s y m b o l e ^ i nd iquan t u n e sommat ion é tendue à toutes 
n 

les valeurs de l ' en l i e r n de — 00 à + 0 0 ; l ' accen t ( ' ) si-
gnifie que la va leur n = o est exclue comme , d ' a i l l eu r s , 
dans le produi t II'. 

La fonct ion C ( a : ) est aussi impa i re : cela résul te de 
ce que , S(x) é t an t impa i r e , S ' ( . r ) est pa i re . Le déve-
loppement ( 2 ) m o n t r e qu 'e l l e a p o u r pôles s imples tous 
les po in t s o, ± i , ± 2 , . . . , et ceux-là seu lement , le 



( 344 ) 
rés idu relatif à chacun de ces pôles é tan t i . Le dévelop-
p e m e n t ( 2 ) m e t donc en évidence les pôles et les p a r -
ties pr incipales co r respondan tes de la fonc t ion . Le p o i n t 
x = 00 est u n po in t s ingul ier essent ie l p o u r C ( x ) 
comme p o u r S ( x ) . 

I l est aisé de r econna î t r e que C ( , r ) s ' annu le p o u r 
„ \ X — Ty. 

O n a, e n effe t , 

« = p 

Ad\\ — n nj p = 00 nj 
' 71 1 n=z- 1 " 

Le second m e m b r e est la l imite p o u r p inf in i de 

( 3 " O ( 5 ~~ 2 ) (» /»TT ~~ p ) " ï ^ T T ' 

l imi te qu i est év idemmen t nu l l e . 
Cons idérons m a i n t e n a n t la fonct ion 

n 

le s igne^P s ' é t endan t à toutes les valeurs ent ières de n , 
n 

de — oc à 4 - 00, zéro compr is . 
Cet te fonc t ion est pa i re . E l l e a p o u r pôles doubles 

tous les po in t s o, d= 1, ± 2 , . . . ; la par t ie p r inc ipa l e 

relat ive au pôle x = n est - — ï — - . r (x— /¿)2 

Périodicité des fonctions 

S(*) , G(a?) et 

Ce que nous venons de d i re m e t en évidence la pér io-
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dicité des fonc t ions que nous venons d ' i n t r o d u i r e S ( . r ) , 
C(x) et p ( x ) . 

T o u t d ' abord le déve loppemen t ( 3 ) de p ( x ) m o n t r e 
imméd ia t emen t que cet te fonc t ion n e change pas q u a n d 
on a jou te i à x , car cela n e fai t que déplacer les t e rmes 
du second m e m b r e : de l ' égal i té 

( 4 ) p O - h i ) = p ( . r ) 

on dédui t , par in tégra t ion , 

C ( # -h i) = c o ) -i- /¿, 

h é t an t u n e cons tante . Si l ' on fai t x = — 

C ( i ) = C ( — i ) + A = o, 

et , comme C(x) est impa i r e , h = o. Donc C(a : ) admet 
aussi i pour pér iode . O n aura i t p u le d é m o n t r e r d i r ec -
t e m e n t en f o r m a n t la différence C(x •+-1) — C ( . r ) . 

In tégrons encore les deux m e m b r e s de la re la t ion 

( 3 ) C(a? -f-1) = C(a?), 

on a 
logS(a? -4- i) = I o g S ( # ) -f- logÀ% 

où fî est u n e cons tan te . 
D 'où 

S (a? -h i) = À* S (a?-); 

faisons x =— T>, il vient 

d 'où h = — i . O n a donc la fo rmule 

(6) S(a?H-i) = —S(a?) , 

de laquel le on t i re 

( 7 ) S(¿c H- ?.) = — -h 1 ) = S(x). 
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La fonct ion S (or) admet donc le n o m b r e 2 comme p é -
r iode . 

D ' a i l l eu r s , elle n ' a d m e t pas d ' a u t r e pér iode q u e le 
n o m b r e 2 et ses mul t ip les en t ie r s . E n effet , S ( , r ) n e 
peu t a d m e t t r e c o m m e pé r iode u n n o m b r e impa i r 
211 —f- 1 ; on a , en effet, pu i sque 2 et 2 n sont des pé -
r iodes , 

+ + = S ( a ? -H 1) = — S ( a ? ) . 

Mais u n n o m b r e qu i ne serait pas en t i e r ne peu t ê t re 
u n e pér iode ; en effet, p u i s q u e la fonc t ion S ( « r ) V a n n u l e 
pour x — o, el le doit s ' a n n u l e r p o u r toute pé r iode ; or 
elle ne s ' annu le que pou r des valeurs ent ières de x. 

O n a donc les re la t ions 

(6 ' ) = S O ) , 

( 7 ' ) S (a? -+- in 4 - 1) = — S ( # ) ; 

d 'où , en dér ivant , 

(G") S ' ( . r -T- 2 n ) = S\x). 
(7") S'(a? H- 2/1 -h 1) = — S ' ( > ) . 

O n 11e peut pas avoir 

- + - k) — 

si k n 'es t pas u n n o m b r e pa i r . E n effet, on dédui ra i t de 
cet te re la t ion 

S ( t f - t - A - ) = S ( a ? ) - h h 

et, en changeant x en x -f- 1, 

— S ( x -h k ) =-¥- S (a?) H-

ce qui en t r a îne h = o, et, pa r sui te , k est u n e pér iode 
d e S ( j r ) . 

Pare i l l ement , on mon t re ra i t que , si l ' on a 

S ' O - * - £ ) = - + - S ' ( a ? ) , 

k est un nombre impa i r . 
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Les fo rmule s (6'), ( 7 ' ) , (6") , (7") m o n t r e n t que la 

seule pér iode de C ( x ) est le n o m b r e 1. 
De même, la seule pér iode de jp(:r) est 1 ; soit , en 

effet, u n n o m b r e k tel q u e 

= d'où C ( A ? H-À-) == C ( O ? ) H - / I , 

h é tan t u n e cons tan te . 
Si l ' on fai t x ~— A, le p remie r membre de cet te d e r -

n ière égali té devient inf ini ; par sui te aussi , C (k), e t le 
n o m b r e k ne peu t ê t re q u ' u n en t i e r . 

I I . F O R M U L E D ' A D D I T I O N D E C ( X ) . — Etabl issons 
m a i n t e n a n t la fo rmule d ' add i t ion p o u r G ( x ) : la m a -
n iè re m ê m e dont nous l ' é t ab l i rons nous mon t r e r a qu ' e l l e 
est a l g é b r i q u e . 

A cet efièt , commençons pa r m o n t r e r qu ' i l existe une 
re la t ion a lgébr ique e n t r e p ( ^ ) et C ( x ) . Nous allons 
suivre pou r cela u n e analyse d 'E i sens t e in ( Journal de 
Creile, t . 135 , p . 191 ). 

Posons, avec l ' é m i n e n t géomètre a l l e m a n d , 

ou encore 

(1, x A* x-i-11 

l ' en t ie r n p r e n a n t successivement les valeurs o, 
± 2 , . . . ; de m ê m e , soit encore 

('2yx) =p ( x ) - ^ {x H- n )2 

( 3 J O - V 1 1 A (9 x)~ 1 

n 
/ , v X? 1 1 d . _ I d*C(x) 
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C o n s i d é r o n s l ' i d e n t i t é é l é m e n t a i r e 

(p* ^ (/>-»- v? {.p ' q)' p1 q2 (p-+-qy2 \p2 q2 

Si l ' on y fa i t 

p — x n, q — — x — ni, 
el le d e v i e n t 

( — J L — = L — [ — I - A l 
] (x-\- n)2 (x -4- m)2 (n—m)'2 l_(x-h n)~ ' (.r-f-/>i)2J 
) 2 / i i \ 
\ ( n — m )3 \ x H- n x -i- m / 

ee t te i d e n t i t é est v ra i e , q u e l s q u e so ien t les en t i e r s m et 
p o u r v u q u e m ^ n . 
E t e n d o n s a lors l ' i d e n t i t é ( 9 ) à tou tes les va leu r s e n -

t i è res , posi t ives ou néga t ives , de m e t rc, en s u p p o s a n t 
tou te fo i s m ^ é n . E11 s o m m a n t d ' a b o r d Je p r e m i e r 
m e m b r e et l a i s san t n i ixe, 011 a 

[ y — 1 — ! — 1 
+- n)2 | ^ (x -+- ni)2 (a7-+-/ï)2J ( v -

ou b i en 

(x-i-n)2 [ ( s > ' r ) _ (^-f- ,1)2] = (x-hn)*(*fX)~(x + ny' 

Si l ' o n s o m m e r e l a t i v e m e n t à n , il v i e n t 

( 2 , * ) Y , ! 7 - f - Y : 1 77 =(2,37)» — (4, a?). v ' ;Jrnà(x-\-n)2 ¿à(x-T-n)'* v ' y v ' 1 

n n 

C a l c u l o n s m a i n t e n a n t le second m e m b r e : à cet e(fet, 
posons n — m = mf(mf ^é o), il v i e n t 

r 1 ^ T 
>n'2 -f- m )- (x -h m h- m' )2 

. . . ( ! ) m 3 \x -+- m -T-ni x -r- m J 



( -M9 ) 
laissant d ' abord m' fixe et s o m m a n t pa r r a p p o r t à m, il 
vient 

[ ( 2 , 3 7 ) 1 - 4 - JL[(hx) — (i,x)] = —-(2,^7); 

enf in , é t endan t la somme à roules les valeurs de m' , sauf 

-- — sj (m' ^ o) , 

//// = o, et posant 

v 1 

n 
il vient 

( I O) ( 2, x)'2 — ( 4 , X) = 2 ( 2, .T ). 

Reprenons l ' iden t i té ( 8 ) et posons 

p -=. x -f- m, q — n, 
il v ient 

( 1 — = i _ r ! + 
# ){x-r/ny-n* (x-i-m'y [(x-hm' — ny J 

( I O ) j / 
l + (x -h m')3 -+- m' — n n)' 

en remplaçan t m -f- n pa r m' dans le second m e m b r e . 
Comme plus h a u t , é tendons l ' iden t i t é ( i o ' ) à toutes les 
valeurs ent ières , posit ives ou négat ives de m et n (sauf 
toutefois p o u r x — o ; m seul peu t ê t re n u l ) : le p r emie r 
m e m b r e d o n n e 

s, (2, x ) ; 

q u a n t au second m e m b r e , en supposan t d ' abord m ' f ixe , 
il donne 

(x -+- m'y 
2 

( X -4 - fil 

Dans la dern iè re pa ren thèse / "V —, f- Y1 --1 \ jmmi x -f- m — n A* n 
^ \ n n 

la somme 7 — est nul le . ¿mi n 
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E n f i n , en d o n n a n t à m' t ou te s les v a l e u r s e n t i è r e s , 
on a 

{'>,,xy — (4, a?) H-îi (2, x) 4-2(1,3?) (3, x) — 2(4, a?); 

d ' o ù 

îi (2, a?) = (2, ar)2 — (4a?)-}- Sj (2, a?)-H j, a?) (3, x ) — 2(4, a?), 

c ' e s t - à -d i r e 
(11) 3(4, a?) = (2, .r)2-r- 2(1, a?)(3, x). 

Les r e l a t ions ( 10) et (11) p e u v e n t s ' éc r i r e 

, ,x / ¿ C \ 2 1 d*C dC 
( I 0 ) \ d x ) 

, 1 d * c _ / d e y i G ^ 2 c 

2 ~ \ ¿/a? / dx2 

' d 3 G 

E l i m i n o n s —j—̂  e n t r e ( i o ' ) et (11 ' ) , n o u s o b t e n o n s 

, ^ fdGY , r
 dC rcl'2C 

dé r ivons ( IO ' ) , , ndC d* G „ d2 G ~ d 3 C 

É l i m i n o n s ^ ^ et ^ ^ e n t r e les r e l a t i ons ( i o / ; ) , (1 1") et 
dC* 

( i o ' ) , on o b t i e n t finalement l ' é q u a t i o n e n t r e C et 

(12) + 

D é d u i s o n s m a i n t e n a n t de la r e l a t ion ( 1 2 ) la f o r m u l e 
d ' add i t i on p o u r C ( x ) . 

D ' a p r è s les n o t a t i o n s dé jà posées , o n a, p o u r tou tes les 
va leurs e n t i è r e s , pos i t ives , n u l l e s o u néga t ives de m , 

Y ( — 1 — - 1 — ) = ( i , 0 7 ) — ( i , v) , ^ \ x -h m y -T- m / 1 
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d ' o ù 

( y / _ ! ! _ \ / _ ! 1 _ \ 
( 13 ) J id \x /?i y -+- m / \x -h n y -h n) 

( r e -

c a l c u l o n s le p r e m i e r m e m b r e de la r e l a t i on ( i 3 ) e n l e 

d é v e l o p p a n t : on p e u t é c r i r e le t e r m e géné ra l 

(x -+- m){x 4- n) + ^ n ) 
i i 

(x -f- m)(y 4- n) (y-h m ) ( x n ) 

O r , t an t q u e m ^ /2, o n a i d e n t i q u e m e n t 

( x -f- m)(x -f- n) (7 + «)(/+n) 
i i i 

m — n \ x -h m x 4 - n y h- m y -h n 

D o n c la v a l e u r d u p r e m i e r m e m b r e de ce t t e d e r n i è r e 
éga l i t é , q u a n d o n d o n n e à m et n t ou t e s les va leur s 
e n t i è r e s , est égale à cel le q u ' i l p r e n d p o u r m = n a u g -
m e n t é e de la v a l e u r d u second m e m b r e ; o r , le second 
m e m b r e est n u l ap rès la s o m m a t i o n , d o n c o n a 

^ ((a? 4- m)(x -h n) (y -h m) (y -h n)) 
m, n 

= ^Eà {( x 4 - m)2 ^ (y -f- m jâ ) 
m 

= (2, a?) 4 - ( 2 , y \ 

De m ê m e 

J (-1 1_ ) , 
m — n \ x 4- m y -h n (x -+- m)(y 4- n) x — y 4- m — n \ x 4- m y 

_ _ ' = ï l - i — V 

( j m)(x -h n) y — x -h m — n \y 4-m x -f- n J 

Ces de rn i è r e s iden t i t é s o n t t o u j o u r s l ieu que l s q u e so ient 
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m e t n . P o u r e f fec tuer les s o m m a t i o n s , posons 

m — n — m . 

d ' o ù m = m ' - f - /z, et l a i s san t d ' a b o r d m ' fixe, il v ien t 

Y — ? — / — L 1 

jLd x — y -+- m \ x -h m H- n y n } 

= ! ;(y ^ x — y -h m \ ¿a* x -r- m -+- n j -+-/*/ 
n « 

— ! \({i x) — (i, y) I, 

x— y -t- m y v /J 

Si n o u s fa i sons v a r i e r m' , o n a 

(i,a?— de m ê m e 
Y — ! — / — 1 ! — \ 
Âmà y — x -r- m \y -+- m -+- n x -j- n j 

d ' o ù la re la t ion 

[(i>x) — (l,y)]2 — (2, x)-\-('2,y) 

c ' e s t - à -d i r e 

\(l,X ) — '2(L, X — JK)[ ( l J -2?) (L , / ) ] . 

E n c h a n g e a n t y en — y d a n s ce t te éga l i té et r e m a r -
q u a n t que 

il v ien t 

( — [d,a?)H-(i, y)\'2—('2ix) — {9., y): 

or , d ' ap rè s ( 1 2 ) , 

( 7..x) — ( ! ,x )2H- 3 .v 1, ( 2, r ) = (i 3Î! : 
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donc ( i 4 ) s 'écr i t , après r éduc t ions fa i tes , 

x ( I , rr ) ( I , j r ) — 3 1 ( i = / 7 . J — > 
( I , ) -H- ( I , JK ) 

c ' e s t - à -d i r e 

c 'es t la f o r m u l e q u e nous voul ions é t ab l i r . 
La mé thode suivie pour ar r iver à la f o rmu le ( i 5 ) est 

peu t - ê t r e u n peu l o n g u e , mais elle a l ' avantage d ' ê t r e 
é l é m e n t a i r e et de ne fa i re appel qu ' à la déf in i t ion 
de C ( x ) et à la re la t ion (12) . 

Formule d'addition pour S(x). 

Passons m a i n t e n a n t aux formules analogues pou r 
S(x) ; on a 

. dC S" S — S ' 2 S" / S ' V S" 

dx S 2 S \ S / S ( 1 7 = •c* , 

et d ' après (12) il en résu l t e 

S" 
s = = - - > S l 

O U 

( 1 6 ) S" H- 3 Si S = o . 

Mult ip l ions les deux membres de (16) pa r 2 S ' et i n t é -
grons 

( 1 7 ) S ' 2 -+ - 3 * t S 2 = h , 

h é tan t u n e constante-, pou r dé t e rmine r h ca lculons la 
va leur de S ' ( x ) p o u r x=o. Déve loppons C ( x ) en 
série de puissances : on a, pou r x i n f é r i e u r à n en valeur 
absolue, 

I I X X 2 

x - n ~ 11 n2 nli ' ' ' ' 
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d 'où , en po r t an t cette va leur dans la f o rmu le ( 2 ) , 

(18) C(^r)= — s l x — s.2x^—S3X» — 

on a posé 

n n n 

les sommes 7 )! , sont nu l l e s . Jmà 
n 

De là on dédu i t 

S (x) = Axe 2 + 

A é tan t u n e cons tan te . O r A = 1 pu i sque l im —— — 1 

p o u r x = o, par sui te 

/ X'~ X* 

S(d?) = 

/ n,»2 Y * 

) = H — h . . . h 

en se b o r n a n t aux deux p remie r s ternies du développe-
m e n t de S (a:) , il v ient 

( 1 9 ) S(x) = x f i — st ~ -r-. . . ) = x — sx -- — 

d ' o ù 

- r * X 2 
{ 2 0 ) b ( X ) — I ') .Ç, —- -t- . . . 

et enfin si x = o, on a 

S ' ( o ) = 1. 

D'ai l leurs , nous é tab l i rons tou t à l ' h e u r e et d ' u n e 
man iè re p lus s imple ces déve loppements (19) et ( 2 0 ) . 
P o u r le m o m e n t r evenons à la r e l a t ion (17) qui s 'écri t 
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De la fo rmule d 'addi t ion de C ( x ) , 011 dédu i t 

S-(x+y) S'(x)S'(y)--isiS(.r)S(y) 

ou bien , d ' ap rès la fo rmule (21) , 

O r le d é n o m i n a t e u r est égal à i , en app l iquan t encore 
la fo rmule (21) , et comme p o u r j = o le n u m é r a t e u r se 
rédu i t à d = S ( . r ) , la fo rmule d 'addi t ion p o u r S(x) est 
donc 

( 2 3 ) S{x-^y) = S'(x) S ( y ) 4- S '(y) S(x). 

D'après l ' express ion ( 2 2 ) 011 conclu t aussi 

(24) S S ' ( a r ) S \ y ) ~ S(y). 

Remarque I . — Des relat ions 

( P ( * 0 = 3 « t - h C'2, 

| S " ( a ? ) = — 3 5 t S ( a 7 ) . 
on dédui t 

(25) p(x)= §i = — — » 

et par sui te 

/ P2/ N 1 — (2>) G»(g) = S »(gJ ' 

Remarque I I . — L 'équa t ion (12) pei met de calculer 
les sommes 53 . . , , de proche en proche en fonct ion 
de la p r e m i è r e s{. E n effet l ' équat ion (12) p e u t s 'écr i re 

—- Six — s2a?3 — . . snx2n-1 —. . 

égalant les coefficients de où2n 2 et supposant successi-
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vcment n pair ou impair ( n = 2 [ À ou n — 
011 obt ient 

2 U. -f- I ) , 

(4 [Jt 4- i)S2y. = 2Si S2(x-i -H a S s S ^ - i - h . . • 
H- aS^-iS{J.-H1-+- S2(x, 

(4 jj- 3) S2jjl-Î-i = 2 Si S2{i, -+- 2S2 S2{JL_14-... 
• ^ SJJ.SJJ.-HI. 

Ainsi on a 

.Çf 2 S , Il.Çf 14 f> s i 
' 2 ~~ 5 ' * 5 . 7 ' ' *>-7-9 ' 5®.7.9.11 

Développement de S(x) et de S'(x) en série de puis-
sances. — De la f o r m u l e 

(21) S'«(a?) -f- 3siSî(a?) = 1 

nous allons déduire le développement de S ( . r ) en sér ie 
de puissances par la fo rmule de Mac-Laur in 5 on dédui t 
a isément 

S(
0
2 "> — o, Sy» + l l =(— i ) " (3 . Ç l )« , 

d 'où 

(•,/,) S(.r) = - — 3.v, — s + . . . + ( - . ) » ( î S l J « ( — + 

développement valable quel que s o i t x ; 011 en dédui t 
7.2 -7.2 n 

(27) S'(tf) - ï - 3.9! ( _ i)«(3Sl 

[Multiplions l ' équat ion ( 2 6 ) par et a joutons à 
(27), il vient 

S'Or) + i/571 S (a?) = i -+- _ ( V E R 2 _ i ( V U ? . ! v y I 1.2 1.2.3 

ou bien 

(28) = 
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telle est la re la t ion d ' E u l e r ; on en dédu i t fac i lement 

eixIïT^e-ixyfzTi 
( 2 9 ) S O ) = 

( 3 0 ) S(a?) = 

2 

çi x y/sSi e~ix ^^î 

2 

(31) G(57) = i v/3^! —: — . 
eixv'6s1 ç—iX\%Si 

De la re la t ion ( 2 8 ) on t i re , pu isque S (.x) et S ' ( : r ) 
changen t de s igne q u a n d on r emp lace x pa r x -f- 1 , 

( 3 2 ) = 

et la fonc t ion ez admet ii\s/ZsK p o u r pér iode . 
P o u r simplifier,, on voit q u e n o u s sommes condu i t s à 

poser y / ' 6 s i = i z : a ins i se t rouve in t rodu i t na tu r e l l e -
m e n t le n o m b r e TZ que n o u s p o u r r i o n s n o u s proposer de 
calculer et qu i peu t ê t re regardé comme la p lus pet i te 
racine posi t ive de l ' équa t ion 

eix 4 - 1 = o. 

Remarque 1. — Des équa t ions ( 2 9 ) , ( 3 o ) et (31) o n 
pour ra i t dédu i re les fo rmules d ' addi t ion de S ' ( . r ) , S(x) 
et en admet t an t la re la t ion (12), déjà démon t r ée , 
et aussi l ' éga l i t é 

exey= ex+y, 

ce qui n e serait pas con t rad ic to i re , vu q u e cet te p r o -
pr ié té de l ' exponent ie l l e est i ndépendan te des fonct ions 
c i rcu la i res . 

Remarque I I . — P o u r que la constante 3s s ne f igure 
pas exp l ic i t ement dans les f o r m u l e s déjà t rouvées on 
peu t poser 

sillT.X 

S ( x ) = — - — > 

S'( .r) = A- S(x) = cosr.x, et C(a?) = 7tcotna7, 

Ann.de Mathémat., 3esérie, t. XVI. (Août. 1897.) 
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en f in r e m p l a c e r 7zx p a r x. O n r e t o m b e a ins i su r les n o -
ta t ions o r d i n a i r e s des f o n c t i o n s q u e n o u s é t u d i o n s ; 
mais il est i n u t i l e de f a i r e u n tel c h a n g e m e n t , vu q u ' i l 
n ' o f f r e pas u n g r a n d i n t é r ê t . 

É T U D E D E S É Q U A T I O N S 

S ( * ) = S(.*o), G (x) = C(a?0). 

De la f o r m u l e d ' a d d i t i o n p o u r S ( x ) o n d é d u i t 

S(a? -4- x0) -+- S(X — x0) = iS(x)S'(x0) 

o u b i e n si 
x-\-x0=u, X — XÇ—V, 

(33) s ( i i ) + S(c) - 2S —"i^ S' 

de là 

(34) S ( I O - S ( P ) = 2S S' 

Si , d a n s la r e l a t i o n 

o n fa i t 
1 x — - et y — — x, 

011 d é d u i t 

S ( Ï - = S ( 0 S ' < * > - S ' ( Ï ) S ( ; R ) -

O r S' — o , et la r e l a t i o n S / 2 ( x ) + t : 2 S 2 (X ) = 1 

d o n n e 

N o u s p r e n o n s le s igne - h , vu q u e , d ' a p r è s la f o r m u l e 

f o n d a m e n t a l e (1), S ( x ) est posi t i f p o u r x == - : d ' o ù 
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de m ê m e 

(36) S(a?) = — L . 

Cela posé, cons idérons l ' équa t ion 

Sx — S # 0 = o. 

D'après (34 ) on a 

c X — X0 , X -f- x0 2 S S = O , 
2 2 

ou b ien 

( 37 ) „ S — ° S : 
2 \2 2 / 

AJors les solut ions de l ' équa t ion ( 3 j ) sont 

X = X0 -h 2 71, 
X — —• X0 -h 2 Jl' -f- I, 

11 et n ' é tan t deux ent ie rs a rb i t r a i r e s . 
P o u r S ' ( x ) on a deux fo rmules ana logues à ( 3 3 ) et 

à (34) 

C f / N C ' / \ U-+-V U — V S (¿¿) — S ( c ) = — 27T2S—-— S — 

De là on dédui t les so lu t ions de l ' équa t ion Sf(x) = S ' (x 0 ) , 
qu i sont 

x — 2n ± xQ. 

Passons enf in à l ' équa t ion 
C(x)= C(ar0)ï 

011 a 

C ( * ) + C ( * 0 ) = 

d ' o ù 

G (x) G (¿r0) = S W S ( J 0 ) ' 
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Les solut ions de l ' équa t ion proposée sont donc celles 
de S(xi} — x ) ~ o . D 'où 

x — x0 H- n. 

E n par t i cu l i e r , si .r0 = les fonct ions S ' ( . r ) et C ( x ) 

s ' annu l en t p o u r les mêmes valeurs x — n: -f-

L 'é tude des équa t ions p récédentes n o u s pe rme t t r a i t 
d ' aborde r m a i n t e n a n t les fonct ions inverses des f o n c -
tions que nous venons de cons idére r . 

De m ê m e la re la t ion d ' E u l e r ( 2 8 ) condu i t p o u r m 
ent ier à la f o r m u l e de Moivre ; ou a, en effet , 

[S'(a?)H- I'tt S ( # ) ] ' » = 
d 'où 

[ S'(a?)4- ÎT:S (A?)]'" = -f- ÎTTS (mx). 

De là on peu t dédu i r e les expressions de S(mx) et 
S' (mx) en fonc t ion des puissances successives de 
et S ' ( J : ) et pa re i l l ement celles de Sm(x) et S'(mx) à 
l ' a ide des fonc t ions S et S' des mul t ip les de la var iab le 
x. E n f i n , é t an t d o n n é e la va leur de S(x) ou Sf(x), on 

peu t é tud ie r les équa t ions qu i d o n n e n t S et S7 • 

Ces ques t ions sont m a i n t e n a n t faciles à abo rde r et nous 
ne nous y a r r ê t e rons pas . De même , en imi t an t les pro-
cédés classiques, on peu t su ivre les var ia t ions des fonc -
t ions S ( # ) , S'(x) et C(x) q u a n d la var iable est rée l le 
et comprise e n t r e o et 2 ou o et 1. 

E n f i n on peu t i h t rodu i r e et é tud ie r les t rois nouvel les 
fonct ions 

. t a n g O ) = 
C{x) S'(a?) 
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F O N C T I O N S C I R C U L A I R E S E N G É N É R A L . 

T e r m i n o n s cette é tude rapide par Ja démons t ra t ion 
des fo rmules qui permet ten t d ' exp r imer u n e fonc t ion 
c i rcula i re que lconque , et par l ' examen de deux de leurs 
propr ié tés essentielles. 

Nous appel lerons fonction circulaire ou trigonomé-
trique une fonct ion f ( x ) ra t ionnel le eu C ( . r ) ou en 
S ( 2 j : ) et Sf(2x). 

(On a, en eifet, 

S ( « ) - ^ H - C ' f r ) > S <**> = ; 

ces formules découlent de celles-ci 

S (ix) = iS(x)S'(x), 

lesquelles p rov iennen t elles-mêmes des formules d 'addi-
t i o n . ) 

Une fonct ion c i rcula i re ainsi définie est u n i f o r m e ; 
elle n ' a d ' au t res points s ingul iers à dis tance finie que 
des pôles ; elle admet pour périodes le n o m b r e i et ses 
mul t ip les ent iers . O n dit que i est u n e pér iode p r im i -
tive. 

T o u t e fonct ion circulaire peu t se met t re sous deux 
formes r e m a r q u a b l e s r appe lan t la décomposi t ion des 
f ract ions ra t ionnel les en f rac t ions simples, et la mise 
en évidence des zéros et des pôles de ces fonct ions . 

i° Formule de décomposition en éléments simples. 
— S o i t / [ C ( x ) ] une fonct ion c i rcula i re que lconque , 

f é t an t r a t ionne l le . Posons ei%x =.z. De la re la t ion ( 3 i ) 
il résul te 
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de sor te q u ' o n a 

/[<:<->]= 

F et F , é t an t des p o l y n o m e s en t i e r s en z2. 
F Cela posé , décomposons en f r ac t ions s imples et 

cons idé rons l ' u n e d 'e l les a y c y posons a = e2/7ra, 

égal i té t o u j o u r s poss ib le sauf p o u r a = o ; 011 a 

e—2nta 
3 2—a e2iKx—e2i7ta 

D e sor te q u e la s o m m e 

Ai A2 Aw 

— a (-s2— a ) 2 '* (¿ 2 — a ) " 

dev i en t u n p o l y n o m e de deg ré /z en C ( x — a ) ; mais la 

r e l a t ion 

dér ivée n fois , p e r m e t d ' e x p r i m e r l i n é a i r e m e n t les puis-
sances successives de C(«r — oc) a u m o y e n des dér ivées 
successives de C ( . r — a ) j u s q u ' à la ( n — i ) i e m c . O n a 
d o n c 

d dn~{ 

+ M' di C(a?~»>• - + 2£=ï C ( r - a ) ' 

les cons tan tes H , M, M , , . . . d é p e n d a n t l i n é a i r e m e n t 
des A . 

E11 r é p é t a n t p o u r les d iverses r ac ines d e F ( : > 2 ) ce 
que n o u s venons de d i re p o u r la r a c i n e a , r é u n i s s a n t 

F ( -s2 ) la pa r t i e en t i è r e de ^ . 2 ) avec les f rac t ions de la f o r m e 
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et a p p e l a n t E ( z 2 ) cet e n s e m b l e , oil a 

(A est le p lus g r a n d des n o m b r e s tels cjue n e t ce r ta ins 
coeff ic ients MA p e u v e n t ê t r e n u l s . ) E ( s 2 ) est de la 
f o r m e 

o ù k p e u t ê t r e u n n o m b r e e n t i e r , posi t i f ou négat i f . 
C ' e s t là l ' e x p r e s s i o n géné ra l e de tou te f o n c t i o n c i rcu-

l a i r e . 

2° Forme d'un quotient de deux produits de fonc-
tions S . — O n p e u t éc r i re 

/1>WJ - [C(x)-bl\...[C(x)-bp] 

P o s o n s 
ak= C(xk) et bk = C(xk), 

on a 
n/ x ^, v S(xk—x) 

J L v /J v S(x — x\).. . S (a? — xp) 

Q u e l q u e s quan t i t é s x^ ou x'k p e u v e n t ê t r e - é g a l e s 
e n t r e el les . 

M est u n e cons t an te et m = p — n. 
C'es t la seconde f o r m u l e a n n o n c é e m e t t a n t e n év i -

dence les zéros et les pôles de la fonc t ion cons idé r ée . 

Remarque. — Les fonc t ions p r écéden t e s f ( . r ) a d m e t -
t en t la pé r iode i ; p a r u n c h a n g e m e n t l i n é a i r e de va -
r i ab le on p e u t f a i r e en sor te qu ' e l l e s a d m e t t e n t u n e 



X — et 

on a a lors 
/ 1 ( a ? ' + 2 w ) = / 1 ( a ? ' ) 1 

Signalons m a i n t e n a n t les deux p ropr ié tés essentiel les 
d ' u n e fonc t ion c i rcu la i re qu i fon t l ' ob je t des théo rèmes 
suivants : 

T H É O R È M E I . — Entre deux fonctions circulaires aux 
mêmes périodes y — f ( x ) , z ~ f \ ( x ) a lieu une rela-
tion algébrique. 

Il suff i t de d é m o n t r e r le t h é o r è m e dans le cas où la 
pé r iode c o m m u n e est i : alors y et z sont des fonct ions 
r a t ionne l l e s de C ( . r ) et l ' é l imina t ion de C(x) donne 
u n e re la t ion a lgébr ique en t re y et cette re la t ion d é -
finit u n e courbe un i cu r sa l e . 

Les formules (12) , (21) , ( 2 5 ) , ( 25 ' ) sont des cas p a r -
t icul iers d e c e t h é o r è m e . 

T H É O R È M E I I . — Une fonction circulaire f [ x ) admet 
un théorème d'addition algébrique. 

D é m o n t r o n s encore ce résu l t a t pou r le cas où f ( x ) 
admet la pér iode 1 : il est faci le de passer au cas d ' u n e 
pér iode que l conque . 

C o m m e F est r a t ionne l le en C , l ' é l imina t ion de 

Posons 
. f { x ) = F[C(a?) ] = u, 

011 a de plus 

C O + y) = 
Ç(x)C(y)-iz* 

C W + C ( j ) 
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C ( . r ) , C ( j - ) e t C ( x y ) , e n t r e les q u a t r e r e l a t i o n s 
p r é c é d e n t e s , c o n d u i t à u n e é q u a t i o n a l g é b r i q u e e n t r e 
u, v e t w. 

EXTENSION DU THÉORÈME DE CAUCHY AUX FONCTIONS 

D'UNE VARIABLE COMPLEXE DE LA FORME P ^ E U A ; 

PAR M. L. R A V U T . 

C a u c h y a d é m o n t r é le p r e m i e r , d a n s le cas d ' u n e va -
r i a b l e c o m p l e x e de la f o r m e p e i a , le t h é o r è m e su ivan t 
qu i p o r t e son n o m : 

Si f ( z ) est u n e f o n c t i o n d e la v a r i a b l e complexe 
z = p e ' a , u n i f o r m e e t c o n t i n u e d a n s t o u t e l ' é t e n d u e de 
l ' a i r e S, l ' i n t é g r a l e 

p r i s e le long d u c o n t o u r de cet te a i re , est n u l l e . 
O n p e u t é t e n d r e ce t h é o r è m e a u x c o u r b e s f e r m é e s d e 

l ' e space , s i tuées su r des su r faces c o n i q u e s a y a n t p o u r 
s o m m e t l ' o r i g i n e des c o o r d o n n é e s o u s i tuées s u r des 
p l a n s r e n f e r m a n t ce t te o r i g i n e . 

D a n s ce cas , la v a r i a b l e comp lexe z est éga le à p<?iÉfIAa, 
c ' e s t - à - d i r e à p ( c o s a + i s i n a cos A - h ¿1 s i n a s i n A ) . 
p est le m o d u l e d e s ; l ' a n g l e a r e p r é s e n t e l e d é p l a c e -
m e n t de p d a n s le p l a n et l ' ang l e A le d é p l a c e m e n t d u 
p l a n l u i - m ê m e . L e s symboles d ' o p é r a t i o n s i , I s a t i s fo n t 
d ' a i l l e u r s a u x r e l a t i o n s 

Si I o n a A = c o n s t a n t e o u = o , p e t a é t a n t va r i ab les , 
z se m e u t d a n s u n m ê m e p l a n . 

[ D 3 b ] 

12 = —I , t l = — I ¿. 
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T H É O R È M E D E C À U C H Y G É N É R A L I S É . — S i f ( z ) est une 
fonction de la variable complexe z = pei> Aa, uniforme 
et continue dans toute Vétendue de l'aire de la sur-

face conique O S ou de la surface S' faisant partie 
de O S , les intégrales 

f f ( z ) d z , f f ( z ) d z , 
«y s ^s' 

prises le long des contours, S, S' seront nulles. 

P o u r d é m o n t r e r ce t h é o r è m e , cons idérons u n tr iangle 
in i iu i tés imal ayant p o u r sommet l ' ex t r émi t é de z et p o u r 

côtés les vecteurs //, hK et /¿2. Nous avons 

h = /¿i -h h2. 

Il en résul te que l 'on a i d e n t i q u e m e n t 

(i) f ( z + h) h —f(z -+• h) / h - f i z -h h) h, = o. 

T o u t e s les fois que le p r e m i e r m e m b r e de cet te i den -
tité i n t e rv i end ra comme é lémen t dans u n e l imi t e de 
somme , on p o u r r a , en négl igeant les i n f i n i m e n t pe t i t s 
d 'ordres supér ieurs au p r e m i e r , lu i subs t i tue r l ' u n e ou 
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l ' au t r e des express ions suivantes : 

(2) f ( Z ) h — f ( z ) / n - - f ( z /li)/i2, 
(3) f(z -+- h) h—/(s+ hi) hx—f(z h) 
e t cela sans changer le r é su l t a t f inal . 

Les express ions ( 2 ) et ( 3 ) nous m o n t r e n t q u e , lo r s -
q u ' o n mul t ip l i e la fonc t ion f ( z ) par l ' acc ro i ssement de 
la var iable , on peu t , dans la subs t i tu t ion que nous avons 
en vue , p r end re ind i f f é remment pou r valeur de z dans 

f ( z ) sa va leur ini t ia le ou sa valeur finale. 
Cela é t an t , je dis que l ' on aura 

Jf(z)dz= o. 
P o u r l ' é tab l i r , coupons la surface O S à l ' a ide de sur -

faces sphér iques i n f i n i m e n t voisines ayant pour cent re 
c o m m u n le po in t O , et t raçons sur elle des rayons vec-
teurs in f in imen t r app rochés . E n jo ignan t deux à deux 
p a r des droi tes les po in ts de r encon t r e consécut i fs , nous 
fo rmerons u n cer ta in n o m b r e de polygones é lémenta i res , 
q u e nous p o u r r o n s décomposer en t r iangles . 

Si l ' on app l ique l ' iden t i té (1) à chacun de ces 
t r iangles, en les p a r c o u r a n t tous dans le sens d i rec t , on 
aura i d e n t i q u e m e n t 

S [/(* -h h) h - f ( z + h) h, - f ( z + h)h2] = o. 

Mais comme l 'on peut , sans a l té rer la l imi te de la 
somme, subs t i tuer à u n p rodu i t , tel quvf(z h) h, le 
p r o d u i t f ( z ) /¿, tous les p rodui t s co r r e spondan t aux 
lignes in té r ieures se d é t r u i r o n t deux à deux} car , si 
dans u n t r iangle l 'on a le p r o d u i t / * ^ ) A, dans l ' u n des 
t r iangles cont igus l ' on au ra le p rodu i t — f (z H 
auquel on p o u r r a subs t i tuer le p r o d u i t — f { z ) h. Il 11e 
res tera donc que les produi t s se r a p p o r t a n t au c o n t o u r . 
Par suite, l 'on aura 

ff(z)dz = o. 
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[ D 6 b ] 
REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE DE LA FONCTION 

a rc tan g 2 ; 

P A R M . M A I L L A R D . 

Soit 
w — arc tang^, 

i i / i 

I n t é g r a n t 
l Z -4- l w = - i . -f- C ; i z — i 

mais o n a 

Z l Z -4- l . Z -f- l l . = L mod . -f- L a rç : — 'ikizi. 
z — i z — t ° z — i 

/ D 

B / 

1 

M 

D' 

P r e n o n s de p a r t et d ' a u t r e de M , su r u n e p e r p e n d i c u -
la i re à O a \ 

M D = M D ' = I , 
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F a i s a n t z = o , n o u s t rouvons C = - et , finalement, 

1 . MB' GMB 
W — - l H h ¿71. 

2 MB 2 

Si, p a r e x e m p l e , z déc r i t u n c o n t o u r f e r m é , il suffira 
de ca lcu le r la va r i a t ion de l ' ang le C M B p o u r e n d é d u i r e 
celle de w . 

[ B l c ] 
SUR UN DETERMINANT REMARQUABLE; 

PAR M. G. BOURLET. 

O n sai t , d e p u i s l o n g t e m p s , q u e si d a n s u n e é q u a t i o n 
d i f f é ren t i e l l e l i n é a i r e h o m o g è n e , d ' o r d r e m , o n p r e n d 
la dé r ivée l o g a r i t h m i q u e de la f o n c t i o n c o m m e n o u v e l l e 
i n c o n n u e , o n o b t i e n t u n e n o u v e l l e é q u a t i o n d i f f é r e n -
t ie l le d ' o r d r e ( m — i ) , ma i s q u i n ' e s t p l u s l i n é a i r e . J ' a i 
p u m e t t r e ce t te é q u a t i o n sous f o r m e d ' u n d é t e r m i -
n a n t ( ' ) e t , e n la f o r m a n t , e n p a r t i c u l i e r , p o u r u n e 
é q u a t i o n l i néa i r e à coefficients cons t an t s , o n p a r v i e n t à 
l ' éga l i t é i n t é r e s s a n t e q u e voici : 

n ! a0 ( n — i) ! at (n — 2) ! a2 . . . 2 ! atl_2 «»-i ctn 

— n x o ... o 0 0 
o — (n— 1) x ... o o o 
o o — ( /i — 2 ) . . . o o o 

O O O . . . — 2 x O 

o o o o — I X 
= ni (a0xn 4- ai x/l~l h- ... a^ - i x-han). 

(') Voir, à ce sujet, mon récent Mémoire Sur les opérations en 
général, etc. (Annales de l'Ecole Normale supérieure, avril el 
mai 1897, p. ifi/). 



( 3 7 O ) 

O r , x\I. Laisant a signalé aut refois ( 1 ) l ' exemple ana-
logue su ivant : 

A0 «1 A2 • • . CLN 

— I X 0 0 

0 — I X . . 0 

0 0 0 — - I X 

= a o x t l -4- di Xa—1 - • aa-\x - • a n y 

auque l le p récéden t n e se r a m è n e pas imméd ia t emen t . 
Ceci m 'a amené n a t u r e l l e m e n t à che rche r à d é t e r m i n e r 
d ' u n e façon généra le tous les d é t e r m i n a n t s , du type p ré -
cédent , tels q u e leur déve loppemen t soit , à u n fac teur 
cons tan t près , i n d é p e n d a n t des coefficients Ct Q , Cl\ , . . . , 
a n y i den t ique au polynome 

f ( x ) = a0xn 4- aixn~l 4-. . .-i- an. 

Soit donc le d é t e r m i n a n t 

D : 

«0 al a2 
a J ^ - 4 - ß i a ¡ a? 4 - ß[ ajar 4 - ß i 
a o x

 ' af x - ar, x - •Pi X 4 -

(¿'¡x 4 - ¡jJ a ' / t f + p ? . . . a» a? 4 - fyj 

et p roposons-nous de d é t e r m i n e r , de la man iè re la p lus 
généra le , les coefficients a* et ¡3* de façon que l 'on a i t , 
quels q u e soient a0, , . . ., an et a:, l ' i den t i t é 

(î) - D = 

¡jt. é tant d i f férent de zéro et n e d é p e n d a n t n i de . r , ni 

(1 ) Voir L A I S A N T , Sur un déterminant remarquable {Bull, de la 
Société math., t. XVII, p. io4); et encore, V. G U N T H E R , Ueber auf-
steigende Kettenbrüche (Zeitschrift für Math. u. Phys., t. XXI, 
p. î»:)-
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de «o, . . . , an. M u l t i p l i o n s , à ce t e f fe t , la p r e m i è r e 
c o l o n n e de D p a r x " , la seconde p a r xn~*, la t r o i s i ème 
p a r xn~2, . . . et a j o u t o n s à la d e r n i è r e . O n a u r a 

a0 a{ a2 ... / ( # ) 
a J ^ - f - P i aJ^-f-PJ ajar -h Pi . . . ©i(a?) 

aJar-+-PJ P» . . . ©„(a?) 

en p o s a n t 

©¿(a?) = («fa? 4- PJ) a?» 4- (afa? 4- ¡3*) a?"-* -h . . . -4- aja? -4-

Déve loppons D p a r r a p p o r t à la d e r n i è r e c o l o n n e , 

D = (— \)n \f(x)-\~ Â! <p!(a?) -h. . . -+- A„(ptt(a?), 

et l ' i d e n t i t é ( i ) s ' éc r i t 

( 2 ) A ^ i (3?) 4 - . . . - { - knyn(x) = [jx—(— i)« A ] / ( a ? ) . 

J e dis q u e ce t t e d e r n i è r e i d e n t i t é n e p e u t avo i r l i eu , 
que ls q u e soient x, a q u e si l ' o n a , s é p a -
r é m e n t , 

cp! (a?) = o, ç/t(a?) = o, (— i)« A = p.. 

Il f a u t d ' a b o r d , e n ei ïe t , q u e les d e u x m e m b r e s de 
cet te iden t i t é so ient n u l s \ c a r , s ' i l n ' e n é ta i t pas a ins i , le 
second m e m b r e é t a n t d iv is ib le p a r f { x ) , le p r e m i e r 
m e m b r e devra i t l ' ê t r e auss i , ce q u i est imposs ib l e , pu i s -
qu ' i l n e con t i en t pas an. J e dis , e n second l ieu , q u ' o n n e 
p e u t avoir , i d e n t i q u e m e n t , 

Ai©i(a;) 4 - . . .4- A „ ç „ ( a ? ) = o, 

que l s q u e so ien t a 0 , a M . . . , an__,, q u e si t o u s les p o l y -
n ô m e s ' f k ( x ) son t t o u s n u l s . Ega lons à zé ro le coefficient 
de a i _ | dans ce d é v e l o p p e m e n t , et n o u s a u r o n s 

(3) A\ ©i(a?) 4- Ai2cp2(a7)4-. . . 4- A'„ <p»(a?) = o 
(pour i = i, 2, . . . , n), 
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A j désignant le coeff icient de l ' é lément s i tué dans la 
fcième J i g n e d la î'̂ mc c o l o n n e dans le déve loppemen t d u 
d é t e r m i n a n t 

A = 

•Pi PA-i 

Si les égalités ( 3 ) pouvaien t avoir l ieu sans que tous 
les po lynomes Ok(x) fussen t nu l s , il f aud ra i t que le dé-
t e r m i n a n t 

Al AJ . . . A i 
A' = Aï Af . . . A» 

A11 A n A71 
s\ j iv2 . . . i \ t l 

lû t n u l . O r , ceci est impossible , car A7 est le d é t e r m i -
n a n t ad jo in t de A ; on a donc 

A' = A«-*, 

et A' ne pour ra i t ê t re nu l que si A l ' é ta i t , ce qui ne peut 
avoir l ieu , pu i squ 'on doit avoir 

( - I ) " A = J J I ^ O . 

O n doit donc avoir , i d e n t i q u e m e n t , 

Vk(x)= (Pf-f- di)xn~l H-...H- p* = o; 

ce qu i e n t r a î n e 

\ PJ = o. 

Ces condi t ions ( 4 ) sont donc nécessaires ; elles sont , 
d 'a i l leurs , suff isantes . P o u r le vér i f ie r , il suffit de p r o u -
ver que , lorsqu 'e l les sont rempl ies , A est une constante. 
O r on a 
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ce qui, par des transformations faciles, donne 

A = ( - ! ) " 

1-h 
il 

T..y 

En résumé, nous arrivons à la formule générale sui-
vante qui donne tous les déterminants de la forme cher-
chée : 

a 0 a ! a-i . . cin 

- « 1 A \ x — A» n\x — AJ A J x 

c>) - A ? rt\x — A A | x — AJ . A l x 

OLr{X — Qc'i I'IX—A 3 . . A;; .R 

en posant 
— (jl (a0 xn H- ax < -4- a„), 

! aj ai 

La formule que j'ai donnée au début est le cas parti-
culier où l'on prend 

pou r 
et 

h-
( m — / ) ! 

La formule de M. Laisant est, de même, le cas parti-
culier où l'on a 

et 
POUR 

4 = .. 

Ann. de Mathémat3E SÉRIE, L. X V I . ( AOÛT 1 8 9 7 . ) ^ \ 



( 374 ) 

[ R 4 b ] 
SUR L 'ÉQUILIBRE « D I F F É R E N T D'UNE CHAINE P E S A N T E 

SUR UNE C O U R B E ; 

PAR M . K A R A G Î À N N I D È S . 

Considérons une courbe parfaitement polie et une 
chaîne homogène pesante de longueur l glissant sans 
frottement sur la courbe. Quelle doit être la forme de 
la courbe pour que la chaîne soit en équilibre dans 
toutes ses positions? 

Il faut et il suffit pour cela que le centre de gravité 
de la chaîne reste à une hauteur constante, quand la 
chaîne glisse sur la courbe. Prenons un axe Oj' vertical 
et appelons s Tare de courbe ; on devra avoir 

rvW 

(Y) / y ds ~ C, 

quel que soit s. Soit, le long de la courbe, 

en diiférentiant l'équation (r), ou aura 
( 9 . ) = 0 . 

La fonction f(s) doit donc admettre la période /. II y 
a une infinité de courbes planes et gauches répondant 
à la question. 

Bornons-nous à des exemples simples de courbes 
planes dans un plan vertical. 

Supposons 
. 2 TZ V 

Y = A sin — — > 
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a constante. On en tire 

1 • y s = — arc sin — ? 
2 tz a 

et en difïerentiant 
/ dv s/dx cïy1 

2 7T s J a l _ y'L 

dx- = / - i l —J - ! 
" \ 4 « - — x 2 

Posons pour abréger — = b. Nous avons 

On a donc x en fonction de y par une intégrale ellip-
tique. 

Dans le cas particulier où b == a, l'intégration est 
immédiate; on a 

dx — ~J=== > .r — a?0 = — y/a2 — ; 

la courbe est un cercle de rayon a, et de circonférence 

2 tt a = 2 tzb — l, 

solution évidente. 
Supposons maintenant a différent de et pour fixer 

les idées a<^b. On a alors, en faisant 
¿ , 2 _ a 2 = a2, 

Cette courbe est aisée à construire : elle n'a pas de 
tangente verticale, car ne s'annule pas ; elle a des 
inflexions sur OJC, comme une sinusoïde. 
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En intégrant par des fonctions elliptiques avec les 

notations de Jacob i, on obtiendra (voyez, par exemple, 
le Traité de MM. Appell et Lacour) : 

| x — a2 u H- Z( w), j 

(c) \ ry dy i / (mod j ) , 
/ — = 7 arg en — \ b j 

( Jo y*)
 b a ) 

y — acnbu. 

Si a était supérieur à la courbe aurait des tan-
gentes verticales et horizontales. 

On pourrait prendre de même, au lieu de la solution 
simple 

. 2 7: s 
y = a s i n -J- y 

. 2 Ti S 0 . 2 7:5 4 TZS T> . 4 ~ * y — A t cos —j H Bj sin —j— -+- A2 COS —j- - H h>2 sin —̂  1-. . . 

. 2 H ~ S . 2 11 77 S 
- 4 - c o s — j — h- B / t s in—^—^ 

les A et les B étant des constantes. Il serait intéressant 
de voir si, parmi ces courbes, il s'en trouve d'algé-
briques autres que le cercle. 

[C3] 
SUR M CERTAIN JACOBIEN; 

PAR M. AUTONNE. 

Soient 
« 0 0 

aon 
dX 

àa0 0 ' 

et les relations (/, j = i . 2, ..., n) 

( o ) y i — A/Aô 1 , k i = z a i o ^ r ^ a i j X j , A0 == floo-J-^aroy^y. 

/ /' 
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A titre d'exereiee sur le calcul des déterminants, je 

me propose de déterminer le jacobien 

Y = À ( ' V I 

La diflérentiation du système (o) fournit immédiate-
ment 

AJ d
ô

f~ = A0«/y — A¿aoj = pu. 

Le déterminant à n2 éléments P des pij se compose 
d'une suite de déterminants constitués de la façon sui-
vante : on remplace dans ô00, dans a colonnes, les élé-
ments a par les éléments A0rt/y; dans n — a colonnes, 
les éléments a par les éléments — A¿a{)j. Tous les déter-
minants à quatre éléments 

Ai Ai a0J> 
A i'CiQj Ai>a0y' 

sont nuls ; donc il suffira de prendre 11 — a = o ou 1 et 
a = n ou n — 1. Bref 

Q./ = an aij-\ A/ a,- y'+i 

Dans Qy retranchons de la jflomu colonne les éléments 
des autres, multipliés respectivement par . . . r y _ M 
•T*y+I, . . x n . Il ne restera de A/que ciijXj -h alX). 

Q/ - X J an 

aix aiJ~ 1 0 i() aiJ+ 1 
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Le premier déterminant est b00 } le second, faisant 
venir la jlime colonne au premier rang par j — i déran-
gements d'indices, est 

ciîq a a aiJ—\ aiJ+1 

Le coefficient de (— i)J 1 est (— i)J'b0j 5 t>re^ 
Qy — b ^ x j — boj, ^ « o y Q y = 60o( A0 — « ( ) 0 ) — ( A — a% 

/ 

V a 0 y Q y = A26OO— A, 

/ 

P - AJ b()o - A»-1 ( A 0 6 0 0 - A ) - A T 1 A ; 

enfin 
A 

Y = -7-77+7 » expression h o m o g è n e de degré zéro 

par rapport aux a. 
"Résolvons les équations (o) par rapport aux x : 

Tj = ~ ; By = b()J -+- ^ 6/y r/ ; B0 = 600 — ^ ¿/i./i-

Il viendra 

_ à(xu _ _ B _ . B - A» 
~ Bf f+ 1 ' ' 

B étant le déterminant des b (système adjoint des a). 
Remplaçons dans B0 les par leur expression en x. Il 

viendra 

î _ Z 

¿>oo Ao — boo •+• A — «oo¿oo 

= _ = A 
A , A„ 
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Alors 

x - - ( b V + ' -
H;! ' V A / ~ A 

XY = i, ce qui devait être. 

LICENCE E S S C I E N C E S M A T H E M A T I Q U E S . 

SESSION D'AVRIL 1897. — COMPOSITIONS. 

L i n e . 

A N A L Y S E . — I ° Définir Vintégrale cVune fonction 
de variable complexe, prise le long d'un contour 
donné. La fonction f ( z ) étant supposée continue dans 
une aire donnée A, ci quelles conditions doivent salis-
faire sa partie réelle et sa partie imaginaire pour que 
Vintégrale ait la même valeur, quel que soit le con-
tour fermé, contenu dans cette aire, le long duquel on 
effectue Vintégration. 

2° Définir les lignes de courbure d'une surface et 
former leur équation différentielle : la surface étant 
supposée réglée} on demande de la déterminer sachant 
que tout plan parallèle à xOy la coupe suivant une 
ligne de courbure. On jera voir d'abord que ces 
lignes de courbure sont nécessairement des cercles; 
on en déduira que la surface est de révolution. 

M É C A N I Q U E . — I . Mouvement d'un solide autour 
d'un point fixe. 

On traitera seulement les questions suivantes : 
i° Relations entre les angles d'Euler et les compo-

santes de la rotation instantanée; 
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Couple résultant des forces d'inertie ; 

3" Equations du mouvement, intégrales premières 
<ie ces équations dans le cas oit les forces extérieures 
admettent une résultante unique passant par le point 
fixe. 

II. Un triangle isoscèle rectangle OAB, homogène et 
pesant, est mobile sans frottement autour d'un axe 
fixe horizontal Os perpendiculaire ci son plan xOy et 
passant par le sommet O de l'angle droit. Un fil élas-

tique DCA, dont une extrémité D est fixe, soutient à 
son autre extrémité le triangle AOB auquel il est atta-
ché en A. Ce fil passe en outre dans un anneau très 
petit C situé sur l'horizontale O r , ci une distance OC 
du point O égale à OA. 

Déterminer la position d'équilibre du triangle AOB, 
le mouvement de ce triangle, la réaction de Vaxe Oz, 
et en particulier la durée des petites oscillations. 

On supposera que la longueur du fil, dans son état 
naturel\ est égale à DC, et que OC est la longueur 
dont ce fil s'allonge à l'état (Véquilibre sous Vaction 
d'un poids égal à celui du triangle AOB. 

(On rappelle que la tension d'un fil élastique est 
proportiiiimelle à /'allongement de ce fil.) 



( 3 8 i ) 
A S T R O N O M I E . — Déterminer Vazimut et la distance 

zénithale que Von devra obtenir pour le centre du 
Soleil, observé en un lieu A de longitude o h i 4 m 5 7 % i (E) 
et de latitude 5o°46'34",o ( B ) , à 2 h 5 m i 2 % o , temps 
moyen localy pour un jour donné. 

Le jour de Vobservation, h midi moyen de Paris, 
la déclinaison du Soleil est i' i, et elle di-
minue de 3Sf/ 2gr par heure. 

Le même jour, et midi moyen de Paris, le temps 
vrai est de i ih 53m 55s, ^4 et le lendemain, à midi 
moyen, il est de i i h 5 4 m o s , o a . 

SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

Question 1746 
( 1896, p. .i4(i). 

Le volume d'un tétraèdre est égal aux deux tiers du 
produit des sections faites par deux plans médians menés 
par deux arêtes opposées de ce tétraèdre, multiplié par le 
sinus de l'angle de ces deux plans et divisé par la mé-
diane du tétraèdre suivant laquelle ils se coupent. 

( G E N T Y . ) 

S O L U T I O N 

F a r M . D U L I M B E R T . 

Soient SABG le tétraèdre; SA a, aBC les deux sections mé-
dianes qui se coupent suivant la médiane a a ; w le dièdre des 
plans « a A , a z B . 

De B je mène la perpendiculaire BK sur la droite aoc et la 
perpendiculaire B/i sur le plan médian SA a. BK/i est l'angle 
plan du dièdre des deux plans médians. Donc B / j = BKsinto. 
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Cela posé, le volume du tétraèdre est égal à deux fois celui 

«lu tétraèdre BAS a , c 'es t -à-dire à 

*. SA a . B h — f . SA a . BK sin u>. 

ÇL 

A 
U \ 

B 

Or la surface de la sect ion médiane a B C est égale à a a . B K . 
Donc 

Donc enfin le volume est égal à 

•> S W . a B C 
C. U- F. 1). 

A u t r e s s o l u t i o n s de M M . B R A N D et T A R A T T E . 

Question 1750. 
( 1896, p. :>26.) 

Soit ni un poi/it quelconque d'une conique de ceiitreO: par 
les poi/its O et ni 071 7nène les droites Op et mp, également 
inclinées sur les axes, respectivement, que la droite O 7n et 
la tangente e7i m. La perpendiculaire élevee à 77ip au 
poi7it p passe par le centre de courbure en 7n. 

( E . D U P O R C Q . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . V . RETALI. 

Appelons m' le point où mp va couper u l tér ieurement 
la conique, et jjt le symétr ique de m par rapport à un axe de 
la courbe : mp est parallèle à la tangente en jx, et par suite p 
est le milieu de la corde mm'\ mais le centre d e courbure 
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en m est sur un cercle mené par les points m et m') donc, etc. 
La construction indiquée par M. Duporcq coïncide donc avec 
celle de Steiner ( Vorlesungen, p. 312). 

Autres so lut ions de M M . E . - N . BARISIEN, DROZ-FARNY e t E . TARATTE; 
un anonyme nous a aussi envoyé la suivante : 

Les droites mt, mp, également inclinées sur les axes, ont 
pour diamètres conjugués les droites également inclinées sur 
les axes : O m, Op. Si / est le point où mp coupe la conique, 
le point p est alors le milieu de ml. 

On sait que le cercle de courbure en m passe par / ; son 
centre est sur la perpendiculaire à ml élevée du milieu p de 
cette corde. 

Question 1753. 
I1896, p. 583.) 

Le lieu des pôles des spirales logarithmiques osculatrices 
aux diverses sections ayant même tangente en un point 
d'une surface est un cercle. ( A . P E L L E T . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . A . M A N N H K I M . 

Par la droite at, tangente en a à la surface donnée, menons 
un plan. Appelons a le centre de courbure, pour le point a , 
de la section S ainsi obtenue, et y le centre de courbure cor-
respondant de la développée de cette courbe. 

La spirale logarithmique, tangente en a à S, et dont le 
centre de courbure de sa développée est y, a un pôle p qu'on 
obtient en projetant a sur a y . 

Lorsque le plan sécant tourne autour de at les points tels 
que a décrivent un cercle G et la droite a y reste dans un plan 
(P) (!) : les pôles tels que p appartiennent alors au petit 
cercle tracé sur ( P ) de la sphère dont G est un grand 
cercle. 

(1 ) Principes et développements de Géométrie cinématique, 
p. 333 et 334. 
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Question 1757. 
( 1897, p. ioo.) 

Des paraboles ont un contact du second ordre avec une 
courbe plane donnée, en un même point de cette courbe; 
quelle est enveloppe de leurs axes ? Déterminer,pour Vun 
de ces axes, le point où il touche cette enveloppe et con-
struire le centre de courbure de cette courbe correspondant 
à ce point de contact ( * ) . ( M A N N I I E I M . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . A U D I B E R T . 

Plaçons l'origine au point fixe de contact du second ordre, 
l'axe des x sera tangente commune. La parabole 

(i) ( p y = o, 

qui fait partie du faisceau, n'a que le paramètre/? de variable, 

car. à l'origine, sa dérivée seconde — -- est une constante. Le 
q 

coefficient angulaire de Taxe de ( i ) est — - — tanga, et au 

sommet correspondant on aura 

dy __ — ( p y -+- x ) _ 
dx p(py x)-+- q 

ou 

( '2 ) p y X H ——- —- O, v 7 1 J n - / > 2 
équation de cet. axe. 

En combinant(-x) avec sa dérivée relative à/>, on a les coor-
données du point de contact de l'axe avec son enveloppe, 

( > ) x — — -—--—-J y = q • 

L'élimination de p entre (2 ) et (3 ) donne l'équation de l'en-

(') Voir aussi l'article de M. d'Ocagne, page 25?: 1K9-, 
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veloppfe 

4y(y -+- q)3 -+• Sx^y-— 20qx^-y — q-x- — o. 

En subst i tuant à p sa valeur — > (2) s'écrira r tan g a v 7 

x y 
.— = q sin a, 

cosa Sina ** 

et de ( 3 ) on tire la relat ion 

x _L y 
cos 2 a sin 2 a q-

Chacune de ces droites est faci le à construire, et leur ren-
contre déterminera le point de contact . 

La normale en ce po int 

y - p x = 

rencontre la normale infiniment voisine au centre de courbure, 
dont les coordonnées sont 

(Spq q 

à l'aide de ( 3 ) on a 

d'où l 'expression du rayon de courbure 

iqp(p*- — 3) 
L — —— - — — 'X Q C O S ) a. 

Autre solution de M. H. BROCARD. 

Question 1760. 
(1897, p. 148.) 

Etant donnés deux faisceaux, l'un d'ordre m, l'autre 
d'ordre n, le lieu géométrique des points où les courbes 
des deux faisceaux se coupent sous un angle constant a 
est une courbe d'ordre i(m-k-n — 1). Quand a = o, cette 
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courbe se décompose en une courbe d'ordre i(m -+- n)— 3 
et la droite de l'infini. (E . D E W U L F . ) 

S O L U T I O N 

P a r M. G. L E I N E K U G K L . 

Considérons, en effet, les deux faisceaux linéaires 

(1) C m { x , y ) == om(x,y)-+- X tym(x,y) = o, 

( 2 ) G n ( x , y ) ^ On(x, y ) -h ¡xy n(x, y ) = o: 

la condition pour que, en un point {x,y), les deux courbes se 
coupent sous un angle a, est 

1 
/ ôC m àCn ôC m ôCn\ 

0 \ <)x àx à y à y ] 
( 3 ) < " , 

i OC m àCn OC m ôC n 
\ àx ày dy r)x 

L'élimination de X, p entre les équations précédentes conduit 
à l'équation du lieu 

tanga[(ç>^ m ù m — b'xm o m ) ( § ' x n y n — Qn % x n) 
-T- ( o'y m 'l> m — 'Vv m vm)(WYny n — 0 n y 'v m ) ] 

— ( <p'c m <1/ m — d/r m cp m ) ( 0'v n y n — y n 6 n ) 
— ( 0[T n y n — y'x n()n)( z>'y m m — 'i/y m o m ). 

Dans le cas où a ^ o , on voit nettement, en posant 

o m (x.y) = Amx'"-h.. .-h Ax2 •+- 2B xy -h Cy2-r- ¿Dx ~ 2E y F — o 

ù m ( .r y ) = A'„, xm - 4 - . . . -h A' x* -+- -{-2 E 'y -4- F' ^ o 

Qn(x,y) — an xn H-...-+- a x- -4- 2 bxy ~ = o 

y n(x,y)—a:nx'1 -h. ..-+- a'x'2 -4- — o 

que le degré du premier membre de l'équation est 

m -T- m — 1 -+- n -+- n — 1 == 2 ( m . -b n — 1 ) ; 

dans le second membre, au contraire, le terme constant dispa-
raît. et si les équations ont été rendues homogènes en x,y, z. 
le facteur s est en facteur d'où le lieu s'abaisse au cas où a = o 
à ' 2 ( / » + « ) — 3. 
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Q U E S T I O N S . 

1775. On donne un point O et une droite D fixes. Une figure 
de grandeur invariable formée d'un point a> et d'une droite A 
se déplace de façon que a> reste sur D et que A, s'appuyant 
toujours sur cette droite, passe toujours par O. On demande le 
lieu d'un point arbitraire du plan de la figure mobile. Exami-
ner les différentes formes de ce lieu, lorsqu'on fait varier les 
données. (MANNHEIM.) 

1776. Soit f ( X j y ) = a x2 -H i b xy -h cy2 une forme positive 

et v ( h ) y la somme étant étendue à tous les 

systèmes de valeurs entières des indéterminées x et y, tels 
que 

f ( x , y ) soit < h. 

On excepte, bien entendu, le système particulier x — y = o, 

ce que nous indiquons en affectant le s i g n e ^ j d'un accent. 

Démontrer que la différence 

< ? ( / ' ) - * , , loS A y ac — b'1 

tend vers une limite déterminée quand h augmente indéfini-
m e n t . ( J . FR AN EL. ) 

1777. Soit, plus généralement, 

f ( x x , xt, . .., xp ) ars xr xs ~ J ' * | " ' Pp J 

une forme positive des p variables xly ..., xp, D = | ( a r s ) | son 
déterminant et 

1 r 
[ f ( x u x 2 , ...,Xp)]* 

la somme étant étendue à tous les systèmes de valeurs entières 
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des variables ( à l'exception du système x{ — x± — . . . = xv — o) 
satisfaisant à l'inégalité 

F(XU . . X,,) < H. 

Démontrer que la différence 
p 

T J 
rf ( h ) 7 — - log/i 

y/D F 

tend vers une limite déterminée quand h augmente indéfini-
ment. (J. F R A N E L . ) 

1778. Une conique rencontre les cotés BC, CA, AB d'un 
triangle en D, D', E, E', F, F'. Les tangentes en D, D' ren-
contrent AB, AG en K, K'. L est le conjugué harmonique 
de B par rapport aux F, F'. M est le conjugué harmonique 
de G par E, E'. 

Démontrer que D'L, DM, KK', concourent en un même 
point. ( W . - J . GREENSTREET. ) 

1771). La ligne OMN rencontre les l ignes AB, AG en M et N, 
de telle sorte qu'on a 

OM2 . AN. AC = ON-. A M. MB. 

Déterminer O. (W. -J . GREENSTREET.) 

1780. On projette orthogonalement un parallélogramme dé-
crivant un carré. Trouver la diagonale du carré en fonction 
des côtés du parallélogramme et de l'angle compris. 

( W . - J . G R E E N S T R E E T . ) 

1781. Soient donnés trois nombres positifs x,y. z tels que 

x - 4 - y - 4 - z = 1. 

On a les inégalités 

(0 yz -+-XZ-+- xy < fj-, 
( 2 ) x '1 - H y2 H - z - > 13 xyz, 
( 3 ) ( x'2 -h r 2 -1- z'- ) — ( yz -h xz -+- xy ) > . 

( J O R G E - F . D ' A V I L L E Z . ) 
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[ D 2 ] 
É T U D E S U R L E S S U B S T I T U T I O N S DU S E C O N D D E G R É ; 

PAR M . H . L A U R E N T . 

I . — P R É L I M I N A I R E S . 

Je me propose, dans ce qui va suivre, d'étudier les pro-
priétés des substitutions linéaires du second degré dont 
le déterminant est un; au fond, cette étude est identique 
à celle des substitutions de la forme 

Cette étude a déjà été entreprise et menée à bonne 
lin par M. Poincaré; mais les lignes qui suivent n'ont 
rien de commun avec le travail de M. Poincaré, et je me 
place sur un tout autre terrain que l'illustre géomètre. 

Les substitutions que nous allons étudier peuvent se 
mettre sous la forme symbolique 

a H- p i -I- yy H- oij = ain H- ¿>T12-f- c-z2l -h 

ì et y désignant des substitutions de la forme 
l = T12-f- T21, J — Z11 — T22> 

alors 011 aura 
( i ) a~ a - { -y , d— a — y, b — § — o, c = fi H- O; 

. a-h d a — d. b -h c ^ c— b 
(•2) a — , y — ? p = J o = . x ' . A 1 2 2 2 

(3) ¿ * = i , y* = i , î j = — j i . 

Si l'on suppose le déterminant ad— bc de la substitu-
tion égal à i, on aura 

Ann. de Mathémat., 3E série, t. XVI. (Septembre 1897.) 25 
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I I . — S U B S T I T U T I O N S S A N S P A R T I E N U M É R I Q U E . 

Nous considérerons d'abord le cas où a = o : la sub-
stitution considérée est de la forme 

dans le cas où a = o, nous supposerons encore que le 
déterminant peut être — i ou zéro, en sorte que l'on 
pourra avoir 

Y2— i, 
02 3 * = o ; 

)Stitution analogi soit une autre substitution analogue à ^ 

on aura 

Y ï ' - aa'+ ¿ ( o Y - t » W (pa'- s? ')-

de sorte que si l'on pose 

on aura 
(1) cp ' -H P'P = N, 

et dans le cas où v = vf on a = =h 1 ou zéro en sorte 
que le carré de v sera égal à ± 1 ou à zéro suivant les 
cas. 

1 1 1 . — G R O U P E D É R I V É D'UNE S E U L E SUBSTITUTION. 

Nous distinguerons trois espèces de substitutions, 
dans le cas où a, ¡ii, y, 0 sont réels; soit 

î a + p i - f y j H- s ij. 

i° Si a2<^t, on dit que la substitutions est ellip-
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tique ; on peut la mettre sous la forme 

a -f- \/1 — c r P ^ h - y y - f - o y 

car, en vertu de 
a 2 — p — T

2 - + - O 2 = I , 

les radicaux sont réels, et I on peut poser 

N 3 I Y / H - Ô i j a = cosO, c = r {J -— 

Alors s prend la forme 
s = cos 0 + p sin 0, 

et l'on a 
= — 1; 

on en conclut, si m est entier, 
s m = cos -h v sinmO. 

20 Si 1, 011 dit que la substitution est hyperbo-
lique, alors on écrit 

tf'-t- p » - 8« 

et si l'on pose a = cl).cp ou — chcp suivant que a est posi-
tif ou négatif, on a 

s z= ch cp -1- v sh cp ou s = — ch cp — v sh cp.. . , 
C2 = - 4 - 1 , 

( zh — ch /;? © + c sli m v. 

3° Si a 2 = 1, on dit que la substitution est parabo-
lique et l'on peut poser 

i = I + C, p2 — O, 

s'» = 1 -h cm. 

i° Si la substitution 5 est elliptique, le groupe dérivé 
(formé des puissances de s) est en général d'or,dre 
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infini; il contient une substitution infinitésimale 

cosmO -+- v sinmO, 
car on peut choisir M de telle sorte que C O S / 7 Î 9 soit aussi 
voisin que l'on veut de l'unité (a = i, ¡â = o, y —o, 
0 = 0 donne a — d= 1). Cependant si 0 est commen-
surable avec TC le groupe contiendra un nombre fini de 
substitutions distinctes. 

Si la substitution 5 est hyperbolique, sm est de la 
forme ± (ch/?iQ -H v sh/rcO), elle n'est jamais infinité-
simale, le groupe dérivé de s est discontinu. Il en est 
évidemment de même si s est parabolique. La forme 
cosQ-f- v siiiô convient à toutes les substitutions si 8 n'est 
pas réel. 

I V . — G R O U P E D É R I V É D E S U B S T I T U T I O N S É C H A N G E A B L E S . 

Soit 
s = a + y j -4- 0 ij\ 
s' = a' -h ^ i - f - v ' / n -

011 a 

I ss' — aa'-f- pp' -î- yy' — P a ' -+- — Y^') 

+ y («Y H - Y a ' + p S ' - S ^ ) 
- l_ ?y(ao ' + oa'H- py' — ï P ' ) ; et si l'on a ssf = s's, il faut que 

( 2 ) oy' - Y5' - P*' - 53' = pY' - y?' = o ; 

donc les deux substitutions seront de la forme 
a -h bv, ci' -h b' v, 

a, b, a!, b' désignant des nombres; car, en vertu de (2), 

£ — 1 — Ces deux substitutions seront à la fois el-P / ( 0 

liptiques, ou à la fois hyperboliques, ou à la fois para-
boliques (en supposant les coefficients réels) : 
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i° Si elles sont elliptiques on peut poser 

s = cosO H- v sinO, s' = cosO' h- V sinO'; 
alors 

ss' = cos (0 -+- 0') -4- v s in(0 H- 6'), 

et plus généralement 
sms'n — cos(/?i0 -+- /z6') -h t> sin (/??0 -i- n0') : 

telle est l'expression de la substitution la plus générale 
du groupe; elle pourra être infinitésimale pour des va-
leurs convenables de m et n et le groupe sera continu, à 
moins que 9 et 9' soient commensurables avec TZ : le groupe 
dérivé de s et s' sera alors d'ordre fini. On verrait de 
même que le groupe dérivé d'un nombre quelconque de 
substitutions elliptiques échangeables est continu ou 
d'ordre fini. 

i° Si les substitutions s et sr sont hyperboliques et 
toutes deux de la forme 

± (chO -f- v shô) , ± (chô' -i- v shO'), 

elles donneront lieu à un groupe d'ordre infini, discon-
tinu si Q et 6' sont commensurables, mais continu s'il 
n'en est pas ainsi. 

V . — G R O U P E D É R I V É D E D E U X S U B S T I T U T I O N S 

S A N S P A R T I E N U M É R I Q U E . 

Considérons deux substitutions sans partie numé-
rique 

ç= y / - t - 8 e ' = p't — 
on a 

ço' = yy'— -h ¿(3Y' — yo') 

ce produit est tout à fait quelconque, en sorte que toute 
substitution est le produit de deux autres sans partie 
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numérique (et de déterminant ± i). En effet, si l'on 
pose 

PP' + TY' - S S ' = a " . 

8 Y ' _ T 8 ' = p», 

y.1' satisfaisant à la relation 
a»2 + £"2 Y"- _ 8*2 = ( pî _ Y2 _ 32 ) ( p'2 + t'2 _ g'î 

on aura la première équation comme conséquence des 
trois autres. On tire de celles-ci 

W -+- T(" - W = 

P T + Ï = o, 

et il est clair qu'il y a une infinité de systèmes de va-
leurs admissibles pour ¡3, ¡5/, y, y', S, 2'. 

Le produit vd pourra se mettre sous la forme 
cosQ + tv sin 0 ou eli 9 -f- wsliô: or le groupe dérivé de 
v et v' a pour substitutions les expressions de la forme 

z b e p ' p p ' . . . ou ± v ' v v ' v . . . 

qu'on ramènera à 
cos /?iQ -f- w sin m 0 

ou à 
c(cos/?iO -f- w sin ni0) 

ou . . . ; il sera donc facile de se décider sur la nature 
du groupe en question. 

Il est bon d'observer : 
i° Que deux substitutions s et s' étant données, il 

existera toujours trois substitutions sans partie numé-
rique, r, r', \>n telles que 

s — w' ou v'ç. 

s' — v' v" ou p ' V ; 
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enfin, que l'on a 

VV 

Maintenant proposons-nous de mettre le produit 
( i ) . . 
sous la forme 

a bv ~h cv' -f- dvv\ 

s et sf désignant des substitutions de la forme a bv et 
a' -f- b\J. Nous supposerons 1, vh2= 1, vvf = (vfv)~{. 
Le produit (1) est l'expression générale d'une substitu-
tion du groupe dérivé de s et 5'; est de la forme 
eh aO H- v sliaO, si l'on suppose s = cli 0 -+- v sli 0, en 
sorte que l'on peut supposer 

s* = ai-T-biV, s'fi — a2-h b2v', 

et l'on est ramené à l'évaluation du produit 

(a!-f- ¿>ic)(a2 -h b2i>') («3 + + - . •; 

ce produit est de la forme 
Xa^a^... btfbfr. . .vv' vv'. .. 

(et (V = coscp 4-(vsin<p ou cli<p + fvslicp, . alors 
= cos cp — w sincp). 

Le but que nous poursuivons est surtout d'évaluer la 
partie numérique du produit (1), ce qui doit permettre 
de découvrir la nature du groupe dérivé de s et5;; or 
cette partie numérique est la même que dans l'inverse 
du produit (1) et cet inverse n'en dilîère que par le 
signe de la partie symboliqne. Nous pouvons donc né-
gliger les termes qui contiennent un nombre impair de 
facteurs v ou ¿e t qui, en ajoutant le produit (1) avec 
son conjugué, disparaîtraient. 

La partie numérique du produit (1) sera alors conte-
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nue dans 

. .b^b^. ..(vv')'1 

ou 
. .¿>a'bp.. .cosho. 

Le terme placé sous le signe S contient un nombre 
pair de facteurs les indices et!, ¡3', . . . sont croissants; 
lésa contiennent les indices autres que a', ¡3', .. le 
nombre h s'obtient comme il suit : on parcourt la suite 
des indices a', ¡3', . . et chaque fois que l'on rencontre 
deux indices consécutifs de même parité on les sup-
prime; la moitié du nombre des indices restants est le 
nombre h. 

Groupes de substitutions ci un paramètre. 

Considérons les substitutions 

s = a -f- Pi -f- Y/ -4- oij, 
s'= a' -+- p ' i + Y'y-l-o'ty. 

Supposons a, ¡3, y, S fonctions d'un paramètre t et a', ¡3', 
y', o' égales aux mêmes fonctions d'un autre para-
mètre t'. Dans le produit 

88'=*"+ Fi + f j + V î j , 

CL", ¡3", y", OF/ seront, en général, des fonctions de t et t!. 
On peut se demander la condition pour que [3V, y", 
o" ne dépendent réellement que d'un seul paramètre tu. 
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que 

. - ^K - - t f . • ~ — - ~ 
ât ' dt' ~ dt ' dt' ~~ dt ' dt' ~ dt ' dt' ? 

et l'une des équations précédentes rentrera dans les 
autres puisque et!'2 — ¡3//2 — y'/2-f- of/2 z=z i. Or >la for-
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mule (i) du § 4 donne a", ¡3", y", o" et (a) devient 

, dx 
A 5 F p dt ^^Tt 

dx' 
«dï 

r dt + A — 
D I 

di 
, à8 

4 - Y 1 (ÎI 

dt' S — ' p dt' 
. dy' <J8' 

or, si l'on observe que le déterminant de sf — est égal 

au produit des déterminants de sf et de c'est-à-dire 

qu'il est égal au déterminant de on voit que la suite 
des rapports précédents est égale au rapport d'une fonc-
tion de t seul à une fonction de t! seul ; il y a plus, ce 

J I f( 0 • i. F '(t) rapport est de la forme JT~T: ou, si 1 on veut, U T T ^ V
 e n 

j \ t ) ^ ) 

sorte que, en prenant pour variables F(i) et F(i'), on 
peut supposer les rapports précédents égaux à l'unité, 

da!' d^" et alors = et a", ¡3", y", S" sont forcément 
fonctions de i + les substitutions s et s' sont alors 
échangeables : elles sont donc de la forme 

c o s i H- v s in . . . . 

Groupes à deux paramètres. 

Si l'on suppose que a et a' soient de la forme 
/ (¿o ¿2) et f(t\, t[2) respectivement, etc., a% ¡3", y% 8" 
dépendront, en général, de quatre paramètres; pour 
qu'ils ne dépendent que de deux paramètres seulement, 
il faudra que 

y , f , 0") ^ q 

h, ¿i> ¿2 ) 
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et que les miueurs (lu déterminant qui figure dans le 
premier membre soient nuls. En écrivant ces conditions 
on arrive, mais assez péniblement à former les groupes 
à deux paramètres. 11 est plus simple de suivre une 
autre voie et, sans se préoccuper de trouver les groupes 
les plus généraux à deux paramètres, on peut essayer 
de trouver d'abord des groupes à deux paramètres, 
ce qui est assez simple. 

Les substitutions 
x — ax, 

f == a'x-r- y, 

dans lesquelles a et cl sont arbitraires, forment évi-
demment un groupe-, car si l'on pose ^ 

x — a \ x , 

y" = a\ x' -4- y, 

on a 
x" — aci\X, 

« / , ' \ / , . \ i y — a. ax -î a x -+- - y = ( a x a - t - — ) x -t- -—- y J 1 a t \ aJ ] V 1 a j aaA
J 

et le déterminant des substitutions considérées est un. 
En sorte que si s (a, a') est une substitution du groupe, 
on a 

s (a, a') s (ai, a\) = s ^aa^ aa\ -h • 

Un groupe à deux paramètres contient une infinité de 
substitutions infinitésimales dont les puissances sont 
autant de groupes à un paramètre 5 donc un groupe h 
deux paramètres doit contenir des groupes à un para-
mètre. Soit s une substitution 

s = cos 0 -î- (p«" -r- y j -+- oij) sin 0 
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d'un groupe à deux paramètres dont l'un sera 6; ¡3, y, 8 
sont des fonctions de 0 et d'un autre paramètre que 
nous appellerons t. Tout groupe à un paramètre se 
composant de substitutions échangeables est composé de 
substitutions qui sont des fonctions d'une substitution 
de la forme 

c o s G - h ^ s i n G (p - ¿ j ^ + y y h - i j o ) , 

où v est constant, et ce groupe contient le groupe à un 
paramètre cosQ -+- v sin 8, où 9 est variable et v constant. 
Donc le groupe des substitutions s doit contenir le 
groupe à un paramètre obtenu en faisant v constant, ce 
qui ne peut avoir lieu que si y et 3 sont fonctions de [3 
(8 est forcément fonction de ¡3 et y, car [32 —i— y- — 32=i). 
Ainsi, un groupe à deux paramètres peut se mettre 
sous la forme 

cos 0 -+- ( ¡ 31+ y / — o iy ) sinO, 

où ¡3, y, 3 sont fonctions d'un paramètre t et où 

P « - H Y 2 — 8 « = I . 

Si l'on change 0 en 0', l en s devient s' et l'on a 

ss'= cosO c o s 6 ' + sinO sin 0'(pp'-f- yy' — 
4- i [3 sin0 cosO'-f- P'sinO' cosO h- sinO sinG'(oy'— Yo7)] 
-+- j [y sin G cosO'-h y'sinG' cosO -+- sinO sin 0'(p o'— o|3')J 
-i- ij[osinO cosÛ'-b o'sinô' cosô h - sin0 sinO'^Sy'— yP ' ) J . 

Si l'on pose aussi 

= cosG"-b c"sin G" = c o s 0 " ( 3"/ 4- y"/ ij)sin0", 

il faudra déterminer les coefficients de s et sr de telle 
sorte que ¡3% y", 3" soient fonction d'un seul paramètre 
ou que leurs dérivées soient proportionnelles, ou même 
que les dérivées de leurs rapports soient proportion-
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nelles. Quand on écrit cette condition, on trouve 
p p' a T ' _ T 3 ' : 

Y V' P 8 ' — S P ' F ( 0 , Ô ' ) = O, 

$ o' Py '—YP' 

F(9, 6') désignant un certain déterminant qui ne con-
tient que 0 et qui n'est pas identiquement nul. Il reste 
alors à égaler le premier facteur à zéro \ il est égal à 

Si l'on différence cette formule, on a 

dt 
s, do 

dt 

et si l'on difiérentie ¡32 H- y2 — o2 = i 
Q t)B dy * do 
p_L i- — o — — o r ' dt dt 

d'où Ton tire, en supposant les quantités (3y'—y¡3', ... 
différentes de zéro, 

do 
dt dt ' Vl 1 ' 

on trouve de même 

, * „ 
et, par suite, 

donc 

donc 

sont respectivement indépendants de tr et de t ; donc 
P y ' - Y P ' Ï ï S ' - n ' , p s ' - s p ' 

¿ p . ¿p' dt ' dt' 
dy m dyr 

~ dt 'd7 ~ 
m do'# 

dt '' dt'' 

¿p dy 
dt JF ~ 

d? à, _ 
dt' dt ~ ' 

p dtr et P dt { Tt9 
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sont de la forme F(t)-\-W(tf). Mais si — y ^ est 
indépendant de il faut qu'il en soit ainsi pour des 
valeurs particulières de t!; il existe alors une relation 
linéaire entre ¡3 et y, etc.; on a donc ainsi trois relations 
linéaires à coefficients constants entre j3, y, S; ces trois 
relations ne sont, il est vrai, pas distinctes, mais on a 
¡32 + y 2 — o 2 = i, si bien que ¡3, y, S, ¡3', y', 8' se ré-
duisent à des constantes. Or ce résultat ne fournit évi-
demment pas de solution. Il faut donc supposer seule-
ment un des déterminants ¡3 y' — y ¡3', y S'—o y', o ¡3'— ¡3 S' 
nul. Soit 

p o ' — o p ' = o , 
o u 

• 1. 

ce qui ne peut avoir lieu que si ^ est constant. 
Notre groupe aura donc ses substitutions de la forme 

cosO + s inÔ(p i - i -Yy H-Arpy), 

et comme ¡32 -+- y2— o2— î, y2— i — ¡32 (i — À2), k dé-
signant une constante, dans la substitution s s' le coeffi-
cient de ij doit être égal à k fois celui de i; cela ne peut 
avoir lieu que si k' = i et alors y = ± i et Ton peut 
supposer y = i, en changeant, s'il le faut, le signe de 9. 
Une discussion semblable permettrait de supposer 
- = —mais on aurait alors des coefficients imaginaires 
dans la substitution, ce qui n'a d'ailleurs rien d'inad-
missible. 

C O N C L U S I O N . 

Supposons que l'on donne deux substitutions s et s' ; 
il sera toujours facile de trouver une substitution t 
telle que tstait le coefficient de i égal à celui de ij et 
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qu'il en soit de même de ls't~K, comme nous allons le 
voir; mais au groupe dérivé de s et s' correspond un 
groupe tst~s, ts'tr*, tss! t~', . . car si s, . . . for-
ment un groupe tsl~*, ts' t~ *, ts"t~x, . . . en forment un 
aussi, car 

¿¿•¿-1 x ¿¿'¿-1 = tss't-1. 

Il y a plus, si le groupe des Î ne contient pas de substi-
tution infinitésimale, le groupe des tst~i n'en contiendra 
pas non plus et vice versa. 

Or, en appelant S et S' les transformées des .ç et 5', 
elles appartiennent maintenant à un groupe continu ; 
elles sont de la forme 

cosO sin 0 ( fi i •+• yy p i j ) , 

et l'on peut supposer ¡3 égal à une fonction quelconque 
de i, prenant des valeurs données pour / = /0 et i = z,. 
Un produit de la forme A ï . . . sera de la forme 

cos [(a + y + . . . ) 0 + (fi + ô + . . . ) 0 ' ] + . . 

et il contiendra ou 11e contiendra pas de substitution 
infinitésimale, suivant que 

7)1 0 -+- 771 0' 

pourra ou non devenir infiniment petit, sans s'annuler 
rigoureusement, pour des valeurs entières de m et ni}. 

J'arrive maintenant à la démonstration de la propo-
sition que nous avons admise. D'abord, on peut supposer 
le déterminant de t égal à un, vu que dansiif""1 011 peut 
diviser t et t~{ par un même facteur numérique sans 
altérer le résultat. Soit 

s = a -f-yy +0 ij. 
t = a' -+-o'(/. 

011 a 
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donc, comme t~l = a'— i — ^ j — o' ij 
f i i - t = ^ -4- a [ ( Y ô'— i ( PS'— -4-( P ^ — Y P')(/J 

x ( a ' — fi ' i — v ' y - î ' i j ) . 

En écrivant que les coefficients de p et 8 sont égaux ou 
que celui de y est nul, on a une équation du second 
degré à deux inconnues et en plus l'équation 

le problème que nous voulons résoudre admettra donc 
en général des solutions. 

Il est bon d'ailleurs d'observer que la substitution 
tst~{ et s ont même partie numérique. 

N O T E S U R L E S Q U A T E R N I O N S . 

Considérons la substitution de déterminant un 
a x n + / n 12 4- c : 2 i 4- dz-22 = s. 

Si l'on pose 

i = (t124- -21 ) \/-~ i . / = t22) — I , 

on aura 

¿2 = —i. /2 = — i, i j = —ji=A\ 

et la substitution se mettra sous la forme 
a 4- p i" 4- Y y 4- o k = .9. 

Oli aura 
a 4- a [ — a — a 

2 2 v ^ T " 

O - 6 h ~ C a - 6 
H « — 

a y/— i * 

si a, ¡3, y, o sont réels (a, Z>, c, <i ne le seront pas) et la 
substitution s sera représentée par un quaternion unité. 
La théorie des quaternions met en évidence un certain 
nombre de groupes d'ordre fini et remarquables. 
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Si l'on se rappelle qu'un quaternion 

a -+- p i H- yy -+- o k = cosO -+- psin 0, 

où a2 + ¡32 -f- y2 -h o2 = i, peut être représenté par un 
arc de grand cercle tracé, sur une splière de rayon un, 
perpendiculairement au vecteur y et que le produit de 
deux quaternions unités est représenté parla résultante 
des arcs qui représentent les facteurs, on voit que des 
substitutions de la nature de celles que nous considé-
rons ne pourront former que des groupes finis ou con-
tinus. On obtient les groupes finis remarquables dont 
nous venons de parler en considérant les polyèdres ré-
guliers inscrits dans la splière unité. Les arcs de grand 
cercle qui joignent les sommets d'un même polyèdre 
régulier représentent des quaternions ou des substitu-
tions formant un groupe fini. 

[ K 2 b ] 
S I R LE T R A C É DE L ' A N S E DE P A N I E R ; 

PAR M. A. MANNHEIM. 

Dans la séance du 18 février 1890, Resal a fait à l'A-
cadémie des Sciences une Communication ayant pour 
titre : Sur la forme de l'intrados ( { ) des voûtes en 
anse de panier. 

L'anse de panier est une ligne, construite au moyen 
d'arcs de cercles tangents, dont la forme rappelle celle 
de l'ellipse, et que l'on prend à la place de cette courbe 

( ' ) L'intrados d'une voûte est la surface visible de cette voûte. 
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pour la section droite de la surface cylindrique qui 
forme l'intrados d'une voûte. 

Resal rappelle que Huygens paraît être le premier qui 
se soit occupé du tracé de l'anse. On peut ensuite citer : 
Bossut, Bérard, Perronnet, Gautliey, R. Maingant, 
Montluisant, Miclial, Revellat (*), etc. 

Je vais parler seulement de l'anse formée par la 
réunion de trois arcs de cercles. 

Comme on le voit sur Ja figure, l'anse se compose 
d'un premier arc, dont le centre est c et qui est limité 

au point m, puis d'un arc mbmdont le centre e est 
à la rencontre de me et de la perpendiculaire élevée 
à ad de son milieu o; enfin d'un arc a'm! symétrique 
de am par rapport à oe, qui aboutit au point a!. 

Prenons le cercle inscrit au triangle oce. Le centre to 
de ce cercle est à égales distances des points b et 772, 
puisque eb et em sont des segments égaux; de même, 

(') En 1873, dans les Comptes rendus, M. Revellat a donné la loi 
de formation des rayons des arcs au nombre de 11, employés par 
Perronnet pour le tracé de l'anse que cet habile ingénieur adopta pour 
les arches du pont de Neuilly. 

Ann. de Mathémat3e série, t. XVI. (Septembre 1 8 9 7 . ) 
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il est à égales distances de m et de puisque cm et ca 
sont égaux. Il résulte de là que/;, m, a appartiennent 
à une circonférence de cercle de centre GJ. Ce centre 
est alors sur la perpendiculaire à ab, élevée du milieu 
de ce segment, et comme il est sur la bissectrice de 
l'angle eoc, il est bien déterminé, et par suite il en est de 
même de l'arc amb. Ainsi : 

1. Les points de contact, tels que des arcs que 
Von peut employer pour f ormer l'anse, appartiennent 
à l'arc de cercle amb (1 ). 

Le cercle de centre co, inscrit dans l'angle coe, est 
lui-même bien déterminé, par suite : 

La droite des centres ce des arcs de cercles que 
l on peut emploi pour former une anse est tangente 
ù un cercle (2). 

Parmi les tangentes à ce cercle, il y en a une qui est 
parallèle à ob. Il lui correspond deux aies dont l'un a 
un rayon iniini et l'autre un rayon égal à ob. H résulte 
de là que : 

l). La longueur du diamètre du cercle de centre to, 
qui est inscrit dans Vangle coe, est égale à la diffé-
rence des segments on, ob. 

Ce cercle est donc facile à construire. 

( ' ) Ceci n'est qu'une partie d'un théorème, dont j'ai donné l'énoncé 
complet dans le Bulletin de la Société mathématique de France 
(séance du 9.3 avril 1897), théorème relatif à la courbe lieu des points 
où se touchent les cercles de deux séries : les uns, tangents entre eux 
en a et les autres tangents entre eux en b, comme les cercles qui 
forment l'anse. 

( -) M. E. Bouché avait signalé à Kesal cette propriété, dont il 
parle dans son cours au Conservatoire des Arts et Métiers. 
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Ces propriétés montrent que lorsque l'are de cercle 
de centre w, et qui passe par a et b, est tracé, on peut 
choisir le point de raccordement m. On mène ensuite de 
ce point une tangente mce au cercle de centre w et in* 
scrit dans l'angle eoc, de façon que ce cercle soit inscrit 
dans le triangle coe\ cette tangente étant déterminée, 
les centres c, e le sont aussi, et les arcs de l'anse ont 
pour rayons cm, cm. 

Le tracé d'une anse est ainsi très simple. 

Sur aa1 comme diamètre décrivons une circonférence 
de cercle et prenons le point de rencontre n de cette 
courbe avec la droite am. Menons le rayon on. Les tri-
angles me«, noa sont isoscèles : la droite me est alors 
parallèle à no. Les triangles gon, hem éiant isoscèles, la 
droite bm est parallèle h gn. On voil donc que : 

On obtient le point de raccordement m sur une 
droite arbitraire am en prenant le point de rencontre 
de cette droite avec la parallèle bm à gn. De ce point m 
on mène ensuite la droite mce parallèlement à no et Von 
obtient sur oa et ob les centres c, e des arcs de rayons 
cm. em, qui forment. Vanse ({ ). 

Je vais montrer qu'il est facile de retrouver les pro-
priétés précédentes en faisant usage de ce tracé. 

Lorsque an tourne autour de a, le point m reste sur 
un cercle qui passe par a et b, puisque l'angle bma est 
égal à l'angle gna qui est constant. On a ainsi le 
théorème 1. 

Lorsque la droite an coïncide avec ag\ le point m 

( ' ) Huygens avait indiqué ce tracé dans le cas où le point n est 
l'extrémité du coté an de l'hexagone régulier inscrit dans la circon-
férence décrite sur aa' comme diamètre. 
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vient en g', donc le centre o) du cercle amb est sur la 
bissectrice de Vangle gf oa. 

Lorsque an coïncide avec ag le point m vient en i, 
h une distance bi de b égale à bg : donc la distance du 

, , i , opr — ob oa — ob centre to a og est égalé a — ou 
ô 2 2 

Les cordes /m, ah, étant également inclinées sur am, 
sont égales : donc, pour un point arbitraire m du cercle 
amb la distance de co à ml est constante ; ceci n'est 
autre chose que le théorème 2. 

D'après ce qui précède cette distance constante est 
, y oa — ob . , -, , , 0  egale a ; ceci est le tlieoreme o. 

° 2 
On voit que de cette manière, ou en employant le 

premier mode de démonstration, on arrive très simple-
ment aux propriétés géométriques relatives à l'anse de 
panier et qui en rendent le tracé commode. 

[ 0 6 a d ] 
DES CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES POUR 

QU'UNE SURFACE D'ORDRE QUELCONQUE SOIT DE RÉ-
VOLUTION; 

P A R M . S . M A N G E O T , 

Docteur ès Sciences, 

Je suppose-que l'on veuille avoir les conditions néces-
saires et suffisantes pour qu'une surface S, autre qu'un 
système de plans parallèles ou de sphères concentriques, 
représentée en coordonnées rectangulaires par l'équa-
tion entière de degré m et à coefficients réels 

= s) -h /m-1 (<r, JK, z) -+-.. . -b/o (oc,y, z) = o, 

o xi f,t(x, y, z) désigne le groupe des termes de degré 
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soit une surface de révolution, et, quand ces conditions 
sont remplies, connaître la position de l'axe de révolu-
tion de la surface. 

J'ai déjà donné une solution de ce problème (4). Je 
vais en donner ici une autre solution, qui m'a été four-
nie par la comparaison du polynome f ( x , y, z) avec 
la fonction entière (de même degré) du premier membre 
de l'équation d'un plan et du premier membre de 
l'équation d'une sphère. 

Je puis admettre que le premier groupc fm(x,y, z) 
du polynome f"(x, y , g) n'est pas une puissance d'une 
forme linéaire P, puisqu'alors si le premier, des 
groupes suivants qui n'est pas, à un facteur constant 
près, une puissance de P, était une puissance d'une 
autre forme linéaire, la surface S ne pourrait pas être de 
révolution, et, dans le cas contraire, cette surface serait 
de révolution en même temps et autour de la même 
droite (droite normale au plan P = o) que la surface 
représentée par l'équation 

f h -4-// ,_! . , - h / o = o. 

Je réserve, pour le traiter plus loin, le cas où 
fm(Xy J'i z) sci ait, à un facteur constant près, une puis-
sance de x2-hy2 -f-z2. 

Soient cp( j , + x ) + y ^ ( z , x), 
y (x,y) -H zyj (x,y) les sommes formées par les deux 
premiers termes du polynome homogène fm(x*y, z) 
ordonné suivant les puissances croissantes de x, puis 
de y, puis de z. Si deux des trois formes s), 

x), '/(x,y) sont identiques (2), la surface S n'est 

(') Annales de l'École Normale supérieure, mai 1897. 
( 2) J'entends, partout, le mot identique dans le sens de identique 

à zéro. 
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pas de révolution; et si une seule est identique, par 
exemple la première, la surface ne peut être de révolu-
tion qu'autour d'une parallèle à l'axe des x. Je sup-
pose qu'aucune de ces trois formes ne soit identique, 
i" Lorsque deux des trois formes cp< (y, z), 
y4(x, y) sont identiques, la surface n'est pas de révo-
lution quand m est impair, et, quand m est pair, il faut, 
pour qu'elle soit de révolution, que la troisième forme 
soit identique aussi, et que l'une des trois fonctions 

3), x), r/(x,y), et une seule, la première 
par exemple, soit, à un facteur constant près, une 
puissance de la somme des carrés des deux variables 
qu'elle renferme : alors on peut affirmer que, si la sur-
face est de révolution, son axe est parallèle à Y axe des x. 

Quand deux des trois formes '¿{(y, ^ ( z , x), 
'/» y) n e sont pas identiques, soient cp4 (j*, z) l'une 
de celles qui ne le sont pas; t.) la première des 
fonctions de t 

Ç>î
1

0)(i,O = « i ( Ï»0» ©1 ? ' ÎO.O, <?7(M), • • • 

qui 11e s'annule pas pour la valeur / = Î, et t) 
la première des fonctions 

qui ne s'annule pas pour cette même valeur t = 1. Si 
l'on a /><</, la surface 11'est pas de révolution. Si p = q, 
011 peut affirmer que la surface ne peut être de révolu-
tion qu'autour d'une parallèle à la droite réelle du plan 
imaginaire 

Y - - IZ = ( M — 2» - 7- X , 
S V 1 Jo\P>(l,l) ' 

droite qui n'est pas confondue avec l'un des axes de 
coordonnées. 

Ainsi les six fonctions '¿(y, z), x), '/.(^J')? 
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?»(.}'•> •r)i 7 i ( , r i / ) , traitées comme je viens 
de le dire, conduiront, soit à conclure que la surface S 
ne peut pas être de révolution, soit à la connaissance 

ne d'une direction = y — ^ telle que la surface S 
peutètre de révolution qu'autour d'une parallèle à cette 
direction. 

Dans ce dernier cas, et supposant, afin de fixer les 
idées, a différent de zéro (soit a = i), pour que la sur-
face S soit de révolution il faudra et il suffira : 

i° Qu'aucune des deux formes y(.r, j> ), x) ne 
soit identique et que les exposants À et kJ des plus 
hautes puissances de a x - f ¡3y et de ax + y? (formes 
linéaires connues) qui entrent respectivement en fac-
teur dans ces deux formes soient égaux et de la même 
parité que m, en étant inférieurs à m ; 

2° Que, si k n'est pas nul, en appelant im' le plus 
grand nombre pair contenu dans m et posant 

_ )'"'-" pntr, V) — (x2 -t- y2 )»l'-n p ( ¡3 , — a) 
?/l.M ( t f , y) - - - - ( a2 _ '^yn'-H^X )* 

( a 2 -T- y 2 ) " ' w „ (:Ï\ Z) — (X* - + - Z - ) > N ' - " t o„ ( v — a ) 
(O/^^.T, 3 ) = : , : 1 > 

v ' 7 ( a 2 -f- y2 )m ~n ( OLX H- y s )* 

les fonctions définies, quand /r est pair, parles symboles 
I f ( x , y, o) 

Pi = o - * ?3> • • • > ?* > ï 
I Wj = - , to.,, CO/, -, 

; * %x -h z 2 

et, quand est impair, par les symboles 
( Po o), pi, p2, ?* - t , 2 

0 = //«-! o, z)y «O,, ..., (*)/,• - 1 r 
2 

soient des polynomes entiers ( 1 ) ; 

(1 ) Chacun des symboles p,, p2, . . . , to,, o).r 

différentes suivant que A est pair ou impair. 

a deux significations-
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3° Que, si l'on représente parU(x, y), V(x, z) les 

deux polynomes entiers (OLX 4- fiy) pA. , (a.r -4- y z ) toÂ. , 
2 + 1 2 + 1 

quand /r est pair ou nul, et ceux-ci (a.r-f-
2 

+ + h quand k est impair, et par y0 (x, y), 
2 

-s) les deux polynomes entiers 
/ (>, J ) ^ ( - , a?) 

( a ûr ^ )/l' ( a A? -h Y -S )7t' 

les coefficients des termes de la fonction entière 
I x — x y—y' z — z' 

V('X,jr,3)=\ /', j \ f l 

I a ^ 
où l'on fait 

y ot(m — 77)yo("P, -a)' 
i a"2 -f- y 2 ) V(Y, — a) 

a { m — A-jd/0(Y» — a ) 

soient tous nuls (1 ). 
L'axe de révolution de la surface S sera la droite dé-

finie par les équations 

? - y ' y - (*\ 
» " ? T~ 

Quand la surface S est d'ordre pair, on peut, en con-

(') Les nombres A, A', y0( jâ, — a), ^(y? _ °0T dont les deux der-
niers sont différents de zéro,peuvent être obtenus sans effectuer de 
divisions, par l'emploi des dérivées relatives à a? de chacune des 
formes y (a?, y)y x). 

( 2 ) Pour que le cône fm{x,y, z) — o soit une surface de révolu-
tion, il faut et il suffit que l'on ait 

• - • - » ( • A - » . 

x, Y étant déterminés comme il a été dit : son axe est la droite 
f _ y _ f 
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séquence de ce qui précède, formuler cette proposi-
tion : 

Lorsque, ce qui est le cas général, la constante 
<p(i, i) cp! (i, i) n'est pas nulle, et que, en représentant 
les deux quantités réelles 
m T 9 ( i , i) ©( i , — i) m T © ( 1, i) o ( i , — i) "I 
-2 L ? i ( i > 0 © î O ^ - O J U i O , 0 <?i(i> — O . P 

par A et B, les deux constantes %(A, — i), — i, B) 
sont elles-mêmes différentes de zéro, si l'on pose 

VJ = 7T : y m — 0 

D = ( B 2 + f ) / / » - i ( P , o , - i ) 

les conditions nécessaires et suffisantes pour que la sur-
face S soit de révolution, m étant pair, sont que les coef-
ficients de tous les termes du polynome entier 

a? y — G z— D 
f x S y ifz 
i A B 

soient nuls, et les équations de l'axe de révolution sont 
y — G = Xx, z — D = Ba?. 

Cas où le groupe fm^oc^y^z) est de la forme 
m 

a [x2 -hy2 -+- z2 )2. — Soient, en conservant les notations 
précédentes, <j> (y, z) 4- z), i>(z, x)-hy^(z, x), 
ySx,>y) zLk (x>y) s o m m e s formées par les deux 
premiers termes du second groupe homogène, 

fm-\(x,y, z), 

ordonné suivant les puissances croissantes de x, puis 
de y 9 puis de z. Je suppose d'abord que l'on n'ait pas à la 
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fois 

— I 

1 
' y , ( .r, j ' ) — v ( .r2 - - r 2 )2 , 

[A, v étant des constantes qui peuvent être nulles. 
J'admets, par exemple, que 'f i ( j , z) n'est pas de la 

- - t 

forme \(y2-\- z2)1 . En définissant la dérivée d'ordre o 
d'une fonction comme étant cette fonction elle-même, 
soit p l'ordre de la première des dérivées de la fonction 
non identique (i, t) qui ne s'annule pas pour t = /. 
Si le polynome t) est identique, ou si la première 
de ses dérivées qui ne s'annule pas pour t. = i (y com-
pris celle d'ordre o) est d'ordre différent de la sur-
face S n'est pas de révolution. Dans l'hypothèse contraire, 
la surface ne peut être de révolution qu'autour d'une 
parallèle à la droite réelle - = — - (a — i) du plan 

A Í ^ 
imaginaire 

v v(p)( I. «) 
r -f- iz — (m — 7.p — i) ' .r, 

droite qui ne coïncide pas avec un axe de coordonnées. 
Pour qu'elle 

soit d ailleurs de revolution, il faut et il 
suffit que le polynome F(ar, r , z) soit identiquement 
nul quand on y fait 
r'— __ f>n - 1 < ^ ~ ^ » } __ f>n- \( ^ O, — a ) 

" ' / / / " m 1 l 
ni't a ( t.- ~r- i2 \2 ma %( z.- -f- y2 )2 

et les équations de l'axe sont - = - — = - — > avec a ^ 7 
ces valeurs de v ' et z\ 

.le me place maintenant dans l'hypothèse où les trois 
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identités (i) auraient lieu (1). Ici la surface S ne peut 
être de révolution qu'autour d'une droite passant par le 
point (— — — ) : c'est là un premier résul-1 \ ma ma ma) 1 

tat. Je considère alors les trois formes 

? (y, *.) — i y y + y1 h- - - )2 

- - 1 

ni 
z ( y ) — ( L x -+- y-y ) >'2 ) 2 

Si aucune d'elles n'est identique, ou que deux d*entre 
elles soient identiques, et deux seulement, la surface 
n'est pas de révolution. Quand une seule est identique, 
par exemple la première, la surface ne peut être de 
révolution qu'autour d'une parallèle à l'axe des .r, la 
droite may -f- ui — o, maz -f- v ~ o ; et la condition 
pour qu'elle soit de révolution est 

(may — «/.)/- (maz H- v )f'y. 

Lorsque les trois formes sont identiques, je puis, pour 
l'objet que j'ai en vue, substituer au polynome donné 

z), le polynome suivant 
/ ( 1 ) ( . r , j , z) — f (x, y, z) 

ni 

—"I(.< • A - R I - V R • [ \ ma ) v ma ) \ ma J J 

En effet, dans les conditions actuelles, pour que la sur-
face S soit de révolution, il faut et il suffît que 

z ) S011 degré mK inférieur à m — i, et que 
la surface Si correspondant à l'équation^ z) = o 
soit elle-même de révolution autour d'une droite passant 
par le point ( —> — ? et les axes de 1 1 \ ma ma ma ) 

( 1 ) Si deux de ces identités sont vérifiées, la troisième doit l'être 
aussi pour que la surface soit de révolution. 
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révolution cles deux surfaces S, S{ seront confondus. Je 
suis alors conduit, en supposant /w, < m — i, à appli-
quer les méthodes précédentes à la surface S*. 

Je prends, à cet effet, dans le polynome f{\), les deux 
premiers groupes homogènes ceux formés 
par les termes de degrés mK et mK — i. J'admets d'abord 
que ces groupes ne satisfassent pas aux conditions par-
ticulières que je suppose actuellement remplies par les 
deux premiers groupes fm, fm-\ de f\ c'est-à-dire que 
l'on ne soit pas placé dans le cas où, f m i ayant la 

,ni 
forme aK (,r2 -4- y- -f- s2)2 , les coefficients de x, de JK, 
de dans le polynome f m i _ u auraient les formes 

JJL T ( ^2 -F- X'1 ) 2 , 

m, 

tandis que les parties indépendantes de .r, de y, de z, 
dans ce polynome f seraient elles-mêmes 

— - i 

(Xt^r H- f j + • 

Je fais alors sur / (1) les mêmes opérations et discussion 
que celles que faisais tout à l'heure sur en me dis-
pensant, dans tous les cas, des calculs analogues à ceux 
où j'introduisais les nombres appelés oc, ¡3, y (*). Elles 

(1 ) C'est-à-dire que : si fm% n'est pas de la forme ax (x2 + y2 -+-z2 ) 2 , 
je discute et traite / « , comme je le faisais pour fm au cinquième 
alinéa de cette Note; et si est de cette forme, je discute et traite 
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m'amèneront, soit à reconnaître que la surface St n'est 
pas de révolution, et alors il en sera de même de S; soit 
à trouver une direction — = — telle que Si ne 

ai Pi Yi 1 

peut être de révolution qu'autour d'une parallèle à cette 
direction. Alors la surface S ne pourra être de révolu-
tion qu'autour de la droite 

max-\-\ ma y -+- ;JL ma z -F-V 

Pi 71 

et le problème se trouvera résolu, les conditions pour 
qne cette surface soit de révolution étant que le poly-
nôme F ( x , y , z ) soit identiquement nul quand on y 
remplace les lettres a, ¡3, y par ¡J,, v{ et x\ yr, zf 

X fJL v • 1 ? par > — > y et, si Ion veut aussi, 1 ma ma ma 1 

/Pa r/(<)-
Je suppose maintenant que l'on soit placé dans le cas 

particulier que je viens de réserver au sujet de/Ji). Si 
les trois différences 

X Xj 0 _ |JL [I-I ^ _ V VJ 
a! ma 7?t1al

> 1 ma m\a^ ^ ma m^ai 

ne sont pas nulles ensemble, la surface S ne peut être 
de révolution qu autour d'une parallèle à la direction 
— = = — > qui est la droite 
«i pi Yi 1 

ai pi 7i 

et la question sera encore terminée. Si ces trois diffé-
rences sont nulles, je puis remplacer, à son tour, le 

/m,—i comme je le faisais pour fm-i dans les passages suivants de 
cette Note : dixième alinéa jusqu'aux mots axe de coordonnées et 
onzième alinéa jusqu'aux mots l'axe des x. 



( 4 - 8 ) 
polynome f{{) (.r, JK, z) par le suivant 

J\îAx,y,z)^f;V](x,y, z) 

- * , [ ( * - , - - A . + ' |_\ ma) \ ma) \ ma) J 

Car, pour que S soit de révolution, il est nécessaire et 
suffisant que f ^ z) ait son degré ni2 inférieur 
à — i et que la surface qui a l'équation 

fl2)(x,y, z )- o 

soit de révolution autour d'une droite passant par le 
point ( — , — — > •-)> droite qui coïncidera 
A \ ma ma ma ) 1 

avec l'axe de révolution de S. Si m2 est plus petit que 
m̂  — i, je ferai sur le polynome f{2) les opérations que 
j'indiquais précédemment au sujet de J\\). 

Si les circonstances dans lesquelles j'ai remplacé 
par /(L>) venaient encore à se produire pour le polynome 
f\2)i je remplacerais à son tour^o) par un polynôme 
déduit de/(2) coinino /(<,) était déduit de et ainsi de 
suite. En continuant de la sorte, je finirai par obtenir 
un polynome (lu*> traité de la façon que 
j'indiquais tout à l'heure poury(1), conduira, soit à cette 
conclusion que la surface S n'est pas de révolution, soit 
à la connaissance d'une direction --- = = — telle que 

«/• 3/. Yr 1 

la surface S ne peut être de révolution qu'autour d'une 
droite ayant cette direction, et,par conséquent,qu'autour 
de la droite 

ma x -4- À ma y -f- ¡JL ma z -4- v 

les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'elle soit 
de révolution seront d'ailleurs que les coefficients des 
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I ÔL'\ °A>- (iùn 
ôx à y ()z 

I ar P,. 

soient tous nuls. 

Remarque 7. — Sachant que la surface S ne peut 
être de révolution qu'autour d'une droite parallèle 
à une direction connue, on peut résoudre le problème 
proposé en rapportant la surface à Irois axes de coor-
données dont l'un coïncide avec cette direction, et appli-
quant la proposition suivante : 

Pour que, en coordonnées rectangulaires, une équa-
tion entière 2Z"<Ï>W(X, Y ) = o représente une surface 
de révolution autour d'une parallèle à l'axe des Z, il 
est nécessaire et suffisant que MXA-f ~NYh -f- . . . étant 
la somme des termes de degré le plus élevé, //, dans l'un 
des polynomes <I>„(X, Y) pris à volonté, et 

la somme des termes de degré h — 1 de ce polynome, 

une fonction de X2-f-Y2} et l'axe de révolution de la 
surface est la droite 

h MX + M i = », /# NY -f- \ 1 = = o. 

Remarque 77. — Sachant que la surface S ne peut être 
de révolution qu'autour d'une droite passant par un 
point connu 0̂)5 011 peut résoudre la question 
posée en opérant comme il suit : 

On prend, à volonté, l'un des groupes homogènes 
dont la somme es t / (x 4- -f-JKo? - z0), CJU' ne 

chacune des expressions ( X 4- A 1 i 
H M 

soit 
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soit pas, à un facteur constant près, une puissance par-
faite de x- -hj2 -+- z2. L'équation obtenue en annulant 
ce groupe définit un cône qui, si la surface S est de 
révolution, doit être de révolution autour d'une paral-
lèle à son axe. En traitant ce groupe comme je traitais 
fm(x<> J-) z ) a u cinquième alinéa de cette Note, on sera 
conduit, soit à conclure que le cône n'est pas de révolu-
tion, et alors il en sera de même de S; soit à trouver une 
droite ~ = ^ = ^ telle que le cône ne peut être de révo-
lution qu'autour de cette droite (ou d'une parallèle 
à cette droite), et alors la surface S ne pourra être de 
révolution qu'autour de la droite 

:ru _ y — y 0 __ z — zn ^ 
" ~ 3 " ' y ; 

les conditions pour qu'elle soit de révolution étant 
d'ailleurs que F ( x ^ y , z) soit identiquement nul pour 
xr — XQ, y1 — y0, z! = z0. 

[Dans les deux cas,^m(x,jK5 z) peut être une puis-
sance d'une forme linéaire.] 

[ D l d ] 

SLIR L E S SYMBOLES £ A P L U S I E U R S VARIABLES 

INDÉPENDANTES; 

P A R M . LÉON A U T O N N E . 

I . — P R É L I M I N A I R E S . 

Soit X une fonction de x qui, pour x ~ o par 
exemple, prend la forme Pour \x \ assez petit, on a 
X = PT (X) : PO(.r) avec P, (o) = P«(o) = o. On con-
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vient que la valeur X0 de X pour x = o est la limite 
vers laquelle tend X quand x tend vers zéro. Si P1 et 
P0 pour | x | assez petit se développent en séries de 
Taylor, des règles bien connues donnent X(). Si X dé-
pend de r variables distinctes x, y , z, . . . avec 

P< ( T Y. Z ^ 

on peut encore convenir que X0 est la limite de X 
quand \x\, | v | , | z . . . tendent veis zéro. Seulement 
X0 n'est plus unique et change avec la loi de décrois-
sance simultanée des modules. Si P< et P0 sont régu-
lières, on peut (Weierstrass) obtenir pour X0 tout 
nombre pris arbitrairement à l'avance. 

Mais considérons N fonctions X / = P, \ P0, i = i, 2, 
. . ., N, JS^r, avec P, (o, . . .) = P0 (o, . . .) = o. Les 
X/0 ne sont plus simultanément arbitraires. Si l'on 
s'en donne quelques-unes, les autres s'en déduisent. Je 
pose alors le problème suivant : 

Connaître tous les systèmes de valeurs-limites vers 
lesquelles tendent simultanément les rapports des P, 
quand les r variables tendent vers zéro de toutes les 
façons. 

Une terminologie géométrique est commode. Dans 
un espace EN à N dimensions, prenons les JN -f- 1 coor-
données homogènes \ d'un point ç, y = o, i, 2, . . ., N ; 
considérons les x, y% . . . comme les coordonnées 
d'un point Ç dans 1111 Er. ç et Ç sont liées par les rela-
tions 

prj = Pj(oryyt z)y p = facteur de proportionnalité, 
Py(o, O, ...) = O. 

Quand Ç tend vers le point co [x ~y = z = , . . = o] 
suivant un certain itinéraire Ç tend vers une posi-

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XVI. (Septembre 1897.) 2y 
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tion limite H, de coordonnées fournie par Le 
problème est alors de construire la figure 0 r de EN, 
lieu des points ç, fournis par tous les itinéraires pos-
sibles. 

Grâce aux magistrales recherches de Weierstrass sur 
les séries entières à plusieurs variables, ou peut par-
venir au but ( ' ) . La solution complète exige trop d'ex-
plications préliminaires pour être exposée ici; mais, 
dans le cas particulier ci-après, qui se laisse traiter 
d'une façon directe et très facile, 011 retrouve la méthode 
et les principales circonstances du procédé général. 

I I . C O J V S T R U C T I O J N D ' Ü I V E F I C . L I1K Q . 

S o i e n t , p o u r J\ = /• = s>, y = o , i , 

\ \ j = (. . . ), a, p = entiers, 

< 1 ij= bj;r$-r- . .), A y, J5y= holomorphes en x\ 

I les neuf constantes a-j, b j , c j sont quelconques sans aucune 

\ relation particulière entre elles. 

Quand j ' varie seul, ç décrit dans le plan E2 une 
conique 1\ dont l'équation s'obtient en éliminant p eXjr. 

( l ) Le lecteur désireux d'approfondir la matière peut se reporter 
à mes autres publications. 

Comptes rendus : Sur tes variétés unicursales à deux dimen-
sions (11 novembre 189')). 

Sur les variétés unicursales à trois dimensions (9 et 3o dé-
cembre i8()5 ). 

Sur les pôles des fonctions uni/ormes à plusieurs variables 
indépendantes (18 janvier 1897). 

Rendiconli du Cercle mathématique de Palerme, 1896. 
Sur les pôles des fonctions uniformes à deux variables indé-

pendantes. 
Acta mathematica : Sur les pôles des fonctions uniformes à 

plusieurs variables indépendantes (à paraître). 



( 4 ^ 3 ) 

Posons, /y, mj\ nj étant neuf quantités quelconques, 
h h h | 

m0 mx nu I — (/ m n), . . . ; 
;i0 nx tu j 

le meilleur procédé d'élimination ( C L E B S C H , Leçons sur 
la Géométrie, traduction A. Benoist, t. Itf, p. 292) est 
d'annuler le discriminant P(ij0, Çj, £2) du poljnome 
quadratique en y 

U L r ) = ( y % ) = J 2 ( Ï A C ) - + - . K ( ! B C ) + ( Ï B A ) , 

d'où l'équation de T 
P = ( Ê B C ) 2 — 4 ( Ï A C ) ( £ B A ) = O. 

Sous le bénéfice de P = o, l'équation U(y) = o a une 
racine double y, ~ z = o d'où *- 7 r) y 1 

W 7 «(S Ac) L ( l A c ) J ' 

Pour cha(|iie valeur de x et de y, ç est donné par 
l'intersection de la conique T avec une des droites (1). 
Quand x est infiniment petit, £ tend vers un certain 
point de la courbe F limite de F. L^a figure 02 est située 
tout entière sur la courbe F. 

Démontrons la réciproque : un point quelconque u, 
de coordonnées 

•j.̂ , de F est sur Qo. 
Supposons UL déterminé par l'intersection de T avec 

la droite q, q{) Ê, — <7, == V» • (h = r1« : 1*0 = quel-
conque. Soit A un point où q coupe F ; l'équation P(À) = o 
exprime qu'il existe au moins une racine v\ commune 
aux deux équations A ( y ) = A<y > = A ( y ) 

A() A] A 2 
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ou aux trois équations 

\'Jh l J j ( r ) - h f d y ) = o, j = o, i. 2, 

savoir 

( ^¿c j Xy -f- ( X i A y XyA/jjr -+- X , B , - XyB/ = o. 

Pour x infiniment petit, le point X étant distinct du 
point <:, les deux racines de [«/] sont infiniment petites 
et Tj est sûrement infiniment petit, x et r4 s'annulent à 
la fois. 

Cela posé, construisons un itinéraire qui four-
nisse a. Prenons y = r, (A, x). x variant, X varie, mais 
sans pouvoir quitter ni la conique T ni la droite q. A la 
limite, X, qui coïncide avec S, vient sur F sans avoir pu 
quitter q\ donc X ou Ç vient en U. c. Q. F. D. 

Bref, û > est la conique F . 
On a 

(JAc) = a?*(£ac) -+- . . ) , 
( ; AB) = + . .). 

Pour obtenir T, il suffit de chercher la limite de la 
conique, après départ du facteur xP, 

(•;.) bc)2— \ x**(£ac)(tab) = o. 

Pour j ' , il vient 
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formules qui permettent, un point £ étant pris sur F, de 
construire un itinéraire fournissant H. 

Remarque. — On a expressément exclu de la dé-
monstration précédente le cas où le point JJL coïncide 
avec le point c, de coordonnées cj. Mais il est très facile 
de construire un qui fournisse c. Posons x = y°, 
avec 2<<i + a-aet2<<^p; alors dans^) tous les termes 
sont négligeables devant le terme cjy-. Il suffit donc de 
choisir l'exposant positifs- assez grand pour que l'itiné-
raire x = y a , fournisse c. 

On construira par un raisonnement analogue des # 
fournissant les points a et b. 

I I I . — D I S C U S S I O N . 

2 a. — F est la conique 

y est fourni par une quelconque des relations (3), (4) 
ou (5). 

¡3 < 2a. — F est la droite double 

(\bcf-= o. 

Fig. i. 

y est fourni par la relation (5). 



? > 2 a. 
( 4 ^ 6 ) 

F est la droite 
(*ab) = o. 

Vis. 2. 

y est fourni par (3) ; 

y est fourni par ( 4 ). 

[ R 4 a o ] 

SIR L'ÉQUILIBRE DE LA VIS; 
PAU M . G . B O U R L E T . 

Pour établir, élémentairenient, les conditions d'équi-
libre de la vis, sans tenir compte du frottement, 011 fait, 
d'ordinaire, certaines hypothèses restrictives : on admet, 
par exemple, que le contact n'a lieu tout le long du fi-
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let que suivant une hélice moyenne et Ton ne traite 
que les cas de la vis à filet carré ou à filet triangulaire. 
Toutes ces restrictions ne me paraissent pas nécessaires 
et voici une démonstration, aussi simple que celles qui 
ont cours, et qui s'en affranchit. 

Soit A MB (fig- i) la section du filet par un plan mé-

iMg. 1. 

ridien du cylindre qui sert de noyau à la vis, section 
que je suppose de forme quelconque. Le filet de la 
vis est engendré par le profil AMB qui se déplace de 
façon que le point A décrive une hélice tracée sur le 
noyau, tandis que la droite AB reste parallèle à l'axe du 
cylindre et que le plan AMB reste normal au cylindre. 
Tout point M de ce profil décrit une hélice tracée sur 
un cylindre dont le rayon est différent de celui du noyau, 
mais toutes les hélices ainsi engendrées offrent la parti-
cularité d'avoir le même pas qui est le pas de la vis. Je 
désigne par h ce pas commun, par a l'angle que fait la 
tangente en un point quelconque de l'hélice, décrite par 
le point M, avec le plan d'une section droite du cy-
lindre et par r le rayon du cylindre sur lequel cette 
hélice est tracée. On a toujours la relation 

h 
r tangx == — ; D •?. T: 
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le produit / tanga est doue le même pour toutes les 
liéliees tracées sur la surface du filet. 

Ceci posé, soit M 1111 point quelconque de cette sur-
face. Je figure le cylindre sur lequel est tracée l'hé-
lice qui passe en M {Jig- Soit Mx la tángeme en M 

au parallèle du cylindre qui passe en M, M z la généra-
trice, M y la normale au cylindre, MT la tangente à 
l'hélice de M. L'angle TMx est égal à a. Le plan tan-
gent au point M à la surface du filet coupe le plan Mxz 
suivant MT} soit MK son intersection avec le plan Mys 
et désignons par [i l'angle de MK avec la normale MO. 
L'équation du plan tangent TMK, par rapport au 
trièdre Mxyz , est, manifestement, 

Soit iN la réaction normali1 du filet sur l'écrou au 
point M, X, Y, Z les composantes de cette réaction sui-
vant Mx, Mj', M^; la réaction N étant normale au 
plan KMT, 011 a 

— x tanga - h y tangß == o 

X Y Z 

d'où 
— tanga — — ) 

tan g s i 

\ — — Z tang t . 
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Le moment de cette réacLiou par rapport «à Taxe du cy-
lindre sera donc 

(2) r X = — r Z ta i l la — — Z. 
2 TU 

Supposons maintenant que la vis soit soumise à une ré-
sistance P dirigée suivant l'axe du cylindre et à une 

«V 

puissance F parallèle au plan d'une section droite et 
agissant sur un bras de levier de longueur a. Ecrivons 
les deux équations d'équilibre de la vis : 

i° Que la somme des projections de toutes les forces 
sur l'axe du cylindre est nulle, 

(3) P = 

Que la somme des moments de toutes ces forces 
par rapport à cet axe est nulle. 

Comme — est constant. ceci s'écrit : 
2 7 : 

Dans les deux équations (3) et (4) la somme ^ est 
étendue «à toutes les réactions N en tous les points du 
iilet et ]£Za m^ i n e valeur des deux côtés. De ces deux 
équations ou conclut, par suite, l'équation d'équilibre 

aF = A . P, 2-Jt 

qui, ainsi, se trouve établie dans toute sa généralité. 
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[02e ] 
DÉMONSTRATION GÉOMÉTRIQUE D'UNE P R O P R I É T É 

DE LA C I C L O I D E ; 

La courbe telle que la distance de chacun de ses 
points au centre de courbure correspondant de la de-
veloppée soit constante est une cycloïde. 

Cette propriété se trouve démontrée par l'Analyse 
dans les Exercices de Calcul différentiel et intégral 
de Tisserand (p. ^Sa). On peut y arriver géométrique-
ment de la façon suivante : 

Soient c le centre de courbure de la courbe («), 
(o celui de la développée (w). Considérons le déplace-

ment de la droite de grandeur invariable aco. Le centre 
instantané est le point d'intersection des normales à 
(a) en a, à (<o) en to. Il est donc à l'infini et aco se dé-
place parallèlement à elle-même. 

D'autre part, on sait, d'après un théorème de 

P A R M . A N D R É V I C A I R E . 

/ 
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M. Mannheim, que la normale en m, milieu de ac, au 
lieu décrit par ce point, s'obtient en joignant m à ¡JL mi-
lieu de OJC. Le lieu de m a donc sa tangente parallèle à 
une direction fixe 5 c'est une droite mt perpendiculaire 
à <2(0. 

Construisons un cercle tangenL en m à mt et passant 
par a. Abaissons de son centre Oda perpendiculaire Oi 
sur am. Les triangles Oim, art0 sont semblables; et 
comme itn est le quart de ac, Om rayon du cercle est 
donc le quart de la longueur constante ato. 

Supposons que ce cercle de rayon constant se déplace 
en restant tangent à mt, de façon que a, point fixe de 
sa circonférence, décrive la courbe (<2), ce qui est pos-
sible d'après ce qu'on vient de dire. Le centre instan-
tané se trouve sur Ja normale au cercle, en 777, point où 
ce cercle touche son enveloppe, et sur la normale am à 
la trajectoire de a. C'est donc m. 

Le cerc le étant le lieu des centres de rotation, dans 1a 
figure mobile, roule sans glisser, sur la droite mt, lieu 
des centres de rotation dans le plan fixe. 

a décrit donc une cycloïde. 

A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S . 

C O N C O U R S DE 1 8 9 7 . 

Mathématiques élémentaires. 

i° Les droites A qui sont coupées harmoniquement par deux 
cercles donnés G et C enveloppent une conique; montrer que 
cette conique reste la même lorsqu'on remplace les deux 
cercles G et G' par deux autres respectivement concentriques 
aux précédents et tels que la somme des carrés des rayons des 
deux nouveaux cercles soit égale à la somme des carrés des 
rayons des deux premiers. 
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Trouver le lieu des centres des cercles S qui sont coupés 

harmoniquement par deux cercles donnés C et G' et qui sont 
orthogonaux à un troisième cercle donné T. Ce lieu est une 
conique £ dont on déterminera les diréctions asymptotiques 
et dont on discutera le genre en admettant que le centre de F 
se déplace d'une façon quelconque dans le plan, tandis que 
les cercles G et G' restent fixes. 

On montrera que la direction des axes de 2 ne dépend que 
des positions des centres des trois cercles donnés et nullement 
de leurs rayons. 

3° Trouver le lieu du centre de la conique S dans les deux 
hypothèses suivantes : i° on fait varier le rayon du cercle F en 
laissant fixes le centre de ce cercle et les deux cercles G et G'; 
'x° on laisse fixe le cercle F, ainsi que les centres de G et de G', 
et l'on fait varier les rayons de ces deux derniers cercles de 
telle sorte que la somme de leurs carrés reste constante. 

4° Démontrer que les cercles S orthogonaux au cercle F et 
coupés harmoniquement par deux cercles G et G' sont aussi 
coupés harmoniquement par une infinité de couples de cercles 
<jue l'on cherchera à caractériser géométriquement. 

NOTA. — On dit qu'un cercle S est coupé harmoniquement 
par deux cercles G et Gf, lorsque le rapport anharmonique des 
deux points de rencontre de S avec G et des deux points de 
rencontre de S avec G' est, sur le cercle S, égal à — i . 

Mathématiques spéciales. 

On considère un paraboloïde équilatère ayant pour équation, 
par rapport à des axes rectangulaires, 

- = xy\ 

on prend sur l'axe 0 . r un segment 

OM = 1 

et sur l'axe Oj ' un segment 

OM' = p., 

ces deux segments étant liés par une relation de la forme 

a X (x H - b A -+- c ¡x -f- d = o, 

où a. b, r. d désignent des constantes réelles. 
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i° Trouver la courbe F, lieu du point de rencontre de la 

génératrice reetiligne MG du paraboloïde passant par le point 
M de Ox avec le plan mené par O^ perpendiculairement à la 
droite MM'. 

i ° Combien existe-t-il de surfaces du deuxième ordre qui 
passent par cette courbe Y; étudier le nombre des points d'in-
tersection de F avec les génératrices reetilignes du paraboloïde 

' donné; discuter la réalité de ces points. 
3° Etablir la relation nécessaire et suffisante qui doit lier les 

abscisses X\ de quatre points de la courbe F, pour 
que ces quatre points soient dans un même plan. Former 
l'équation aux abscisses des points où le plan osculateur coupe 
la courbe en quatre points confondus; résoudre et discuter 
cette équation. 

indiquer le nombre de plans oscillateurs qu'on peut mener 
d'un point de l'espace à la courbe F. 

4° Gomment faut-il déterminer les coefficients a, b, c, d pour 
que les tangentes à la courbe T fassent partie d'un complexe 
linéaire? 

5° On désigne par Fi la courbe du quatrième ordre qui cor-
respond à cette détermination particulière des constantes a , 
b, c, d. Déterminer les points de contact des plans oscillateurs 
menés d'un point donné P de l'espace à cette courbe Fj ; dé-
montrer que ces points sont dans un plan passant par P. 

NOTA. — On dit qu'une droite mobile 

x — x0 _ y — Vo _ g — z() 
a ¡4 - v " 

appartient à un complexe linéaire, quand les coefficients x0, 
JKOJ -, a, p, y vérifient une équation de la forme 

-4- M ( a — y x o ) ^ ( — a.ro) = <>, 

A, B, C, L, M, N désignant des constantes. 

Composition sur VAnalyse et ses applications 
géométriques. 

On donne l'équation aux dérivées partielles 

pt + y . + ( p x + q y _ s = r ) , 
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où p, q désignent les dérivées partielles du premier ordre de z 
considéré comme fonction de x , y . 

i° Former les équations des caractéristiques et prouver que 
ces équations admettent deux intégrales qui ne dépendent pas 
de la forme de la fonction F. 

•2° Déduire du résultat obtenu que les courbes caractéris-
tiques sont planes et que les développables caractéristiques 
sont des cônes. Dire quelle relation existe entre le plan d'une 
courbe caractéristique et le sommet du cône caractéristique 
circonscrit suivant cette courbe. 

3° Indiquer comment l'on pourra utiliser ces résultats pour 
intégrer complètement l'équation proposée. 

4° On mènera l'intégration jusqu'au bout dans le cas parti-
culier où la fonction F a la forme 

A, 1> désignant deux constantes. 
Montrer que., dans ce cas, une intégrale complète est fournie 

par une surface du second degré dépendant de deux para-
mètres. 

Mécanique rationnelle. 

Un corps solide pesant, mobile autour d'un point fixe O, 
repose par deux de ses points R et IV sur un plan horizontal 
iixe 11 situé au-dessous de O. Soit 0 0 { la perpendiculaire 
abaissée de O sur le plan II : on suppose que l'angle ORIV est 
droit et que Ton a, lorsque le corps repose sur le plan II, 

00!= OiH = R1V = a. 

Le point R glisse avec frottement sur le plan II, le point IV 
glisse sans frottement. 

Trouver le mouvement du corps en supposant qu'on lui 
imprime une vitesse initiale to0 (posit ive ou négative) de rota-
tion autour de la verticale ascendante 0 , 0 . 

On prendra comme axes liés au corps la droite O z dirigée 
suivant OR, la droite 0 , r parallèle à RIV et dirigée dans le 
sens \\K\ la droite O y perpendiculaire au plan xO z et dirigée 
vers le haut. On supposera que les droites 0 . r , 0 y , O z sont 
les axes principaux d'inertie du corps relatifs au point O, et 
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l'on appellera A, B, G les moments d'inertie correspondants. 
On désignera par rn Ç les coordonnées du centre de gravité G 
du corps par rapport, aux axes Ox, O y , Oz. 

On se bornera à écrire les équations du mouvement dans le 
cas général où les coordonnées rt, Çsont quelconques. 

On discutera le problème dans les deux cas particuliers sui-
vants : 

i° Le centre de gravité G est sur la partie positive de 
l'axe O J ; 

I° Le centre de gravité G est sur la partie positive de 
l'axe O r . 

S'il arrive que l'un des points R et R' quitte le plan 17, ou 
que ces deux points le quittent à la fois, on se bornera à si-
gnaler ce fait sans étudier le mouvement ultérieur. 

B O U R S E S DE LICENCE È S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S . 

C O N C O U R S DE 1 8 0 7 . 

i° Dans un plan rapporté à deux axes rectangulaires Ox, 
Oy, on donne une droite ( D ) dont l'équation est 

XIath éma tiques. 

y = a x -h b ; 
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déterminer la parabole qui a son s o m m e t en O, son axe dirigé 
suivant Ox et qui est normale à la droite ( D ) ; calculer en 
fonct ion de a et b les coordonnées du point P où cette para-
bole est normale à la droite D et du second point Q où elle 
rencontre e<2tte m ê m e droite . 

•xu Trouver les lieux décrits par les points P et Q en sup-
posant que la droite ( D ) tourne autour d'un point fixe de 
c o o r 11 o n n < ; es XQ, y ( } . 

On figurera les diverses formes que peut affecter ce dernier 
lieu. 

1782. Etant, donnée l'équation 

ax5 — 5 b xk -h io cx:i — i o r/,/2 -h 5 ex — f — o, 

si l'on pose 

Q U E S T I O X S . 

| 3 X — 3 c 2 — j bd - h ar , 
. (') r j t = •x cd — 3 be - 4 - a f . 
( 3 v — 3 d2 — 4 ce -t- b f , M •> = c v — •>. d\x -h e À, 

(Orj — — 'xe u. - f - t /À. 

exprime que l 'équation a une racine double . 
( P . S O N D Â T . ) 

E R R A T A . 

La question 1781, août 1897, a insérée par erreur. En faisant 

x = : y ~ z = ~, on voit qu'aucune des inégalités indiquées dans 

ictte question n'est satisfaite. 
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[ M 2 e ] 
SUR LA CORRESPONDANCE BIFORIHE; 

EXTENSION DES POLYGONES DE P O N C E L E T ; 

PAR M. G. FONTENÉ, 
Professeur au Collège Rollin. 

§ I-

1. Résultante de deux correspondances biformes ; 
cas de décomposition. — Soient deux variables x et y 
liées par une relation doublement quadratique 

elles ont une correspondance biforme. Il existe quatre 
valeurs critiques de x, c'est-à-dire quatre valeurs de x 
donnant pourjK deux valeurs égales; il existe de même 
quatre valeurs critiques de Les valeurs critiques de 
x et celles de y ne sont pas indépendantes ; car , si on les 
représente par des points-racines c, d et oc, p, y, 
8, les rapports anliarinoniques (¿z, c, d) et (a, ,3, y, S) 
sont égaux. En effet, si l'on prend des coordonnées car-
tésiennes, l'équation y) = o représente une quar-
tique binodale, et le fait en question résulte alors d'un 
calcul connu ( S A L M Ó N , Courbes planes, N ° - 2 7 0 * , on 
peut encore consulter : H A L P H E N , Fonctions ellip-
tiques, IIe Partie, p. 338) ; les deux systèmes de valeurs 
critiques sont équi-anharmoniques. La relation F — o, 
qui dépend de huit paramètres, est déterminée par ses 
éléments critiques et par une dernière donnée. 

2. Cela posé, nous démontrerons ce théorème : 

Deux correspondances biformes F ( x , y ) = o, 
Ann. de Mathémat.,3° série, t. XVI. (Octobre 1897.) 
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F'(y, z) — o donnent entre x et z une correspon-
dance qui se décompose en deux correspondances bi-

formes ¥(f(x, z) = o, Fw(ar, z) = o, lorsque les quatre 
<valeurs critiques de y sont les mêmes dans les deux 
correspondances données. Les valeurs de x qui sont 
critiques pour y dans F = o sont aussi les valeurs de x 
critiques pour z dans F / ; = o et dans F w = o ; les va-
leurs de z qui sont critiques pour y dans F ' =•• o sont 
aussi les valeurs de z critiques pour x dans F / 7 = o et 
dans Fw= o. 

Soient les deux correspondances Informes 
A a r î + a B x - ^ - C = o, A'*2-*- iB'z -h C' = o, 

A, B, C, A', IV, G' étant des polynomes du second de-
gré en y \ d'après l'hypothèse on peut supposer 

B 2 — AG = B'2 —A'C' = A, 

et l'on a 
(Ax-hBy— A = o, (A'z -h B')2— A = o: 

on en déduit, pour une même valeur dey, 

et l'on achève facilement. On remarquera que, si l'on 
prend, par exemple, le système F — o, F' = o, F" — o, 
à des valeurs de x et de y qui vérifient F = o corres-
pond une-seule valeur de z. (En coordonnées carté-
siennes dans l'espace, F = o et F' = o représentent les 
projections d'une courbe gauche qui a quatre points 
doubles à distance finie et qui se décompose en deux 
courbes gauches. ) 

3. Ou a ce corollaire : 

Trois quantités x , y , z étant liées par les relations 
doublement quadratiques F(JC, yr) = o , f(y<, z) = o, 
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= o, pour que ces trois relations admettent 
une infinité de solutions, il faut d'abord que les va-
leurs de chaque variable qui sont critiques pour Vune 
des deux autres variables le soient pour la troisième, 
ce qui fait 11 conditions et non 12; il faut de plus 
une autre condition. Si Von se donne on a ci choi-
sir entre deux valeurs pour y-, et ce choix détermine 
z avec une valeur unique. 

La démonstration est facile : la réduction de 12 
conditions apparentes à 11 conditions effectives tient 
à l'égalité de rapports anliarmoniques dont il a été 
parlé; quand 011 a pris F = o , / — o, avec mêmes y 
critiques, la relation © = o est déterminée : c'est l'une 
des deux relations résultantes des deux premières. 

4. Nous ajouterons ceci : 

Les N quantités , p2, . . . , pN étant liées par les N 
relations doublement quadratiques 

?i , l(Pl> Ri) = O, <?2,3(p2, ps) = O. <?N,l(PN, p l ) = 0 , 

si les valeurs de pi qui sont critiques pour p/_, le sont 
aussi pour Vindice i prenant les valeurs 2, 
3, . . ., N, 1 (avec les conventions piN+1 = pi, p0 = pN), 
il faut encore une condition pour que ces relations 
admettent une infinité de solutions; le nombre total 
des conditions supposées est 4N. Deux quelconques 
des JN quantités p/ et p j , sont liées par une relation 
doublement quadratique; la quantité p; a quatre va-
leurs critiques pour p y, les mêmes quel que soit j. Si 
Von se donne p1; on a à choisir entre deux valeurs 
pour p 2 , et ce choix détermine complètement les autres 
p. Quand on a pris les N — 1 premières relations 
o — o, sous les conditions indiquées9 la dernière rela-
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tion <p — o est déterminée : c'est Vune des relations 
résultantes des n — i premières. Pour N >> 3 les con-
ditions ne sont pas données comme des conditions né-
cessaires pour qu'il y ait une infinité de solutions. On 
remarquera encore que, pour N 3 , trois quelconques 
des quantités p ont deux à deux une correspondance 
biforme. 

O. Voici une interprétation géométrique de la corres-
pondance biforme. Les points A d'une conique S, et 
ses tangentes sont données en fonction d'un para-
mètre p par les formules 

x _ y _ z u v w 
= Y(T) = z ( 7 ) ? ïïîj) = W ) = W(7) ' 

les poly nomes X, . . . étant du second degré. Si l'on 
prend deux coniques Sj et S2, et si l'on assujettit un 
point de l'une et un point de l'autre à cette condition 
que le point A2 de la seconde soit sur la droite trans-
formée du point A * de la première dans une corrélation 
générale, auquel cas le point Ai est sur la droite pri-
mitive du point A o, on aura 
XiiXx^By^Czi) 

- ^ ( A ' t f i - t - B > i - h G ' z ò - h Z i ( h ? x ì - i r B n y ì - J r C z ì ) = o, 

-î-JKi ( B - + - B > 2 4 - B " ) 4- Zi ( G + C > 2 -t- C"z2) — o; 

les paramètres p4 et p2 seront liés par une relation dou-
blement quadratique, dépendant de 8 paramètres, et 
par suite générale. On pourrait considérer les tangentes 
a au lieu des points A. 

6. Cas particulier. — Lorsque la relation double-
ment quadratique F(.r, j") — o est symétrique par rap-
port à x et y (3 conditions), les valeurs critiques de x 
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et celles de y sont égales (3 conditions, et lion 4)î la 
réciproque est vraie, comme on peut le voir au moyen 
du théorème énoncé dans l'Ouvrage d'Halphen, p. 338. 
Le théorème du n°2 s'énonce alors comme il suit : 

Deux correspondances biformes symétriques 

F(x,y) = o, F'(y, z) = o , 

donnent entre x et z une correspondance qui se dé-
compose en deux correspondances bif ormes 

F"(x, z) — o, Fw(a?, * ) = o, 

lorsqu elles ont les mêmes valeurs critiques. Chacune 
des correspondances obtenues admet ces mêmes va-
leurs critiques, d'ou il suit que ces nouvelles corres-
pondances sont également symétriques. 

§ n . 

7. Nous considérerons un cas plus particulier, qui 
est l'objet principal de ce Mémoire. L'équation 

A cosa? H- B sinx — G = o 

a deux solutions quand on cherche simplement les 
lignes trigonométriques de l'angle x : elles sont confon-
dues si l'on a A2 -f- B2— C2 = o; en posant tang ^ = p, 
on aurait (A- | -C)p 2 —2Bp -b(A—C) = o. Cela 
posé, considérons la relation 

A cos a cos a'-f- B sin a sin a'—C = o ou ty(a,ar) = o, 

A2, B2, C2 étant inégaux deux à deux \ nous dirons 
que les quatre solutions 

(a, a'). (—a, —a'). (T. — a. R — ci'). (iz H - a. TC - B a) 
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forment une solution composée. Avec 
a a' , 

tan g - — p, t a n — — p , 

on aurait entre p et p' une correspondance biforme sy-
métrique et Ton verrait que, dans l'hypothèse 

(A* — B 2 ) ( A 2 — C2) (B 2 — G2) = o, 

elle se décompose en deux correspondances uniformes, 
ce que nous voulons éviter. 

Les angles critiques sont les valeurs de a (ou a!) qui 
donnent pour a'(ou a) deux valeurs égales : ils sont 
donnés par la relation 

• » ^ cos 2 o sin2© Í A . c o s . ç + B . s . n . ç - C » ^ , = = 

de sorte que les quatre angles critiques sont <p, — 
T: — TZ -f- <p, donnant lieu à quatre angles associés 9, 
— 6, T: — 0, TÍ H— 8 ; la relation entre a et a! peut 
s'écrire 

cosò , sinO 
cos a c o s « - 4 — ; — sin a sin a — i — o. 

c o s o sin cp 

8. On a ce théorème : 
Trois angles a, a!, ci' étant liés par les deux rela-

tions <J/;(a, a1) = o, a / /)= o , pour que la relation 
entre a et arf se décompose en deux relations de la 
forme a") — o, il faut et il suffit que les deux pre-
mières relations aient les mêmes angles critiques ; cha-
cune des deux relations obtenues a aussi ces angles 
critiques. 

Voici une démonstration directe qui fait connaître 
les deux relations nouvelles. D'abord l'élimination de 
a' donne • 

( A2 cos2 a" -+- B2 sin2 a" — G2 ) ( A"2 cos2 a -v- B"2 sin2 a — G" )2 

— ( AA" cos-a cos a" -f-. . . )2 = o : 
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celte relation devant être symétrique en a et ales 
deux premiers facteurs doivent s'annuler ensemble et 
la condition est nécessaire. Pour montrer qu'elle est 
suffisante, on écrit les relations tj/'= o, <i = o, avec <p et 
9", <p et 9, et Tune des relations cherchées <J/ = o, avec 
cp et 9'. Pour déterminer 9', on fait a ' = o, d'où v!' = 9, 
a = 9", et la relation <!/ = o donne 

cos6 cosO' cos 6" sin 6 sin6' sin8" _ 
coscp si n cp \ 

avec deux valeurs pour 9'; on constate alors que l'élimi-
nation de a' entre les deux relations données, et l'élimi-
nation de 6' entre la relation <]/ = o et la relation ci-
dessus, donnent le même résultat. On se rend bien 
compte de la démonstration en considérant les relations 
des six angles a, a\ a!', 9, 9', 9;/. 

9. On a ce corollaire : 
Trois angles a^ a!, a!' étant, liés par les relations 

<\>"(a. a') = o, a" ) = o, a ) = 

pour que ces trois relations admettent une infinité de 
solutions, il faut d'abord qu'elles aient les mêmes 
angles critiques ; cette condition remplie, il faut encore 
une condition. Si les trois relations sont prises sous 
la forme 

A" cos a cos a' •+• B" sin a sin a'— G" = o, 
on a les trois conditions obtenues en égalant à zéro les 
déterminants du troisième ordre formés en prenant 
trois lignes du Tableau rectangulaire 

i i i 

A2 B2 G2 

A'2 B'2 G'2 

A"2 B"2 G"2 

I A A A BB' B " ce : r: \ 
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10. Nous ajouterons ceei : 
Lorsque N angles ah, a2, . . ., as sont liés par les N 

relations 

^ î > 2(a l 5 a 2 ) o. <|>2,3(a2, u 3 ) — o, . . a i ) = o, 

qui ont les mêmes angles critiques, il faut une condi-
tion pour que ces relations admettent une infinité de 
solutions. Deux quelconques des N angles soîit liés par 
une relation analogue, avec les mêmes angles cri-
tiques. 

11. Soient deux coniques SM S2 que nous rapporte-
rons au triangle conjugué commun, et S i2 une conique 
conjuguée au même triangle; si l'on a sur S< et S2 les 
points A{ et A2 conjugués par rapport à S12, les tan-
gentes aK et a2 sont conjuguées par rapport à une co-
nique S,2, et les deux coniques de conjugaison sont po-
laires réciproques par rapport aux mêmes coniques que 
les deux coniques données; les points critiques A, sont 
ceux dont la polaire par rapport à S12 touche S2, les 
tangentes critiques a t sont celles dont le pôle par rap-
port à Sf2 est sur S2. Les points des coniques Si, S2 
étant donnés par les formules 

= c o s y i = b\ sinai, ¿1 = c1? 

X2 =• «2 COSa2, y± = #2 sin a2, Z1 = c2i 

et la conique S12 ayant pour équation 
By2— Cz2 = o, 

la relation de conjugaison entre A, et A2 est 
A a 1 a 2 cosaj cosa2-i- B b \ b 2 sin«! s i n a 2 — C c i c 2 = o. 

12. On a ce théorème : 

Etant données trois coniques S t , S 2 , S 3 conjuguées 
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ci un même triangle OO'O", et deux coniques de con-
jugaison S 4 2 , S 2 3 également conjuguées à ce triangle, 
la correspondance entre et A 3 se décompose en 
deux correspondances bif ormes si les éléments A2 cri-
tiques pour A, le sont aussi pour A 3 , et chacune des 
correspondances entre A, et A 3 est donnée par une 
conique de conjugaison S 4 3 conjuguée au même 
triangle OO'O". 

13. On a ce corollaire : 

Etant données trois coniques S», S 2 , S 3 conjuguées 
à un même triangle 00'0% et trois coniques de con-
jugaison Si o, S 2 3 , S 3 0 conjuguées à ce même triangle, 
pour qu'un triangle mobile A4 A2 A3 puisse avoir ses 
sommets situés respectivement sur les trois premières 
coniques, deux sommets quelconques étant conjugués 
par rapport à la conique intermédiaire, il est néces-
saire qu un point de S 2 , critique pour S 0 le soit aussi 
pour S 3 , et qu'un point de S 3 , critique pour S 2 , le soit 
aussi pour S i , aùquel cas un point de S | critique pour 
S 3 V est pour S 2 \ ces conditions remplies, il faut encore 
une condition. Les tangentes ai7 a2l par exemple, 
sont conjuguées par rapport à une conique fixe Si2 

conjuguée au triangle OO'O". Si l'on se donne Vélé-
ment ( A,, ah), on a à choisir entre deux positions pos-
sibles pour (Ao, a2), et ce choix détermine complète-
ment (A 3 , a^).Les deux coniques S 1 2 , S 2 3 étant choi-
sies de façon que A2 critique pour le soit pour À3, 
la conique S 3 1 est déterminée avec deux solutions. 

14. Nous ajouterons ceci : 

Etant donnée une chaîne de N coniques 
SN conjuguées à un même triangle OO'O'', et N coniques 
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de conjugaison S 1 2 , S2:>, . • c o n j u g u é e s h ce même 
tciangle, si les points de la conique S/ qui sont cri-
tiques pour S¿_i le sont aussi pour S / + 1 , l'indice i pre-
nant les N — i valeurs a, 3, . . N (auque l cas un point 
de critique pour SN Vest aussi pour S2 ), il faut une 
condition pour quil existe un contour polygonal mo-
bile A1 A 2 . . . AlN, dont les sommets soient situés res-
pectivement sur les coniques S 2 , et dont les sommets 
consécutifs A/, soient conjugués par rapport à la 
conique intermédiaire . Le nombre total des con-
ditions est N . Deux sommets quelconques A/, A y sont 
conjugués par rapport à une conique fixe S/y conju-
guée par rapport au triangle O O ' O " ; en même temps, 
les tangentes a/, aj sont conjuguées par rapport à une 
conique fixe S / j . Si Von se donne V élément ( A 4 , a , ), 
on a à choisir entre deux positions possibles pour 
( A 2 , r/2), et ce choix détermine complètement le con-
tour. Les N — i premières coniques de conjugaison dé-
terminent la dernière. 

§ n i . 

lo. Correspondance unie sur deux coniques. — Plus 
particulièrement, la conique de conjugaison ponctuelle 
S, 2 peut passer par les quatre points communs aux deux 
coniques, SM S2, auquel cas la conique de conjugaison 
tangentielleS, 2 touche les quatre tangentes communes à 
ces deux coniques; alors les quatre points communs 
sont des points unis de la correspondance, c'est-à-dire 
qu'un point commun se correspond à lui-même, et de 
même les quatre tangentes communes sont des tan-
gentes unies. Réciproquement, si la correspondance 
entre les éléments (A,, ax)( A2, a2) admet comme points 
unis les quatre points communs aux deux coniques S<, 

d comme tangentes unies les tangentes communes à 
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ces deux coniques (sept condition*, et non huit), celte 
correspondance consiste en ce que les points A4 et A2 
sont conjugués par rapport à une conique S42 passant 
par les quatre points communs à S4 et S2, ou en ce que 
les tangentes aK et «2, — Nous donnerons à cette cor-
respondance le nom de correspondance unie. 

16. Nous dirons qu'il y a correspondance tangentielle 
entre un point A, d'une conique S4 et une tangente a2 
à la conique S2 lorsque le point A4 doit se trouver sur la 
tangente a2, ou encore lorsque la tangente a2 doit pas-
ser au point Ai : cette correspondance tangentielle est 
une correspondance Informe; les éléments critiques de 
S2 sont donnés par les tangentes communes aux deux 
coniques, ceux de S4 sont donnés par les points com-
muns. La correspondance tangentielle est une corres-
pondance unie. La conique de conjugaison S12 est la 
conique S2, la conique S12 est Sj. 

La correspondance unie se ramène à la correspon-
dance tangentielle : 

i0 Considérons trois coniques , S2, S'3 inscrites à un 
même quadrilatère ; une tangente b à la conique inter-
médiaire rencontre S', en deux poinls zt A'- et S'3 (ai 
± C : il y a correspondance biforme entre b et A', 
entre b et C, et la correspondance entre A'et C se dé-
compose en deux correspondances informes dont l'une 
associe les points de même signe, l'autre associant les 
points de signes contraires. Nous supposerons qu'on a 
choisi l'une des deux correspondances, de sorte que A' 
et b déterminent complètement C; le passage du 
couple -h A', -f- C' au couple — A', — C7 se fait par 
une tangente commune, d'où la nécessité de ces tan-
gentes communes pour la décomposition de la corres-
pondance ( A', C) en deux correspondances Informes. 
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Cette correspondance entre les éléments (A', a') et 
(C, c') est une correspondance unie. 

2 ° Pour trois coniques S'n S'!2, S3 circonscrites à un 
même quadrangle (système de quatre points), on a des 
faits corrélatifs en partant d'un point B" de la conique 
intermédiaire. 

3° Réciproquement, si les éléments (A', a') et[ G, d ) 
de deux coniques S',, S 3 ont une correspondance unie, 
c'est-à-dire une correspondance biforme dans laquelle 
les points communs sont unis, et les tangentes com-
munes sont unies (sept conditions), l'enveloppe de la 
droite h!G ou b est une conique S 2 touchant les quatre 
tangentes communes aux deux premières, et le lieu 
du point (a\ c() ou B" est une conique SI passant par 
les quatre ])oijits communs aux deux premières ; les 
deux coniques S2 et S[[ sont polaires réciproques par 
rapport aux mêmes coniques que les deux coniques 
données. Nous rappellerons que les points Af et C' sont 
conjugués par rapport à une conique S'i3 passant aux 
points communs à S\ et S3, et que Ton a un fait corrélatif, 
les deux coniques de conjugaison 3 et S'13 étant po-
laires réciproques par rapport aux mêmes coniques que 
S, etS3; la conique enveloppe S2 touche les tangentes à 
S\3 aux points communs à S', et S'3, la conique lieu S/, 
passe aux points de contact avec S'i3 des tangentes com-
munes à S'4 et S3. 

17. Voici une démonstration directe des faits i°et 
Nous indiquerons d'abord une identité : étant données 
la forme quadratique f ( x , y, z) et la forme adjointe 
F (a, w), on a 

F[(yz' — r / ) , (zxr — xz'), {xy'—yx')} 
_ se) 

f ( x ' , x) f ( x ' , x ' ) ' 
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f ( x , x') étant aKKxx' -K ..-h ai2(xj' -hyx')-h. . . ; si 
le point M est sur la conique/ = o, on a pour F un 
carré parfait 

. . . ]= - /* (* , ¿re-
considérons alors les trois coniques S'4,S2,S3 inscrites 

à un même quadrilatère; leurs équations tangentielles 
sont 

F I O , v, w ) = o, F I — A 2 F 3 = O , F 3 ( W , P , W ) = O ; 

en écrivant qu'un point A' de S\, et un point C de S3 
sont sur une tangente i à S2, on a 

F i [ ( ^ | ^3— 3 ! j 3 ) , . . . ] — F3[(jKl^3— . . . ] = o, 

ou 
f \ (#1, ) — (xu Xz) = O, 

ou 
/1O1, x3)± k f z (xt, x:i) = o. 

18. Contours mobiles. — Reprenons le théorème du 
n° 14, avec une chaîne de m coniques S^, S2, S3, S/,..., 
S2/n con juguées à un même triangle OO'O'7, et supposons 
que chaque conique d'indice pair est conique de conju-
gaison ponctuelle entre elle-même et chacune des deux 
coniques voisines, auquel cas chaque conique d'indice 
impair est conique de conjugaison tangentielle entre 
elle-même et chacune des deux coniques voisines. On a 
ce théorème. 

Soit une chaîne de 2 n coniques , S 2 ; S 3 , S 4, . . . , S 2«, 
conjuguées à un même triangle 00'O", chaque co-
nique d'indice pairS touche les quatre tangentes com-
munes aux deux coniques voisines S', chaque conique 
d'indice impair S'passant aux quatre points communs 
aux deux coniques voisines S (ce qui fait seulement 
ni— 1 conditions) : il faut une condition pour quil 
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existe un contour polygonal mobile de n côtés dont les 
sommets A\, A'3, A'5,... soient sur la conique S', et dont 
les côtés a2, au ... soient tangents aux co-
niques S . Si Von se donne A<, on a deux positions 
possibles pour a*, et le choix de a2 détermine entière-
ment le contour. 

Le triangle con jugué étant donné, le système de co-
niques dépend de 2/1 paramètres. En considérant la co-
nique S>2n comme une enveloppe, 011 reconnaît que la 
dernière condition du théorème lie généralement 
in — 1 quelconques des coniques données. 

La chaîne de 2 AI coniques du théorème précédent est 
la plus générale pour laquelle il existe un contour po-
lygonal mobile..., si l'on exige que, un sommet étant 
choisi, avec l'un des côtés qui partent de ce sommet, le 
contour soit déterminé complètement. 

19. Les points A', et A'., ayant une correspondance 
unie, le lieu du point (a'l, a3) ou Al est une conique S.', 
passant par les quatre points communs à S', et S3 \ il 
suit de là que le contour variable A\a2A[sa>t... donne 
un contour variable analogue a\ A"a3 A'^... dont les 
côtés roulent sur la conique S', dont les sommets décri-
vent des coniques S"; et ainsi de suite indéfiniment. En 
considérant l'enveloppe de la droite A2A4, on prolon-
gerait cette suite de contours en sens inverse. 

20. Un certain nombre des coniques précédentes 
peuvent être confondues. On doit remarquer d'abord 
que toute correspondance biforme entre deux éléments 
d'une même conique a quatre éléments unis. Si cette 
correspondance est symétrique, les points A{ et A2 sont 
conjugués par rapport à une conique Si2 qui passe aux 
points unis, les tangentes as et a2, ...; la correspon-
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dance symétrique sur une conique est un cas limite de 
la correspondance unie sur deux coniques S< et S2 ; les 
éléments unis donnent quatre points qui jouent le rôle 
des points communs aux deux coniques, et quatre tan-
gentes.... 

Reprenons les faits du n° 16 : 
i° Etant données deux coniques S' et S2, une tan-

gente b à S2 rencontre S' en deux points A' et C : il y a 
correspondance biforme entre A' et C ; cette correspon-
dance est symétrique, et les points critiques sont les 
points communs aux deux coniques. 

2° Avec deux coniques S' et S'>, en partant d'un 
point IV de cette dernière, on a des faits corrélatifs. 

3° Réciproquement, si les éléments (A', a') et 
(C, c') d'une conique S' ont une correspondance bi-
forme symétrique, l'enveloppe delà droite A'C est une 
conique S2 passant par les points critiques, le lieu du 
point (af, c') est une conique SI qui touclie les tan-
gentes critiques. 

La conique S2 touche d'ailleurs les tangentes unies, 
laconique SI passe aux points unis. La conique S'<3, 
par rapport à laquelle A' et G sont conjugués, passe 
parles points unis; la conique S'13 touche les tangentes 
unies. 

Relativement au théorème du n° 18, on pourrait voir 
ici pourquoi on a introduit le mot généralement dans 
la remarque concernant la dernière condition. 

On aurait en particulier le cas, considéré par Pon-
celet, où toutes les coniques S' sont confondues. 

§ IV. 

21 . Contours triangulaires mobiles; deux cas. — 
Lorsqu'un triangle mobile a ses sommets sur trois coni-
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ques S'(,S'2, S'3, et ses côtés tangents à trois coniques 
Si,S2,S;{, d'une part, ce triangle peut devenir évanouis-
sant, les côtés ¿Ï, c étant trois droites concourantes, ou 
les soin mets A', B', C étant trois points en ligne droite ; 
d'autre part, il peul devenir bi-évanouissant, deux som-
mets étant confondus, ainsi que les côtés opposés. Les six 
premières conditions relatives aux coniques étant suppo-
sées remplies, et elles se réduisent à cinq, une tangente 
commune à et S2 doit toucher S3, ou passer par un 
point commun à S'̂  et S!, ; un point commun à S'{ et S ', 
doit appartenir à S3, ou se trouver sur une tangente com-
mune à St et S2. Il semble donc que l'indétermination du 
triangle ait lieu dans trois cas^ mais nous allons mon-
trer que ces trois cas se réduisent à deux, attendu que, 
si les coniques S ont quatre tangentes communes, les 
coniques S' sont polaires réciproques des coniques S 
par rapport à un système de quatre coniques S, de sorte 
que les coniques S1 ont alors quatre points communs. 

Les équations des six coniques étant 

si l'on écrit que le point x = a cos/,y = b sin = i 
est sur la tangente u1 — a! cos)/, v* = ¡3' sin)/, w* = — i, 
011 a 

a a' cos / cos A' -+- b$' sin / sin A' — i = o, 

et l'on suppose 
( a 2 a ' 2 _ ¿2 p'2) ( a 2 a ' 2 — i) (£* p - 1 ) ^ 0 , 

c'est-à-dire S't et S2 non bitangentes \ les cinq conditions, 
pour que les six relations analogues aient les mêmes 
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angles critiques, sont (*) 

i 

a 2 a'2 

a'2 a"'2 

a'f- a2 

a2 a'2 

a'2 a"2 

a"2 a 2 

i ] 

/>2 3'2 i 

et elles expriment que passe paries points communs 
à So et S3, .... Si I on écrit c|ue les trois coniques S sont 
inscrites à un même quadrilatère, on a la sixième con-
dition 

a2 a'2 

a -a -
a"2 a2 

t o n n e a 2 , ¡32, Remarquons maintenant que. si l'on se d< 
et!2, . . . vérifiant celte condition, et a2 à volonté, l'une 
des relations ci-dessus (rangées i, 2, 7) détermine b2, 
deux autres relations déterminent a" 2 cA Z>//2, deux autres 
déterminent a!2 et b'2, et l'on a une seule solution; or 
cette solution unique est facile à apercevoir : elle est 
formée par les relations 

a _ 
: Ufi ~ 

a2*'2 

a'2 a"2 

a"2 a2 

i 
X » ' 
>11.2 

bi i 
11̂ 2 1 

( ' ) Ce qui signifie qu'on les obtient en égalant à zéro les cinq 
déterminants formés au moyen de trois lignes du Tableau rectangu-
laire qui constitue le premier membre de l'égalité. 
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qui donnent suecessiveinent d>2, i)î>2, 62, — On peut 
donc remplacer les six relations entre les douze quan-
tités a2, è2, . . . par les huit relations précédentes entre 
les quatorze quantités a2, é2, . . J k 2 , : les six pre-
mières expriment que les coniques S' sont polaires ré-
ciproques des coniques S par rapport aux coniques 
( S ) ±: cl, v 2 ±: — = o ; 

la dernière exprime que les coniques S sont inscrites à 
un même quadrilatère, et celle qui reste est une rela-
tion entre et ill>2, les coniques S étant supposées con-
nues (cette dernière relation peut aussi bien être ratta-
chée aux coniques S'). 

On peut donc prévoir ce théorème, qui sera démontré 
rigoureusement : 

Etant donnés deux systèmes de trois coniques 
Si S2S;i , S; S.', SJj, tels que dans la chaîne fermée 

s', 

S 3 S o 

s; s; 
Si 

chaque conique S touche les tangentes communes aux 
deux: coniques voisines, et chaque conique S' passe par 
les points communs aux deux coniques -voisines (5 con-
ditions), un triangle qui doit avoir ses côtés a, h, c 
tangents aux coniques S , et ses sommets A/, B' , G' sur 
les coniques S ' , est indéterminé dans deux cas : 

i ° Lorsque les coniques S sont inscrites à un même 
quadrilatère} auquel cas les coniques $' sont circon-
scrites à un même quadrangley les coniques Sf étant po-
laires réciproques des coniques S par rapport ci un sys-
tème de quatre coniques S ; 

2° Lorsque les quatre^tangentes communes à S4 et 
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S 2 passent respectivement aux quatre points d'inter-
section de S\ et S',, auquel cas les quatre tangentes 
communes à S 2 et S 3 , . . . . 

Chacun des deux systèmes de coniques dépend de 12 
paramètres; pour le premier système, on peut se 
donner les coniques S inscrites à un même quadrila-
tère, et la conique S avec un paramètre; pour le second 
système, ou peut se donner les coniques S conjuguées à 
un même triangle, et les coniques S' sont alors déter-
minées, avec quatre solutions. Dans chacun des deux 
systèmes, la première condition lie cinq quelconques 
des six coniques. 

22. Dans le premier système les tangentes a\ bc' 
en A', B', C' sont concourantes, les points de contact A, 
B, C des tangentes a, b. c sont en ligne droite; le lieu 
des points de concours des tangentes a', / / , c' est une 
conique passant par les points communs aux coni-
ques S' et dont l'équation est 

x2 ^ 

l'enveloppe de la droite qui passe par les points de con-
tact A, B, C est une conique polaire réciproque de la 
précédente par rapport aux coniques A priori, si 
l'on se donne les coniques S,, S'2, S'3 et S", avec quatre 
points communs, et si d'un point de Sf/ 011 mène aux 
coniques S; les tangentes zh af, d= b\ ± c', dont les 
points de contact sont ±: A', db B', rb C, l'enveloppe 
des droites WG est une conique S,, . , .. 

23. Voici la démonstration rigoureuse du théorème 
énoncé plus haut. Les coniques S'(, S ,̂ S!} ont pour 
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équations 
ci2 x2 -h b2y"2—c2z~ = o, a'2 x2 H- . . . — o, a"2.r2-f-. . . = o, 

les coniques S<, S2, S3 ont pour équations 
(SO {b'2 c'2 u2 -h c'2 a'2 r2 — a'2 b'2 w2) — A2 (b"2 c"2 a2 . . . ) = o, 
(Sj) {b"2 c"2 u2-{-... ) — k'2 (b2 c2 u2 H- . . . ) = o, 
(S3) (b2 c2 u2-h... )—k,/2(b'2c'2u2 + ...) = o, 

avec deux conditions que nous retrouverons plus loin, 
et qui expriment que Ŝ  passe par les points communs 
à S2 et S3, . . . . 

Si l'on écrit que la droite joignant les deux points B' 
et C! donnés par les relations a! x' = cos/', b'y'~ sin/', 
cfz' = 1 et a"x" = cos/", . . est tangente à la conique 
S,, on a (n° 17) la relation 

c o s c o s - 4 - s i n / ' sin F — ( ^ - f - — 

avec A = s = ± i ; les angles critiques sont 
donnés par une équation qui se réduit à 

( T + ¿ ) C O S 2 T ? + ( T + S Ï ) S I N 2 ? ~ ( ? + È ) = 

sans s. En faisant de me me pour S2 et pour S3, on voit 
que les trois conditions d'indéterniinalu 
que l'on étudie sont 

A2 k 
~ J 2 

A'2 k' 
k' h JJ2 

A"2 k" 
" F H 

A" 

n du problème 
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les deux premières conditions expriment que les points 
de S\ qui sont critiques pour S2 le sont pour S'P . . 
c est-à-dire que la conique S'̂  passe par les points com-
muns à S2 et S3, . . . ; reste la dernière condition. Or, 
en développant les éléments de la dernière rangée, avec 
les relations A A' A" = 1, . . ., et en les combinant avec 
ceux des rangées précédentes, on trouve que l'on peut 
remplacer cette rangée par une autre dont les éléments 
sont 

. , /eA* s'A'» s"A"s\ 

On a donc une première solution zs! trf kk'h" = 1; elle 
donne la condition nécessaire k2k'2kr,2 = 1, qui ex-
prime que les trois coniques S sont inscrites à un même 
quadrilatère; d'ailleurs les quatre relations 

au lieu de déterminer <p, donnent la condition 
(> 2 / / 2 c" 2 ) = ô  

qui exprime que les coniques S'ont quatre points com-
muns. 

On a une seconde solution en remplaçant dans la ma-
trice ci-dessus les éléments de la dernière rangée par les 

, s A2 s'A'2 s" A"2 

éléments —j—1—^ 1 jy~ > Je SUÎS assure 
que cette seconde solution est bien celle du théorème 
énoncé. 

Les points B' et C' sont conjugués par rapport à l'une 
des coniques S'0 + ekS'} = o : avec la première solution, 
ces coniques passent par les points communs aux trois 
coniques S'. On a un fait corrélatif. 

21. Avec la première solution, le système de coniques 
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étant indépendant des signes s, on a pour les mêmes 
coniques quatre espèces de triangles mobiles. Avec la 
deuxième solution, les coniques sont liées aux £, une 
tangente commune à Sj et S2 pouvant passer par Tun 
ou l'autre des quatre points communs aux deux coniques 

et S., ; pour des coniques données, on a deux espèces 
de triangles. 

2 5 . Cas oil le triangle est conjugué par rapport à 
une conique fixe. — Le système de coniques peut satis-
faire à la fois aux conditions i° et aux conditions du 
théorème-, il admet alors un système de triangles qui 
fait partie à la fois des deux solutions, trois autres sys-
tèmes de triangles qui font partie de la première solu-
tion, et un dernier système de triangles qui fait 
partie de la deuxième solution: ce sont ces derniers 
triangles que nous allons considérer, et ils sont conju-
gués par rapport à une conique fixe. Les six coniques 
étant dans le premier cas du théorème, supposons que 
l'une des quatre coniques S (par rapport auxquelles les 
coniques S' sont polaires réciproques des coniques S) 
touche les quatre tangentes communes aux coniques S, 
auquel cas les points de contact de ces tangentes avec S 
sont les points communs aux coniques S' : on est eu 
même temps dans le second cas du théorème, et la figure 
dépend de 11 paramètres; la conique S ayant pour 
équation Xx2 -h — i = o, en disposant des signes 
de «, a', a!\ b, b\ b", on .peut avoir ~ = . . . = 

p — . . . = -Jp , et alors, au n° 21, on peut prendre / = 
l'z=V, l" = W : en effet, les six relations entre les 
angles se réduiront à trois relations, telles que 

aa' 
—— c o s A c o s A H- . . . — î = o , 
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et si l'on écrit que ces trois relations admettent une infi-
nité de solutions, la première condition exprime que la 
conique 2 touche les tangentes communes aux coniques 
S; or les hypothèses / = /' = )/, l" = ï ! r montrent 
que le triangle mobile est conjugué par rapport à la co-
nique 2, qui est à la fois . . ., 223, . . . . 

26. Les équations des coniques S'.>3, . . . étant 
s ; = — ® À r s ; , = ^ ¿ " s ; , î e q u a t i o n 
de la conique 2 peut prendre ces trois formes : on a 
donc en multipliant sz'îi'kk'k" = — i, ce qui est d'ac-
cord avec ce fait qu'on est dans le premier cas du théo-
rème ; on voit en même temps que le système de triangles 
ne fait pas partie de la première solution : c'est l'un 
des deux systèmes de la seconde solution. Soit A'B'C 
un triangle de l'espèce de ceux que l'on considère ici, 
avec £ = + , e' = -|-, e// = -f-, par exemple; la polaire 
de Af par rapport à 2 coupe S'0 en deux points B' et ill/, 
s ; en deux points G et G', le triangle A'iJî/G' est dans 
les mêmes conditions que le triangle A'B'C, et les deux 
triangles A'B'S' et Aitt/C répondent aux hypothèses 
e = —,£•=-[-, er/ z= -f-, et font partie des triangles de 
la première solution ; les trois sommets A;, B',C donnent 
ainsi trois espèces de triangles. Une dernière série de 
triangles se rattache à la fois aux deux cas du théorème. 

Les tangentes en A', B', C forment un triangle 
A^B^C inscrit à une conique fixe S"; les points de con-
tact des côtés a, c avec les coniques S forment un 
triangle circonscrit à une conique fixe. Le triangle 
A'7B''C'est dans les conditions du théorème de Poncelet. 

27 . Cas ou des coniques sont confondues, — Si 
les coniques S'4 et S!, se confondent en une même co-
nique S', sans que S3 se confonde avec elles, les co-
niques Si et S2 doivent se confondre en une même co-
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nique S; considérons ce cas. Nous appellerons tangentes 
remarquables de la conique S les tangentes à cette co-
nique aux points d'intersection avec S'3, lesquels points 
seront des points C; les points remarquables de la co-
nique S' seront les points de contact avec S1 des tan-
gentes communes à cette conique et à S3, lesquelles 
tangentes seront des droites c. On a deux coniques S et 
S'; les sommets A' et B' d'un triangle décrivent la co-
nique S', les côtés a et b roulent sur la conique S : le 
côté c roulant sur une conique S3 qui passe par les 
points communs à S et S;, on cherche le lieu du som-
met c-, ce point est l'intersection de deux tangentes a 
et b à la conique S, lesquelles ont une correspondance 
Informe symétrique. L'un des points C' décrit une co-
nique qui est dans le second cas du théorème, un autre 
également, et ces deux coniques ont été données, je 
crois, par SaImon (Sections coniquesy 2e édition fran-
çaise, p. 5c)()); les tangentes communes à S et S3 pas-
sent aux points communs à S; et S3, les tangentes re-
marquables de S passent aux points remarquables de S', 
et l'on a des triangles bi-évanouissants. Les deux autres 
points C/ décrivent une même conique S3 qui est dans 
le premier cas du théorème; la conique S3 passe aux 
points remarquables de la conique S', la conique S3 
touche les tangentes remarquables de la conique S, et 
l'on a des triangles évanouissants, formés par trois droites 
concourantes ou par trois points en ligne droite. 

28. Dans le système de Poncelet, les trois coniques 
S' sont confondues, les coniques S étant distinctes; on 
est dans le second cas du théorème : les tangentes com-
munes à S, et So passent aux points remarquables de 
la conique S, = S'> eu donnant des triangles bi-éva-
nouissants, . . . . On a un système corrélatif. 
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29. Les trois coniques Sf peuvent être confondues, 

les deux coniques et S2 l'étant aussi : on cherche 
l'enveloppe du côté c. On peut rattacher ce cas à celui 
du n° 27, ou au système de Poncelet. 

30. Les coniques S' peuvent être confondues, les co-
niques S l'étant également : les tangentes remarquables 
de S passent aux points remarquables de S'; l'exemple 
de deux cercles vérifiant la relation d'Euler 

R ï + î R r ' 

montre nettement ce que doit être un triangle bi-éva-
nouissant dans le cas de deux coniques confondues : le 
côté double a = h touche ~ S2 en un point C' situé 
sur S'3, le sommet double h! = IV est sur S\ = S't) en un 
point dont la tangente c touche S3. 

§ v . 

31 . Cas où les coniques S p sont confondues avec les 
coniques S'p+{. — Etant données n coniques S'n S!,, 
S^, conjuguées à un même triangle OO'O", si l'on 
cherche à quelles conditions un contour polygonal mo-
bile peut avoir ses n sommets sur ces coniques, le côté 
A'B'étant tangent en A' à S'4, . . . , on trouve d'abord 
qu'une tangente commune à S'2 et S!{ doit avoir son 
point de contact avec S'2 situé sur S'n et il reste 
une condition. Dans le cas n = 3 la condition d'indé-
termination est vérifiée d'elle-même, dans le cas n = 4 
l'indétermination ne peut pas se produire. 

En eifet, la conique S ^ ^ S ^ ayant pour équations 

x2 
—- . . . = o. a 2 u2 -h . . . = o, 
a)t 
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si Ton pose = A.̂ , • • on a les relations 

Aj cos / , COS /-2 -f- . . . == o, 

A2 COS /.) cos /3 - f - . . . = o, 

avec cette particularité: A1A2 . . . = I, ßj B2. . . — i, 
C ,C 2 . . .= i. 

Outre les conditions 
1 

AÏ 

AI 

Cf 

on a une dernière condition d'indétermination. Pour 
/2 = 3, on l'obtient eu ajoutant à la matrice ci-dessus la 
rangée A1A2A ; î..., ou i, i, i, identique à la pre-
mière rangée. Pour n = 4, si l'on met les relations 
sous la forme 

cosOt cos L cos . . I : 
coscp 

on trouve que la condition d'indétermination est 
(sin2cp — sin2 Oi)(sin2 cp — sin262) . . . /cosÔ! cosô2 c o s 0 3 c o s \ 2 

sin4cpcos4<p \ cos 2 o ' *" / 

or. à cause de A2 A3 A.t = i, . . l e dernier terme est 
nul, et la relation est impossible dans les conditions où 
l'on s'est placé au n° 6 : il faudrait accepter des corres-
pondances tangentielles uniformes, et la question serait 
très différente de celle étudiée ici. 

NOTE. 

Mon ami \\. Brieard, dans une étude sur l'octaèdre 
articulé qui paraîtra prochainement dans le Journal de 
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l Ecole Polytechnique, a reneoutré de son côté le théo-
rème du n° 2. Sa démonstration, qu'il m'a communi-
quée, montre que les conditions énoncées sont néces-
saires, chacune des relations F = o, F ' = o étant sup-
posée indécomposable. 

[M2 2 f ] 
NOTE SUR LA SYMÉTRIE DANS LES SURFACES ALGÉBRIQUES; 

PAR M. DUMONT. 

Indépendamment de la symétrie par rapport à un 
plan étudié précédemment ici (voir Nouvelles Annales, 
septembre 1896, p. 4°3) par M. Mangeot, et de la 
symétrie par rapport «à un centre, 011 peut considérer la 
symétrie par rapport à un axe. 

Nous donnerons ici au mot axe de symétrie un sens 
plus général que celui qu'on lui attribue ordinairement, 
savoir le sens adopté par Bravais et par la Cristallo-
graphie. 

Une droite sera dite axe de symétrie binaire, ter-
naire, quaternaire, quinaire, senaire d'une surface, 
suivant que la surface pourra coïncider avec elle-même 
après une rotation de 180°, de 120°, de 90°, de 72°, 
de 6o°. Un axe de symétrie quaternaire ou senaire 
est évidemment en même temps axe binaire. 

1 . — S U R F A C E S D U T R O I S I È M E O R D R E . 

L'équation générale peut s'écrire 
f (À* 3 -+-3B£*H-3C£H-D) 
l -{-(ax'^-h 3bx2y -H 3C xy2-h dy3) 
» xy -f- qy*) 

I — 3 ( r Xe*- -F- 'i s xy — ty - ) 
\ -j- 6 2 ( u x -f- v y ) -f- 3 ( f x -f- ¿> y ) = o. 
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Supposons que la surface ait un axe de symétrie et 
qu'on ait pris cet axe pour Oz. 

Nous remarquerons d'abord que, par une rotation 
autour de Oz correspondant à l'indice de symétrie de 
cet axe, il faut que chacun des sept groupes de termes 
mis en évidence dans l'équation (1) se reproduise lui-
même, car il ne peut en reproduire aucun autre. 

Il en résuite que la symétrie quinaire ne peut se pré-
senter, car les groupes 
ax3 -h 3 bx2y-±- 3 c xy2 -h dy*, hx-+-kyy ux-\-vyt fx-+-gy, 

égalés à zéro, représentant, le premier trois droites, les 
trois autres une droite, ne peuvent présenter cette symé-
trie. Ces groupes doivent donc disparaître. Quant aux 
troisième et cinquième groupes qui, égalés à des con-
stantes, représentent des coniques, ils ne peuvent subsis-
ter que si les deux coniques sont des cercles. L'équation 
de la surface (coordonnées rectangulaires) se réduit alors 
à la forme 

La surface est de révolution et, pour une telle surface, 
on peut dire que l'indice de symétrie est indéterminé. 

Considérons les autres symétries. 

i° O z axe binaire. — Une rotation de i8o° laisse 
intacts les premier, troisième et cinquième groupes, 
tandis qu'elle change le signe des quatre autres} donc 
tous les groupes ne peuvent subsister et l'équation doit 
se réduire à l'une des deux formes 

(¡3i) ' 3z(mx2-+-'ip xy-l-qy2) 
( -t- 3 ( ; \ r 2 s xy -h ( y 2 ) = o. 

/ a xz -h 3 b x2y -h 3 c xy2 

(¡3,) H- dy*+- '3z2(hx -+- ky ) 
( -7- ()-( ux --r- e r ) - H 3 ( f x -h g y) — o. 
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La forme (¡3,) peut, dans certains cas, représenter une 
surface à plan de symétrie passant par O z, savoir lorsque 
par une rotation des axes autour de Oz, on peut faire 
disparaître à la fois les deux termes du premier degré 
en x ou y. Mais on voit qu'en même temps l'équation 
est privée des termes du premier degré en y ou x, de 
sorte qu'il ne peut y avoir un plan de symétrie sans qu'il 
y en ait un second passant aussi par Oz, ce que l'on pré-
voit aisément. 

Les deux plans dont il s'agit sont des plans de symé-
trie proprement dite si les axes sont rectangulaires, des 
plans de symétrie oblique analogues aux plans diamé-
traux des quadriques si les axes sont obliques. 

La forme (¡32) ne peut au contraire représenter une 
surface à plan de symétrie passant par Oz sans se décom-
poser. 

Mais elle peut représenter des surfaces ayant z = o 
pour plan de symétrie, tandis que de telles surfaces ne 
peuvent être représentées par ), car si l'on avait à la 
fois A ~ C = o, m=i p = q = o la surface ne serait 
plus du troisième degré. 

La forme (¡3o) représente une surface à plan de symé-
trie z = o, si u = v = o, et l'on voit qu'alors la surface 
a l'origine pour centre de symétrie. 

2 O O z axe ternaire. — Pour qu'une rotation de 1 2 0 ° 

reproduise l'équation (i), il faut que les quatrième, 
sixième et septième groupes de termes disparaissent; 
que, de plus, les groupes mx2 -f- ip xy -j- qy2 et 
px2-\- is xy-hty2, égalés à des constantes, représentent 
des cercles et enfin que le deuxième groupe égalé à zéro 
représente trois droites formant entre elles des angles 
de 6o°. Comme on peut supposer les axes Ox et O y 
orientés de manière que l'une de ces droites ait la direc-
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tion de l'axe des x, l'équation se réduit à la forme 
j 3Bz2-h -h D -+- dy(y2 — 3x2) 

Ainsi, l'on voit que dans le cas de la symétrie ternaire 
on a nécessairement trois plans de symétrie passant 
par Oz (qui sont actuellement le plan zOy et deux autres 
inclinés de 6o° ont zOy). 

Si A — C = m = o, on a en outre le plan de symétrie 
z = o. 

Si c'est le paramètre A qui est nul, on a les surfaces 
de révolution et il aisé de voir qu'on les a toutes. 

Ainsi, il sufiit d'ajouter une seule condition pour 
passer des surfaces à symétrie ternaire aux surfaces de 
révolution. 

On peut remarquer immédiatement, ici, que le groupe 
y (y2—3x-), égalé à une constante, représentant une 
cubique plane qui a la symétrie ternaire et non la sy-
métrie senaire, les surfaces du troisième ordre n'ont 
jamais la symétrie senaire, à moins d'être de révolution. 

Si l'axe de symétrie ternaire est la droite d'intersec-
tion des plans bissecteurs du trièdre O x y z , l'équation 
de la surface a la forme (2) 

A + + -f- 3 B(a. ' 2 y -h y2z -f- z2x) 
- i - 3 C (xy2 + yz2-h zx2) h- 6 D xy z 
-h 3 E (x2-i-y2-h v 2 ) + 6 F ( xy -h y z -4- zx) 

-r- 3 G (x -v-y -f- z) -h II = o. 

3° O z axe quaternaire. — On trouve par des rema-

(1 ) Il est aisé de voir que cette équation est, au fond, la même que 
celle qui est donnée (Nouvelles Annales, 1896: p. 4 ) car on peut 
toujours de l'équation (t) faire disparaître le terme 3^B2. 

( - ) On vérifie aisément que les trois plans bissecteurs sont plans 
de symétrie. 
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niements analogues l'équation des surfaces de révolu-
tion. Ainsi, l'axe de symétrie ne peut être quaternaire 
sans être de révolution, c'est-à-dire d'indice indéter-
miné. 

II. Su KFACES THJ QUATRIEME ORDRE. 

L'équation générale peut s'écrire 
I ( A 4 4 D-s -4- E) 
I -T- (a x'* -f- 4 b x3y -f- 6 C x2y2 4 dxy* -+- ey'+ ) 
I -+->5(4 fx% -t- 12 g x2y il h xy2 -h 4 k y3 ) 

( ' -f- z2 (b lx2 i l ?n xy -4- 6 ii y1 ) ( p x ^ qy ) 
j -f- ( 4 r x3 H-12 5 x2 y -+- 111 xy2 -+- 4 uy3 ) 
J 4- ^ ( 12 Fx2 -h 9.4 Gxy -h i '21\y2 ) 
f -f- z2( iiLx^r- inMy) -h (\2Nx2-+-2!\ P xyi^Qjr2) 
\ -+- 6 - ( l\x -h S y ) -f- 4 T x -+- 4 X y = o . 

Cliacun des onze groupes dont se compose le premier 
membre de cette équation doit se reproduire par une 
rotation autour de l'axe de symétrie, s'il y en a un, la 
rotation ayant la valeur indiquée par l'indice de l'axe. 

II en résulte, comme dans le cas précédent, que la 
symétrie quinaire ne peut se présenter ici, à moins que 
la surface ne soit de révolution. 

Considérons donc les autres symétries, Oz étant 
encore l'axe. 

i° Symétrie binaire. — Pour qu'une rotation de i8o° 
fasse coïncider la surface avec elle-même, l'équation 
doit se réduire à 

/ 6C22-+- 4 -f- E 
l h- 6z2(lx2 -h i77ixy -+- 7iy2) 

(PO < { a x '* 4 bx*y -h 6cx2y2 -h 4 dxy*-\- ey'*) 
I J2z(Fx2-h zGxy-h Hy2) 
[ -h 12 ( M x2 -4- 2 P xy H- Qy2 = o 

ou à 
/ 4z(fxs-h-3gx2y-h3/ixy2-hky3) 

g. ) h- 4 (rx*-+- 3sx2y -f- Ztxy2-+- cjk3) 
^ j -+- 4 z*{px -f- qy) -f- 12 s2 (La? -h M y ) 
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Comme dans le cas des surfaces du troisième ordre, 
la l'orme (¡32) ne peut représenter des surfaces à plan de 
symétrie, passant par Oz, sans se décomposer. Mais 
elle peut en représenter qui aient z = o pour plan de 
symétrie, savoir si l'on a 

/ = # = /i-=A-=/>=$r = R = S= o. 

L'origine est alors centre de symétrie. 
Mais, contrairement à ce qui a lieu pour le troisième 

ordre, la forme (¡3, ) peut aussi représenter, sans qu'il y 
ait dégénérescence, des surfaces ayant z — o pour plan 
de symétrie. Il sufiit que B = D = F = G = A == o. 

La surface aura un plan de symétrie passant 
par Oz, si l'on a (ou si l'on peut avoir par une rotation 
convenable) m = b = d = G — P = o. 

On a encore un plan de symétrie perpendiculaire au 
premier (particularité indépendante du degré delà sur-
face et qui se présente pour toute figure ayant un axe 
de symétrie binaire et un plan de symétrie passant par 
cet axe). 

2° Symétrie ternaire. — On voit que les cinquième, 
huitième, dixième et onzième groupes de termes doi-
vent disparaître, que de plus les quatrième, septième et 
neuvième groupes doivent représenter des cercles nuls 
ainsi que le second qui est alors de la forme (.r2-}-j 2). 
L'équation se réduit alors à 

/ 4 D S - T - E 

( -h 4/'Yt Y2Y3-J- 12 F (a?2 j 2 ) - I 9 ]\ (#2-4-^2) = o. 

où X 1 X 2 X 3 = o et Y 1 Y 2 Y 3 = O représentent deux 
groupes de trois droites passant par l'origine et faisant 
entre elles des angles de 6o°, mais qui ne sont pas né-
cessairement orientés de la même manière, de sorte que 
l'on ne peut pas, en général, les ramener à la fois à la 
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forme y (y2— 3.r8) par une rotation autour de Oz des 
axes de coordonnées. 

Il en résulte, les droites de l'un de ces groupes pou-
vant former un angle quelconque a avec les droites de 
l'autre, que contrairement à ce qui a lieu pour le troi-
sième ordre, l'existence d'un axe de symétrie ternaire 
n'entraîne ici celle d'aucun plan de symétrie passant 
par cet axe. 

Toute section de la surface par un plan perpendicu-
laire à Ozest une quartique plane ayant O pour centre 
de symétrie ternaire et dont l'équation a la forme 

(x* -f- jk*)2 -+- m U t U2U3-+- y2) tp = o. 

U,U2U3 représentant (égalé à zéro) trois droites passant 
par l'origine et faisant entre elles des angles de 6o°. On 
voit que cette courbe a aussi trois axes de symétrie (qui 
sont perpendiculaires aux droites U<, U2 et U3). 

Mais il importe ici de remarquer que, pour, les degrés 
supérieurs, l'existence, pour une courbe plane, d'un 
centre de symétrie ternaire n'entraîne pas celles d'axes 
de symétrie, de même que dès le quatrième ordre nous 
voyons que, pour les surfaces, l'axe de symétrie ter-
naire n'entraîne pas l'existence de plans de symétrie. 

3° Symétrie quaternaire. — Les troisième, cin-
quième, sixième, huitième, dixième et onzième groupes 
de termes doivent disparaître de l'équation; les qua-
trième, septième et neuvième groupes doivent, égalés 
à des constantes quelconques, représenter des cercles ; 
le deuxième doit, égalé à une constante, représenter 
une eourbe du quatrième ordre à centre de symétrie 
quaternaire, c'est-à-dire coïncidant avec elle-même après 
une rotation de po° autour de ce centre. 

Il faut donc que ce groupe se reproduise parla trans-
formation x — — y\ y = 4- x\ et pour cela qu'il ait la 

Ann. de Mathémat., 3 e série, t. XVI. (Octobre 1897.) 3o 
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forme ax'1 + <\bx*y -f- 6cx2y2 — ¿±bxy* H- ay'1. Ainsi, 
l'équation se réduit à 

/ A s ^ / j B J 3 -h GG^2 -f- 4 D^ + E 

( 9 ) I -f- « - H 4 m x * y + 6 « — 4 ^ - + - y'*) 
( -f- 6 lz2 (x2 + y2 z (x2 (x2 y*) = o. 

La surface n'a pas, en général, de plan de symétrie 
passant par Oz. Elle en a un si m = o. Elle est de ré-
volution si a=o. Les sections perpendiculaires à O z 
sont des courbes de la forme 
x'* -H 4 Jnxzy -F- 6 nx2y2 — 4 m xy* -H y'-* -4- X (x2 -4-y2 ) JJL — o 

qui n'ont pas d'axe de symétrie en général, mais sim-
plement un centre de symétrie quaternaire. 

Des remarques aussi simples conduiraient aux for-
mules des surfaces d'ordre supérieur au quatrième, pos-
sédant des axes de symétrie. Avec les surfaces du cin-
quième ordre apparaît pour la première fois la symétrie 
quinaire. 

Dans le cas des surfaces du troisième ordre, la symé-
trie binaire seule donne des surfaces pouvant n'avoir pas 
de plan de symétrie passant par l'axe; mais, dans celui 
des surfaces du quatrième ordre, l'existence des symétries 
ternaire et quaternaire n'entraîne pas plus que la symé-
trie binaire l'existence de tels plans de symétrie. 

Au lieu de considérer les surfaces d'ordres supérieurs 
au quatrième, cherchons les équations des surfaces du 
troisième degré, présentant plus d'un axe de symétrie. 

En considérant successivement les formules (¡34) et 
groupant dans chacune, relativement à ;r, comme 

nous avons groupé relativement à z, nous déduirons par 
des raisonnements analogues, de (j^) les formes 

( ? i ? i ) ( y p r y z - h 3 r x 2 + 3 t y 2 + -h D = o, 

( ^ Pi) A -H 3 q zy2 -h 3 m x2 z -h 6 sxy -u 3 C ~ = o, 
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et de (p2) les formes 

ax3 -+-3 cxy* -4- 3 hxz2 -f- 6vyz -f- 3 f x = o, 

( h Pi) + 3 kyz* -4-3 bx2z-i-6 uxz o, 

représentant toutes des surfaces ayant aussi Ox pour 
axe de symétrie. En examinant ces quatre formes, on 
voit que les trois dernières se ramènent à un même 
type, qui sera par exemple (en prenant les coefficients 
à indices) 
( I I ) A i h î f 3 h - 3 A i 2 2 x y i - h 3 A133rr>s2-t- 6A23iyz -h 4 Ankx = o. 

La première équation peut s'écrire 
( I ) Ç> A lis xyz -f- 3 A 1 U ^ 2 -f- 3 A 2 2 4 t / 2 -h 3A3Uz* -4- A 4 U = o. 

Pour les deux formes, le troisième axe Oy est aussi 
axe de symétrie binaire. 

Si A234 == O, la forme (il) représente des surfaces à 
centre, mais la forme (I) 11e peut en représenter sans 
qu'il y ait dégénérescence. 

Revenons aux formules (¡34) et (p2) et cherchons si 
l'axe Ox peut être axe de symétrie ternaire. 

La première représentera des surfaces ayant un tel 
axe si l'on'a = m = s = C — o, 1 = B, (j = — 3A; 
elle se réduit alors à 

(III) A333z(Z-— 3jK2)-t-3 A25.v(jk- + - 3 2 ) + 3 A 1 1 4 ^ 2 + À v u = o. 

Pour (¡â2), les conditions sont 

b — u — g — o , h = c. k = — 3 d 

et l'équation devient 

Les surfaces (III) ou (IV) ne peuvent avoir Oy pour 
axe de symétrie binaire sans se décomposer. 
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11 est iiiutile de chercher si le second axe Ox peut 

être quaternaire, car nous avons déjà vu que la présence 
d'un seul axe, s'il est quaternaire, entraîne la consé-
queoce que la surface du troisième ordre est de révolu-
tion. INous n'aurions donc que des cas particuliers de 
surfaces de révolution, savoir des cas de dégéné-
rescence . 

On traiterait d'une manière analogue le cas des sur-
faces du quatrième ordre ayant deux ou trois axes de 
symétrie de même espèce ou d'espèces différentes. 

[ R i e ] 
S U R L E J O I N T D E C A R D A N ; 

PAR M. TH. CARONNET. 

Le joint, universel de Cardan est utilisé pour trans-
former une rotation autour de OX en une rotation au-
tour de OY, l'angle XOY étant compris entre i35° et 
i8o°. 

B 

L'arbre OX est terminé par une fourchette AKC 
dont les extrémités sont traversées par l'une des bran-
ches AC d'un croisillon, dont l'autre branche BD, per-
pendiculaire à la première, lui est invariablement liée 
en O. 
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Le second arbre OY est pareillement terminé par 

une fourchette BHD qui s'articule de la même façon 
avec le croisillon. 

La théorie de ce mécanisme consiste surtout dans le 
calcul du rapport des vitesses angulaires des arbres OX, 
OY, et nous nous proposons, dans cette Note, de don-
ner un procédé simple, et nouveau, croyons-nous, pour 
arriver à ce résultat. 

Supposons qu'on effectue une rotation autour de OX ; 
on voit sans difficulté qu'on pourra passer d'une posi-
tion du croisillon à une autre en le faisant participer à 
cette rotation et en lui imprimant une seconde rotation 
autour de AC. 

Par suite le déplacement infinitésimal du croisillon est 
une rotation qui résulte de la composition des deux 
précédentes. 

En vertu de la transmission du mouvement, cette ro-
tation devra pouvoir se décomposer en deux autres, 
l'une autour de BD, la seconde autour de l'axe OY. 

En résumé, si o/̂ , o>2, sont les valeurs algé-
briques des rotations autour des directions OX, OA, 
OY, OB, nous aurons, en projetant sur un axe quel-
conque, 

Or, projetons sur OX et sur OB, nous aurons, o étant 
le supplément de l'angle XOY, 

tt)j — — oj2 cos o -+- a>2 cos BOX, 

oji cosBOX = w2 ; 

d'où, en éliminant 
fut coscp 
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La direction OB balayant le plan perpendiculaire à 
OY en O, nous obtenons le Tableau suivant pour la 
variation de ^ lorsque l'arbre OX fait un tour com-
plet : 

BOX ij(>° — O 900 9o*h- cp 90° 9°°— ? 

— l1L 
0J2 

i 
cos o COS Cp i 

cos o 
cos o i 

COSCp 

Le rapport des vitesses angulaires des deux arbres 
oscille donc entre coscs et —— • 4 coscp 

[08e ] 
S U « LE DÉPLACEMENT D'UN TRIANGLE VARIABLE 

SEMBLABLE A UN TRIANGLE DONNÉ; 

PAR M . M . D ' O C A G N E . 

Par une voie indirecte, M. Tarry a été amené au 
théorème suivant : 

Si les sommets a et b du triangle abc, semblable à 
un triangle fixe, décrivent deux droites paralleles aa' 
et bb!j l'ordre de la courbe décrite par le sommet c 
est égal à la classe de la courbe enveloppe du côté ab. 

J'ai donné de ce théorème une démonstration par les 
coordonnées parallèles d'où j'ai déduit, en outre, quel-
ques autres remarques ('). Je vais l'établir ici par une 
méthode purement géométrique, en observant d'ail-

(') Nouvelles Annales, 3° série, t. VIII, p. .Y.?*, et t. IX, p. 
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leurs qu'il suffit pour cela de faire voir que si le côté ab 
pivote autour d'un point, le sommet c décrit une droite. 

Remarquons d'abord que les angles a, b el c étant 

constants, les normales oa et //a aux enveloppes des 
côtés ab et ac se coupent en un point or de la normale 
en a à la courbe que décrit ce point, c'est-à-dire de la 
perpendiculaire a y. h an'. De même les normales o{3 et 
m î se coupent sur la perpendiculaire bfihbb', et la 
normale cy au lieu décrit par c passe par le point de 
rencontre y des normales noi et m [3. 

En outre, le triangle a¡3/ ayant ses côtés respective-
ment perpendiculaires à ceux du triangle abc est sem-
blable à ce triangle (1). 

En raison du parallélisme des droites «a et ¿¿3, on a 

Il en résulte que les droites oc et oy sont homologues 
dans les deux triangles et, par suite, que les triangles 

( ' ) Cas particulier d'une propriété donnée par M* Mannheim dans 
son Cours de Géométrie descriptive, 2° édition, p. 171. 

a. 

a 

o a oa 
op ob 
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ocyet oi(3 sont semblables. Donc, l'angle que cy fait 
avec son homologue b ¡3 est égal à l'angle co£, et, si 
nous prenons la tangente a'b', en c, à la courbe que dé-
crit ce point, c'est-à-dire la perpendiculaire à cy. nous 
voyons que l'angle que cette tangente fait avec bb\ per-
pendiculaire à ¿>{3, est égal à l'angle cob. 

De là ce théorème : 

L!angle que la tangente à la courbe décrite par le 
point c fait avec la direction des parallèles aa' et bb' 
est égal à Vangle que la droite joignant le point c au 
point o, ou le côté ab Louche son enveloppe, fait avec ce 
côté. 

La propriété énoncée plus haut résulte immédiatement 
de ce dernier théorème. En eiïèt, si le côté ab pivote au-

tour du point o, le rapport ^ étant constant, l'angle 
que oc fait avec ab l'est aussi; par suite, la tangente à 
la courbe que décrit le pointe a une direction constante 
et cette courbe est une droite. 

SOLUTION DE LA QUESTION P R O P O S É E AU CONCOURS GÉNÉRAL 

DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES EN 1 8 9 7 ; 

PAR M. RICHARD, 
Professeur au lycée de Tours. 

Soit oabc un tétraèdre T trirectangle au sommet o 
et dont les arêtes oa, ob, oc ont la même longueur / , 
et d le centre de la sphère circonscrite ci ce tétraèdre. 
On suppose que le tétraèdre T se déplace par rapport 
à un trièdre trirectangle fixe O X , O Y , O Z , de manière 
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que les points A, B, G, D décrivent respectivement des 
plans qui ont pour équations Y -H Z = o, Z -f- X = o, 

X + Y = o , X + T + Z + ^ = o . 
2 

i ° Démontrer que les points symétriques de A, B, C , 
D , par rapport aux arêtes du tétraèdre, décrivent 
également des plans. 

2° Trouver l'équation de la surface S, décrite par 
le sommet o du tétraèdre T . S est du quatrième ordre 
avec un point triple et trois droites doubles. 

3° Par chaque point a d'une droite double passent 
deux droites 8 et o' qui rencontrent la surface S en 
quatre points confondus. Pour quelles positions de a , 
8 et 8' coïncident-elles ? 

4° Tout plan tangent ci la surface S coupe S suivant 
deux coniques. Ces deux coniques se confondent pour 
quatre positions particulières du plan tangent. 

X, Y, Z, x, y, z étant les coordonnées |d'un même 
point M par rapport au trièdre fixe et au trièdre mobile, 
on a les formules de transformation de coordonnées 

(i) ) X Y = y 0 - + - z ' , 
l Z = z0-h yar'-r- Y>' + Y" 

On obtiendra les coordonnées du point A, par exemple, 
en faisant xf=l, yr=z'= o. On aura donc, pour ces 
coordonnées, 

En exprimant que ce point est dans le plan Y-HZ = o, 
on aura l'équation 

( * ) j o - ^ O - m p - T - Y ^ 

de même, puisque le point B est dans le plan Z-h X — o, 
( 3 ) H - CR0 -F- [ Y' 
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et, puisque le point C est dans le plan X + Y = o, 
( 4 ) ^ 0 + 7 0 - + - V')1 = 

Enfin, le point D [x? = y'= z'— pé tan t dans 

le plan X 4- Y 4- Z 4- - = o, on a la relation 

j ^ o - f - r o ^ - -o 
( : > ) | + [ a + a ' + a " - í - p H - p'-h y -f- f - f - f - b i ] £ = o. 

Entre (2), (3), (4)-, (5), éliminons x0, y0, ; on 
trouve, par un ealeul facile, la relation 
(G) a + P ' + / = o . 

Les formules d'Olinde Rodrigues donnent les neuf 
cosinus en fonction de trois paramètres A, a, y, ou 
mieux eu fonction de quatre paramètres homogènes 
X, ¡A, y, p ; en posant pour abréger A — p2 4- A2 4- ¡A2 4- y2, 
011 a 

p2_|_ A- JJL2— V '2 , 2 [ À (A — V O ] „ 2 [ Xv -+- Up I 

I 2[X¡a-f-vp1 p , 0 2 - X 2 - i - ^ - V 2 , 94.JLV — X 0 | 

I P = —=—Â ' ' = A ' P = ^ ' 
Xv—-¡AO] 9.[|AV 4-Xp] p2__X2—[A2-4-V1 

en ayant égard à ces formules, la relation (6) devient 
p 2 = o * , ainsi p est nul. Dès lors, les formules ( 7 ) se 
simplifient. 

Résolvons maintenant les équations (2), (3), (4) par 
rapport à x0, y0, Puis remplaçons-y les cosinus par 
leurs valeurs tirées de (7); 011 trouve, par un calcul 
facile, 

2 | i v / '2vX/ l i a i (S) a?0 — ™-> = > -0 = > 

où A = A 2 4 - A 2 - J - y 2 . 
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Alors les formules (i), où Ton aura remplacé x0 ,y0 , 
z0 et les neuf cosinus par leurs valeurs, donneront les 
coordonnées par rapport aux axes fixes d'un point de la 
surface décrite par un point quelconque de la figure 
mobile. 

Le symétrique de A, par exemple, a pour coordonnées 
x/ = — /, y = o, : ' = o ; ona donc pour ce point 

A X = — 2 FJLV L — Ç ) 2 — U.2 — V2 ) / , 

AY = — 2vll — 2 Au/, 

A Z — — 2 X JJL L — 2 V A / ; 

d'où l'on déduit facilement Y — Z = o. C'est l'équation 
d'un plan que décrit ce point. 

I)e même, les symétriques de B et C décrivent respec-
tivement les plans Z — X = o, X — Y = o. 

Le symétrique de D, par rapport à O z \ a pour coor-
données x' =— L, y =— L9 z'=de sorte que ses 
coordonnées par rapport aux axes fixes sont données 
par les formules 

A X X 2 — ¡ A 2 — V 2 , . 
= — 2 À JA H - AV, 

A Y . . [ X 2 — X 2 — V 2 

= 2 VA fJLÂ 
L " 2 

AZ , , v2 — X2 — u.2 

—— — 2 A ¡A ÀV [AV H ; 

d'où l'on tire 

- ( X + Y - Z ) = ' - = - , 
2 2 2 

et par suite, ce point décrit le plan 
X -i- Y — Z = o ; 

de même les deux autres symétriques de D décrivent les 
plans 

Y -t- Z — X — o, Z X — Y = o. 
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2° D'après les formules (8), on a, pour les coordon-

nées du sommet du tétraèdre T, 
2 [XV l 2 Xli. I 

X = - , y = * = - — . 

pour trouver l'équation du lieu de ce point, remarquons 
que 

yz __ i\21 zx _ I\L21 xy _ 2v2 / 
x A ' y A ' z ~~ A ' 

ajoutons et remplaçons X2-f- ¡J.2 -h v2 par A ; on a 
yz zx yx -h ^ i h — = — 2/ x y z 

ou Lien 
y*z2-h z2x2 x2y2 -+- 2 Ixyz — o. 

C'est l'équation de la surface cherchée. 
On voit immédiatement que l'origine est un point 

triple, et les axes de coordonnées des lignes doubles. 
3° Une droite passant par un point de l'un des axes, 

par exemple de OX, a pour équations 
x — OL-\-lu, y — X v, z = X w. 

Substituant dans l'équation de la surface et divisant 
par X2, on a 

(A 4 - X W ) 2 ( C 2 H - w2) - H v2 w2l2-t- il(a + ) U Î ) W = O ; 

pour que cette équation ait encore la racine double 
X = o, il faut et il suffit que le coefficient de X et le 
lerme indépendant soient nuls-, ceci donne 

a(c2-4- w2) H- 2Ivw — o, 

u[a(c2 -f- w2) -+- Ivw] = o ; 

ces deux équations donnent u = o, et l'équation en ^ 
P2 V a — - + 2 / ^ a = o ; 
(V2 iV 
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on a donc bien deux solutions à la question. Les deux 
droites obtenues sont confondues, si a = dz /. 

4° Un plan quelconque coupe la surface suivant une 
quartique ayant trois points doubles (un sur chaque 
axe). Si ce plan est tangenl, il y a en outre un point 
double au point de contact. La courbe ayant plus de 
trois points doubles se décompose; elle ne se décompose 
pas en une droite et une cubique, car trois des points 
doubles seraient en ligne droite; elle se décompose donc 
bien en deux coniques. 

Considérons le point du plan dont les coordonnées 
trilinéaires sont X, (JI, v : à chaque point du plan corres-
pond le point de la surface dont les coordonnées sont 

2 av / 2 vX l 2 X u / 
* = r = - — > s = - — > 

un plan Ax + By -f- Ĉ - -f- D = o coupe la surface 
suivant la quartique qui a pour correspondante la courbe 
plane 

i A ¡¿v l —t— 213 v X / -f- 2 C X jj. / — D A = o, 

où À — X2 H- -h v2. 
Cette conique se décompose en deux droites si le plan 

est tangent. Ceci fournit sans peine l'équation tangen-
tielle de la surface. 

Si 
A = B = G = 

on voit que le premier membre de l'équation de la co-
nique est le carré de X + ¡J. 4- v ; on verra de même que 
si À = —B = - C = - j ou si = C = — j 

ou si —A=—B ~ C — — jy le plan coupe la surface 
suivant des coniques confondues ayant pour représenta-
tions planes les droites X -f- v — a == o, v — X -f- u = o, 
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•A -F- À — V = o ; ce qui achève de démontrer la dernière 
partie de l'énoncé. 

Voir, au sujet de ce problème, une Note de M. Dar-
boux, à la fin de la Cinématique de M. Koenigs. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

Question 1764. 
(1897, p. Ï9G.) 

Soit f ( x ) = o une équation réciproque de degré im, 
n'ayant pas de racine commune avec x4 — i — o. 

v y 1 
Si Von pose x — > l'équation en y est de degré m, 

s/y ~i 

et le produit de ses racines est égal ci (—i)/w , ^ ^ • 

»S/ / ' o / i x -h — = ii, le produit des racines de Véqua-

tion transformée est égal à 

( - 0 . / " ( y / — T ) 
/ ( o ) 

Application à Véquation binôme. ( A . P E L L E T . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . E . T A R A T T E . 

De la relation x = ^ ' 1 > on tire 
vV - 1 
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ou, en mettant des indices aux lettres, 

En donnant à /> les valeurs 1. 2, o, m dans cette for-
mule, on obtiendra m équations qui, étant multipliées entre 
elles membre à membre, donneront 

fif*f*---fm 

= ( _ I ) M H - H - , ) ( * , H - + , ) • . • ( * , H - H - . ) ^ 

^ - " ( à - ' h - ' K i - 1 ) - - - ^ " - 1 ^ - ' ) 

Le numérateur du second membre est, à un facteur constant 
près, le produit des racines de la transformée f ( x — i ) = o , 

c'est-à-dire qu'il est égal à * dénominateur est de 

même le produit des racines de la transformée f(x-\- 1 ) = o : 

il est donc égal à car / ( o ) est égal au coefficient de x*"1 
» y ( o ) J w & 

puisque l'équation f ( x ) = o est réciproque; on aura donc 

f(— O 
f i f t y * - -y m =(— 0m J-JÇVy y 

ce qu'il fallait démontrer. 

Deuxièmement, la relation a?-h — — iz peut s'écrire 

d'où, avec des indices. 

et 

2 z = (i)(x — — , 

ices, 

en donnant, dans cette dernière formule, à p les valeurs 1, 2, 
3, . . . . m, et multipliant membre à membre les équations 
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ainsi obtenues, il viendra 

= ~ <*« -•«•> - 0 ~ 0 ( à ~ 0 • • ~ •0 ( é ~ 

ce qui peut s'écrire, d'après ce qui précède, 

. . . \ (O"1 f ( î ) . 

mais 
711 m 7t i 

et, par suite, 
m Tl i 

ZlStZt...Sm- — y ^ y 

ce qu'il fallait démontrer. 

Application ci Véquation binôme. — Une équation binôme 
du degré i m , n'ayant aucune racine commune avec x k — i = o, 
est nécessairement de la forme x2rn-h i — o, m étant pair. 

icr cas : 

r1.r2.r3 •. -y m = (— i ) m ^ = i • 
2 e cas : 

N / mr . . m iz\ 
( — i)m ( cos h i sin 

' \ a 2 / 

, m . . . 
ou — selon que — est pair ou impair. 

Q U E S T I O N S . 

1783. Etant donnés deux tétraèdres, dont les sommets sont 
les huit points communs à trois quadriques, on leur circon-
scrit deux quadriques tangentes entre elles en tous les points 
d'une courbe plane : enveloppe du plan de cette courbe. 

( E . D U P O R Q . ) 
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PREMIER CONCOURS DES « NOUVELLES A M A L E S » 
POUR i 8 9 8 . 

Sujet. 

Exposer, en les résumant9 les diverses théories 
qui ont été successivement faites dans l'étude 
de la stabilité de l'équilibre des corps flottants, 
depuis la théorie du mélacentre imaginée par 
Bouguer j usqu' aux travaux tout récents de 
M. Duhem. 

Principaux travaux à consulter : 

BOUGUER. — Traité du navire, de sa construct ion et de ses 
m o u v e m e n t s ; Paris, 1746-

DUHAMEL. — Mémoire s u r l a stabil i té des corps flottants; 
Paris , I832. — Note sur divers principes de xMécanique ( ,Jour -
nal de VÉcole Polytechnique, XXIV e Cahier, i 835) . 

POISSON. — Traité de Mécanique, T o m e I I . 
A. BRAVAIS. — Sur l'équilibre des corps flottants ( T h ô s e 

soutenue à Lyon, 5 octobre 1 8 3 7 ) . 

MOSELEY. — On the dynamical stabil i ty and on the osc i l la -
t ions of floating bodies ; London, I 8 J O . 

CLEBSCH. — Ueber das Gle ichgewich s t c h w i m m e n d e r Körper 
(Journal de Creile, 1 8 6 0 ) . 

F. REECH. — Cours de l'Ecole du Génie marit ime. 
C. JORDAN. — Sur la stabilité de l'équilibre des corps flot-

tants ( Annali di Matematica pura ed applicata, 1 8 8 7 ) . 

E. GUYOU. — Théor ie nouvel le de la stabil ité de l 'équil ibre 
des corps flottants (Revue maritime et coloniale, 1 8 7 9 ) . 

P . DUHEM. — Sur la stabil i té de l 'équilibre des corps flot-
tants (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
5 e s é r i e , t . I ; 1 8 9 5 ) . 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. X V I . (Novembre 1897.) 3 l 
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Conditions. 

Le concours est ouvert exclusivement aux abonnés 
des Nouvelles Annales de Mathématiques. 

Le meilleur Mémoire envoyé en réponse au sujet 
proposé donnera droit, au profit de l'auteur : 

i° A un crédit de iooh d'Ouvrages à choisir dans le 
catalogue de MM. Gauthier-Villars et fils; 

2° A la publication du Mémoire ; 
3° A un tirage à part gratuit de 100 exemplaires. 

Les manuscrits devront être parvenus à la rédaction 
A V A N T L E i5 M A I 1 8 9 8 , terme d'absolue rigueur. 

Les auteurs pourront, à leur gré, se faire immédiate-
ment connaître, ou garder provisoirement l'anonyme. 
Dans ce dernier cas, le Mémoire portera un signe, une 
devise ou un numéro d'ordre arbitraire, et sera accom-
pagné d'un pli cacheté renfermant, avec la même indica-
tion, le nom et l'adresse de l'auteur et la justification 
de sa qualité d'abonné. Les plis cachetés en question ne 
seront ouverts par la Rédaction qu'à partir du i5 mai 
et après le jugement prononcé. 

Aucune limite n'est fixée quant à l'étendue des Mé-
moires ; mais, à mérite égal, les plus concis seraient pré-
férés par les juges du Concours. Chacun comprendra du 
reste que l'insertion d'un travail trop étendu serait ma-
térielle ment impossible. 

Le jugement du Concours sera prononcé avant le 
1 j juillet 1898, et le résultat en sera, sans retard, 
publié dans le journal. 

La Rédaction, et les juges du Concours qui se seront 
associés à elle, se réservent la faculté : 

i° De partager les récompenses ci-dessus mention-
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nées, au cas tout à fait exceptionnel où deux Mémoires 
y auraient droit avec un égal mérite; 

2° De ne pas attribuer de récompenses si, parmi les 
Mémoires envoyés, aucun ne semblait en être digne. 
Dans ce dernier cas, les avantages stipulés seraient re-
portés sur un Concours ultérieur, et l'annonce en serait 
faite dans le journal en temps utile. 

L'auteur du Mémoire récompensé sera immédiatement 
avisé par la Rédaction et voudra bien faire immédiate-
ment connaître s'il désire que la publication de son Tra-
vail ait lieu sous son nom, ou sous forme anonyme. Son 
silence serait interprété comme une autorisation de pu-
blier le nom. 

L E S R É D A C T E U R S . 

LES CERTIFICATS D'ÉTUDES SUPÉRIEURES 
DES FACULTÉS DES SCIENCES. 

La Licence es Sciences a été profondément modifiée 
par le décret du 12 janvier 1896. La Licence es Sciences 
mathématiques n'existe plus; il n'y a maintenant qu'un 
grade unique de licencié es Sciences; pour l'obtenir, il 
faut justifier de la possession de trois Certificats 
d'études supérieures, délivrés par les Facultés des 
Sciences à partir de juillet 1897. w^ières auxquelles 
correspond chacun des certificats varient suivant les 
Facul tés. 

En ce qui concerne les Sciences mathématiques, 
nous croyons utile d'en donner ici le Tableau : 

Paris. — Calcul différentiel et Calcul intégral. — Mé-
canique rationnelle. — Astronomie. — Analyse supé-
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rieure. — Géométrie supérieure. — Mécanique céleste. — 
Physique mathématique. — Mécanique physique et expé-
rimentale. 

Besançon. — Calcul différentiel et intégral. — Méca-
nique rationnelle. — Astronomie. — Chronométrie théo-
rique et pratique. — Mécanique appliquée. 

Bordeaux. — Mathématiques préparatoires aux ensei-
gnements de Mathématiques et de Physique ( Calcul diffé-
rentiel et intégral, Mécanique, Cos?nogrciphie). — Calcul 
différentiel et intégral. — Mécanique rationnelle. — As-
tronomie. 

Caen. — Eléments généraux de Mathématiques ( Géomé-
trie analytique, éléments de Calcul différentiel et intégral 
et de Mécanique, Trigonométrie sphérique et ses applica-
tions à VAstronomie). — Analyse infinitésimale. — Méca-
niq ue. 

Clermont. — Calcul différentiel et intégral. — Méca-
nique. — Astronomie. 

Dijon. — Calcul différentiel et intégral. — Mécanique 
rationnelle. — Astronomie. 

Grenoble. — Calcul différentiel et intégral. — Méca-
nique rationnelle. — Astronomie. — Analyse supérieure. 

Lille. — Calcul différentiel et intégral. — Mécanique 
rationnelle. — Géométrie supérieure. — Astronomie. — 
Mécanique appliqnée. 

Lyon. — Calcul différentiel et intégral. — Mécanique 
rationnelle et appliquée. — Astronomie. 

Marseille. — Analyse infinitésimale. — Mécanique. — 
Astronomie. 

Montpellier. — Calcul différentiel et intégral. — Mé-
canique rationnelle. — Algèbre supérieure ou Astro-
nomie. 

Nancy. — Calcul différentiel et intégral. — Mécanique 
rationnelle. — Astronomie. — Analyse supérieure. — Al-
gèbre supérieure. — Géométrie supérieure. 

Poitiers. — Calcul différentiel et intégral. — Mécanique 
rationnelle. — Astronomie. 

Rennes. — Calcul différentiel et intégral. — Mécanique 
rationnelle. — Astronomie. 

Toulouse. — Calcul différentiel et intégral. — Méca-
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nique rationnelle. — Mécanique appliquée. — Astronomie 
ou Mécanique céleste. — Géométrie supérieure. —Algèbre 
et Analyse supérieure. 

Nos lecteurs comprendront que, dans leur propre in-
térêt comme dans celui du journal, il nous serait impos-
sible de reproduire désormais tous les sujets de compo-
sition proposées en vue de ces certificats par les diverses 
Facultés, ainsi que nous le faisions pour Vancienne 
Licence. 

Les Nouvelles Annales se transformeraient alors en 
11 m simple Recueil d'énoncés. 

Mais nous sommes très éloignés cependant de vou-
loir nous désintéresser de cet enseignement, bien au 
contraire ; et quelques explications à ce sujet paraissent 
indispensables. Nous prions instamment nos Correspon-
dants appartenant aux Facultés de vouloir bien, comme 
par le passé, nous envoyer tous les sujets de composi-
tions après chaque session. Mais ils nous permettront 
d'opérer une sélection, et elle aura lieu en principe sur 
les bases suivantes : nous éliminerons tous les sujets 
consistant simplement en questions de cours, ainsi que 
les exercices identiques à des sujets récemment insérés, 
ou n'olfrant avec ceux-ci que de légères différences. 

En Astronomie, particulièrement, nous 11e rappelle-
rons que de loin en loin les énoncés avec données nu-
mériques. 

Si le résultat de cette première élimination est encore 
trop abondant, nous accorderons une préférence parti-
culière aux sujets qui nous sembleront présenter un 
caractère de problèmes-types, et en évitant les doubles 
emplois. Nous insérerons aussi tous les énoncés qui 
paraîtraient avoir une originalité particulière et un ca-
ractère de nouveauté. 

A ce propos, nos Correspondants seront assez aimables 
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pour nous signaler les sujets auxquels ils attacheraient 
un intérêt spécial, et dont pour ce motifils désireraient 
l'insertion. Cet avis aura pour nous le plus grand prix, 
et nous nous y conformerons scrupuleusement, dans 
toute la mesure du possible. 

Aucune solution détaillée, bien entendu, ne saurait, 
en général, suivre les énoncés. Tout au plus, parfois, 
donnerons-nous les indications très sommaires, et de 
nature à faciliter les solutions, que nos Correspon-
dants auraient jugé utile de nous envoyer, en même 
temps que le sujet. 

Mais lorsqu'un sujet déterminé aura, par sa nature 
même, un intérêt plus élevé que celui d'un exercice or-
dinaire, ou pourra fournir matière à des remarques 
originales, nous en publierons volontiers, ultérieure-
ment, une solution détaillée qui nous serait adressée 
par l'un de nos lecteurs. Il est probable que sur chacune 
des matières des certificats nous aurons ainsi, chaque 
année, un certain nombre de solutions dont la publica-
tion sera précieuse pour les candidats. Ce seront, en 
effet, de véritables modèles de compositions, propres à 
les guider dans leurs futurs examens. 

Les Nouvelles Annales seront d'autant plus heu-
reuses de continuer à apporter ainsi un concours conti-
nuel aux candidats des Facultés des Sciences, que ces 
derniers ne sauraient le trouver dans aucun autre Re-
cueil périodique. Il y a en effet un grand nombre de 
journaux "mathématiques destinés aux élèves de Mathé-
matiques spéciales; il y en a d'autres contenant des 
Mémoires importants de haute Mathématique. Mais au-
cun ne pouvait, sans sortir de son cadre, entreprendre 
la tache que nous nous sommes imposée, en ce qui con-
cerne renseignement des Facultés. 

En dehors des insertions dans les Nouvelles Annales, 
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les étudiants qui se préparent aux divers certificats 
peuvent toujours s'adresser à la Rédaction pour les con-
seils ou les renseignements scientifiques qui pourraient 
leur être utiles, et nous serons heureux de les leur don-
ner, dans les limites où nous le pourrons. 

Nous croyons devoir profiter de cette circonstance 
pour remercier nos Correspondants des villes où siègent 
les Facultés, et leur demander la continuation de leur 
précieux concours, dont la régularité décuplera le 
prix. 

L E S R É D A C T E U R S . 

[BlOa] 

SUR LA RÉDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES ; 
PAR M . A . H U R W J T Z . de Zurich. 

Extrait des Congress mathematical Papers, I. I. 
Exposition de Chicago, 18j>3. 

(Traduit avec l'autorisation de l'auteur par M. L. LAUGEL.) 

La méthode d'après laquelle j'établis, dans les pages 
suivantes, la théorie de la réduction des formes quadra-
tiques à deux indéterminées repose sur ce principe qui 
consiste à rechercher les formes dégénérées, c'est-à-dire 
les formes de déterminant évanouissant, puis de celles-ci 
à remonter aux formes générales, c'est-à-dire aux formes 
de déterminant non évanouissant. Ce principe se montre 
d'une grande fécondité; non seulement il conduit au 
but très aisément dans le cas ici traité des formes binaires 
à coefficients réels, mais il est encore applicable aussi 
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aux formes à nombre quelconque d indéterminées, que 
les coefficients soient supposés réels ou bien com-
plexes. 

Pour faire ressortir clairement le point central de la 
recherche et pour arriver eu même temps à l'intuition 
la plus évidente possible je donnerai aux considérations 
en question une forme géométrique particulière. Il n'y 
a, du reste, aucune difficulté à rendre plus générale la 
représentation géométrique (en admettant la générali-
sation projective) ou encore à remplacer la représenta-
tion géométrique par le traitement purement analytique. 

1. Soient ABC un triangle équilatéral, K le cercle in-
scrit, auquel sont tangents les cotés du triangle aux 
points M, K, L (voir Jig, i). Ces points partagent la 

F i g . i . 

circonférence du cercle en trois ares égaux MJN, KL, 
LM, que je nommerai les arcs partiels (Theilbogen ). 

Je choisis maintenant CNM comme triangle de réfé-
rence et le point L comme point i. Alors le point 

x : y : z = \ 

décrit la circonférence de K lorsque le paramètre X par-
court tous les nombres réels. Par suite de ce fait je 
désignerai chaque point de la circonférence par la valeur 
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correspondante du paramètre, en sorte que les points M, 
]N, L par exemple prennent alors la désignation oo, o, i. 

Désignons ensuite par T cette rotation du plan autour 
du point O, centre du cercle K, pour laquelle le point o 
se transforme en i, i en oc, oo en o, et T2 cette rota-
tion pour laquelle o se transforme en oc, oc en i, i en o. 

Si A3 désignent des points situés d'une 
manière correspondante sur les trois arcs partiels NL, 
LM, MN, alors pour la rotation T, se transforme 
en À2) eu À3 et A3 en . Comme le rapport anharmo-
nique de quatre points sur la circonférence 11'est pas 
altéré par la rotation T, l'on trouve aisément que 

I — Ai ÀJ 

Dans ce qui suit, ce sont particulièrement les points 
à paramètre R A T I O N N E L qui jouent un rôle important, 
et ce sont à ces points que se rapportent les propositions 
et définitions qui suivent. Une corde s = pq du cercle K 

3 0 sera dite une corde élémentaire lorsque p = q = -

sont des nombres rationnels entre lesquels a lieu l'équa-
tion 

ao — ¡3 Y = =fc 1. 

E11 s'appuyant sur les équations (2) l'on démontre 
facilement qu'une corde élémentaire est transformée par 
la rotation T (et de même par la relation T2) en une 
corde élémentaire. 

Maintenant le théorème suivant est d'une importance 
capitale : 

I. Les extrémités p et q d 'une corde élémentaire s 
sont toujours situées sur le même arc partiel. 

Je démontrerai que, si l'on admet par hypothèse que j> 



( 4 9 4 ) 

et q sont situés sur des ares partiels différents, on est 
alors conduit à des contradictions. Dans cette hypothèse 
il y a essentiellement trois cas à distinguer, cas qui cor-
respondent aux trois combinaisons des arcs partiels pris 
deux à deux. On peut s'en tenir au cas où l'on sup-
pose p situé sur l'are MN, et par conséquent où le 
nombre p^ o et où q est situé sur l'arc LM et par consé-
quent où le nombre q ^ i. En effet, chacun des deux 
autres cas peut être ramené au précédent au moyen 
d'une des rotations T et T-\ Maintenant, lorsque 
q^ i, l'on a, par suite, i ^ q — M a i s l'unique 
combinaison p = o, q — 1, pour laquelle on ait p — q = 1, 
doit être exclue; en effet, pour cette combinaison p et q 
sont situés sur le même arc, ici l'arc LN. On ne peut 
pas davantage avoir q — p = oc; c'est-à-dire qu'un des 
deux nombres p et q ne peut pas être égal à oo, car 
autrement p et q seraient tous deux situés sur l'are ML, 
ou bien le seraient de même sur l'arc MN. Par suite 

, i 
q — p — zh: — est situe entre i et co et par conséquent 

A Y 

=i= ay l'est entre o et i. Mais ceci est absurde, puisque 
a et y sont des nombres entiers. 

Maintenant un triangle, inscrit dans le cercle K et 
dont les côtés sont des cordes élémentaires, je le nom-
merai un triangle élémentaire. D'après cette définition 
le triangle o i co est un triangle élémentaire. Toute 
corde élémentaire s = pq est côté commun de deux 
tri angles élémentaires. 

Q 0 T En effet soient p= q = - et r = ^ un troisième a y s 
nombre rationnel quelconque. Alors, si l'on détermine 
x, y au moyen des équations 

£ = -t- Y 0, 
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on reconnaît que <7, r forment un triangle élémen-
taire lorsque l'on a, et seulement lorsque l'on a x= dz 1, 
y = dbi. La corde s est par conséquent côlé commun 
des deux triangles élémentaires 

P, q, r = P- et P> 9 

Comme les points p, q sont séparés liarmoniquement 
par les points /-, r' le triangle pqr' peut être obtenu au 
moyen d'une construction très simple lorsque le tri-
angle pqr est donné {fig. 2). De plus ce même fait nous 

montre que les deux triangles élémentaires que l'on 
peut construire ayant une 'même corde élémentaire, 
s = pq, comme côté commun, sont situés de part et 
d'autre de cette corde. 

En vertu du théorème I les sommets d'un triangle 
élémentaire qui n'est pas le triangle o 100 sont nécessai-
rement situés sur le même arc partiel. Par conséquent 
le triangle 010c ne peut avoir aucune portion de sur-
face en commun avec un autre triangle élémentaire. 
O11 a, par conséquent, le théorème : 

I I . Aucun point situé à Vintérieur du triangle o 1 00 
ne peut être situé en même temps à Vintérieur d'un 
autre triangle élémentaire. 
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2. Maintenant, à toute forme quadratique 

(3) / = au2-*-ï.biw-±-cv2 

peuvent être adjoints ces points dont les coordonnées 
sont 

( 4 ) x : y : z = a : b : c. 

Aune forme f correspond alors un point à l'intérieur, 
sur la circonférence, ou bien à l'extérieur du cercle K, 
selon que l'on a respectivement 

(5) D = b2 — ac = o. 

Réciproquement, à tout point a : b : c correspond 
une infinité de formes f , notamment les formes 

(G) / = p(au2 -H ibuv -H CP2), 

où o peut prendre chaque valeur réelle. Maintenant, 
pour rendre uniforme (eindeutig, univoque), la rela-
tion entre les points du plan et les formes J\ je regar-
derai deux formes où les coefficients respectifs sont 
proportionnels entre eux, comme n'étant pas distinctes 
entre elles. On remarquera encore qu'au point A de la 
circonférence du cercle K correspond la forme 

( 7 ) / = aXwe-H = P(M + M 2 -

Je considère encore une transformation linéaire 
quelconque à coefficients nombres entiers 

u — a u ' - f Se' 1 
(8) , , , (S) , a S - p ï = . . 

ç — Y u -!- 0 ç ] 

Par l'eifet de cette transformation S, la forme (6) 
est transformée en 

f - - z(a' u'2 --:- 2 b' u' v'-+- c' v'2 ) 
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OÙ 

(10) 

a'= ay.2 -h ib «y -h cy*, 
h' = a a ß •+- 6 ( a o -4- PY) 

c' = aß* - f -co 2 . 

A la t r a n s f o r m a t i o n S c o r r e s p o n d p a r c o n s é q u e n t u n e 

c o l l i n é a t i o n ( t r a n s f o r m a t i o n h o m o g r a p h i q u e ) d u p l a n , 

d é f i n i e par les f o r m u l e s ( i o ) , q u e l ' o n p e u t é g a l e m e n t 

L e cerc le K se t r a n s f o r m e e n l u i - m ê m e par l ' e f f e t de 

la c o l l i n é a t i o n S . E n ef fet , au p o i n t X de la c i r c o n f é -

r e n c e de K c o r r e s p o n d la f o r m e ( 7 ) q u i , p a r l ' e f fe t de 

la t r a n s f o r m a t i o n ( 8 ) , se c h a n g e e n 

en sorte q u e le p o i n t X, p a r l ' e f fe t de la c o l l i n é a t i o n S , 

est t r a n s f o r m é e n le p o i n t 

C o m m e , d ' a p r è s c e l a , les points o , co, i , se trans-

f o r m e n t r e s p e c t i v e m e n t e n 

a lors , a u x p o i n t s q u i sont s itués à l ' i n t é r i e u r d u 

tr iangle oix>, c o r r e s p o n d e n t les p o i n t s à l ' i n t é r i e u r d u 

t r i a n g l e é l é m e n t a i r e pqr. P a r c o n s é q u e n t , si l ' o n 

n o m m e u n e f o r m e f de d é t e r m i n a n t n é g a t i f forme ré-

duite l o r s q u e l e p o i n t q u i lu i c o r r e s p o n d est s i tué à 

l ' i n t é r i e u r du t r iangle o ioo, l ' o n c o n c l u t d u t h é o r è m e II 

d u n° 1 : 

U n e f o r m e r é d u i t e p e u t s e u l e m e n t être de n o u v e a u 

t r a n s f o r m é e e n u n e f o r m e rédui te au m o y e n de la t rans-

f o r m a t i o n S l o r s q u e les p o i n t s o , i , oc par l ' e f fe t de la 

d é s i g n e r p a r S . 

o 
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c o l l i n é a t i o n c o r r e s p o n d a n t e S [ o u p a r l ' e f f e t d e l à t r a n s -

f o r m a t i o n (1 i ) ] , s ' é c h a n g e n t s e u l e m e n t e n t r e e u x . 

E v i d e m m e n t a l o r s , a b s t r a c t i o n f a i t e d e l a t r a n s f o r -

m a t i o n i d e n t i q u e , il e x i s t e d e u x p a r e i l l e s t r a n s f o r m a -

t i o n s S : ce sont c e l l e s q u i o n t p o u r c o l l i n é a t i o n s c o r -

r e s p o n d a n t e s les r o t a t i o n s T et T 2 . O n a d o n c le 

t h é o r è m e : 

Deux formes réduites, auxquelles correspondent les 
points P et Q , sont équivalentes lorsque, et seulement 
lorsque le point P est transformé en le point Q par 
Vune des rotations T et T 2 . 

A b s t r a c t i o n fa i te d u c e n t r e O d u c e r c l e R , les p o i n t s 

d u t r i a n g l e OIGO, et d e m ê m e l e s f o r m e s r é d u i t e s q u i 

l e u r c o r r e s p o n d e n t se g r o u p e n t t ro is p a r t ro is p a r l ' e f f e t 

des r o t a t i o n s T et T 2 , et c e l a de t e l l e sor te q u e les t r o i s 

f o r m e s d ' u n g r o u p e s o n t é q u i v a l e n t e s e n t r e e l l e s , t a n d i s 

q u ' a u c o n t r a i r e t o u t c o u p l e de f o r m e s p r i s e s d a n s des 

g r o u p e s d i f f é r e n t s sont n o n é q u i v a l e n t e s . 

S i l ' o n é t a b l i t les c o n d i t i o n s p o u r q u e l e p o i n t a : b : c 

soit s i tué à l ' i n t é r i e u r d u t r i a n g l e o i c c , o n r e c o n n a î t 

q u e la f o r m e 
f — au2 -b 1 buv cv-

est r é d u i t e , l o r s q u e les i n é g a l i t é s s u i v a n t e s 

b > o, a — b > o, c — ¿> > o 

s o n t s a t i s f a i t e s ( ' ) . 

Q u a n t a u x f o r m e s q u i s o n t r e p r é s e n t é e s p a r des 

La définition de la forme réduite, à laquelle a conduit ce 
trai tement, coïncide donc avec celltf donnée par Selling ( Journal 
de Crelle, t. 77) [HUIUVITZ]. Traduit dans.LE Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées (LIOUYILT.E, RF.SAL, JORDAN), 3e s é r i e , 
t. III. L . L . 
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points sur les côtés du triangle oioc, celles-ci doivent 
dès lors être également comptées parmi les formes ré-
duites. On démontre facilement que ces formes se dis-
tribuent en groupes six par six, de sorte que toute forme 
est équivalente aux formes d'un même groupe, mais non 
équivalente à aucune autre forme réduite. 

3. Je terminerai ici la théorie de la réduction des 
formes quadratiques de déterminant négatif en démon-
trant que toute forme de déterminant négatif est équiva-
lente à une forme réduite, ou, ce qui évidemment re-
vient au même, que tout point quelconque P, pris à 
l'intérieur du cercle K, est situé sur un côté ou bien à 
l'intérieur d'un triangle élémentaire. Pour abréger le 
langage, je dirai ici d'un point P qu'il est situé sur le 
côté pq d'un triangle pqr, lorsque les points P et r 
sont situés de part et d'autre de pq. Soit alors s0 ce 
côté du triangle À0 = 0100 sur lequel est situé P. On 
construira sur s0 le triangle élémentaire AM dilièrent 
de A0. Maintenant, si P est situé en dehors du triangle A,, 
soit Si ce côté de sur lequel est situé P. On con-
struira alors sur st le triangle élémentaire A2 différent 
de A,, .. . , et ainsi de suite. Cette construction doit né-
cessairement prendre fin, c'est-à-dire que Ton doit né-
cessairement arriver finalement à un triangle élémen-
taire A„, sur le contour ou à l'intérieur duquel est situé 
le point P. En eifet, s'il en était autrement, aux extré-
mités des côtés s0, correspondrait une série 
illimitée de valeurs rationnelles /*0, r'0, . . . , / „, r'n 
(le côté sfl étant ainsi la ligne de jonction rnr'n). 

Q O 

Maintenant soit, par exemple, r n = - ; on 
aurait r'n — rn = ± ^ et cette différence, pour n crois-
sant, décroîtrait sans limites, puisque les dénominateurs 
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des nombres / 0, r'0, rM • • • augmentent continuel-
lement. 

La longueur de la corde sn~ rnr'ny pour n croissant, 
décroîtrait par conséquent sans limites, ce qui est im-
possible, puisque le point P est toujours situé entre sn 
et la circonférence de K, et à une distance finie de 
cette dernière. 

4. J'ajouterai encore quelques observations aux con-
sidérations précédentes. Puisque chaque point situé 
sur le cercle K est situé à l'intérieur ou bien sur un 
coté d'un triangle élémentaire, et puisque aucun triangle 
élémentaire n'a de portion de surface en commun avec 
le triangle oioo, et que, par suite, de môme deux 
triangles élémentaires ne peuvent non plus avoir de 
portion de surface en commun, nous en concluons 
ceci : 

Les triangles élémentaires remplissent exactement, 
par leur ensemble, tout Vintérieur du cercle K, qu'ils 
recouvrent d"une manière simple, sans lacunes. 

Si l'on conçoit effectuée la construction de tous les 
triangles élémentaires, on s'imaginera la même ligure 
que M. Klein a établie à l'occasion de la subdivision 
connue du plan des grandeurs complexes, basée sur la 
théorie des fonctions modulaires (*). Et réciproquement, 
des résultats que nous avons développés ci-dessus l'on 
peut déduire les propriétés essentielles de cette subdivi-
sion du plan des grandeurs complexes. 

Quant à la réduction des formes de déterminant 
positif, elle peut, grâce à une idée due à M. Hermite, 

KLEIN-FRICIÎE, Leçons sur la théorie des fonctions modu-
laires elliptiques, t. I? p. 2.39-2.42; Teubner, 1890. 
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se ramener à celle des formes de déterminant négatif. 
On y arrive au moyen de cette définition : 

« Une forme de déterminant positif est dite réduite 
lorsque la polaire du point correspondant à la forme 
traverse l'intérieur du triangle oioo. » 

En partant de cette définition l'on peut alors, sujet 
que je ne poursuivrai pas ici davantage, développer 
complètement la théorie des formes de déterminant 
positif (équation de Pell, etc.). On voit ici aussi res-
sortir comme principe de base l'importance des suites 
de Farey, dont la considération a été primitivement 
pour moi le point de départ de toute cette recherche. 

[ D 3 d ] 
NOUVELLE D É M O N S T R A T I O N DD T H É O R È M E DE S T O R E S ; 

PAR M. R. BLONDLOT. 

On donne communément le nom de Théorème de 
Stohes à la proposition qui exprime la transformation 
d'une intégrale prise le long d'un contour fermé sur 
une intégrale prise sur une surface limitée à ce contour. 
M. Ein. Picard fai t toutefois remarquer avec raison que 
cette proposition était déjà connue d'Ampère, du moins 
dans des cas particuliers. 

11 existe plusieurs démonstrations irréprochables de 
ce théorème; si je propose la suivante, c'est parce 
qu'elle me semble particulièrement simple et qu'on y 
voit l'intégrale superficielle naître, pour ainsi dire, de 
l'intégrale curviligne : 

Étant donné un contour fermé quelconque C, qu'un 
mobile parcourt dans un sens choisi arbitrairement et 

Ann.de Mathémat., 3e série, t. X V I . (Novembre 1 8 9 7 . ) 
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une surface quelconque S limitée à ce contour, nous 
appellerons face positive de S celle qui est telle qu'un 
personnage debout sur cette face, près du contour, voit 
Je mobile qui parcourt C aller de sa droite vers sa 
gauche. 

Soit P une fonction des coordonnées x, y, z suppo-
sées rectangulaires. Considérons l'intégral c J* P dx prise 
dans le sens de la circulation du mobile, et étendue à 
tout le contour G. Nous nous proposons de transformer 
cette intégrale curviligne en une intégrale superficielle 
prise sur S. 

Figurons les projections de C d'après les conventions 
de la Géométrie descriptive, en prenant le plan XOZ 
pour plan vertical, le plan XOY pour plan horizontal 
supposé rabattu sur le plan vertical. 

de C le plus éloigné du plan YOZ. Par ces deux points, 
traçons sur S une ligne simple quelconque, puis imagi-
nons que cette ligne se dédouble, de façon à former un 
contour fermé limité aux points À et B et toujours situé 
sur la surface S et que ce contour fermé s'ouvre progres-
sivement de façon à venir finalement coïncider avec C. 
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Soient maintenant Ci et C2 deux états infiniment voi-

sins du contour variable ; nous allons évaluer la variation 
éprouvée par P lorsque le contour variable éprouve cette 
transformation infiniment petite. Pour cela, menons, 
parallèlement à YOZ, une série de plans infiniment 
rapprochés; à chaque élément MfN| ainsi découpé 
sur Ci correspond un élément M2N2 découpé sur C2 et 
ayant la même projection dx. Lorsqu'on passe de C{ à c2, 
un élément Pdx d'intégrale se transforme en un autre 
où dx est le même et où P seul a varié, à cause de la 
variation de IV et de Yx du milieu de l'élément de con-
tour; en appelant oc et Zz ces variations, celle de P est 

dP , ÔP . 
— - oy H- — -
ôy " oz 

et celle de ÇYdx est 
rà P. . dP ^ . 
I -7— oy dx H- - — oz dx. 
! à y ' àz • r, 

Mais oydx est la projection sur le plan xoj du qua-
drilalère infiniment petit M^MoNoNi ; désignons cette 
projection par co~. De même, §zdx est la projection 
prise en signe contraire du même quadrilatère sur le 
plan xoz] désignons-la par cor. La variation précédente 
peut alors s'écrire 

rdP r)P 
I 

elle est ainsi exprimée par une intégrale de surface 
s'élendant à tous les éléments de la bande infiniment 
étroite balayée par le contour variable. 

Lorsque, maintenant, ce contour variable passera 
d'un état initial dans lequel il embrasse sur S une aire 
nulle à un état final dans lequel il coïncide avec C, la 
somme des variations éprouvées par / P dx sera préei-
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sèment la valeur de / P d x , puisque, dans l'état initial 
•/c 

considéré, l'intégrale est identiquement nulle. On a 
donc 

/ Pdx = / — co~-—— 
Je -'s ^ ^ 

l'intégrale du second membre s'étendant à tous les élé-
ments de toutes les bandes successivement b a l a y é e s , 

c'est-à-dire à tous les éléments de S. 
Remarquons que, cette dernière intégrale étant indé-

pendante du mode de division de S en éléments infini-
ment petits, il s'ensuit que cor et to~ peuvent être envi-
sagées comme les projections d'un élément de surface 
de forme quelconque pris sur S. 

Si l'on désigne par P, Q, Pl trois fonctions quel-
conques de x v's, on a, d'après ce qui précède, 

r P / r d P r)P I V dX — ! -r— OK Cl)y, 

Jv. . / s
 6 y ô z 

c CM r â q 

/ H a - — / — W v — 

Jc Js àx ' à y 

En ajoutant membre à membre, il vient 

/àP dQ\ 

c'est le théorème de Stokes; cô , ior, toz sont définis 
comme les produits de l'élément co pris sur la surface S 
par les cosinus des angles formés par les sens positifs 
des trois axes avec la normale à S menée du côté de la 
face positive, définie par le sens de l'intégration le long 
du contour. 
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CERTITICATS D'ÉTUDES SUPÉRIEURES 

DES FACULTÉS DES SCIENCES. 

SESSION DE JUILLET 1897. — COMPOSITIONS. 

Caen. 

CERTIFICAT D'ÉTUDES N 3 J . — ÉLÉMENTS GÉNÉRAUX 

DE MATHÉMATIQUES. 

I . Un point P , partant d'une position donnée A, 
parcourt, dans le sens inverse des aiguilles d^une 
montre, une circonférence donnée, de centre O : par 
une quelconque de ses positionsy on mène un seg-

ment P M , ayant même direction et même sens que le 
rayon O A , et même longueur que l'arc de cercle A P : 

i° Déterminer la trajectoire décrite par le point M 
quand le point P parcourt la circonférence ; 

'2° Calculer la longueur de cette trajectoire ; 
Evaluer l'aire balayée par le segment P M quand 

P parcourt le quadrant AI3; 

4° Calculer l'aire balayée dans le même temps par 
le rayon vecteur O M . 

B 
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I I . Un point pesant, de masse m, est abandonné 

sans vitesse à L action de son poids : il tombe dans un 
milieu qui oppose une résistance dirigée en sens con-
traire de la vitesse et égale au produit de celte vitesse 

par t désignant le temps écoulé depuis qii on a 

laissé tomber le mobile. Déterminer la loi du mouve-
ment. Construire et étudier la courbe propre à repré-
senter la loi des vitesses en fonction du temps. 

SOLUTIONS. 

I. i° Les coordonnées de M sont de la forme 
x = R(0 -+- cosO ), = K sin0; 

le lieu est une portion de cyeloïde ayant son rebrousse-
ineut sur la tangente au cercle en B ; 

>>* S = R jf c o s ( ^ + J ) | r fO = 8 R ; 

3°, 4° Les deux aires sont égales à ^ — i^R-. 

II. Équation du mouvement : ^ H ^-r = g : 1 dt i -+- ¿2 b 

i 3 i -
v = i 

[ 

• f 3 I / 2 t \ 

C E R T I F I C A T 2 . — CALCUL D I F F É R E N T I E L ET INTÉGRAL. 

1. Intégrer le système des équations simultanées 

( du _ du 
dx ày ' 

( dv dv 
dy dx 
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oit i£, v désignent deux fonctions inconnues des va-
riables indépendantes x et y. 

I I . Etant donnés trois axes rectangulaires O X , OY, 
OZ, on considère les surfaces engendrées par une pa-
rabole mobile de grandeur variable, dont le plan 
reste parallèle ci X O Z , Vaxe parallèle à O Z , et le som-
met situé dans YOZ : on propose de rechercher quelles 
sont, parmi ces surfaces, celles ou les sections par des 
plans parallèles à X O Y constituent une première série 
de lignes asymptotiques. 

S O L U T I O N S . 

I. De l'équation finie on tire v en fonction de u : 
substituant dans les deux premières, 011 a deux èqua-

ij » 1. . du du tions u ou I on tire — > et, par suite, 

2 dx - f - 3 dy du =— —— + 4 u2 : 
4 

intégrant, et substituant dans on trouve 
2 .r-4~ 3 v 

4 u —Ce 2 ~Qe 2 5 '2V = Ce 2 -+- ^ e 2 

11. L'équation générale des surfaces S est de la forme 

( i ) 

la condition imposée à la surface cherchée donne 
q'2 r — 2pqs -h/?2 t — o. 

Remplaçons les dérivées partielles />, <7,7 ,5, t par leurs 
valeurs tirées de (1) : 

Cette équation doit avoir lieu identiquement : 011 en 
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conclut 

la surface cherchée est un conoïde. 

CERTIFICAT D ' É T U D E S N ° 3 . — M É C A N I Q U E . 

I. Démontrer le théorème général d'ivory sur les 
attractions de deux ellipsoïdes homofocaux. 

I I . On donne une sphère pleine d'une substance 
homogène, dont chaque elément possède un pouvoir 
attractif proportionnel à sa masse et à l'inverse du 
cube de sa distance au point attiré. Déterminer Vat-
traction de la sphère sur un point intérieur et en dé-
duire9 par le théorème d'ivory, l'attraction sur un 
point extérieur. 

I I I . Un disque homogène D , infiniment mince, de 
poids P, a la forme d'un cercle de rayon R; il s'appuie 
sur une droite AB, inclinée de 3o() sur l'horizon, et son 

plan doit coïncider avec le plan vertical V conduit 
par AB. Un f i l très mince, inextensible et de masse 
négligeable, a une de ses extrémités fixée en un point 
de la circonférence de D : il s'enroule autour du disque, 
s'en détache en suivant, une direction parallèle à AB, 
passe dans un petit anneau G, fixé dans le plan V à 
une distance 2R de la droite AB, puis se termine par 
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une portion verticale CM qui supporte ci son extrémité 
un poids P . Le système, d'abord maintenu en repos, 
est abandonné a Vaction de la pesanteur : déterminer 
le mouvement qu ii va prendre, en supposant qu'au-
cune force de frottement 11 entre en jeu. 

SOLUTIONS. 

II. Point intérieur de coordonnées x, o, o 

V / • FT Û, Y/ft2— sin2 i) — x cos 0 
A = 2Ti[jt. I sinQ cosQ log —— cl6, Ct. 

ï71[jl / sinC 
o 

\/R"2— x2 sin"2 0 -f- x cosO 

R R 2 - h ^ , n + x 
= 7T[i. — TTJX ——̂  log • 

Pour le point extérieur, on imagine une sphère de 
rayon x exerçant sur un point (R, o, o) une attraction X 
se déduisant de la précédente par la permutation de x 
et R : on en conclut, par la règle d'Ivory, 

R 2 v r , R R s - f - 3 ? 2 . a r - f - R 
A - —- A = r.'J. TTfJ. log . 

X2 1 X k 2 X1 ° X R 

III. Soient x la quantité dont s'est déplacé le centre 
du disque dans la direction AB, 9 l'angle dont D a 
tourné, z la quantité dont M a descendu au temps t : 
la Cinématique donne 
, v dz dx „ ¿/O 
( i ) = — h R - j - -v 1 dt dt dt, 

Soit T la tension du fil : on aura 

g dt2 2 ' 2 g dt2 ' g dt2 

Ces équations, combinées avec (i) donnent 

T - - P d — - — l £ - l Z d ~ z - 5 

8 ' dt* " 8 d t 2 ~~ 4 R ' dt2 ~~ Hg' 
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E P R E U V E P R A T I Q U E . — Sur la courbe définie par 
V équation 

cos<> B 
r — ) 

c o s O 

on considère Varc AO correspondant aux valeurs de 9 

comprises entre zéro et Calculer la distance du pôle 

au centre de gravité du solide homogène compris à 
Vintérieur de la surface engendrée par la révolution 
de l'arc AO autour de iaxe polaire. 

R É P O N S E : 
_ »7 2 I l o g * » 

ç — ——: — 7 ; — <>, .) , \ . 
'24 log 2 10 

Dijon. 

C E R T I F I C A T DE C A L C U L D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

I. Réduction des intégrales de Informe f F (x,y)dx, 
ou Y est une fonction rationnelle, oh y représente la 
racine carrée d'un polynome entier en x. 

II . Trouver la ligne qu enveloppe la droite repré-
sentée par les deux équations 

\ x -h az -h ab = o. 
^ / y 1— b z i ab — o, 

quand on y réduit les deux paramètres a, b ci un seul 
par la substitution à b d'une fonction de a convenable-
ment choisie. 

Trouver la surface enveloppée par la même 
droite (1) quand on y laisse au contraire les para-
mécies a, b tout à fait indépendants l'un de l'autre. 
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IDÉE D E L A S O L U T I O N D U P R O B L È M E . 

Pour l'existence d une ligne enveloppe il faut que les 
équations (i) et celles-ci 

(a) 

db z -h b -h a —.— = o, da 
db 1 db z — hw + fl-r = o, da da 

provenant de leur diiïérentiation par rapport à a 
puissent être résolues par rapport à x, y, s, ce qui con-
duit d'abord à la condition 

db i b -+- a -j-da 

— b a — da da 

dbN  

da 
i d b \ 

se décomposant en 

db 
Tîct 1 = 0 ' 

db 
- h a — = o. da 

d'où 

d'où 

b — a -h G, 

Y b = G. 

La deuxième alternative conduit à 

( 3 ) x — — G, y— — G, z = o, 

formules représentant une infinité de points ayant pour 
lieu la bissectrice de l'angle formé par la direction de 
même nom des axes des x et des y (cas de dégénérescence 
de l'enveloppe). 

La première conduit à 

= — 2 a — G 
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ou b ien , par l ' é l imina t ion de a , à 

(4) X — y - f - Cz = 

équations représentant une famille de coniques, au pa-
ramètre indéterminé C, dont les plans passent tous par 
la droite lieu des points (3). 

Pour l'existence d'une surface-enveloppe, dans le cas 
où les paramètres a, b sont laissés indépendants, il faut 
que les équations (i) et celle-ci 

obtenue en égalant à o le déterminant différentiel de 
leurs premiers membres pris par rapport au couple 
(a, puissent être résolues par rapport à x, y, z. La 
décomposition de cette dernière équation conduit soit à 

formules représentant la droite lieu des points (3) (cas 
de dégénérescence de la surface-enveloppe), soit à 

x — a2, y — b'1. z ——(a-h b), 

représentant une surface véritable, pour l'équation or-
dinaire de laquelle l'élimination de a, b entre ces trois 
dernières formules conduit à 

z -h b a 
b z -4- a 

= z(z a -T- b) — o, 

x — — ab, y =z — ab. z = o, 

•'*— i(x - + - ~ x)2 = o. 

Cette surface est précisément celle qu'engendre la 
ligne (4) quand on y fait varier indéfiniment le para-
mètre C. 
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CERTIFICAT D E MÉCANIQUE. 

P I I O B L È M E . — Mouvement relatif dans un plan d'un 
point pesant assujetti à y rester, le plan étant animé 
d'un mouvement hélicoïdal uniforme autour d'un axe 
vertical. 

Grenoble. 

CERTIFICAT D ' A S T R O N O M I E . 

C O M P O S I T I O N . — I ° Développer suivant les puis-
sances de Vexcentricité, et en fonction des multiples 
de r anomalie moyenne : V anomalie excentrique, le 
rayon vecteur, Vanomalie vraie et la longitude du 
Soleil. Equation du centre. On négligera e4. 

2° Coordonnées équatoriales du Soleil. Equation 
du temps : elle s'annule quatre fois par an. 

CERTIFICAT D E CALCUL D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

C O M P O S I T I O N . — On considère une sphère de rayon 
constant R dont le centre JJL décrit une hélice S tracée 
sur un cylindre circulaire de rayon r. 

On demande de déterminer Varête de rebrousse-
ment de la surface enveloppe de cette sphère. On mon-
trera quelle se compose de deux courbes distinctes S , 
S' jouissant des propriétés suivantes : 

i ° La sphère mobile a constamment un contact du 
second ordre avec les courbes S , S'} 

2° Les tangentes aux courbes S, S' aux points M , 
M' qui correspondent à un point u de S sont perpendi-
culaires ci la tangente en ^ à S, et, respectivement 
aussi, aux droites M ¡A, M'U.: 
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3° La sphère de rayon R dont te centre décrit Vune 
ou Vautre des courbes S , Sf a un contact du second 
ordre avec la combe S. 

Cas particulier ou le rayon R de la sphère mobile 
est celui de la sphère osculatrice à l'hélice. 

SOLUTION. 

L'hélice étant définie par 

( i ) ç = /* cost>, r, — r s ine , Z — krv, 

l'arèle de rebroussenient de la sphère sera donnée par 

( 3 ) ( X - D * ( y tj )2 — i f 

( 3 ) ( . r - ? ) d \ ^ ( y - r j dr> - f — dÇ 

( 4 ) (x — 5 ) d* H -f- ( . r — r, ) i/i r, -h — £) r/2 Ç = ^ . 

et posant 

on en tire 
/ x — Â Ri sin c — A2 /' cos v, 

( j ) < y — — À Ri cos c — k2 r sin c, 

( ~ = H, -h ¿/V, 

équations qui, par une rotation des axes autour de Os, 
se ramènent à la forme (i). L'arètede rebroussenient se 
compose donc de deux hélices circulaires S, S'. 

On voit immédiatement que, dans le cas particulier 
où R est le rayon de la sphère osculatrice à S, soit 

R — /-( i A*2 ), R 1 = : o , 

et les deux courbes S, S' se confondent avec le lieu du 
centre de courbure de l'hélice 

Les points M, M' répondant sur S et S' à un point u. 
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de 2 sont, d'après (3), (4)> sur la droite polaire de JJL : 
ces deux points sont donc sur la droite polaire, à des 
distances égales du centre de courbure. 

Les propriétés énoncées concernant les courbes S, Sf 

se vérifient immédiatement à l'aide de (i)et de (5). Elles 
sont d'ailleurs générales et subsistent quelle que soit la 
courbe S. 

Ainsi, les équations (2), (3), (4) expriment que la 
sphère de centre z) a un contact du second ordre 
avec la courbe 2 au point [/.(£, rn Z). 

En diilércnLiant complètement (3) et tenant compte 
de (4), on a 
(G) dx d\ -h dy dr{ -4- dz d^ = o, 

d'où résulte la perpendicnlarité des tangentes en u et 
en M ou M'. 

De même, diiîerenliant (2), et tenant compte de (3), 
ou a 
(7) (x - \ )dx -h ( y — Y]) dy -f- (z — Ç) dz = o, 

d'où résulte la perpendicularilé de M[Ji et des tangentes 
en M ou M'. 

Ces deux théorèmes s'établissent d'ailleurs géométri-
quement en remarquant que les courbes S, S' sont dé-
crites sur la surface polaire de 22, et que la distance u.M 
est invariable. 

Enfin, l'ordre de contact de la sphère mobile et de 
l'arête de rebroussement résulte d'un théorème gé-
néral . 

Dans le cas actuel, si l'on diflérentie (7) en tenant 
compte de (6), ou a 

(x — ç) d'2x -f- ( y — rt ) d2y -h (z — Ç) d°-z -h ds2 = o, 

équation qui, jointe à (7) et à (2), exprime précisément 
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que la sphère a un contact du second ordre avec l'arete 
de rebrou s se ment de sa surface enveloppe. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Calculer I 7; 2 ° en 

r ~~00 cix déduire I R; 3° calculer cette intégrale dé fi,-
i + r 

nie par la méthode de Cauchy. 

C E R T I F I C A T D E M É C A N I Q U E . 

'Lin tore homogène a son centre O fixe. Son axe, 
qui lui est invariablement lié, est un tube à section in-
finiment petite, dont on néglige la masse, et dans le-
quel peut glisser sans frottement un point matériel 
pesant M. Le tube est assujetti ci glisser sans frotte-
ment entre deux cercles horizontaux fixes infiniment 
voisins dont le centre commun est sur la verticale du 
point de suspension du tore, au-dessus de ce point. On 
demande le mouvement du système, et plus particuliè-
rement le mouvement relatif du point M dans le tube. 

D O N N É E S . — On désignera par A et C les moments 
d'inertie du tore par rapport à un diamètre de son 
équateur et par rapport à son axe et par m la masse 
du point M. On supposera, au début, le point placé 
dans le tube, sans vitesse relative, à une distance / 0 du 
point O telle que Von ait 

mro = A , 

le tore ayant un mouvement initial quelconque compa-
tible avec les liaisons. 

E S Q U I S S E D ' U N E S O L U T I O N D E L ' É P R E U V E É C R I T E D E M É C A N I Q U E . 

On prendra pour origine le point O, pour axe fixe 
des r la verticale Or, en sens inverse de la pesanteur, 
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pour axe mobile Or la direction de Taxe du tube qui fait 
un angle aigu avec Or. En appelant /?, q, r les compo-
santes de la rotation du tore par rapport aux axes mo-
biles, 0, s et ó les angles d'Euler, cp'et i/ les dérivées de 
cp et ¿ par rapport au temps (9 est constant et aigu), r 
la coordonnée de M, rr sa dérivée, l'extrémité C du vec-
teur qui représente le moment résultant des quantités 
de mouvement de tout le système par rapport à O aura 
pour coordonnées par rapport aux axes mobiles 

(A -h mr2)p, (A-t- mr*)q, Cr, 
et l'on a 

p = sincp sinO<]/, q == eos <p sin G<]/, r — ©'-+- cosO^'. 

Toutes les forces, la réaction du cercle comprise, ont 
des moments nuls par rapport à Or et Or< ; on aura donc 
deux intégrales premières en écrivant que la vitesse ab-
solue de C est perpendiculaire à O/' et à OrK. 

On trouve ainsi 
(1) r=r0, 
(2) (A + mr2 ) sin2Q<y =r /c, 

/0 et k étant des constantes. On pourrait trouver ces 
deux intégrales en écrivant les équations analogues aux 
équations d'Eu 1er ; la troisième fournirait l'intégrale (i); 
l'élimination de la réaction du cercle sur le tube entre 
les deux premières donnerait (2). 

L'équation des forces vives fournit une troisième inté-
grale que l'on pourrait du reste déduire de l'équation 
du mouvement relatif de M, la loi de rotation du tube 
en fonction de r étant connue. 

L intégrale des forces vives peut s'écrire 
(A 4- -h mr 2 = — <xmgr cosO h- h, 

h étant une troisième constante. Cette équation se ra-
Ann. de Malhémat., 3' s é r i e , t . \ V I . ( N o v e m b r e 1 8 9 7 . ) 3 3 



mène à la suivante 
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( _ ïmjrrr cosO h ) ( A -4- w r 5 ) - A2 sin20 
(3) m r 2 = r-v 7 A -h- mr 2 

On aune quadrature hyperelliptique en général, mais 
la diseussion du mouvement dépend seulement d'un po-
lynome du troisième degré 

f ( r ) = (—imgr cosO h)(A -+- m r 2 ) — k* s in2ô. 

(i) et (2) donneront du reste <p et ^ par de nouvelles 
quadratures. 

Dans le cas particulier indiqué, si l'on appelle to la 
valeur initiale de <!/, 011 peut écrire 

/ ( r ) = im{r0— r )Àcp(r) , 
avec 

/ /*2 \ 
= ¿-cosO ( 1 -f- ) — to2 sin26(/* -i- r 0 ) . 

\ 7*o / 

Si 7*o o et 

g cosO — o)2 s in 2 ôr 0 < o, 

r variera entre r0 et r, > ; Si r 0 > o, 
g cos 0 — w2 sin2 0 r 0 > o ; 

deux cas peuvent se présenter : Si o(r) a ses racines 
réelles, elles sont comprises entre o et r0, et r variera 
entre r0 et la plus grande des deux. Si les racines sont 
imaginaires, / variera indéfiniment à partir de /'0, autant 
du moins que le lui permettra la longueur du tube. 

Si 7'O > o, 
g cosO — o)2 sin2Qr0 = o, 

M0 est une position d'équilibre relatif, r, o' et <!/ sont 
constants. 

Si 7'n<^o, le point descend à partir de M0 tant que 
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le lui permet la longueur du tube. Du reste, si le point 
quitte le tube, il décrira une parabole déterminée par 
sa vitesse au moment de la sortie et le tore tournera de 
façon que of et 'V demeurent constants. 

Dans le cas général, il est facile de montrer que les 
données initiales peuvent être choisies de façon que 
f(r) aient trois racines données i\, r2, ;*3, sous les con-
ditions et restrictions suivantes : 

On devra d'abord avoir 
A rxr3-f- m 

Si elles sont toutes les trois réelles, une seule peut 
être négative et elle doit être inférieure en valeur abso-
lue aux deux autres. Deux peuvent devenir égales à con-
dition d'être plus grandes que o et supérieures en valeur 
absolue à la troisième si elle est négative. Enfin elles 
peuvent devenir égales toutes les trois à condition 
d'être positives. 

Si une seule racine est réelle, elle peut être positive' 
ou négative, mais la partie réelle des racines imaginaires 
doit être plus grande que o. La discussion du mouve-
ment se ferait du reste bien simplement dans chaque cas. 

Enfin, 011 peut remarquer qu'il eût été commode de 
se servir des équations de Lagrange relatives aux va-
riables o et ^ et de l'équation des forces vives. 

É P R E U V E P R A T I Q U E D E MÉCANIQUE. 

Une roue en fer homogène a pour méridien un tri-
angle isoscèle OAB surmonté d'un rectangle A13CD, et 
la hauteur O E du triangle O A B est perpendiculaire ci 
Vaxe 0 0 ' de la roue. On a 

OE = im, AB = om,5o, AD = om,2o. 
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Le poids spécifique du fer dont est faite la roue est 

7 . 7 . On prendra de plus g — 9 ™ , 8 et TZ— 3 , 1 4 1 6 * 

i° On demande le moment d'inertie de la roue par 
rapport à son axe. 

20 Lj*axe de la roue étant horizontal et fixe, un 
cordon qui s'enroule sur la roue porte à son extrémité 
un poids de 5okfi. Le cordon est vertical et la roue est 
animée ci un instant donné d'une vitesse de trente tours 
à la minute qui tend ci soulever le poids. On demande 
ci quelle hauteur il s'élèvera si l'on abandonne le sys-
tème ci lui-même. On néglige les résistances passives et 
le poids du cordon que Von suppose tendu à l'instant 
considéré. 

AGRÉGATION » E S SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

CONCOURS DE 1 8 0 5 ( ' ) . 

Mathèmatiques élémentaires. 

On donne un triangle T et l'on considère le triangle T' qui 
a pour sommets les projections orthogonales d'un point M sur 
les cote du triangle T. 

(1 ) Les Nouvelles Annales de Mathématiques n'ont pas publié les 
sujets du concours d'Agrégation en i8<p. Nous croyons répondre au 
désir d'un {¡rand nombre de nos lecteurs en comblant cette lacune. 

( L E S R É D A C T E U R S . ) 
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i" Démontrer que, si le point M décrit une droite A dans le 

plan du triangle T, les côtés du triangle T' enveloppent trois 
paraboles P, Pj, P 2 . 

Ces paraboles sont inscrites dans le même angle; on con-
struira leurs foyers et leurs directrices. 

Quelle position doit occuper la droite A pour que ces trois 
paraboles soient tangentes en un même po int? 

2° Gomment faut-il choisir la droite A pour que les d irec -
trices des trois paraboles P, P t , P 2 concourent en un même 
point H à distance finie? 

La droite A se déplaçant de manière à satisfaire à cette con-
dition, trouver le lieu du point II. 

3° Démontrer que, si l'on fait tourner la droite A autour 
d'un point fixe K, la directrice de la parabole P passe e l l e -
même par un point fixe I. 

Trouver l'enveloppe de la droite Kl lorsque l'un des points K 
ou I décrit une droite donnée. 

4° A un point K correspondent trois points : I, I l 5 I2 , rela-
tifs aux directrices des paraboles P, Pj, P 2 . 

On demande quelle position doit occuper le point K pour 
que les trois points I, Ji, I2 soient en ligne droite, et l'on pro-
pose de démontrer que, si le point K se déplace de manière à 
satisfaire à cette condition, la droite I, I l 5 I2 tourne autour 
d'un point fixe. 

Mathématiques spéciales. 

On donne un ellipsoïde E qui, rapporté à ses plans princi-
paux, a pour équation 

X 2 yl z2 

et une sphère de rayon r et de centre k(x0y z0). 
On considère les quadriques S qui sont tangentes à tous les 

plans tangents communs à la sphère et à l'ellipsoïde E; du 
point A l'on abaisse une normale AP sur l'une des qua-
driques S, et au pied P de cette normale on mène le plan 
tangent II à cette quadrique. 

i° Prouver que le plan II est le plan polaire du point A par 
rapport à une surface II, homofocale à l'ellipsoïde E, repré-



sentée par l'équation 
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H r 2 
H p = — h j f - h — 1 == o. v a1 — p bl — p c1 — p 

•2° Prouver que le plan II est le plan polaire du point A par 
rapport à l'une des quadriques S ; prouver qu'il est aussi un 
plan principal pour une autre de ces quadriques. 

Les réciproques de ces propositions sont-elles vraies? 
3° Par tout point M de l'espace il passe trois plans II po-

laires du point A par rapport à trois quadriques H)v, H^, Hv du 
système homofocal . Exprimer les coordonnées du point M en 
fonction des paramètres X, (JL, V. 

Déduire des expressions ainsi obtenues le lieu des points M 
pour lesquels les trois plans II sont rectangulaires. 

4° Trouver ce que deviennent les expressions des coordon-
nées du point M, soit quand ce point est sur la développable 
enveloppée par le plan II, soit quant il se trouve sur l'arête de 
rebroussement de cette développable. En conclure le degré de 
la développable et la nature de son arête de rebroussement. 

5° Tout plan II coupe la développable suivant la génératrice 
de contact et suivant une conique. De quelle espèce est cette 
conique? En connaît-on des tangentes remarquables? 

G0 Trouver le lieu des foyers de ces diverses coniques. 

Composition sur VAnalyse et ses applications 
géométriques. 

On considère la courbe G représentée par l'équation 

( x2 -h y2 ) ( x2 -4- i a xy - f - y 2 ) -4- xy = o, 

où a désigne un paramètre arbitraire. 
Le paramètre a ayant une valeur quelconque : 
i° Déterminer le genre de la courbe G. 
•2° Former les intégrales abéliennes de première espèce rela-

tives à cette courbe. 
3° Former une intégrale de troisième espèce devenant in-

finie au point double de la courbe C. 
4° Écrire à l'aide de ces intégrales, par l'application du théo-

rème d'Abel, les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
quatre points de la courbe G soient en ligne droite, ainsi que 
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les conditions nécessaires et suffisantes pour que huit points 
de cette courbe soient sur la même conique. 

Examiner le cas particulier où la droite et la conique pas-
sent sur le point double de la courbe G. 

5° Trouver combien il y a de systèmes de coniques touchant 
la courbe G en quatre points Mi, M2, M3, M4. 

6° Déterminer les valeurs du paramètre À pour lesquelles le 
genre de la courbe G s'abaisse. 

On étudiera en particulier l 'hypothèse a — o et l'on résou-
dra les problèmes suivants pour la courbe particulière D qui 
correspond à cette hypothèse : 

I. Que deviennent, pour la courbe D, les intégrales de pre-
mière espèce relatives à la courbe générale G? 

II. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que quatre points de la courbe D soient en ligne droite et les 
condit ions nécessaires et suffisantes pour que huit points de 
cette courbe soient sur une conique. 

III. Trouver combien il y a de systèmes de coniques tou-
chant la courbe D en quatre points Mj, M2, M3, M&. 

IV. Déterminer les points d'inflexion et les tangentes dou-
bles de la courbe D . 

Composition de Mécanique rationnelle. 

On considère un corps solide S pesant, ayant la forme d'un 
cône droit dont le rapron de base est R. Le centre de gravité 
de ce corps est situé en un point O de l'axe de révolution du 
cône, à une distance R. de sa base. 

L'ellipsoïde d'inertie du corps S relatif au centre de gravité O 
est une sphère. 

Le cône S est mobile autour de son centre de gravité O, 
supposé fixe, et la circonférence de sa base est tangente à un 
plan horizontal fixe IT situé au-dessous du point O à une dis-
tance R de ce point. 

Étudier le mouvement du corps S en supposant que la c ir -
conférence de base du cône glisse avec frottement sur le 
plan II. 

Calculer la réaction du plan II et celle du point fixe O. 

Conditions initiales. - Soient OO' la perpendiculaire 
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abaissée du point O sur le plan II et OC la position initiale de 
la perpendiculaire abaissée du point O sur la base du cône : 

A l'époque t — o, l'axe instantané de rotation est situé dans 
l'angle COO' et le sens de la rotation initiale est choisi de 
telle sorte que le corps S appuie sur le plan II. 

C O N C O U R S D ' A G R É G A T I O N DE 1 8 9 5 . 

S O L U T I O N DE LA Q U E S T I O N DE M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S ; 

PAR UN CORRESPONDANT (*). 

Première et deuxième Partie. — Je rappelle la 
proposition bien connue suivante : 

Le lieu des pôles d'un plan fixe par rapport à toutes 
les quadriques d'un faisceau tangentiel est une droite; 
chaque point de cette droite est le pôle du plan par rap-
port à une surface déterminée du faisceau. En particu-
lier, le lieu des pôles d'un plan fixe par rapport aux 
quadriques hoinofocales est une droite perpendiculaire 
à ce plan. 

Cela posé, je considère le faisceau tangentiel des 
quadriques S inscrites dans la développable circonscrite 
à un ellipsoïde E et à une sphère S de centre A; je dis 
que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
plan II satisfasse à la condition indiquée dans l'énoncé, 
d'être tangent à une quadrique S, au pied P d'une nor-
male issue de A, est que ce plan soit perpendiculaire à 
la droite joignant le point A à son pôle p par rapport à 
l'ellipsoïde E. 

( l ) Voir l'énoncé, ci-dessus, p. >5i. 
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La condition est nécessaire, car si j'appelle q le pôle 

du plan II par rapport à la sphère, ce point est sur la 
perpendiculaire abaissée du centre A sur le plan; cette 
perpendiculaire, contenant les pôles P et q de II par 
rapport à S et S, passera par le pôle p du même plan II 
par rapport à l'ellipsoïde E, et Ap sera bien perpendi-
culaire à n. 

La condition est suffisante, car si la droite A p est per-
pendiculaire à II, elle passe par le pôle q de ce plan par 
rapport à comme elle passe par p et q, elle est le lieu 
des pôles du même plan par rapport à toutes les qua-
driques S} le point P, commun à la droite et au plan, 
est alors le point de contact de celle des quadriques S 
qui est tangente au plan, et la normale à cette surface 
passe bien par le point A. 

Les plans II qui satisfont à la condition précédente 
constituent un ensemble bien connu de plans ; les points p 
sont les points de la cubique des pieds des normales 
abaissées de A sur l'ellipsoïde E, et les plans II sont les 
plans de la développable de troisième classe, polaire 
réciproque de cette cubique par rapport à cet ellipsoïde 5 
cette développable est inscrite dans le tétraèdre formé 
par les plans de coordonnées et le plan de l'infini. La 
cubique et la développable précédentes jouent dans 
l'espace le même rôle que l'hyperbole d'Apollonius et 
la parabole de Chasles dans la théorie des coniques. 

Étant donné un plan II, le lieu de ses pôles par rap-
port aux quadriques S est la droite Ap\ c'est aussi le 
lieu des pôles du même plan par rapport aux qua-
driques H, liomofoeales à l'ellipsoïde, d'après la pro-
priété de A p de passer par p et d'être normale au plan II. 
Le point A de cette droite est alors, comme 011 le sait, 
le pôle de II par rapport à une quadrique S et aussi par 
rapport à une quadrique II \ les réciproques sont exactes. 
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Si A est, en eiï'et, le pôle de II par rapport à une qua-
drique S, Aq est le lieu des pôles de H par rapport à ces 
quadriques, et elle est perpendiculaire à ce plan II, qui 
satisfait dès lors aux conditions .de l'énoncé; si, d'autre 
part, A est le pôle de EL par rapport à une quadriqueH, 
le lieu des pôles de II par rapport aux homofocales H 
est la perpendiculaire abaissée de A sur le plan II, et 
cette droite contient le pôle p par rapport à l'ellip-
soïde E; A p est donc encore perpendiculaire au plan II. 
On voit ainsi que la développable constituée par les 
plans II est identique à la développable formée par les 
plans polaires de A par rapport aux quadriques H homo-
focales à E. 

En considérant maintenant le point à l'infini sur la 
droite Apq normale au plan O, ce point est le pôle du 
plan II par rapport à une quadrique S} cette quadrique 
admet alors le plan II comme plan principal. Récipro-
quement, si un plan II est plan principal d'une qua-
drique du faisceau S, le lieu de ses pôles par rapport à 
toutes les quadriques de ce faisceau est la normale au 
plan menée par le point <y, qui est son pôle par rapport 
à la sphère S, et cette normale passe par A; dès lors le 
plan II satisfait aux conditions de l'énoncé. 

Troisième et quatrième Partie. — Par un point M 
de l'espace passent trois plans de la développable; cha-
cun d eux est le plan polaire de A par rapport à une 
seule surface H; on peut donc considérer comme coor-
données particulières de M les paramètres déterminant 
les trois quadriques homofocales correspondant aux 
trois plans issus de ce point. 

Pour exprimer les coordonnées x, y, z du point M 
au moyen des trois paramètres A, ¡jl, v des quadriques 
précédentes, nous considérerons le plan polaire du 
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point A (x0,y-0, z0) par rapport à la surface 

u y2 & H = L- h i = o, 
r a 2 — p b1 — p c2 — p 

liomofocale à l'ellipsoïde; les coordonnées de ce plan 
sont 
/T\ „ — xo — Vo — . 

a 2 — p ¿>2 — p c — p 

ces équations définissent, lorsque p varie, les plans suc-
cessifs de la développable. 

En écrivant qu'un de ces plans passe par le point 
( x , y , z ) on a une équation en p qui est du troisième 
degré; en désignant par pi, V ses trois racines, on a 
identiquement 

a^o yyo —o _ ( (p — X ) ( p - fx)(p — v) 
a 2 — p ô* — p ' c2 —p ( a 2 — p)(b* — p ) ( c 2 — p ) ' 

et la méthode classique de décomposition du second 
membre en fractions simples donne les valeurs sui-
vantes pour x, y, z : 

('2) yy-

X'Q (¿>2— <z2 ) (c2 — a 2 ) 

(¿>2 — l)(b2— { J l ) ( ^ 2 _ v ) 

( c 2 — X ) ( c 2 — [JL)(c 2 — y ) 

¿ 0 ( a 2 - c 2 ) ( 6 2 — c*) 

Si l'on suppose dans ces formules que les deux nom-
bres ¡JL et v deviennent égaux, et si l'on y regarde X et ¡x 
comme paramètres variables, elles définissent la sur-
face développable du quatrième ordre, enveloppe des 
plans II; lorsqu'on y laisse ui constant, x, y, z sont les 
coordonnées des points successifs d'une génératrice de 
cette surface; au contraire, lorsqu'on y laisse X con-
stant, y. z sont les coordonnées des points d'une 
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conique; cette conique est située dans le plan polaire 
de A, par rapport à la surface Hx, et constitue une partie 
de l'intersection de la surface développable par ce plan; 
le reste de l'intersection est constitué par la génératrice 
de contact de ce même plan et de la surface, cette gé-
nératrice étant comptée comme droite double. 

Si l'on suppose que X, JJL et v deviennent égaux, les 
formules donnant x, y, z définissent alors, quand X 
varie, les points successifs de la cubique gauche arête de 
rebroussement de la développable; cette cubique admet 
comme plans osculateurs particuliers les trois plans de 
coordonnées et le plan de l'infini. 

Je vais montrer que le lieu des points M pour lesquels 
les trois plans fi qui y passent sont rectangulaires est la 
droite OA; cette droite joue pour la développable le 
même rôle que la directrice pour une parabole. Pour 
cela, je remarque d'abord que les plans T1 sont en même 
temps les plans principaux des quadriques du faisceau 
tangentiel S ; les centres de ces quadriques ont précisé-
ment pour lieu la droite OA, et de chaque point de cette 
droite sont issus trois plans IT rectangulaires, savoir les 
plans principaux de la quadrique S ayant son centre en 
ce point. 

Il reste à faire voir qu'il ne peut exister d'autres 
systèmes de plans II formant un trièdre trireetangle que 
ceux que nous venons de mentionner; supposons en 
effet qu'il en existe, considérons l'un d'eux, et désignons 
par II, l'un des trois plans qui Je constituent, par II2 et 
II3 les deux autres et par D, l'intersection de ces derniers. 
Le plan II, est plan principal pour une quadrique que 
nous appellerons S, et dont nous désignerons le centre 
par M, ; ce point M, est le sommet d'un trièdre triree-
tangle constitué par les plans principaux de S,, et dont 
les faces appartiennent à la développable des plans TT; 
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l'une de ces faces esl le plan II*, et les deux autres vont 
passer par le point d1 situé à l'infini dans la direction Df 
qui est normale à IJ4. 

Or par ce point d{ ne passent, outre le plan de l'in-
fini, que deux plans de la développable ; on en conclut 
que les plans II2 et il3 ne peuvent différer des deux autres 
plans principaux de S h et que le sommet du trièdre pri-
mitif doit se confondre avec Mi. 

Nous avons ainsi montré que les systèmes de trièdres 
trirectangles formés de plans de la développable sont 
identiques aux systèmes de plans principaux des qua-
driques S successives. 

Cinquième et sixième Partie. — La section de la 
surface enveloppe des plans II par un de ces plans se com-
pose, avons-nous dit, de la génératrice de contact comptée 
comme droite double, et d'une conique enveloppe des 
traces des autres plans de la développable sur le premier. 
Cette conique est complètement déterminée, car elle est 
tangente à la génératrice de contact de son plan, et aussi 
aux traces de ce plan sur les plans de coordonnées et sur 
le plan de l'infini : elle est donc une parabole. 

Nous déterminerons par le calcul le lieu des foyers de 
ces paraboles, en cherchant les coordonnées du foyer de 
celle de ces courbes qui est située dans un plan donné 
de la développable. Si nous nous reportons aux équa-
tions (2) et si nous y supposons X fixe, IL et v variables, 
elles fournissent les coordonnées des points du plan 
représenté par l'équation 

, Wo , zz* r_n. 

et ce plan, que nous appellerons II>0 appartient à la dé-
veloppable. A chaque système de valeurs données à p. 
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et à v correspondent deux autres plans ÏIa et IIV repré-
sentés par les équations 

xx0 yyo ( ZZ^ 
a 2 — jjl ' 62 — JJL c 2 — p 

xx{) xro 
a 2 — v 6 2 — V C2— V 

et les traces de ces deux plans sur le premier sont deux 
tangentes à la parabole qui y est contenue; enfin, les 
valeurs de x, y, Z fournies par les équations (2) sont 
précisément les coordonnées du point de rencontre de 
ces deux tangentes. 

Pour que ce point soit le foyer de la parabole du 
plan nx, il faut et il suffit que les droites d'interscction 
de ce plan avec les plans et IIV soient deux droites iso-
tropes, c'est-à-dire rencontrent le cercle imaginaire de 
l'infini. 

Ces conditions sont exprimées par la relation facile à 
obtenir 

<p(ix) .-= c2)2(a2—X)202— hO2 = o 

et par la relation analogue 3>(v) = o obtenue en rem-
plaçant u par v ; autrement dit, les deux paramètres JJL et v 
doivent être les deux racines de l'équation <É>( [ji) = o, 
où X est fixe, et où a est l'inconnue. 

Il suffit de transporter les valeurs de ces racines à la 
place de p, et v dans les formules (2) pour obtenir les 
coordonnées du foyer; la valeur de x est 

x = x0(b* — a2)(c2 — a2)-
: ( a 2 _ X ) 2 ( 6 2 _ _ c 2 ) 2 7 2 z 2 

et celles de y et de z sont analogues. 
O11 voit que, lorsque X varie, le foyer décrit une 

cubique gauche. 
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[Q4a] 
T H É O R I E D E S R É G I O N S ; 

PAR M. E. CAIIEN. 

1. On sait que ti points distincts déterminent sur 
une droite n ~h i segments. 

Dans un plan, n droites, dont deux quelconques ne 
sont pas parallèles, et dont trois quelconques ne passent 
pas par un même point, déterminent 

n (n — i) n 
— 1 H i 

> i 
régions. 

Dans l'espace, n plans, dont trois quelconques ne sont 
pas parallèles à une même droite et dont quatre quel-
conques ne passent pas par un même point, déter-
minent 

n ( n i > ( n — 2) , n (n - r ) n 
. > 1.2 1 

régions. 

Ces formules se généralisent. Considérons, dans 
l'espace à p dimensions, 11 variétés à p— 1 dimensions. 

Supposons que p -j- 1 quelconques de ces variétés ne 
passent pas par un même point et que j) quelconques ne 
soient pas parallèles à une même variété à une dimension. 
Je dis que le nombre de régions qu'elles forment est 

i.2...p 
n {n — 1 ) . . . ( n — p -h 2) n 

\ .2.. A p 1 ) + 
Ann.de Mathémat., 3e série, L XVI. (Décembre 1897.) 
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Cette formule s'établirait d'une façon analogue aux 
précédentes. On établirait d'abord la formule 

P S = P £ - . + PS={; 

puis, de proche en proche, 011 en déduirait la formule 
précédente. 

3. L'énoncé purement algébrique de la question pré-
cédente est le suivant : 

Etant données n fonctions linéaires de p variables, 
de combien de combinaisons de signes sont-elles suscep-
tibles ? 

On suppose que les déterminants d'ordre p-b-i, 
formés avec les coefficients des variables et les termes 
indépendants dans p -h 1 fonctions quelconques, ne 
soient pas nuls, et qu'il en soit de même des détermi-
nants d'ordre p formés avec les coefficients des va-
riables dans p fonctions quelconques. 

Dans ces conditions, ce nombre est P^. 
Remarquons que, si 

1 n — A 5 

ce qui veut dire que les n fonctions peuvent prendre tous 
les signes possibles. Autrement dit : 

Un système de n inégalités du premier degré ci p in. 
connues9 dont les premiers membres satisfont aux 
conditions indiquées plus haut est toujours compatible 
si n^p. 

i. Théorème 
P S - H P N ~ P ~ I = 

Ce théorème se déduit immédiatement de la formule 
qui donne Vp

n. 
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o. Maintenant, étant données n fonctions linéaires 

Xl9 X2, . ., X„ à p variables x,, j?2, . . ., x p i satisfai-
sant aux conditions ])récédentes, quelles sont les combi-
naisons de signes, au nombre de P^, dont elles sont 
susceptibles ? 

Supposons que nous sachions résoudre ce problème 
pour la valeur n — i de l'indice n. Soit G une combi-
naison de signes possibles pour les fonctions X|, 
X2, . . . , X/¿_í. 

Nous allons chercher de quel signe est susceptible Xrt, 
étant donné que X{, X2, . . ., «Ht les signes de la 
combinaison C. Nous recommencerons cette détermina-
tion pour toutes les combinaisons C et le problème sera 
résolu. 

D'abord, la fonction X„ est-elle susceptible des deux 
signes (*)? Si oui, elle sera, par continuité, susceptible 
de s'annuler. Posons donc X„ = o. 

On tire de cette équation la valeur de xp, par 
exemple, en fonction de xt. x2, On porte 
cette valeur dans les fonctions XM X2, . . ., X ^ . Ces 
fonctions deviennent fonctions de p — 1 variables, et 
l'on verra si ces fonctions sont susceptibles des signes 
de la combinaison C. Si oui, c'est que cette combinaison 
est compatible avec les deux signes de Xw. 

Sinon, elle n'est compatible qu'avec un signe de X/z 
qu'il reste à déterminer. Il suffit pour cela de substituer 
dans X,/ un système de valeurs de xK , a 2 , . . . ,xp donnant 
à X,, X2, . . les signes de la combinaison C; ou 
encore un système de valeurs annulant p de ces fonc-
tions et donnant aux n — p — i autres les signes de la 
combinaison C (2). 

( 1 ) En langage géométrique: la variété X n = o traverse-t-elle la 
région C? 

(2) En langage géométrique : un sommet de la région C. 
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Ce système de valeurs u'annule pas X.„, puisque, par 

hvpothèse, p -f- i fonctions ne s'annulent pas pour une 
même valeur des variables. On obtient donc pour Xn 
un certain signe qui est le signe cherché. 

Les calculs sont très simples pour p = i. Pour p = 2, 
la représentation géométrique est très facile à effectuer 
exactement, et remplace avantageusement le calcul. 

G. Nous allons montrer que le cas de p -f- h fonc-
tions ci p variables se ramène ci celui de p -f- h fonc-
tions ci h — 1 variables. 

Le problème est ainsi simplifié si 
h — i<p . 

Soient X,, X2, . . ., Xpy , . . ., Xp+h ces p + h 
fonctions linéaires de p variables. 

Cherchons à déterminer , ou, . . ., a^, OLp+\ , . - ., 
de façon que 
(1) ai Xi H- a2 X2 -f-. . .-ha^Xy.-r- X/>+1 -p. . >+a /J+/ iX jB4./{. 
soit identiquement nulle. 

Nous obtenons p 1 équations linéaires entre les 
p -f- h quantités a ; nous pourrons exprimer ces p -+- h 
quantités en fonctions linéaires de h — 1 variables. 
Déterminons lesP^~¿ combinaisons de signes dont elles 
sont susceptibles. Ces combinaisons sont impossibles 
pour les fonctions X, puisque l'expression (1) est iden-
tiquement nulle. 

Ce sont d'ailleurs toutes les combinaisons de signes 
impossibles pour les fondions X. En effet, le nombre 
de ces combinaisons impossibles est ?>P+h — Pp

p+h. Or ce 
nombre égale d'après le théorème du 11o 4. 

Exemple : 
Xt = 3 ^ - t - x2—xz-v- 2, 
X, — XT -f- X2 -f- xz -h I , 
X3 = — Xç>-+- 1x3 3, 
Xv = 6¿ri -p 7.X2 — 5.r3 -r- 6, 
X;; = IXx 2X2 -h x:i -f- I I . 
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d'où 
otiXj-f- a 2 X 2 - f - a 3 X 3 - f - «4X4-+- « 5 X 5 == o, 

3»] -t- a2-f- 4 «3-+- 6a4-h 2a5 = o, 
al -+- a2— «3-1- 2 «4 2«5 = O, 

— H-a 2 H-aa 3 —5*4-+- oló = o, 

•2«! -+- a2 -h 3 a3 -+- Ga4 -f-11 — o, 

<*i 
463 a 5 — 19 — j 

41 

a3 = 

«4 — 

4' 
• 94 «5- • 9/A 

41 
— i 5 5 a s — 4 

4i 

Les combinaisons de signes possibles pour a n ou, a3, 
a/t, a5 et par suite impossibles pour X u X2, X3, X/4, X;i 
sont contenues dans les colonnes du Tableau suivant, 
dont la construction est facile à comprendre. 

<x-6 —co 
4 7 

I 
3 3 

JJL 
463 

7. Dans ce qui précède nous avons supposé que p -f-1 
quelconques des variétés ne passaient pas par un menu; 
point. Voyons ce qui arrive dans ce cas, ou plus géné-
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ralement ce qui arrive lorsque À des variétés à /; — i 
dimensions passent par une variété de dimension h. 

Soit h) le nombre de régions formées. On peut 
calculer ces expressions de proche en proche parla for-
mule 

p;;( kt h ) - ]>/; ,.t ( k, h > + p g i \ (k, h -1>, 

valable pour n — î A", et qui ramène le calcul de 
h) à celui de P%(k,h). Ce dernier se fera au 

moyen de la formule 

Pj?(/\ h ) - P L t ( /• - i J i ) -h ( k - i j i ) . 

On arrive ainsi par un calcul de récurrence sans dif-
ficulté à la formule générale 

= + + + C £ _ / , ) ( I G } , . f + C |_ . t h - . . G ? : ' 

c î t ; , ( i cr'*""1) 
+ c i - + - c | . - . . c r / , _ 2 ) 

C£ désignant comme à l'ordinaire l'expression 
r(r— ! ) . . . ( / • — .s -f-1) ^ 

i . 2. . . s 

Cette formule est générale en faisant les conventions 
que 

P g (A-, h ) = Pg 

lorsque h ^— i et que 
P P ( k , h ) ou Pg 

sont égaux à un quand p — o et à zéro quand p est né-
gatif. 

8. Une autre singularité que peuvent présenter les 
FI variétés c'est que K d'entre elles soient parallèles à 
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une même variété de dimension h. Si l'on appelle 

h) le nombre de régions formé, ou trouve 
ng(*f h) = ( i - 4 - c i . . . - + - c r " ) ( i C ; U - f - . . C Î U ) 

+ c ; t i ( i + c i . + . . . + c r A - 1 ) 

- t - C g l ^ n - C ' , ) 
- f - C g ^ . 

9. Maintenant si l'on considérait « variétés à p— i 
dimensions dont k passent par une variété de dimen-
sion /?, k' par une variété de dimension /¿', etc., Zr4 sont 
parallèles à une variété de dimension /z,, k\ à une va-
riété de dimension h\, etc. ; sans établir de formule gé-
nérale, on pourra, en tout cas, calculer le nombre de 
régions formées. 

Par exemple, cherchons le nombre de régions for-
mées par six plans, dont trois passent par une même 
droite D et trois par une autre droite D' ne rencontrant 
pas D. 

Faisons abstraction d'un plan, les cinq autres forment 
P | ( 3 , i) = 2'à régions. 

Or le sixième plan coupe les cinq précédents suivant 
cinq droites, dont trois passent par un même point et 
deux coïncident. Le nombre des régions formées par 
ces droites est 

Pf (3, o) = 10. 

Donc le nombre cherché égale 22 -f- 1 o = 32. 
Si les deux droites D et D' se rencontraient, il fau-

drait raisonner autrement et Ton trouverait 
9.8 régions. 

De même la détermination des combinaisons de signes 
correspondant à chacune de ces régions se fera par une 
méthode analogue à celle du n° o. 
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[A31] [ H 1 2 b a ] 

R A C I N E S DE Q U E L Q U E S É Q U A T I O N S T R A N S C E N D A N T E S . 

I N T É G R A T I O N D U N E É Q U A T I O N AUX D I F É R E N C E S M Ê L É E S ; 

PAU M. E.-M. LÉMERAY. 

On peut facilement ramener quelques équations 
transcendantes aux types 

= ax, xx — a, 

que j'ai étudiés dans deux .Notes précédentes (décembre 
i Sc>6, février 1897). Soit l'équation 

.rx'm — a. 

élevons les deux membres à la puissance m, puis posons 
xm=y, a'" = Z>, elle devient 

y y = b. 

lù/nation xax — b. — Elevons a à la puissance expri-
mée par les deux membres, on a 

( a-' ) "x — ah — c. 
d'où 

a-v — \/c et ¿r — b(\/c)~{-

L'équation a ' — h x se ramène à la précédente en l éeri-
vaut 

j-ia î V /•-'«, 

l/équation a-1'= x -+- b se ramène à son tour à la pré-
cédente en écrivant 

a-' ' t' — af'\ ./• b ). 

et [»«»saut X {- b — y. 
On peut ('•gaiement réduire les équations un peu plus 
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( ax )l, rC — m, ( a x)P b{1r]C = m, ( x -j- k )m aPx^l = b. 

Pour la première posons a x = y , élevons les deux 
membres à la puissance h~K cci€\ posant ensuite } c = z, 
ml>~lca< __ eJJe devîent 

Pour la deuxième posons encore ax élevons à la 
puissance p~{ c, on est ramené à la forme zAz= B. La 
troisième se ramène au même type en posant x -f- k = y. 
En achevant les calculs, on remarquera que x s'exprime 
sans que le signe logarithmique y figure. 

En résolvant ces équations, il faut d'une part élimi-
ner les racines étrangères introduites*, de l'autre, con-
stater que l'on a obtenu toutes les racines de la propo-
sée. Cherchons, par exemple, les intersections réelles 
des deux courbes y = ax et y = bx- (a >> i et b > o). 

La fi g. i nous montre qu'il y a toujours une racine 

réelle négative et qu'il peut exister deux racines réelles 

Pour résoudre l'équation ax = bx2 qui rentre d'ail-
leurs dans un des types signalés plus haut, on peut 

o 

égales ou inégales 
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l'écrire 

s/a — sjb x, 
et l'on a 

Pour que les deux racines positives soient égales il faut 
que l'on ait 

e 
c'est-à-dire 

rc 
ou encore 

~ i ijb 
e'J ou a — e c . 

Si a est plus petit que cette valeur, on aura deux racines 
réelles inégales. Il est clair qu'il faut prendre les radi-
caux \Ja et sjb avec le seul signe H-. On n'obtient-pas 
ainsi la racine négative. Pour l'avoir on changera x en 
— x et l'on est amené à résoudre l'équation 

> ' • r x 1 i > qu on peut ecrire x\/a = — et 1 on a 
\/t? 

x — — ( V ^ y / ^ ) , 

qu'il faudra changer de signe; ainsi les trois racines 
réelles seront données par la même formule où \ja est 
pris avec le signe + ; sjb avec le signe H- pour avoir 
les deux racines positives, et avec le signe — pour avoir 
la racine négative. 

Le symbole de la surracine deuxième permet encore 
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de résoudre quelques questions. Considérons la courbe 
représentative de la fonction 

y = \J alJL — x'2 

[en coordonnées polaires l'équation de cette courbe 
est p = aPcosw j en coordonnées semi-polaires (abscisse 
et rayon vecteur) elle est p — ax\ Pour a i, elle 
peut présenter trois formes, suivant que a est plus petit 

t i i 
que égal à e* ou plus grand que e{>. On trouve facile-
ment que pour x infini et positif elle est asymptote aux 
courbes y ~ ± a x {fig. 2), qu'elle est tangente à ces 
courbes pour x = o ; qu'en chacun des points réels où 
elle coupe l'axe Ox, elle admet une tangente parallèle 
à Or. 

Cherchons les abscisses de ces points d'intersection \ 
pour y•= o il faut avoir ax = x ou a~x = x\ les deux 
racines réelles positives seront les deux valeurs de 

y a 
1 1 

égales si a — ee, inégale si a est plus petit que ee. La 
1 racine négative sera — ., 

ya-t 
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Cherchons aussi les abscisses des points où la courbe 
admet une tangente horizontale. On a 

dy alxLa — x 
dx y a'lx— x-

On a donc à résoudre l'équation a-xLa— x : 
La .. . posons x = — ; il vient 

•2 L A ^ 
a z — -

on a doue 
z — \J a—-L" 

Z- rrr ^ • 

La 

y a-*'« 

Les deux valeurs seront distinctes, si la surracine en 
a deux, c'est-à-dire si l'on a 

i 
i < < e':. 

Les deux valeurs seront égales (point stationnaire) si 
l'on a 

• i 
a*Ln == el\ c'est-à-dire L a — —— « 

y^e 
L'abscisse est alors 

t l'ordonnée a pour valeur 

' - \ T - \ - \ f v 
Elle est donc égale à l'abscisse. 
Quand on fait a égal à i, la courbe se réduit à un 

cercle de rayon i, décrit autour de l'origine pour centre 
et à une droite parallèle à O y à l'infini. 

Intégration de l'équation 
yim+p) ayiHj) — O, 
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dans laquelle a et i sont deux constantes, y_¿ étant la 
valeur de la fonction quand la variable a pour valeur 
x — i. 

D'après la série de Taylor, on a 

y^p —y(m) Ji. y{m->r\) _J_ yim-1-2) . . . . 

On a donc à résoudre l'équation linéaire d'ordre in-
fini à coefficients constants 

O = y(fn-hp) a ^y('n) y(m-hl) # . 

L'équation caractéristique peut s'écrire 
rm+p — arme-ir — Q> 

Elle admet d'abord les m racines = o 5 ce qui don-
nera un polynome de degré m représentant l'ensemble 
des m intégrales particulières indépendantes de i ; il reste 

rP = ae~ir. 

Pour la résoudre, élevons les deux membres à la 
1 puissance - ? 

(a~P~l)r = (e~'P~y\ 

ce qui la ramène à la forme Ax — ~BX vue précédem-
ment, et les racines seront 

r — it aP~x { j j eP \ 

Suivant les valeurs attribuées aux quantités a, p, 
il pourra ou non exister des racines réelles; il y en 
aura trois au plus. E11 désignant par P, R, S ces trois ra-
cines, on en tire les intégrales particulières 

y = Cm+i eVx\ y=Cm+*e**, y = Cm+3e** (*). 

(') Si R et S sont égales, on aura y = + Cm+2x). 
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En ce qui concerne les racines imaginaires qui sont 

conjuguées deux à deux, et d'ordre simple, elles ont 
pour valeurs 

p~UaP~l) zt y/^T v(— iaP'*)], 

u et v étant les fonctions considérées dans notre Note 
du numéro de février. 

En ne tenant pas compte des racines étrangères, que 
Ton reconnaîtra d'ailleurs facilement, il restera une in-
iiniié d'intégrales particulières de la forme 

y — eaP'\nz.ur j ^ COS [ O.P — 1 C ( ^ )] X -+- B si 11 [ aP~X V ( 3 )] X ¡ , 

où l'on a posé 

—p~x iaP-1 = (z), 

et A et B étant deux constantes arbitraires. 

[ 1 4 ] 

SUR LE C A R A C T È R E QUADRATIQUE DU N O M B R E 3 

P A R R A P P O R T A UN N O M B R E P R E M I E R Q U E L C O N Q U E ; 

P A R M . R A O U L B R I C A R D . 

Euler, Legeudre et plus récemment Stieltjes (1 )• ont 
donné des démonstrations simples des tliéorèmes rela-
tifs aux caractères quadratiques des nombres — i et 2 
par rapport à un module premier. Je me propose d'in-
diquer dans cette Note comment 011 peut, par une mé-
thode élémentaire, déterminer les nombres premiers 
dont le nombre 3 est ou n'est pas résidu quadratique. 

( ' ) Voir Y Introduction ¿i l Etude de la Théorie des Nombres et 
de V Algèbre supérieure, de MM. E. Iîorcl et J. Dracli. 
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Soit p un nombre premier et mx un nombre quel-

conque de la suite 2, 3, . . ., p — 1. On peut détermi-
ner un nombre entier inférieur à p et tel que l'on ait 

/?? ! z??2 == mx — 1 ( mod p). 

Il est évident que l'on n'a ni 
/n2 === o (mod/?), 

ni 
m2 = 1 (mod/?); 

rn2 appartient donc à la même suite que 
Le nombre m2 ainsi obtenu permet de déterminer un 

nombre ra3, appartenant à la suite 2, 3, . p — 1, 
tel que l'on ait 

m2 rriy-= m2 — 1 ( mod p ), 
et ainsi de suite. 

La suite de nombres ainsi obtenue, n , 77/2, m3, . . . 
donne lieu aux remarques suivantes : 

i° Si m2 est différent de il en est de même de 
tnz. En eiïèt, 011 aurait, dans le cas contraire, 

m2 m 1 m 2— 1 = m\ — * (mod /?), 
d'où 

ce qui serait contraire à l'hypothèse. 
2° On a toujours, au contraire, 

== n\\. 

Ecrivons, en effet, de la manière suivante, les con-
gruences qui déterminent successivement les nombres 
/a/o, m3, m i : 

1)1̂ (111%—1) ==—1 (mod/?), 
7tt27ft3=7tt2—1 (mod/?), 

ra2(m3—1)=—1 (mod/?), 
—1 (mod/?) . 

La seconde congruence est écrite de deux manières 
différentes. 
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Multiplions membre à membre la première et la 
deuxième congruence. Opérons de même sur la troi-
sième et la quatrième. 11 vient, après divisions par des 
facteurs incongrus à zéro, 

nii m2 m 3 == — i ( mod p ), 

m<L m4 == — 1 ( mod p), 

d'où Ton tire 
(nii—/n!i)m2mz==o (mod p), 

et, par suite, 
m J = m4. 

3° Enfin il peut arriver que l'on ait m2 = mt. Alors 
tous les termes de la suite 111̂  m2, . . . seront iden-
tiques. ///.| est dans ce cas une racine de la congruence 

x- — x - - i FEH? o ( mod p ), 

qui admet aussi la racine p -j- 1 —m, et celle-là seule-
ment, comme 011 le voit immédiatement. Cette nou-
velle racine est nécessairement distincte de la première, 
si l'on suppose p 3. En effet, 011 aurait, dans le cas 
contraire, 

,, . P-H I mx — p -+- 1 — ni. d ou m y = > 
-À 

et, par suite, 

Î ^ A - C ' v ' ) - . . . ( . « o d / , , , 

ou 
p2-r- l - O (mod/,'), 

congruence impossible. 
On peut résumer ainsi ce qui précède : si la con-

gruence 
x2 — x -h 1 == o ( mod p ) 

est impossible, les nombres de la suite 2, 3, . . ., p —1 
se répartissent en un certain nombre de groupes de trois 
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termes, et l'on a nécessairement 

p — 2 == o (mod 3) , 

et le nombre p est de la forme 3 ̂  -ha. 
Si au contraire cette congruence est possible, la même 

suite comprend deux nombres satisfaisant à celte con-
gruence, plus un certain nombre de groupes de trois 
termes. 

On a alors 
p — i — 2 = 0 ( mod 3 ). 

Le nombre p est de la forme 3 <7 -4- 1. 
Les réciproques sont évidemment vraies. 
Remarquons maintenant que la congruence 

x- — x -h 1 == o ( mod p ) 
peut s'écrire 

( 1 x — 1 )2 f 3 = o ( mod p ). 

Elle est donc possible ou impossible, suivant que 
l'on a 

(?)- - (?)--
et l'on en déduit le théorème suivant : 

Le nombre — 3 est résidu quadratique des nombres 
premiers de la forme 3q -4- 1, et non résidu des nom-
bres premiers de la forme 3 <7 -h- ^ -

En combinant ce théorème avec les théorèmes rela-
tifs au caractère quadratique du nombre —1, on ob-
tient f a c i l e m e n t la valeur du symbole ^ ^ pour toutes 
les valeurs du nombre premier p. Je n'insiste pas sur 
le résultat bien connu que Ton obtient ainsi : mon but 
était simplement de montrer comment on peut y par-
venir par les procédés les plus élémentaires, 

Ann. cle Atathémat3e série, t. XVI. (Décembre 1 8 9 7 . ) 



( 54o ) 

CERTIFICATS D'ÉTUDES SUPÉRIEURES 

DES FACULTÉS DES SCIENCES. 

SESSION DE JUILLET 1897. - COMPOSITIONS. 

Lille. 

CERTIFICAT D E CALCUL D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

1. Énoncer et démontrer les propriétés principales 
des fonctions définies par les égalités suivantes 

On suppose que Von donne à w toutes les xmleurs 

w, a/ étant deux constantes données dont le rapport 
est imaginaire, k et k' deux entiers susceptibles de 
prendre toutes les valeurs entières positives ou négatives 
ou nulles sans pouvoir toutefois s'annuler en même 
temps. 

Montrer comment toute fonction doublement pério-
dique et méromorphe peut, s'exprimer à Vaide d'une 
fonction £(z) et de ses dérivées. 

2 . Intégrer l'équation linéaire 

comprises dans la formule 

w = ik w -h 2 k'tu', 
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JY. B. — IJéquation algébrique qu'on est conduit à 

résoudre a ses racines comniensurables. 

C E R T I F I C A T D E G É O M É T R I E S U P É R I E U R E . 

1. Donner les différentes définitions des lignes de 
courbure d'une surface; montrer qu elles sont équiva-
lentes; établir l'équation différentielle des lignes de 
courbure : application aux surfaces du second ordre. 

Démo titrer les propriétés foîid amentales des lignes 
de courbure en général, leur conservation dans la 
transformation par inversion, leur rôle dans la théorie 
des systèmes triples orthogonaux. 

2. Lignes asymptotiques d'une surface de résolu-
tion; déterminer le méridien de telle sorte que les 
lignes asymptotiques se projettent sur le plan des pa-
rallèles suivant des spirales logarithmiques ayant le 
pied de l'axe pour pôle. 

C E R T I F I C A T D E M É C A N I Q U E R A T I O N N E L L E . 

1. Établir les équations de Lagrange pour un 
point matériel mobile, sans frottement, sur une surface 
fixe ou mobile. 

2° En supposant que cette sut face soit fixe, et que 
la force appliquée au mobile dérive d'un potentiel, ra-
mener les équations du mouvement à la forme cano-
nique; puis montrer que, si l'on en connaît une inté-
grale première, distincte de celle des forces vives, leur 
intégration s'achève à l'aide de quadratures. 

2. Un tube homogène pesant ÂB, de section négli-
geabley et ayant la forme d'une demi-circonférence, 
est suspendu à une tige rectiligne horizontale fixe xx', 
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à l'aide de deux tringles CD, C ' D ' terminées par des 
anneaux 1res petits D et D'. Ces tringles, invariable-
ment fixées au tube en C et C, sont égales et symé-

triquement placées, de manière que, dans toutes les po-
sitions du tube, le diamètre AB reste parallèle à xx'. 

Quand le tube AB est immobile dans sa position d'é-
quilibre stable, on abandonne à elle-même en A , sans 
vitesse mitiale, une petite sphère pesante S, ayant un 
diamètre un peu inférieur à celui du tube, de manière 
quelle puisse y pénétrer. 

On demande d'étudier dans ces conditions, et sans 
tenir compte du flottement, les mouvements de la 
sphère S et du tube AB. On désignera par m la masse 
de cette sphère et par m' la masse du solide formé par 
le tube et les deux tringles. 

C E R T I F I C A T D ' A S T R O N O M I E . 

1. Détermination de la parallaxe du Soleil par les 
passages de Vénus. 

N. B. — On suppose connues les formules de la pa-
rallaxe en longitude et en latitude, savoir 

r 0 P c o s X 0 _ r0 P sin X0 . . . 
ùt — ; s i n ( l — L) , oÀ = : sin( À — © ), 

COSÀ s i n A ' 

/*o, /0, A0 étant les coordonnées écliptiques du lieu 
d'observation, / , \ P la longitude, la latitude et la 
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parallaxe horizontale de Vastre observé, co un angle 

défini par la formule langcp = ) 

C E R T I F I C A T D E MÉCANIQUE A P P L I Q U É E . 

1. Théorie du volant. On traitera seulement les 
questions suivantes : 

i° Rôles distincts du volant et du régulateur ; 
2° Formule permettant de déterminer le moment, 

d'inertie, le poids et les dimensions du volant, con-
naissnnt la puissance 4> de la machine en chevaux, le 
nombre de tours N par minute, le coefficient de régu-
larité m, le rapport 

oh T désigne le travail moteur pour un tour et Ô la 
plus grande valeur de la différence entre le travail 
moteur et le travail résistant, et enfin la valeur v 
adoptée pour la vitesse moyenne à la jante; 

3° Méthode employée pour déterminer le rapport K 
dans la pratique. 

2 * Une machine à vapeur pour laquelle on a <I>R=R3O, 

N = 6o, m = 8o, K = i o, v = i 2, fonctionne en régime 
no/ mal, quand, par suite d'un accident, les résistances 
sont brusquement réduites aux résistances passives, 
propres à la machine, qui représentent un travail égal 
au dixième seulement du travail moteur. On suppose 
en outre que le régulateur soit, par suite du même 
accident, empêché de fonctionner, de manière que le 
travail moteur par tour garde sa valeur normale. 

Dans ces conditions on demande de déterminer ap-
proximativement les nouvelles valeurs de la vitesse v 
après i, 2, . n tours, de manière à voir à peu près 
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le temps dont dispose le mécanicien, pour arrêter 
Varrivée de la vapeur avant que la machine ait pris 
une vitesse dangereuse. 

Marseille. 

CERTIFICAT D E MÉCANIQUE. 

Sur une droite horizontale Ox sont mobiles, sans 
frottement y trois points de même masse A, B, G. 

Le point A est relié au point B par un fil élastique, 
et le point B est relié au point C par un fil élastique 

0 C B A ^ 

identique au premier ; ces fils s1 allongent proportion-
nellement à leur tension. 

JL l'origine du temps, les points A, B, C sont sans 
vitesse et les fils sont, ci l'état naturel. 

On fait alors agir sur le point A une force F con-
stante et dirigée suivant 0 . r , et Von demande de 
trouver le mouvement du système sachant qu'on né-
glige la masse des fils, que la longueur primitive de 
chacun d'eux est a, et qu'une tension égale à F dou-
blerait la longueur de chacun de ces fils. 

On développera les valeurs des abscisses des mobiles 
en séries ordonnées suivant les puissances du temps, et 
Von poussera ce développement jusqu'à la sixième 
puissance inclusivement. 

SOLUTION. 

On est conduit au type d'équation 
ci- X 

o . r — h c o s kt - h a / 2 - i - 3 . rlt'l k 
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En négligeant t\ le point A est seul déplacé. 
En négligeant Z6, les points A et B sont seuls dé-

placés. 

CERTIFICAT D ' A N A L Y S E I N F I N I T É S I M A L E ( C A L C L L D I F F É R E N T I E L 

E T I N T É G R A L ) . 

I ° Soient 0 , r , Qy, O 2 trois axes rectangulaires, 
et soit z = / ( x , y ) Véquation d une surface rapportée 
à ces axes. 

Définir en un point le paraboloïde osculateur dont 
l'axe est la normale à la surface. 

En considérant Vindicatrice comme la section du 
paraboloïde osculateur par un plan parallèle au plan 
tangent au sommet et situé à une distance de ce plan 
égale à Vunité, trouver Véquation de la projection de 
Vindicatrice sur le plan xOy. 

Rappeler, sans démonstration, l'équation aux 
rayons de courbure principaux. 

On appellera p, ry .ç, t les dérivées partielles des 
deux premiers ordres de z par rapport ¿1 x et ci y . 

Soit posé t == x -h y y/ — 1, = X -f- Y y/— 1, on 
suppose que X et Y soient des fonctions réelles des deux 
variables réelles et indépendantes x et y , et tellement 
choisies que u puisse être considéré comme une fonc-
tion analytique de t. On peut représenter la variable t 
dans le plan xOy, et au point t élever une perpendi-
culaire au plan xOy, sur laquelle on prendra des lon-
gueurs respectivement égales 11 X et à Y. On aura ainsi 
deux surfaces, dont les équations peuvent être écrites 

3i = X(xty) et z2=\(x,y). 

Démontrer : 
1" Que Von a entre les dérivées partielles de zK et 
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de z2 les relations 

Pi = — q\, q-i^—Pu 
/'l — t\ — S2, r2 — 12 — S] 5 

2° /ES projections sur le plan xOy des indica-
trices des surfaces X et Y «mx points homologues sont 
deux hyperboles équilateres égides, et que les asym-
ptotes de Vune coïncident avec les axes de Vautre ; 

3° Que le produit des rayons de courbure princi-
paux est le même dans les deux surfaces aux points 
homologues. 

SOLUTION. 

Pour la première partie, on développe en série. Soit, 
en prenant le point sur l'axe des 2, 

3 — Zy = px H- qy h- rx- -h f±sxy -+- ty- H- . . .. 

Un point étant aune distance égale à l'unité du plan 
tangent au point (o, o, £0), on aura 

z' — z0 — px' — qy' _ } 

1-h p*-h q* 

et, s'il est sur la surface, on aura 
v/1 -h/>2-r- </2 = rx'*-1- isx'y'-r- ty'2 -+-.... 

Ou tire de là facilement la projection de l'indicatrice 
sur le plan des xy. 

Pour la seconde partie, voir le Traité des Fonctions 
elliptiques (2e édit., p. 8) de Briot et Bouquet. 

CERTIFICAT D ' A S T R O N O M I E . 

E P R E U V E É C R I T E . — I ° Définir la parallaxe d'un 
astre ; 

20 Indiquer la relation simple qui existe entre la 
parallaxe horizontale et la parallaxe de hauteur, dans 
l 'hypothèse de la sphéricité de la Terre ; 
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3° Admettant que la surface terrestre est un ellip-
soïde de révolution autour de l'axe des pôles, établir 
les formules rigoureuses qui permettent de passer de 
Vascension droite (a) et de la déclinaison (S) géocen-
triques h l'ascension droite (a ') et la déclinaison (S') 

pour un point de la surface terrestre ; 

4° Développer en séries les différences yJ— a et o!— 3; 
5° Formules pratiques pour les astres autres que la 

Lune. 

Naûcy. 

C E R T I F I C A T DE CALCUL D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

E P R E U V E É C R I T E . — Première question. — Intégrer 
le système d'équations différentielles linéaires simul-
tanées du premier ordre 

+ S = _ 8 e - x , 
dx J 

• G + 0 - 4 - 4 e - ' ; 

on exposera sur cet exemple une méthode d'intégra-
tion d'un tel système. 

Deuxième question. — Etant donnés trois axes rec-
tangulaires ( ) x , Oy, O2, on considère les sphères ( I ) 
ayant leur centre sur Oz et dont le rayon a une lon-
gueur donnée R. 

i° Démontrer que les trajectoires orthogonales de 
ces sphères sont des courbes ( C ) situées dans des plans 
passant par Oz, et que chacune d 'elles est une trajec-
toire orthogonale d'une famille de cercles de rayon R. 
Les coordonnées des points de l'une quelconque de ces 
courbes, située dans le plan 

y = x tang*\ 
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peuvent être représentées par les équations 

(x — R sin u cosc , 

y — R sin u sin v, ( i ) '
 J 

I z = R cos u -f- R Log ('tang ^ -h c, 

c désignant une constante et u Vangle de la tangente 
ci la courbe avec Oz. 

2° Lorsqu'on remplace c par une fonction de v et 
qu'on regarde u et v comme variables, les équations 
précédentes définissent une surface (S ) engendrée par 
des courbes ( C ) ; démontrer qu elle coupe orthogona-
lement chacune des sphères (S), et que ses lignes de 
courbure sont d'une part ses couibes d'intersection 
avec les sphères (S), d'autre part les positions succes-
sives de la génératrce (C). 

3° Lorsqu'on suppose c = o , les formules ( i ) défi-
lassent une surface (So) qui est de révolution autour 
de Oz ; déterminer le produit de ses rayons de cour-
bure principaux. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère la portion de la 
courbe représentée en coordonnées rectangulaires par 
y = si no? et comprise entre les points d'abscisse x = o 
et x = TC • on demande de déterminer : 

i° L'aire comprise entre la courbe et Vaxe des x ; 
2° Le volume engendré par cette aire en tournant 

autour de 0 . r } 
3° L'aire de la surface de révolution limitant ce 

volume. 
SOLUTIONS. 

ire question. 

y — r 1 e 2 j '— c2 e-3,r -h .>. e - . 

-3 —— Cie-^'-h 4 c2e-3**'-4- 4 e-~x. 
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2 e question. — Les trajectoires orthogonales des 

sphères de rayon II dont le centre se déplace sur Os 
sont des courbes dont la tangente en chaque point ren-
contre Oz et a une longueur constante égale à II; ce 
sont des traelrices dans des plans passant par Os } ces 
courbes G sont toutes égales entre elles et se déduisent 
de l'une d'elles par translation parallèle à O z et par 
rotation autour de cet axe. 

Si l'on considère une surface S engendrée par le dé-
placement d'une courbe G, la tangente à la génératrice 
en un point est le rayon de la sphère S qui passe par 
ce point; par suite S est orthogonale à chacune des 
sphères E, et les courbes d'intersection de S et de ces 
sphères 2 sont lignes de courbure de S ; comme ces 
lignes coupent à angle droit chacune des génératrices C, 
celles-ci sont les deuxièmes lignes de courbure de la 
surface. 

Lorsque c — o, on a une surface de révolution qui 
n'est autre que la pseudo-sphère ; le produit des rayons 
de courbure principaux est constamment égal à —R2. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Les résultats sont respective-
ment 

2 , 2 7 T [ y / ^ - h L o g ( I - f - \J'i. ) ] . 

C E R T I F I C A T D E M É C A N I Q U E R A T I O N N E L L E . 

E P R E U V E É C R I T E . — Un gyroscope formé d'un tore, 
d'un disque et d'un anneau extérieur ci la façon ordi-
naireest fixé par son centre O \ son anneau extérieur 
tourne d'un mouvement uniforme de rotation de vi-
tesse angulaire w autour de la verticale passant par O. 

On désigne par A le moment d inertie équatorial 
du tore, par 0 son moment d'inertie axial, par A' le 
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moment d 'inertie equatorial du disque, par G son mo-
ment d1 inertie axial, l'on suppose que l'on ait 

G ' = - ¿ A ' = 2 A = — . 
w 

O// demande : 
i° Quelle vitesse angulaire initiale de rotation il 

faut imprimer au tore autour de son axe pour qua cet 
axe placé horizontalement et abandonné sans vitesse 
initiale tende indéfiniment vers la nadir aie sans ja-
mais Vatteindre ? 

2U Dyétablir la loi du mouvement du tore autour de 
son axe. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — On envisage un arc de chai-
nette homogène dont les extrémités, situées du même 
côté du sommet, sont les points où la normale à la 
courbe fait avec son axe des angles respectivement 
égaux à 3o° et 70° ; la distance du sommet à la direc-
trice est égale à 3ocm. 

On demande de déterminer le centre de masse de 
cet arc et celui de la masse homogène comprise entre 
cet arcy les parallèles à Vaxe de la chaînette menées 
par ses extrémités, et la directrice de la courbe. 

S O L U T I O N . 

La théorie du gyroscope de l'énoncé se ramène, 
d'après les formules de Bour et de Gilbert, à celle du 
pendule à plan tournant. 

Si b est l'angle formé à l'instant t par l'axe du tore 
avec la verticale vers le bas, Ô0 l'angle formé à.l'instant 
initial, o l'angle définissant à chaque instant la position 
du tore dans sa rotation autour de son axe, et ri la vi-
tesse initiale de celte rotation, on sait que l'on a 

do 
(1) -7- = n -f- to ( c o s 6 — cos 60); 
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de plus, le mouvement de Taxe du tore est le même que 
celui d'un pendule simple de longueur S( dont le plan 
tourne autour de la verticale avec la vitesse constante tu,, 
S, et co{ étant donnés par 

A -h À' / A + C ' - A ' 

^ - ^ C w U + cocoseo)' = A -h A' ' 

Le mouvement de ce pendule est donné par l'équation 

(^jPj = cof(cosO — cos0 0 ) ( r t—cosO) , 

orsqu on pose 
2 g 

a = ^ , — cosO{): 

pour cjue 6 tende vers zéro lorsque le temps augmente 
indéfiniment, il faut et il suffit que a soit égal à l'unité ; 
cette condition conduit, avec les données du problème, 
à /z = i. 

L'équation qui fournit 6 devient alors 
dO — to dt = - ; 

ycosO(i — cosO) 

la substitution c o s — i) = i la ramène à la forme 
. '>. du — OJ dt — — -» 

et l'on obtient de cette façon, en tenant compte des con-
ditions initiales. 

u -h i 

cos 6 = 

y/2 — I 

2 ( V2i Jy __ ( gO)yf'u __ , y 

Quant à <p, il est fourni par l'équation ( i), qui devient 

d<% = dt ->r cos 6 tu dt, 
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Cp ©0 : r cos 8 w dt : 

en introduisant la variable u dans la dernière intégrale 

r" id,u 
5u = t — / --- ——— 

• v ( w — i)(u I ) 
V-

ou 
(1/9. — i 

O — CpQ = / ( I - f - ( O ) — L O G — r -
({/•A — i J e t o ^ t - h / n - h i 

Lorsque £ augmente indéfiniment, le mouvement du 
tore autour de son axe tend à devenir un mouvement de 
rotation uniforme avec la vitesse i -f- co. 

C E R T I F I C A T D ' A S T R O N O M I E . 

E P R E U V E É C R I T E . — Première question. — Connais-
sant les six éléments cVune planète, calculer pour une 
époque donnée les coordonnées géocentriques de la 
planète. 

Deuxième question. — Démontrer qu'une fonction 
quelconque de deux angles, donnée arbitrairement 
entre les limites o et de Vun des angles, o et T , de 
l'autre, et restant finie entre ces limites, peut être dé-
veloppée en série convergente de fonctions de Laplace. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — A Nancy, dont la latitude est 

cp = 4 8 ° 4 i ' 3 i ' \ 

on a observé à un certain instant l'azimut a et la dis-
tance zénithale z d'une étoile 

a = 225°4 3' •>.(>". — v>5°44'3o"; 
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calculer l'heure sidérale de cet instant. On connaît 
Vascension droite À de Vétoile 

A = 9 ° 1 7 ' 1 2 " 2 5 . 

C E R T I F I C A T DE G É O M É T R I E S U P É R I E U R E . 

E P R E U V E É C R I T E . — Etant donnés trois axes rectan-
gulaires O x , Oy, O z , on considère la surface (S ) dé-
finie par Véquation 

(x2-\- y2) (.-r2-b y2 — -laz) -h 2tf2(.r2 — y2) = o. 

¿oui point M r/e la surface (S) on fait coi res-
pondre un point Q du plan xOy obtenu de la façon 
suivante : on projette le point M sur le plan xOj , et, 
sur la droite joignant le point O à la projection P du 
point M, on prend un point Q tel que 

O P . O Q = ¿ 2 , 

h désignant une longueur constante : 
i ° Lorsque le point M de la suif ace ( S ) reste dans 

un plan ( I I ) , le point correspondant Q décrit une 
conique (C), et, quand le plan ( I I ) se déplace, la co-
nique (C) reste harm o ni queutent circonscrite à toutes 
les coniques (T) d'un faisceau tangentiel ; 

20 Quand le plan ( I I ) est tangent à la surface (S), 
la conique (C) se décompose en deux droites ; ces deux 
droites sont respectivement tangentes aux deux co-
niques (T) qui passent par leur point dyinter section ; 

3° Trouver la condition pour que le plan ( II) ayant 
pour équation 

z = mx -h ny -+- p 

soit tangent ¿1 la surface (S)*, 

4° Le point M décrivant une ligne asymptotique de 
la surface ( S ) , le point Q décrit Vune des coniques (T ) 
du faisceau tangentiel considéré. 
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E P R E U V E P R A T I Q U E . — On donne une parabole ( I I ) 

dans le plan horizontal de projection. Par une tan-
gente variable à la parabole ( I I) on mène un plan ( P ) 
faisant avec le plan horizontal un angle constant et 
donné a , puis on considère la surface ( S ) enveloppe du 
plan ( P ) . 

i° Démontrer que la droite A, suivant laquelle le 
plan (P) touche son enveloppe, est normale ci la para-
bole ( I I ) et fait avec le plan horizontal un angle égal 
à a; 

2° La droite A reste tangente ci une courbe H du 
genre hélice ; construire la projection horizontale du 
point ou la droite A touche la courbe ( H ) ; 

3° Déterminer la trace de la surface (S) sur le plan 
vertical mené par Vaxe de la parabole ( I I ) et vérifier 
que cette trace est une parabole. 

S O L U T I O N . 

La surface considérée est une surface de Steiner, ayant 
comme point triple le point à l'infini sur Taxe des s et 
comme droites doubles cet axe des z et les droites joi-
gnant le point triple aux points cycliques du plan 
des xy. Toute section plane est une quartique à trois 
points doubles, unieursale; sa projection, faite du point 
triple sur le plan des xy, est une quartique bicirculaire 
ayant un point double à l'origine, et son inverse est une 
conique. 

Les coordonnées r4 du point Q, inverse de P, peu-
vent servir de paramètres pour exprimer les coordonnées 
du point M de la surface; ces dernières ont pour valeur 

k 1_ ait* rM 
T — — „ > 

La section de la surface parle plan z — m jr-f- ny-\- p a 
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pour conique représentative 

— + fl(SÎ-RJÏ ) — m Â2 ; — n k- YJ — -4- r,*) = o ; 

elle est, lorsque le plan varie, liarmoniquement circon-
scrite aux coniques du faisceau tangcntiel T, représenté 
par l'équation 

k ' ^ u - — c 2 ) — 4 a 2 «'2-f- a [JL wr — o. 

Pour qu'un plan II soit tangent à la surface, il faut et 
il suflit qu'il la coupe suivant une quartique à quatre 
points doubles, décomposable en deux coniques, par 
conséquent que la conique C soit réductible, ce qui 
donne la condition 

ain1 (a-1- p) — an2(a — p) — 2(a- — p2) = o. 

Les tangentes communes aux coniques T sont les 
quatre droites doubles du système des coniques G; ce 
sont les images des quatre coniques situées sur la sur-
face et dont les plans sont tangents respectivement en 
tous les points de chacune d'elles. 

Une asymptotique de la surface S est tangente en cha-
cun de ses points à l'une des deux coniques de section 
par le plan tangent en ce point; son image doit être tan-
gente en chaque point à l'une des droites formant une 
conique G décomposable et ayant ce point pour centre ; 
les coniques du faisceau T jouissent précisément de cette 
propriété. Les lignes asymptotiques de S sont dès lors 
des courbes unicursales, tangentes aux quatre coniques 
doubles. 

C E R T I F I C A T D ' A L G È B R E S U P É R I E U R E . 

ÉPREUVES ÉCRITES. — Première question. — Étant 
donnée une forme binaire cubique f sans facteur mul-
tiple, quels sont son invariant et ses deux covariants 

Afin, de Mathémat., 3e série, t. XVI. (Décembre 1897.) 3 6 
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principaux Comment réduit-on f a la forme cano-
nique. 

Deuxième question. — On considère le faisceau tan-
gentiel des coniques homofocales 2 représentées en coor-
données rectangulaires par l'équation 

(i -f- n ) u - - h ¡J.v2— <v'2 = o, 

oit JJI est un paramètre variable : 
I° Déterminer toutes les coniques S qui sont harmo-

niquement circonscrites à la fois à toutes les coniques 2 ; 
elles forment un système triplement infini de la forme 

À, S i - h ) v 2 S 2 - f - X 3 S 3 -T- X 4 S 4 = o . 

Déterminer les couples <de points qui sont conjugués ci 
la fois par rapport à toutes les coniques S et celles de 
ces coniques qui se réduisent ci une droite double ; 

20 Chaque point du plan est le centre d'une co-
nique S réductible ci deux droites ; former l'équation 
de cette conique; 

3° Par un point du plan passent une infinité de co-
niques S formant un réseau; déterminer lafacobienne 
et la courbe de Hermite de ce réseau. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère la cubique re-
présentée par l'équation 

x 3 — 2 = 0 

et le point de coordonnées x = 1, y — 1 situé sur cette 
courbe. 

Former l'équation aux coefficients angulaires des 
tangentes à la courbe issues de ce point, autres que 
celle qui y a son point de contact. Appliquer la théorie 
des invariants à la réduction du premier membre de 
cette équation à la forme bicarrée et à la recherche 
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des racines. Quel est le rapport anharnionique des 
tangentes considérées? 

S O L U T I O N ( A L G È B R E S U P É R I E U R E ) . 

Les coniques harmoniquement circonscrites à toutes 
les coniques £ ont pour équation 

X! (¿r2 — y2H- .s2 ) -f- 2 I t j z -+- 2X3 zx -+- 2 X4 = o ; 

elles sont conjuguées par rapport aux trois couples d'om-
bilics du faisceau tangentiel, et les droites doubles du 
système sont les quatre tangentes communes aux qua-
driques S. 

Par chaque point du plan passent deux droites consti-
tuant une conique S; ce sont les tangentes aux deux 
coniques 2 qui passent par ce point. 

Si les coniques S passent par un point M, la courbe 
de Hermite du réseau se décompose dans ce point et 
dans la parabole bien connue enveloppe des polaires de 
ce point par rapport aux coniques 2; la jacobienne est 
la strophoïde podaire de cette parabole par rapport au 
point M : c'est la focale à nœud. 

En générai, si l'on considère le système des coniques 
l x S i h- X.2S2-f- X:{Sâ-4- X4St = o, 

et si J123 est la jacobienne de S,, S>, S;i l'équation 

Si(x, y, z) JMi(ar'. y\ z')—S2{x, y, z) Jl3i(x', y\ z') 
-r- S3(.r, y, z) y\ z1)— y, z) Jm(a?' , y , 2') = o 

représente, lorsque x\ y\ z1 sont les coordonnées d'un 
point fixe, la conique S réductible ayant son centre en 
ce poiut; si au contraire .r, y, z sont les coordonnées 
d'un point fixe, et si y \ z' sont variables, elle repré-
sente la jacobienne du réseau des coniques S passant par 
le point fixe. 
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Poitiers. 

C E R T I F I C A T DE C A L C U L D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

C O M P O S I T I O N . — Soient M unpoit?t quelconqued'¿¿fie 
suif ace S, N le point où la normale MN rencontre le 
plan xO y , trouver les surfaces S telles que MIN = O N . 
— Lignes de courbure de ces surfaces. — IJgnes 
asymptotiques de la surface S qui contieîit la droite 
r ~ Oj x = 2 a. 

C E R T I F I C A T DE M É C A N I Q U E . 

C O M P O S I T I O N . — Un tore ou anneau homogène, 
pesant, préalablement animé d'une très grande vitesse 
de rotation autour de son axe de figure est posé sur 
un plan horizontal, son axe faisant un angle 0o avec 
la verticale et son centre de gravité ayant une vitesse 
initiale nulle. On demande d'étudier son mouvement 
en négligeant tout frottement. — Lieu du point de 
contact sur le plan horizontal. — Données : a, distance 
du cercle méridien à l'axe ; b, le rayon de ce cercle. 

0 o = 7 > 6'0 = o . 'Vo ~ 
4 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un cône de révolution homo-
gène dont la hauteur est de im et dont le demi-angle 
au sommet e$t de 3o° est suspendu par une de ses arêtes 
supposée horizontale. Trouver la longueur du pen-
dule simple synchrone de ce pendule composé. 

C E R T I F I C A T D ' A S T R O N O M I E . 

C O M P O S I T I O N . — Exposer la méthode pour déter-
miner la longueur du méridien terrestre, en suppo-
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sant connues les colatitudes extrêmes d'un arc, la 
longueur de cet arc et une valeur approchée de Vapla-
tissement. 

Montpellier. 

C E R T I F I C A T DE C A L C U L D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

E P R E U V E É C R I T E . — Une surface rapportée à trois 
axes rectangulaires est représentée par Véquation 

(x2-+- y2-4- — a2)2 = Sa2xy. 

On demande : i° de trouver les deux systèmes de 
lignes de courbure ; pour un point arbitraire de la 
surface, calculer les coordonnées des centres et les 
rayons de courbure principaux qui correspondent à 
chacune des deux lignes de courbure passant par ce 
point; 3° si le point donné décrit une ligne de cour-
bure, démontrer que le centre de courbure correspon-
dant est fixe ; 4° déterminer le lieu de tous ces centres 
de courbure principaux. 

S O L U T I O N . 

La solution est immédiate si l'on remarque que la 
sur face est l'enveloppe des deux systèmes de sphères 

axl2-h (x2 -4- y2-h z2 — a2)l -f- 2 a y = o, 
x2 -h y2 -i- z2 -h a2 = ia(x -h y) cos JJL -h laz sin \x. 

C E R T I F I C A T D ' A S T R O N O M I E . 

É P R E U V E É C R I T E . — Problème de Képler. — En par-
tant des lois de Képler, trouver en fonction du temps 
Vanomalie excentrique, le rayon vecteur, Vanomalie 
vraie et la longitude d'une planète. Développements 
en série. 



( 5 7 O ) 
On demande de calculer Vobliquité de l'écliptique 

et Vascension droite du point vernal, comptée à partir 
du méridien M. 

C E R T I F I C A T D E MÉCANIQUE R A T I O N N E L L E . 

E P R E U V E É C R I T E . — Un solide homogène est limité 
par la surface d'un paraboloïde de révolution et le 
plan d'un parallèle ; a étant le paramètre de la méri-
dienne, la distance du parallèle au sommet est ~a. 

i° Déterminer la: position du centre de gravité du 
solide. 

Le solide étant en contact, par un point de la 
surface du paraboloïde, avec un plan horizontal fixe 
sur lequel on peut glisser sans frottement, on lui im-
prime la rotation o) autour de son axe et on l'aban-
donne à l'action clés forces qui le sollicitent. Etudier 
son mouvement. Indiquer d'une manière générale les 
formes des courbes décrites par le point de contact 
sur le plan fixe et sur le paraboloïde. Considérer en 
particulier le cas ou w = o, 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Dans le tétraèdre O A B C , les 
arêtes OA, OH, O C ont respectivement pour lon-
gueurs a, ¿>, c, et sont rectangulaires deux à deux. On 
suppose le tétraèdre rempli d'une matière homogène 
de densité égale ét Vunité. Quelles relations doivent 
exister entre a, h, c pour que Vellipsoïde d'inertie re-
latif à O soit de révolution? Ces relations étant satis-
faites, déterminer l'axe et la méridienne de cet ellip-
soïde, 
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Toulouse. 

CERTIFICAT D ' A N A L Y S E . 

L On considère la surface-algébrique du quatrième 
ordre définie par les formules 

x — u'1, 

y = av. 

z — v 2+2 a 

qui déterminent les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires x, y, z d'un de ses points en fonction de 
deux paramètres u et v. 

i° Démontrer que la section de cette surface par un 
quelconque de ses plans tangents se compose de deux 
coniques; 

2° Déterminer ses lignes asymptotiques et démon-
trer que ce sont, des courbes algébriques unicursales; 

3° Calculer en chacun de ses points ses rayons de 
courbure principaux. 

IL Calculer, en se servant du théorème de Cauchyr 

la valeur de chacune des intégrales définies 

eos.r . T4"00 si nx 
I dx et I dx. 

J_ l -r- x -r- X'1 J x I -+- X -I- ./; 

CERTIFICAT D E MÉCANIQUE. 

L Démontrer le théorème de Coriolis sur le mouve^ 
ment relatif d'un point matériel. 

IL On donne un f i l homogène parfaitement flexible 
qui tourne avec une r>itesse an g id awe constante o> au-
tour d'un axe Ox auquel il est attaché par ses extré-
mités en deux points fixes À et B. On négligera 
Vaction de la pesanteur. On demande la figure 
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(i équilibre de ce fil et la tension en chacun de ses 
points. 

C E R T I F I C A T DE C A L C U L D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

E P R E U V E É C R I T E . — I . On désigne par R , I I , , T L 

trois fonctions dépendant respectivement, la première 
de la seule variable p, la deuxième de la variable p t , 

la troisième de la variable O2, et par IV, LL(, II', les 
dérivées de ces trois fonctions. 

i° Démontrer que les trois familles de surfaces que 
l'on obtient en donnant successivement à p, p,, o2 des 
valeurs constantes dans les formules 

X = 2 0 
R p R ' - F - R I — p i R ' 1 R S — • p , R ; 

X = 2 0 
P 2 + PÎ - H P I 

Y — 2 0 , 
H — P R ' - H I - P I R ' . 1 R > - P , R ; 

Y — 2 0 , 
p 2 

+ P Ï + P'2 

5 = 2 p2 
R - p I V + R . — P I R ' I -F- R-2 — O 2 R 2 

5 = 2 p2 
H - P Î - T - P ! 

ou x,y, z désignent les coordonnées cartésiennes rec-
tangulaires d'un point, de Vespace, constituent un sys-
tème triple orthogonal. 

20 Etablir que ces trois familles sont formées de 
surfaces ayant toutes leurs lignes de couibure planes. 

II . Trouver la fonction la plus générale de x - y 
qui vérifie l'équation aux dérivées partielles 

(P z _ 2 5 
dx dy {x-y)% 

III. On considère Véquation aux dérivées partielles 
du premier ordre qui peut se mettre sous la forme 
irrationnelle suivante 

s/p -r- \fq — \>x -h \/y. 

où p et q désignent les dérivées — et ~ » par rapport 
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aux variables indépendantes x et y , de la fonction in-
connue z. 

i° Trouver Vintégrale générale de cette équation ; 
2° Déterminer une surface intégrale passant par la 

parabole dont les équations sont 

X — (), J'S='2Z. 

C E R T I F I C A T DE M É C A M O U E R A T I O N N E L L E . 

E P R E U V E É C R I T E . — Etudier le mouvement d'un so-
lide de révolution homogène suspendu par un point de 
son axe et soumis uniquement à des forces telles que la 
fonction potentielle correspondante est représentée par 
Vexpression Heos2ô:H désignant une constante, 9 
Vangle formé par l'axe du solide avec une droite de 
direction constante passant par le point fixe. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Déterminer le moment d'iner-
tie d'une sphère homogène de rayon R , de densité p 

relativement ci un axe tangent à sa surface. 

C E R T I F I C A T D ' A S T R O N O M I E . 

E P R E U V E É C R I T E . — Exposer et justifier la méthode 
eie Gauss pour la détermination de Vorbite elliptique 
d'une planète d'après trois observations équatoriales 
complète en s en tenant à la première approximation. 

On désignera par r, i\ r" les rayons vecteurs menés 
du Soleil ci la planète aux moments des trois observa-
tions; par 6, 8', ¥ les produits de la constante de Gauss 
parles intervalles de temps écoulés respectivement entre 
la seconde et la troisième, entre la première*et la troi-
sièmey entre la première et la seconde; par [r/'J le 
double de l'aire du triangle compris entre /*, rf et la 
droite qui joint leurs extrémités ; par [rV] et par 
\r rf'\ des quantités analogues. On regardera comme 
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établies les formules 

\ r'r" \ _ 0 T _ 0* -- O'a 0"(0'0"— Q2 ) dr' 
[rr"~] ~~ W [ ' 1 47*" ~dW 
\rr'\ _ 0" T _ 0"* — O'a _ Q(QQ' —Qff») 
[ /'/•' j 0' L G /•'» 4 7 * ¿0' 

CERTIFICAT D E GÉOMÉTRIE S U P É R I E U R E . 

E P R E U V E É C R I T E . — S o i e n t f , f 2 , f \ , f \ des formes 
quadratiques de trois paramétres 
coefficients sont donnés, on considère la surface S défi-
nie par les formules 

?•**]= /l > ? " J'ii ? -''3 = A , P -n = A > 

oiix{, x2l X/4 .9o/z£ les coordonnées homogènes d'un 
point de l'espace. 

i° Déterminer la ligne double de cette surface. 
2° Donner une classification des surfaces telles que 

S selon la nature de cette ligne double. 
3° Démontrer que la surface S est, en général, le 

lieu d'un point dont les racines carrées des distances 
à quatre plans fixes sont liées par une relation 
linéaire et homogène. 

4° Déterminer les lignes asymptotiques de la sur-
face S. 

5° Trouver le lieu des centres des coniques tracées 
sur cette surface. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — On donne un cône C dont le 
sommet est dans le plan vertical de projection et dont 
la base, située dans le plan horizontal, est une ellipse E 
ayant son grand axe parallèle à la ligne de terre. 
Construire les projections de la courbe double de la 
surface réglée engendrée par les normales au cône G 
en tous les points de l'ellipse E. 
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ÉCOLE C E N T R A L E D E S A R T S E T M A N U F A C T U R E S . 

C O N C O U R S D E 1 8 9 7 ( D E U X I È M E S E S S I O N ) ( ' ) . 

Géométrie analytique. 

On donne deux axes quelconques 0 x et O y , un point 
A(x = a) sur l'axe des x, un point B ( y = b) sur l'axe des y 
et une droite (D) , y — mx = o : 

i° Former l'équation générale des coniques circonscrites au 
triangle AOB et telles que le pôle de la droite AB soit sur ( D ) ; 

2° Démontrer que toutes les coniques ont une tangente 
commune, qui, avec l'axe des x, l'axe des / et la droite ( D ) , 
détermine sur AB une division harmonique; et que la droite (D) 
a un pôle fixe par rapport à toutes les coniques; 

3° Démontrer que le lieu des centres de ces coniques est tan-
gent à la droite ( D ) et que, si l'on fait varier m, il passe par 
quatre points fixes; 

4° Démontrer que la polaire d'un point (a, ¡3) donné, prise 
par rapport aux coniques du faisceau, passe par un point fixe. 
Construire ce point et voir comment il se déplace si l'on fait 
varier m ; 

5° Démontrer que le faisceau de coniques correspondant à 
une valeur donnée de m admet deux paraboles réelles ou ima-
ginaires et chercher le lieu des points de rencontre des tan-
gentes à ces paraboles aux points A et B quand m varie. 

Épure. 

Intersection <Tun tore et d'un cylindre de révolution. — 
Le tore a son axe zz' vertical et placé au milieu de la feuille de 
l'épure. Le rayon du cercle générateur (c , c') est de 4omm. Le 
centre de ce cercle décrit une circonférence de centre oof et 
de rayon o'c'= 6omm. Le point (oo ' ) est à 58mm au-dessus du 

(M Par suite d'une erreur, la question de Géométrie analytique 
et l'épure données à la première session n'ont pas été insérées; 
elles paraîtront dans un de nos prochains numéros. 
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plan horizontal et à i5omm en avant du plan vertical xy de 
projection. 

Le cylindre de révolution est défini de la manière suivante : 
Son axe est contenu dans le plan méridien X\y \ du tore qui 
fait 45° avec le plan de front. Cet axe rencontre en a l'axe 
vertical ^ du tore (cote du point a , i4ou , ,n) et il passe par le 
point ( c , c j ) , centre du cercle générateur du tore. La généra-

x' î 

/ " r T L 

i c / \ 
\ a—r 

* 

v r f * ' ! / ! ! 

.r | , 
V < 'i A 

\ Il 

/-'A ^ S f c i f \ 

H r V ' 
x i 

I..,--''' J 

trice est la tangente g\b\ à la deuxième position c2c'2 du 
cercle générateur dans le plan méridien x^y^. 

On demande de déterminer l'intersection des deux surfaces 
en ayant soin d'indiquer la construction de la tangente en un 
point de la courbe. Il sera tenu compte de la recherche des 
points et tangentes remarquables. 

On figurera le tore en supprimant de ce corps la portion 
contenue daps le cylindre. 

NOTA. — Les projections auxiliaires seront tracées à l'encre 
bleue. 

Cadre de om ,27 sur om, 45. Ligne de terre parallèle aux petits 
côtés du cadre et à o m , i 8o du côté supérieur. 

Titre extérieur : Géométrie descriptive. 
Titre intérieur : Tore et cylindre. 
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A V I S . 

Conservatoire national des Arts et Métiers. 
Nous recevons l'affiche des Cours pour Tannée 1897-

1898. L'avis que nous avons publié dans le présent 
Volume (p. s'applique sans aucune modification. 

B I B L I O G R A P H I E . 

CH. MÉRAY, professeur à la Faculté des Sciences de 
Dijon. — L E Ç O N S N O U V E L L E S sun L ' A N A L Y S E I N F I N I T É -

S I M A L E E T S E S A P P L I C A T I O N S G É O M É T R I Q U E S . 3e Partie : 
Q U E S T I O N S A N A L Y T I Q U E S C L A S S I Q U E S . Un vol. grand iu-8 
de v i - 2 0 6 pages. Prix 6 H . — Paris, Gauthier-Y'illars 
et fils; 1897. 

Dans ce nouveau Volume, l'auteur applique aux questions 
usuelles les principes et les méthodes qui font l'objet des deux 
précédents. Grâce à la netteté et à la précision de tous ces 
aperçus, on aborde sans peine l'étude des questions les plus 
ardues et, quand l'artifice intervient, il devient logique, tant ii 
est bien amené par la succession des idées. 

Ce qui prouve, du reste, l'importance de l'œuvre de M. Mé-
ray, c'est qu'elle a des partisans et des adversaires passionnés. 
A une époque où l'Analyse a pris un développement si extraor-
dinaire, il n'y a pourtant pas à s'étonner autant de voir des 
esprits élevés s'inquiéter enfin de la solidité de la base sur 
laquelle repose un édifice comprenant tant de pièces si labo-
rieusement assemblées. 

En regardant de près certaines démonstrations longtemps 
admises sans conteste, en discutant les principes décorés du 
nom de notions primordiales, on est forcé de reconnaître que 
ceux-ci sont contestables et celles-là peu claires, peu convain-
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cantes, quelquefois même erronées. De là des obscurités et des 
doutes, bien faits pour fatiguer et inquiéter au début ceux qui 
abordent l'étude des hautes Mathématiques. 

En adoptant, au contraire, le point de départ de M. Méray, 
on comprend immédiatement ce que c'est qu'une fonction; 
chaque nouveau fait apporte ensuite avec lui sa raison d'être 
en même temps qu'une démonstration simple, gardant toute la 
rigueur réalisable dans les éléments. 

Les adversaires de cette méthode lui font le reproche de 
tout ramener à un type unique, par le moyen du développe-
ment en séries entières; il n'est certes pas difficile d'imaginer 
des fonctions pour l'étude desquelles ce procédé serait pénible 
ou même impraticable ; mais, sans compter que ces fonctions 
n'ont existé jusqu'à présent, et n'existeront probablement 
jamais, qu'à l'état de pures et bien arides spéculations, une 
objection, même moins fantaisiste, ne saurait diminuer la va-
leur d'un concept embrassant les faits les plus variés, avec une 
facilité et une sûreté inconnues jusqu'ici. Pour lui donner 
créance, que ses auteurs commencent par fournir un point de 
départ aussi bien défini! 

La rectitude invariable de la voie suivie n'empêche pas, 
d'ailleurs, qu'elle jette des embranchements au fur et à mesure 
des besoins de la Science. Bien loin d'affaiblir l'esprit de 
recherche, de restreindre son initiative, d'émousser ce qu'il 
doit avoir d'incisif, cet enseignement à la fois clair et précis, 
dans lequel toutes les démonstrations atteignent sans eifort la 
rigueur absolue, ajoute, à la satisfaction de l'intelligence, la 
sûreté nécessaire pour faire de nouveaux pas en avant. 

Aussi, après d'autres et en pleine conviction, émettrai-je le 
vœu que la méthode de M. Méray ne tarde pas à pénétrer dans 
l'enseignement. 

Bien que ce troisième Volume ne renferme que des applica-
tions, son intérêt n'est pas diminué pour cela. 

L'espace me manque pour détailler toutes les jolies questions 
que le lecteur y trouvera. Je signalerai seulement une nouvelle 

/
dev 

y H étant 
COSJ" — IL 

une constante réelle quelconque; une démonstration inat-
tendue des formules de Gauchy pour l'intégration des équa-
tions linéaires à coefficients constants. A remarquer aussi, au 
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point de vue doctrinal, la rigueur absolue rendue à la théorie 
des intégrales multiples par la prise en considération de l'olo-

tropie de la fonction placée sous le signe ; quelques points 

du calcul des variations traités d'une matière précise et claire; 
l'exposé d'une proposition à substituer au lemme de Cauchy 
dans la théorie générale des fonctions, observation qui affermit 
encore la base choisie par M. Méray, en justifiant l'introduc-
tion généralisée des séries entières dans l'Analyse. 

L'addition V « Sur un cas étendu dans lequel l'interpolation 
permet de représenter une fonction avec une approximation 
indéfinie » montre, une fois de plus, combien est insuffisante 
la considération exclusive de la continuité des fonctions. 

Dans son ensemble, l'œuvre a une portée bien plus grande 
que les questions de détail rassemblées dans le Volume dont 
j'avais à parler, et je ne pouvais me dispenser de l'apprécier à 
cette occasion. En cela, je me suis placé surtout au point de 
vue doctrinal, et j'ai souvent prononcé le mot enseignement; 
c'est que, en effet, j'ai pu constater, en utilisant les méthodes 
de M. Méray, avec quelle facilité de jeunes esprits s'ouvraient 
ainsi à l'étude des Mathématiques, réputée pourtant si ardue. 

Il est bien remarquable que, malgré le caractère élevé des 
questions auxquelles ces méthodes s'appliquent, il n'est besoin, 
pour se les approprier, que d'une connaissance un peu appro-
fondie de l'Algèbre élémentaire. ^ F . PERNOT. 

1784. Si, à deux tétraèdres, dont les sommets sont les huit 
points communs à trois quadriques, on circonscrit deux qua-
driques bitangentes, dont une des coniques communes est 
dans un plan fixe, le plan de l'autre passe par un point fixe. 

1785. Etant donné un arc de courbe plane, on considère la 
perpendiculaire abaissée du barycentre du périmètre de cet 
arc sur la corde qui en joint les extrémités : enveloppe des 
droites qui correspondent ainsi à des arcs de courbe parallèles 

Q U E S T I O N S . 

( E . DUPORCQ. ) 

à un arc de courbe donné. ( E . D U P O R C Q . ) 
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L I S T E D E S Q U E S T I O N S D E S « NOUVELLES ANNALES » 

R E S T É E S S A N S S O L U T I O N A U 3 L D É C E M B I I E 1 8 9 7 ( ' ) • 

62 554 772 893 1078 1390 1491 1582 1664 1738 
126 573 774 909 1092 1392 1502 1585 1672 1742 
187 583 798 918 1105 1393 1503 1588 1676 1745 
193 585 804 919 1107 1394 1505 1596 1677 1747 
261 589 805 920 1108 1402 1508 1599 16/8 1751 
266 592 812 921 1149 1403 1510 1600 1680 1752 
324 593 815 929 1206 1416 1511 160J 1685 1754 
333 596 820 937 1234 1435 1513 1614 1686 1755 
360 597 821 938 1236 1438 1519 1616 1687 175(5 
383 598 829 9 47 1246 1439 1522 1617 1(588 1761 
400 604 831 952 1256 1440 1523 1628 1689 1762 
414 606 846 967 129S 1441 1527 1629 1690 1763 
424 607 848 989 1305 1442 1528 1(>30 1691 1765 
434 617 851 999 1307 1443 1530 1631 1692 1770 
439 625 852 1000 1310 1444 1531 1632 1693 17 73 
448 643 859 1004 1321 1445 1532 1633 169 4 1775 
480 666 861 1007 1355 1446 1548 1634 1695 1776 
495 693 868 1008 1359 1447 1549 1647 1697 17 77 
496 703 880 1013 1361 1448 1551 1652 1704 1 779 
512 718 882 1015 1363 1471 1552 1655 1705 1780 
513 724 884 1035 1364 1479 1564 165(5 1710 1781 
516 729 885 1042 1365 1 m 1571 1657 1721 1782 
525 730 888 1058 1366 1485 1576 •1(5(50 1730 1783 
528 731 891 1063 1371 1486 15/9 1661 1731 1784 
546 732 892 1074 1376 1490 1580 1662 1733 1785 
519 

E R R A T A . 

1896, page jio, ligne 17, au lieu de aA et 3,,, lisez ak et 
1897, page 624, dernière ligne (Note), au lieu de 25I, lisez 621. 
1897, page 53I, ligne 3, au lieu de Mathematischen, lisez Mathe-

matische. 

(' ) Les lecteurs sont invités à signaler les erreurs qui auraient pu 
se glisser dans ce relevé, malgré l'attention avec laquelle on l'a 
établi. La Rédaction les remercie à l'avance des Communications 
qu'ils voudront bien lui faire à ce sujet. 
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T A B L E D E S M A T I È R E S P A R O R D R E M É T H O D I Q U E 

(TOME XVI, 3« SÉRIE). 

La classification adoptée est celle de l'Index 
du Répertoire bibliographique des Sciences mathématiques. 

A. — Algèbre élémentaire ; théorie des équations algébriques 
et transcendantes ; groupes de Galois ; fractions ration-
nelles ; interpolation. 

Pages. 
A 3 a Théorèmes sur les équations algébriques ; par M. Son-

dât '69 

A 3 c Sur les conditions qui expriment qu'une équation 
algébrique de degré m n'a que p racines distinctes 
( / ? < m ) ; par M. X. Antomari 63 

A 3 k Concours des Nouvelles Annales pour 1896; par M. /?. 
Gilbert 10 r 

A 3 1 Sur les racines de l'équation x — ax ; racines imagi-
naires; par M. E.-M.Lémeray 54 

A 3 1 Racines de quelques équations transcendantes. Intégra-
tion d'une équation aux différences mêlées; par 
M. E.-M. Lémeray b\o 

B. — Déterminants; substitutions linéaires; élimination ; théorie 
algébrique des formes ; invariants et covariants; quater-
nions; équipollences et quantités complexes. 

B 1 C Sur un déterminant remarquable; par M. C. Bourlet. 369 
B 2 d Applications de la théorie des substitutions linéaires 

à l'étude des groupes; par M. H. Laurent 1/̂ 9 

B 1 0 a Sur la réduction des formes quadratiques binaires ; par 
M. A. Hurwitz (traduit par M. L. Laugel) l\91 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XVI. (Décembre 1897.) 



( 58a ) 

C. Principes du Calcul différentiel et intégral ; applications 
analytiques ; quadratures ; intégrales multiples ; déter-
minants fonctionnels ; formes différentielles ; opérateurs 
différentiels. 

Pages. 

C 2 1 Sur une formule de la théorie générale des fonctions 
de plusieurs variables et de l'intégration des diffé-
rentielles totales; par M. E. Jaggi 297 

C 3 Sur un certain Jacobien; par M. Autonne 376 

D. — Théorie générale des fonctions et son application aux fonc-
tions algébriques et circulaires ; séries et développe-
ments infinis, comprenant en particulier les produits 
infinis et les fractions continues considérées au point de 
vue algébrique ; nombres de Bernoulli ; fonctions sphé-
riques et analogues. 

D l b Développement en séries trigonométriques des polv-
nomes de M. Léauté; par M. P. Appell 265 

D 1 d Sur les symboles -} à plusieurs variables indépendantes; 
par M. L. Autonne 42o 

D 2 Étude sur les substitutions du second degré; par M. H. 
Laurent 389 

D 2 d Sur une représentation géométrique des développe-
ments en fraction continue ordinaire; par M. Hus-
quin de Rhé ville 61 

D 3 b Extension du théorème de CauGhy aux fonctions d'une 

variable complexe de la forme p e'*'*«; par M. L. Ra-
vut 365 

D 3 d Nouvelle démonstration du théorème de Stokes; par 
M. R. Blondlot 5oi 

D 5 c a Sur certains problèmes de représentation conforme; 

par M. A. Schwarlz (traduit par M. L. Laugel). 200 
D 6 b Premier Concours des Nouvelles Annales pour 1897; 

par M. A. Pages 341 

D 6 b Représentation géométrique de la fonction arc tang z\ 
par M. Maillard 368 

£. — Intégrales définies, et en particulier intégrales eulériennes. 

E 5 Sur une question de Licence; par M. V. Jamet 8 
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F. — Fonctions elliptiques avec leurs applications. 
Pages. 

F 4 a Le théorème d'addition de la fonction p(u); par 
M. Paul Stœckel (traduit par M. L. Lauget) 

G. — Fonctions hyperelliptiques, abéliennes, fuchsiennes. 

G 6 c Sur les racines de l'équation x = av; racines imagi-
naires; par M. E.-M. Lémeray b\ 

H. — Équations différentielles et aux différences partielles ; équa-
tions fonctionnelles ; équations aux différences finies ; 
suites récurrentes. 

H l l d Sur la convergence des substitutions uniformes; par 
M. E.-M. Lémeray 3o6 

H 1 2 b a Racines de quelques équations transcendantes. Inté-
gration d'une équation aux différences mêlées; 

par M. E.-M. Lémeray 5/jo 

I. — Arithmétique et théorie des nombres ; analyse indétermi-
née ; théorie arithmétique des formes et des fractions 
continues ; division du cercle ; nombres complexes, 
idéaux, transcendants. 

1 4 Sur le caractère quadratique du nombre 3 par rap-
port à un nombre premier quelconque; par M. R. 
Bricard 546 

J. — Analyse combinatoire ; Calcul des probabilités; Calcul 
des variations; Théorie générale des groupes de trans-
formations [ en laissant de côté les groupes de Galois 
(A), les groupes de substitutions linéaires (B) et les 
groupes de transformations géométriques ( P ) ] ; théorie 
des ensembles de M. Cantor. 

J 4 a Sur la convergence des substitutions uniformes; par 
M. E-M. Lémeray 3o6 
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K. — Géométrie et Trigonométrie élémentaires (étude des figures 
formées de droites, plans, cercles et sphères ) ; Géométrie 
du point, de la droite, du plan, du cercle et de la sphère ; 
Géométrie descriptive ; perspective. 

Pages. 

K 2 b . Sur le tracé de l'anse de panier; par M. A. Mann-
heim 4°4 

K2 e ) 
Quelques théorèmes de Géométrie; par M. G. Gallucci. i3 K l o o ) 

K 2 2 d Sur le biais passé gauche; par M. A. Boulanger 171 

L1. — Coniques. 

L'C Théorèmes de Pascal et de Brianchon ; par M. F. Far-

jon 7 8 

L 4 a Sur la déviation dans l'ellipse; par M. A. Mannheim. 249 

L ' I T d Sur la correspondance biforme; extension des polygones 
de Poncelet; par M. G. Fontené 4̂ 7 

M1. — Courbes planes algébriques. 

M ' 5 c a Identité de la strophoïde avec la focale à nœud. Son 
application à l'optique géométrique; par M. Gino 
Loria 262 

M4 6 1 ß Sur l'application de deux covariants à la construc-
tion de quelques espèces de courbes; par M. S. 
Mangeot 76 

M2. — Surfaces algébriques. 

M 2 2 f Note sur la symétrie dans les surfaces algébriques; 
par M. Dumont 4̂ 3 
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