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LICENCE ES SCIENCES MATHÉMATIQUES.

SESSION* DE JUILLET 1896. - COMPOSITIONS.

Nancy.

ANALYSE. — I. On considère les fonctions analy-
tiques uniformes qui n admettent d'autres singularités
que trois points singuliers isolés z = o. z = a, z =oc,
les parties principales correspondantes étant respecti-
vement

. ICT. le—a i
(z — a)2

À désigne un nombre réel entier, a une constante
quelconque, et o{z) la partie principale de la fonction

- z'* log —

envisagée dans le domaine de l'infini, le signe log
indiquant la détermination qui s annule à Vinfini.

Soit f (z) celle des fonctions considérées qui est nulle
pour z = h: :

i° former l'expression explicite de f (z) et calculer
son résidu à Vinfini;

Ann. de Mathéniat., 3* série, t. XV. (Novembre 1896.) 3$



( 5oö )

'2° Trouver les périodes de l'intégrale

3° Trouver la valeur de l'intégrale

r
J ƒ(-=) dz,

prise le long d'une circonférence concentrique au
point z = het de raj on aussi petit qu'on voudra,

IL Soit S la surface définie par les équation*

z — h(it, r ) ,

et soient a,b, c les cosinus directeurs de la normale
MW en un point quelconque M (/*, r) ffo cette surface.
On pose

calculer, en chaque point M c/e /a courbe représentée
par les équations

i° L'angle tn que fait sa normale principale avec la
direction MW ;

2° iSo/z rayon de courbure R fcw pourra calculer

séparément —g— e£ —̂ — 1 •

Appliquer les formules obtenues à l'hélicoïde
gauche

x — r cos u,
y = r sin M.
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1. Le développement en série, dans le domaine* de

l'infini, de

2 z-' loS
 3 —

9, Z — l

donne o(z) = z -f- 3^3 . La fonction f{z) est, à une
constante additive près, la somme des trois parties prin-
cipales, et est déterminée par la condition d'être nulle
pour z = A\ de sorte que Ton a

Comme les résidus de cette fonction pour les points o
et a sont k- et — i, son résidu à l'infini esl i — ÂT:, et

les périodes de l'intégrale / f[z)dz sont '\Iiiz-i et

Comme cp ( À ) n'est pas nul et a la valeur A -h a A"3, le

résidu de ' ~ • ̂  pour z — A est égal à /?(A'+ 2A:î),

n désignant Tordre d(; multiplicité du zéro z = k de

f (z) , et l'intégrale proposée de cette fonction est égale

IL Soient a1? {3,, y< ; y.2, fi-2, y2 l^s cosinus direc-
teurs de la normale principale et de la binormale à la
courbe ; on a

et l'on trouve immédiatement

co«T77 E'du2-h vF' dudv
R E dn'2 -t- •;> F du dv -+- G

on a, d'autre part,

- C V 2 ) =

a b c

dx dv dz
ds ds ds

ds1 ds1 di,'1
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En multipliant les deux membres par le déterminant

a b c
dx dy dz
du du du
dx dy âz
dv dv dv

qui a pour valeur y/EG— F2, désignant par s1, M', v' les
dérivées de Tare 5, de u et de v par rapport à t, et po-
sant

T = | (

on trouve

siriTH
K

Dans le cas

b'3

de

V/EG-^F^

l'iiélicoidc

F = E'

dT
du'

dT
dv'

;, on

= G'r

dt \0u'/

dt \ dv' )

a

= 0,

\ d T

i oTi

-S

car les lignes coordonnées sont rectangulaires et sont
les lignes asymptotiques de la surface; de plus,

2, G— i et F' = -.; on en déduit

et

MÉCANIQUE. — Un solide rigide homogène de révo-
lution est fixé, par un point O de son axe de révolu-
tion O:<. Outre la pesanteur, une f or ce dont la fonc-
tion des forces est proportionnelle au carré du cosinus
de Vangle 9 que fait Oz avec la zénithale OÇ est dis-
tribuée sur le solide; soit A le coefficient de propor-
tionnahté de sorte que cette fonction des forces est
égale à ^ cos2 9.

A l'instant initial, après avoir incliné de 6o° sur OÇ
V axe positif O z sur lequel est situé le centre de gra-



ité du solide, on imprime à ce solide une rotation ini-
tiale autour de cet aae, puis on laisse le corps solide se
mouvoir librement autour de son point fixe O.

On suppose que la masse M du solide, Vaccélération
g due a la pesanteur, le nombre n qui mesure sur Oz
la vitesse angulaire de rotation, la distance l du
centre de gravité du corps au point O, les moments
d7i?iertie, équatorial et axial, A et C du solide pour le
point O, sont liés par la relation

on demande d étudier le mouvement de O^, ainsi
que le mouvement du solide autour de Oz dans les
deux cas suivants :

Dans le deuxième cas, après avoir discuté, on expri-
niera explicitement en fonction de t, au moj en des
fonctions elliptiques, les trois angles d^Euler 6, <j», cp
qui déterminent la position du solide dans Vespace.

La somme des moments des forces données par rap-
port à 0^3 et par rapport à OÇ est nulle*, on a trois in-
tégrales premières en pienant :

i° La troisième équation d'Euler qui donner = 72;
20 Le théorème des forces vives qui donne, en tenant

compte des conditions initiales

= — M #7 (cos ô — cosOo)-t-X(cos26 — cos260);

3° Le théorème des moments des quantités de mou-
vement par rapport à OÇ qui fournit, comme dans le
cas de la toupie,

Asin26'y-f- Cn(cos6 — cose0) = o.

En éliminant <!/ entre les deux équations, remplaçant
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cos90 par \ et C2n2 par sa valeur, on obtient l'équation
suivante pour déterminer 0 :

ou, en posant cos6 = u,

Aw'2 = 2 X ( t t « — l ) ( i — w2)

-2M^(M-i)(i-«*)-|M^(«-i)!

Premier cas. A = + Mg/} l'équation devient

on peut efTectuer l'intégration; en tenant compte des
conditions initiales, on a constamment u = ^ et
l'angle 0 reste égal à 6o°; mais alors on a <!/ = o et
0 ' = ^ ; l'axe O^ reste fixe dans l'espace, et le solide
tourne autour de cet axe avec une vitesse constante.

Deuxième cas. \ = — M gl ; on a

le dernier trinôme restant négatif quand u reste infé-
rieur à i en valeur absolue, u variera de i à —^, et 9
variera entre (3o° et 120°. Les relations

., Cn T — ^osO
Y A sin*0

cp' — n — -y cosO

montrent que i> varie toujours dans le même sens,
à' passant par uh minimum et un maximum pour 9==6o(>

et Ö = 1 2 0 » .

Pour effectuer l'intégration dans ce cas, nous poserons
M ^ / T q m
-~—- = m. u — .
() A 'i •>. j ' — m

et nous aurons

,v'~ — ,\ ,r" -117 m-x -h > (0 m* :



par conséquent, x est égal à p(t)\ on a ensuite

3

, 36 m2 (IX — m)
(2 x -f- 17 m ) (-2 x — 7 m ) '

(2a? -i- i'jm)(2.x — -] m)

et l'on est ramené à intégrer des fractions rationnelles
simples, ce qui se fait au moyen de la fonction Ç.

EPREUVE PRATIQUE. ASTRONOMIE. — Le g août, la

longitude du Soleil, au moment de son passage au
méridien de Paris, est

i° Déterminer son ascension droite et sa décli-
naison;

2° Déternriner, le même jour7 Vheure sidérale du
coucher de Vastre, (On ne tiendra pas compte de la
variation de ses coordonnées dans Vintervalle S)

On donne l'obliquité de Vécliptique et la latitude
de Paris

ta ='>.3°9.7 fi2", 8,

1 = 48°5o'47".

Lyon.

ANALYSE. — Intégrer

(x -h i f y'" + (a?+i )2 y" — ') (x -f- \)y' -\-%y — x^-\-\
{x-h i

Tout se réduit à intégrer l'équation saus second
membre. Posons 1 + 1 = ef, d'où, pour un entier
positif n quelconque,



avec P< = L-j- et (a,lt= const.).

viendra ainsi

d*y d*y ,dy

7.3— 2 a2— 4 a — 8 == (a — 2 ) 2 ( a - | - '2).

On a ainsi un système fondamental d'intégrales

MÉCANIQUE. — Questions de cours : mouvement d'un
point sur une surf ace j pression. Mouvement dun corps
solide, homogène, pesant, de révolution, fixé par un
point de son axe.

Grenoble.

ANALYSE. — I. Calculer le volume compris dans le
triedre des coordonnées positives, entre les jaces xOy,

xOz, les deux surfaces — — j-; = —, a2y = bx2 et le

plan parallèle àyO z mené par le point de rencontre
des traces des deux surfaces sur le plan xOy.

On a successivement

~ — / î i/ l *dx -T- ƒ —r arc sin - dx )

II. intégration de Véquation



( 5.3 )

lntégi aie générale, et r echerche de la solution singu-
lière, en partant, soit de l'intégrale générale, soit de
r équation différentielle proposée.

L'équation, mise sous la forme

dx ix J ~

est immédiatement intégrable; son intégrale générale
est donnée par

( i ) 3 J 2 - I - Ca?-+-C)2= O

Suivant les valeuis attribuées à la constante c, on aies
formes suivantes pour les courbes intégrales :

C< o

C = O

Pour la solution singulière, en partant de l'intégrale
générale, et posant F(x,jr, c) = xy2-h (x -+- c)2, d'où
d¥ o , N d¥ j • r •
— = r 2 + 2 ( ^ + c), c- = 2xy. on doit éliminer entre

F=o et £ =
dy

4- c) = o. On trouve xj 2 = o,

ce qui donne, soit j 2 = o , soit x = o. Or, j 2 = o
d¥ d¥ , .

entraînant —- = o et -r- == o, est, non une solution,dx dy ' ' '

mais un lieu de points doubles des courbes intégrales.

D'autre part, x = o donne —- ̂  o : c'est donc une
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solution. Mais comme on a alors c = — x = o, d'où,
d'après (i) , x(y2-\- x) = o, la solution x = o n'est
qu'une partie de la solution particulière qui correspond
à c = o, et qui se compose d'une parabole et de la tan-
gente en son sommet.

Il n'y a donc pas de solution singulière.
En partant de l'équation différentielle et posant

<f(jc,y',y') — (ixy1 -\-y)--h 4X> e n supposant y1 fini,
la solution singulière résulterait de l'élimination de y'
entre

('-> ) o( x, y, y' ) — o

vl

(3) J ,= 4 . , r , ,yH- r ) = o,

à la condition que l'on ait (criterium de Darboux)

âz> do
( 4 ) V ~*~ j~~y ~ ^y'(i:>*r^'-+• ^ ' ) -i- 2 = o .

De (3) on tire, soit x = o, soit 2XjK^-f-t/
== °- Avec

x = o, l'équation (2) donne j 2 = o , et l'équation (^)
n'est pas satisfaite. Elle ne l'est pas non plus quand on
pose 2xyr-hy = o.

Donc il n'existe pas de solution singulière pour
laquelle y soit uni.

Pour rechercher si yf == 00 fournit une solution sin-

gulière, on peut changer de variable; en posant xf = -7—?

011 aura

()6 t)6
(7) * — ' -H - ~ . r ' = 2.r'(2a7'2-H 3j'^r'-+- Gar) = o.

Soit . r ' = o; (5) don ni1 .r2 = o, (C>) est satisfaite ainsi



que (7)5 mais, dans ce cas, le criterium est insuffisant,

car —- = /\{xn-\-yx'-\- ix) et -y-= <à(ix-\-yx')x'

s'annulent en même temps.
La méthode élémentaire ne suffit donc pas ici pour

décider si x- — o est une solution singulière. On a vu
que c'était une portion de solution particulière.

MÉCANIQUE. — Une tige matérielle A13, pesante et
homogène, sans épaisseur, qui se meut dans un plan
vertical, a une de ses extrémités A qui glisse sans frot-
tement sur une horizontale x'x, et elle peut pivoter
librement dans le plan autour de A. On demande son
mouvement et la réaction de la droite x1 x.

Cas particulier : on supposera au début la tige très
peu écartée de la verticale menée dans le sens de la
pesanteur et abandonnée à elle-même sans vitesse. On
cherchera Vangle Jorme par la tige avec la verticale
et l'on calculera la durée d une oscillation infiniment
petite. On comparera cette durée avec ce quelle serait
dans les mêmes conditions si A était Jixe.

Soient il la longueur de la tige, M sa masse; prenons
x'x pour axe des x , un point O de cette droite pour
origine, la verticale du point O daus le sens de la pesan-
teur pour axe des y. Nous avons trois inconnues, l'ab-
scisse x de A, l'angle 6 de AB avec l'axe des j ' e t la
réaction normale N. Le principe du mouvement du
centre de gravité et celui des forces vives nous four-
nissent trois équations :

dr . , crt

rlr- . , dr r/U \l* (Uï1

dl- dt dt \ dtl '
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et

(3) MZ

(i) et (2) déterminent le mouvement, (3) donnera N.
Éliminant x entre (1) et (2) , on obtient :

et le problème est ramené à une quadrature. Dans le
cas particulier, en appelant a l'angle d'écart, (4) devienl :

- -+-sin26 ) — = ^f ( cos 6 — cos a).
5 j dr- i

2 A 2

En remplaçant cos a et eosÔ par 1 — ~» 1 y et
négligeant sin2 9, on trouve pour la durée de l'oscillation:

T = ~ l / ö — Si A était iixe, la durée serait T ' = 7zi/ •!—;

T'donc T = — Ou peut \oir de plus que le mouvement

est le même que celui d'un pendule elliptique formé par

deux masses m et m'= TT reliées par un fil de lon-

gueur ~ j ni' glissant sans frottement sur O.r.

EPREUVE PRATIQUE : ASTROINOATIE. — On a mesuré
Vazimut A{ d'une étoile E par rapport à une mire M,
l heure sidérale étant \\s. Déterminer la position du
plan méridien par rapport à la mire, connaissant
l'ascension droite JR et la déclinaison D de Vétoile,
ainsi que la latitude \ du lieu d'observation.

Calculer l'influence que peut avoir sur la détermi-
nation du méridien une erreur de l'heure sidérale lîs

inférieure à une seconde en valeur absolue.
Chercher à quelle heure sidérale Vobservation aurait

du être faite pour rendre minima Vinfluence de
I erreur de l'heure.



Données numériques :

Us i9h37m56%5
At i66°48'52", 5
M. i4o°33'46",6r)
(B 8i°47 ' 8", 8
X 45° n ' 23"

i° Le triangle de position donne

(i) cosCD sina — cosA sinA,

(?) tang(D cosX — sinX cosa = — sina cotA.

L'angle horaire a est donné par

(3) .fl-ha

Posant

o n t i r e de ( 2 )

cota sin(co — X )
(o) cotA — -^ -•

coscp

Les formules (3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) donnent successivement

a 153° 5 y 20", 8>
© — 8'2°'22'59//,9i
A 1760 7' 9",or
A — Ai iooi8' 16", 51

Le choix de la valeur convenable de A, mal définie
par (5), résulte de la considération de la formule (1) qui
montre que sinA et sina doivent être de même signe.



a" En dilïérenliant (2 ) on a soul est supposé \ ariable,

on en tire

(6) r/A = sin2 A(sin X -h cota cot A )drj..

Si (1aL = ±r = ±ij", d\=±z»,5j.
3° En introduisant l'angle de position E, on a

cos K si il V .
(7) r/V = =- t/a.

et si l'on prut avoir cos E = o, on aura dk = o. Alors
le triangle ZPE serait rectangle, et l'angle lioraiie a4,
pour l'instant considéré, serait donné par

tain; )
(8) cosa , -= - ,

ce qui exige que l'on ait A<(D, condition remplie par
les données.

On tiouve
*i— 8r'38'5o", HO,

et riieure sidérale correspondante sera

H', := I \h | 8 m K)\ \".

Montpellier.

AjsviAsr. — i° Déterminer les lignes asyniptotiques
de la surface S représentée par Véquation

z = a2 rv — G (il) 1 '2j 2 H- h1 y1* + r.

Montrer que ce sont des courbes gauches du qua-
trième ordre, et que deux lignes asyniptotiques qui se
coupent sont situées sur une même surface du second
•ordre.

i° a et b étant positifs, évaluer le volume limité
par Iç surface S donnée, le plan XOY, et le cylindre
elliptique

} 2 6 ( )* /
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en supposant que les traces de ces deux surfaces sur le

plan XOY ne se coupent pas.

i° L'équation différentielle des ligues asymptotiques

peut s'écrire sous la forme

(ax dx — by dy)- = ab( y d.r -+- x dy)-.

En intégrant on pourra représenter les deux systèmes

de lignes asymptotiqiies par les équations

\ ax- — by- = 'i ry \Jab -\- a,

/ z — 4 a xy \/ab -h a2 -h c,

\ ax1 — by2 — — 'ixy \Jab -i- 3,
<
/ z=~ \$ \/a~b xy 4- J32 -+- c ;

ces deux courbes sont situées sur la surface du second

ordre

5 = ( a + $)(ax2+ by*-)-{-'±(z — $)xy s/7ïl> — aS

2° En posant

x — 1 = -p rosO. ^ — ;JL — — si ri 0,
\J a \f I)

ç = I p c/p ƒ 6/0.

En développant la valeur de z et supprimant les
termes d'ordre impair en sinÔ ou cos9, dont l'intégrale
esl nulle, on a

=-= / pdp / [«2»+
sjab Jo Jo

=: " (a2 A'' 4- 62 ;av — Gab\2 [j.2 -+- c) .
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Ce volume est équivalent à un cylindre droit ayant
même base et pour hauteur la parallèle à l'axe OZ pas-
sant par le centre de l'ellipse de base et limitée à la sur-
face S.

MÉCANIQUE. — i° Les coordonnées cartésiennes rec-
tangulaires d'un point d'une surf ace fixe sont déter-
minées par les équations

z = \/u2—i,

où a, v sont deux paramètres variables. Un point
matériel, non pesant, de masse égale à l'unité se meut
sans frottement sur cette surface, sous Vinfluence
d'une force attractive proportionnelle à la distance,
issue de l'origine des coordonnées, et dont l'intensité
est égale à l'unité pour V unité de distance.

On demande : i° déformer Véquation aux dérivées
partielles dont il suffit, d'après le théorème de Jacobi,
de connaître une intégrale complète pour avoir les
équations finies du mouvement ; 2° de trouver une in-
tégrale complète de cette équation; 3° de déterminer
la trajectoire et la loi du mouvement en supposant que
Von a, à l origine du mouvement,

x = i, y = o,

et que la vitesse initiale est parallèle à Vaxe des y
et égale à Vunité.

2° Un point matériel pesant, sollicité par une force
pour laquelle" il existe une f onction des forces^ est as-
treint à se déplacer sans frottement sur une courbe
fixe située dans un plan vertical. Peut-on déterminer
la fonction des forces de manière que le point soit en
équilibre quelle que soit sa position sur la courbe ?

Examiner en particulier le cas ou la courbe donnée
est une parabole dont l'axe est vertical.



i° La force vive est

relation où l'on a posé

8T
=

Soit

8T , 2M I ST
P = K—; = U e t <7 =: — =:
^ k M2—i 1 Zv'

K =pu' -T- qv' — T;

la fonction des forces est

U = — fr dr = — — = i — M«.

Si l'on pose

H - K U - u2~~* p2 ql 9l(

±1 1.V \J '2U2 — I 2 2 M2

l'équation de Jacobi est

§S

On obtient une intégrale complète en prenant pour
S une fonction de la forme

S = — ht -h OLÇ -\-/(u)y

d'où

et

S = — ht -i- OLV ±1 I {/ ('2U'2— i)

Le mouvement est alors déterminé par les équations

SA ~J V {u*—i)[<ihuï—tf~uî(iu* — i)} U P '

§S _ Ç / lit-— i du
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et la vitesse sera donnée par les formules

2/m2 — a2— w2(-2M2— i) , o N

—^^rr - < " 2 — ) -

Pour f = o, on suppose

3 7 = 2 , y = O, X' = O, JK' = I '•

p a r s u i t e

w = 2, e = — > u — o, </ = — 1 ;
2,

on en déduit

a = — 2, /* = 4-

Les équations du mouvement deviennent alors

TZ I A — U'2

==: = - + arc tang - 4/ - j — ,
, - 2 G?ti . / 4 — W2

^ = zh f - = zp arc tang ' 7

u ne pouvant varier qu'entre i et 2, on doit prendre

partout le second signe. Ces équations peuvent encore

se mettre sous la forme

4 — u2 sin2£
a2 = i + 3 cos? /, cos2 v = —5—^- = — >

3 M2 I -H 3 cos21
ou encore

a; = 2 cos J, ^ fi

la trajectoire est donc une ellipse située dans le plan

z =z x —, et le rayon vecteur passant par le centre dé-

crit des aires proportionnelles au temps.
2°* Soit cp (Xj y) = o l'équation de la courbe dans son

plan, et F(.r, j ) la fonction des forces, le point étant
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supposé assujetti à rester dans le plan de la courbe. La
courbe cp doit être une courbe de niveau, c'est-à-dire
qu'elle doit avoir une équation de la forme F = c, de
sorte que Ton peut prendre

ƒ étant une fonction arbitraire.
Si

OY étant l'axe vertical, on a

les composantes de la force seront

X =!»*ƒ, Y=-'2Pf,

f étant une fonction arbitraire de x-—

On a un cas particulier simple, si f est supposé
constant.

ASTRONOMIE. — Calculer l'heure sidérale à laquelle
un astre a un azimut donné :

Ascension droite de l'astre., -Î- G3"4'/ 7",9

Déclinaison — 53° 58' 5 3", G

Azimut donné -+-3'2O° 5' 34", 4

Latitude du lieu — 67°28'42",8

X étant la colatitudc, S la distance polaire, E l'angle
des grands cercles joignant l'étoile au pôle et au zénith,
on a

s i n E = 2 ^ s i n ( A — i8o°/)7

3Go° — M A — R — i8o° S m ~x
cot — = tang K r-«

2 '>- •„ ô— A



On trouve
E = i 5 5 0 i 7 ' j ; " , 9 ,

Al = 338° 5 '4i" ,5,
H = M -r- JR = 3o3°47'49". »,

ou
?oh i5m n s ,29 .

Marseille.

ANALYSE. — M. Sophus Lie a proposé le change-
ment de variables défini par les trois équations

x' -+- / — i y' -+- z •+• xz' = o,

x(x'— / — \y') -x-y — z'= O,

z^-p — q (x'~ / H T y ) = o.

Démontrer que Von peut déterminer p, p' et q' de
sorte que la relation

dz' — p'dx' — q'dy' — p(dz — p dx — q dy) = o

soit une conséquence identique des deux premières
équations différentices totalementy quand la troisième
équation est supposée vérifiée. Calculer alors

x' •+• s/— i y\ x' — y/— i y'> z'y P e t q'

en fonction de x, y, z, p et q.
Si le point xyz décrit une ligne droite, démon-

trer que, quelles que soient les valeurs de p et q, le
point x!y'z1 est sur une sphère déterminée.

Si Von imagine un plan passant par la ligne droite
et dont Vorientationy en variant d'une manière conti-
nue'y détermine les valeurs de pet de q (dz = pdx -y-qdj
dans ce plan), le point xrjfzf tracera une ligne sur la
sphère. Le plan tangent à la sphère en chaque point de
cette ligne sera détet miné. On aura dz!=pr dx'-\- q1 dyr.
C'est dans ce sens que Von peut dire qu'à une droite
la transformation fait correspondre une sphère.



En remarquant : i° que la tangente à une ligne
asympiotique a trois points confondus avec la surface;
2° qu'une sphère tangente à la surface a avec cette sur-

face une intersection qui présente ordinairement au
point de contact un point double à tangentes distinctes,
mais que les tangentes sont confondues suivant la di-
rection de Vun des axes de Vindicatrice, quand la
sphère a pour centre Vun des centres principaux de
courbure {on dit alors que la sphère est osculatricê), on
peut démontrer qu'à la tangente asymptotique la
transformation fait correspondre une sphère oscula-
trice, et que, comme conséquence, les lignes asympto-
tiques d'une surf ace deviennent par la transformation
les lignes de courbure de la surface transformée.

Difïè'rentions les deux premières équations, ajoutons-
les ensuite après les avoir respectivement multipliées
par des indéterminées \h et X2, et identifions avec
l'équation différentielle proposée. Nous aurons

"ki(dx'-h / — i dy' -\- dz -h z'dx -+• xdz')

H- I2[dx(x'— \/— ly') -+- xdx'— sj— i xdy'-h dy — dz']
= dz'—p'dx'— q'dy'— p(dz — p dx — q dy).

En identifiant les coefficients des mêmes différen-
tielJes dans les deux membres, on a

I — X ! X X 2 t

— p' = Xj-f- X 2 # ,

— q'= / — i ( X t — X2 .r),

— p = Xi,

p? = A2.

On a, avec les équations proposées, neuf équations
pour déterminer les huit quantités xf, y\ z'', p'\ q', p, X,
et X2 en fonction des autres. Le calcul va nous montrer
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que ces neuf équations sont compatibles à cause de la
troisième équation proposée. En effet, on a facilement

—P'
_ , q —x — q —i-i-qx y/ZTÏ(—l—qX)

= ?P
— z'-+-q (x'—s/—iy')

L'égalité du premier et du dernier rapport donne
précisément

p = _ z'+ q ( ^ ' _ <JZTY y),

ce qui est la troisième équation de M. Lie .

On a facilement ensuite les formules ( j )

x -h \J— i y = — z px-+-qy
q — x

; Y •+" P
y=S t

q x
, _ px -h qy

q — x

q -H x
qx^x

Ce sont les formules d'un changement de cinq va-
riables en cinq nouvelles variables. Au point de vue
géométrique, on peut considérer x,y, z, p, q comme
définissant l'ensemble d'un point d'une surface et du
plan tangent en ce point, et x1, y', z\ p\ q1 définiront
un point de la surface transformée et son plan tangent.
En effet, si dz -—pdx — q dy = o exprime la condition
à laquelle satisfait un déplacement infiniment petit
dans le plan tangent, il résulte du calcul précédeut que
la même condition dz'—p'dx'—q'dy' = o sera satis-

(') Voir GOURSAT, Leçons sur Vintégration des équations aux
dérivées partielles, p. 266.



faite pour la surface transformée et réciproquement.
On peut énoncer ce résultat en disant que la transfor-
mation transforme deux surfaces tangentes en deux sur-
faces tangentes (transformations de contact de M. Lie).

Si Ton suit une courbe sur une surface, .r, y, z, p, q
ne dépendront que d'un seul paramètre. Il en sera de
même de x\y\ z', pf, q'. Donc, à tous les points d'une
courbe et aux plans tangents en ces points à la surface,
correspondent points de courbe et plans tangents dans
la transformation.

On peut encore considérer une courbe isolément et
se donner des variables p et q en chaque point or^y, z,
par exemple par la position d'un plan tangent à la
courbe en chaque point; on aura des transformations
correspondantes.

Dans le cas d'une ligne droite, dont les équations
sont

ax -f- by -f- cz -+- d = o,
ax -f- b1 y -+- c'z -h d' = o,

on aura en même temps les deux premières équations
de M. Lie, ce qui donnera la condition

a b c d
a' b' c' d'

o i x -h v—

x' — \/— i y' i o — z'

C'est l'équation d'une sphère.
La loi suivant laquelle p est lié à q en chaque point

de la droite détermine une courbe sphérique et les plans
tangents à la sphère en chacun des points de cette courbe.
A trois points confondus sur la droite correspondront
trois points confondus sur la sphère : c'est de là que se
tire la dernière partie de la question proposée.
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MÉCANIQUE. — Dans un plan donné, un canal circu-

laire A est mobile sans frottement autour de son centre
qui est fixe. Dans ce canal, dont Vintérieur est dépoli,
se meut un point B, non pesant.

On donne au système un mouvement initial. Etu-
dier le mouvement subséquent.

Etudier le cas particulier suivant :
La masse du canal est égale à dix f ois la masse du

point B. Le rayon du canal est égal à deux mètres. Le
coefficient de frottement du point à l'intérieur du
canal est égal à un dixième.

yl Vinstant initial, le canal est sans vitesse et le
point B a une vitesse égale à Vunité.

Soient O le centre fixe du canal A et Ox une droite
fixe dans le plan où se meut le canal. Désignons par C

,<v\\\
un point invariablement lié au canal et situé sur sa
circonférence.

Soient a l'angle #OC et [3 l'angle COB, ces angles
étant comptés de droite à gauche. Nous appellerons M
la masse du canal A et m la masse du mobile B. JNous
désignerons par R le rayon du canal dont le moment
d'inertie sera alors MR2.

Puisque le canal est dépoli, l'action du canal sur le
point ne sera pas normale au canal, si la vitesse relative
du point sur le canal n'est pas nulle. Cette action pourra
se décomposer en deux forces, l'une normale N, l'autre



tangentielle Nf, endésignantpar ƒ Ie coeflScientde frot-
tement. Cette composante tangentielle, dont la valeur
absolue est N/, sera dirigée en sens contraire du mou-
vement relatif du point B.

Les composantes de la réaction du point B sur le
canal seront égales et contraires aux précédentes.

Dans ce qui suit, on supposera que la valeur initiale

de •— est positive. On verrait sans difficulté comment il

faudrait modifier les équations si la valeur initiale de

-7£ était négative.

La composante N de l'action du canal sur le point B
est évidemment dirigée suivant BO. Nous la compte-
rons donc dans le sens BO, et par conséquent la com-
posante tangentielle sera égale à — Nf si on la compte
dans le sens où (3 croît.

Si l'on projette sur la tangente et sur la normale en
B, les équations du mouvement du point seront

Enfin, si l'on étudie le mouvement du canal, le théo-
rème du moment des quantités de mouvement, par rap-
port au point O, donnera

(3) MR-y-? = N/.

Des équations (i) et (3), on tire l'équation

qui montre que ~ va toujours en décroissant, tandis

que l'équation (3) montre que -j- va toujours en crois-
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sant. Enfin l'équation (i) montre que ,—— va tou-

jours en décroissant.
Des équations (i) et (2), Ton tire

)V_
J - ° 'dl

d'où Ton tire, en désignant par u0 Ia valeur initiale de

y^J dt - i -

Ensuite, les équations (i) et (3) donnent

d'où l'on tire, en désignant par v0 la valeur initiale de
dx
Tt'

*,dy. rf(a + 8)

(5) M --—h m -j—— = M Po-4- mu0.

Les équations (4) el (5) donnent alors

(6) M g ^ M ^ m m , - mU\.,
dt i -H u>Qjt

Pour t = o, -~ est égal à — M0 — 0̂ qu'on a supposé

positif, puisqu'on a supposé que la valeur initiale de -^

était positive. Cette quantité ^ va en décroissant, et

elle s*annulera pour une valeur de t fournie par la re-
lation

M ( M 0 — *>O)(8) t =
mu0)
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Dans cette expression, le numérateur est positif*,

quant au dénominateur, il peut être positif ou négatif.

S'il est positif, -~- deviendra nul au bout d'un certain

temps et. à partir de cet instant, les équations (6) et
(7) ne conviendront plus. Alors le point B restera fixe
sur le canal et tout le système tournera d'un mouvement
uniforme autour du point O. Si, au contraire, le déno-
minateur est négatif, J ne s'annule jamais et les équa-
tions (6) et (7) conviennent indéfiniment. Mais alors
l'équation (4) montre que la vitesse absolue du point B
tend vers zéro lorsque t augmente indéfiniment.

Ce dernier cas se réalisera en supposant u0 positif,
avec r0 négatif et suffisamment grand en valeur absolue.
La vitesse absolue de B tendant vers zéro, la pression N
tend également vers zéro, comme le montre l'équa-
tion (2) et, par suite, le frottement N ƒ tend également
vers zéro. On comprend ainsi que le frottement, deve-
nant infiniment petit, n'arrive pas à détruire la vitesse
du canal qui, tout en décroissant en valeur absolue, tend
vers une limite différente de zéro.

L'équation (4) demande une observation. Il semble

que, si //0 était négatif, —^—— pourrait croître indéfi-

niment.
Mais, pour en rester dans l'hypothèse admise où la

valeur initiale de ~- est positive, on voit que, si u0 est

négatif, il faut que y0 soit aussi négatif. Mais alors la
valeur de t, fournie par l'équation (8), est positive, et
elle est inférieure à la valeur de t, qui annulerait
i-hiiuft. On n'a donc pas à examiner le cas de
1 -h u0 ƒ t = o, car les équations cessent de convenir
avant d'atteindre la valeur de?, qui vérifierait cette der-
nière équation.
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Pour terminer la solution, il reste à trouver les va-
leurs de a, (3, a -f- (3 en fonction du temps, ce qui ne
présente aucune difficulté.

Le cas particulier indiqué ne présente aucune compli-
cation, il permet seulement de préciser la question par
des données numériques.

En résumé, les vitesses absolues du point et du canal
tendent à devenir égales. Si la vitesse absolue du canal
n'est pas trop grande, l'égalité se produira et, à partir
de cet instant, le canal et le point formeront un système
invariable animé d'un mouvement de rotation uniforme
autour de O. Mais si la vitesse absolue du canal est trop
grande par rapport à la vitesse absolue du point B et si
les deux vitesses absolues sont de sens contraire, le mou-
vement se continuera sans que les vitesses deviennent
jamais égales, la vitesse du point B tendra vers zéro et
la vitesse angulaire du canal tendra vers une limite dif-
férente de zéro.

ASTRONOMIE. — Connaissant Vanomalie vraie v
d'une planète, ainsi que la longitude du nœud ascen-

dant, Vinclinaison i et Vargument to de la latitude du
périhélie de l'orbite, calculer la longitude l et la la-
titude b héliocentrique de cette planète.

v = 158° 29'17", 8,
a= 8o°46'39",o,

1 = io°37' 10", o,

to = 68° M ' 10",O. •
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On peut se servir des formules

tang(Z — SI) — tangtf cos — *,
tango = tangjfsin(/ — £>),

où
u = v -+- a).

Les tangentes suffisent pour déterminer les angles
( / — 8 ) et b, car sin (/ — 8 ) et sin u ont le même signe
et b est compris entre —900 et -f-900.

On a
U = 2l2J°1OrQLj",8,

tang u o,o355.'293
cosi 1,9924.973

tang(/ — SI)

sin( / — SI) — T,863o.465
tangt 1,2729.994

lang b —T,i36o.389

Les signes placés devant les logarithmes se rapportent
à la quantité elle-même.

Toulouse.

ANALYSE. — I. On donne deux nombres réels posi-
tifs m, n dont la somme m -+- n est égale à l'unité, et
Von demande de calculer la valeur de Vintégrale

ƒ
dans laquelle a désigne un nombre réel donné et choisi
de jacon que celte intégrale ait un sens.
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Appliquer au cas ou l'on a

i
m = n = - •

II. .r, ƒ , 5 désignant des coordonnées cartésiennes
rectangulaires, déterminer une surface satisfaisant à
V équation

et passant par le cercle défini par les équations

Déterminer aussi une surface satisfaisant à la même
équation et passant par la droite définie par les équa-
tions

III. Définition et détermination des lignes de cour-
bure d'une surface donnée.

MÉCANIQUE. — I. Étudier le mouvement d'un point
matériel assujetti à décrire la courbe parfaitement
polie représentée par l'équation

1 1 _2

xi -i-y* = a3, a const.

et soumis à l'action d'une force perpendiculaire à Ox,
dirigée vers cet axe et variant en raison inverse de la
racine cubique de l'ordonnée. On supposera que le
mobile part sans vitesse initiale du point de coordon-
nées x = o, y = a et qu'il commence à se mouvoir sur
l'arc compris dans r angle y Ox formé par les parties
positives des axes de coordonnées.

Montrer que cet arc de courbe est brachistochrone
pour cette loi de force.
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II. Un corps solide partant du repos est assujetti à
tourner autour d'un de ses points O supposé fixe et
mis en mouvement par un couple de percussion. On
demande de déterminer la valeur de la force vive 2T
que prend le corps.

Supposons maintenant que le même corps partant du
repos soit mis en mouvement par le même couple de
percussion, mais que Von fixe un autre de ses points h.
de façon qu'il soit contraint de tourner autour d'un
axe fixe O A. Calculer la force uwe iT' qu'il aurait
dans ce cas et montrer que cette force vive est infé-
rieure à celle quyil aurait acquise dans le premier cas,
c'est-à-dire que Von a

T'< T.

On donne en grandeur et en direction les axes prin-
cipaux d'inertie du corps relativement au point O et
le moment du couple de percussion.

ÉPREUVE PRATIQUE. — En un point dont-la latitude
est 43°36'45% 3, on a observé une étoile. On a trouvé
Vangle horaire égal à 3h45m8s, i5 et la déclinaison à
4-8° i2746",9. On demande de corriger ces coordon-
nées de la réfraction atmosphérique. On admettra
qid à la distance zénithale z à laquelle se trouve la
position observée, la correction à apporter à la dis-
tance zénithale observée pour avoir la distance zéni-
thale vraie est CL tang z, où

a = 58", 3.


