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LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES.

SKESSION DE JUILLET 1896. — COMPOSITIONS.
Nancy.
Anxavyse. — L. On considére les fonctions analy-

tigues uniformes qui n’admettent d’autres singularités
que trois points singuliers isolés z=o0.z =a, s =w,
les parties pl'inci/)ales correspondantes élant respecti-
vement

k—a 1

. k=
sin — —_—
3 (3 —a)? s—a

) e(3);
k désigne un nombre réel entier, a une constante
quelconque, et o(3) la partie principale de la fonction

—+1
—1

Nl w
t

s*log

13

encisagée dans le domaine de Uinfini, le signe log
indiquant la détermination qui s’annule & Uinfin:.

Soit f(5) celle des fonctions considerées qui est nulle
pourz =k :

10 Former U’expression explicite de f(s) et calculer
son résidua Uinfini;
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Trouver les /)él'iudes de l’intég/'(zlc

jz.:f(;) ds:

3 Trouver la valeur de U'intégrale

prise le long d’unc circonférence concentrigue au
point 5 = ket de rayon aussi petit gu’on voudra.

L. Sout S la surface définie par les équations
o= flu,v), Vo= glu, e) 3= fi(u, )

VAl

et soient a, b, ¢ les cosinus directeurs de la normale
MW en un point guelconque M (u, v) de cette surface.
On pose

. Y [ or\? dx dr _ ar
= (%) F=Xma "-2(@
Mo 02,’1‘ D ()‘Zx ‘

L_Zal)il‘l’ = Cow o’ ‘%Z ot

calculer, en clhague point M de la courbe représentée
par les équations

u=u0(t). e =1d(1):

1° L'angle & que fait sa normale principale avec la
direction MW ;
2° Son ra_yon de courbure R <on pourra calculer

08T sinw
sépar ément * & m )

Appliqguer les formules obtenues o [’hélicoide
gauche
T = ¢ Ccosu,
¥y =r¢sinu,

s = ku.
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1. Le développement en série, dans le domaine de
Pinfini, de

3
shlog
3

N e

donne o (35)=5-+ 33% La fonction f(z) est, a une
constante additive prés, la somme des trois parties prin-
cipales, et est déterminée par la condition d’étre nulle
pour z =k, de sorte que I'on a

. k= k—a 1
3) = <sIn — P I— Lk 333 — 3AS.
7(3) in — +(z——a)'l Tt k=43 3k

Comme les résidas de cette fonction pour les points o
et a sont Aw et — 1, son résidu a 'infini est 1 — &=, et

les périodes de D'intégrale /‘f(:)z/: sont 2A=2( et

/=
=0

i,

N

Comme ¢ (h) n’est pas nul et ala valeur & + 243, le
vésida de £/ (3)
ASY

n désignant 'ordre de multiplicité du zéro 5 =F% de

bour 5 =& cst éeal & n(kh —+ 2ki),
I S

f(z), et I'intégrale proposée de cette fonclion est égale
aonwi(k+ 3k%).

II. Soient 2y, 3y, vy; %2, P2, V2 les cosinus direc-
teurs de la normale principale et de la binormale a la
courbe; on a

cosw I . oy A . Ay drz
"R T R (@n b +ox)=a P 7e T P F

t}

et 'on trouve immédiatement

CoOSTs E'du?+ o' du de -~ G de?

R~ Edw*+2Fdudo+Gde?’
on a, d’autre part,
« b c
X dr dv 3
“_;]‘_m = %((llz—i—[)lﬁg—‘\— cyy) = | ds ds ds |-
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En multipliant les deux membres par le déterminant

a b ¢ ]

dr Jdy 0z
ou ou ou |,
dr Jdy 03
do o v

qui a pour valeur \/EG — F2, désignant par s', v/, ¢' les
dérivées de I'arc s, de u et de ¢ par rapport a ¢, et po-
sant

T=1(Eu?2+a2Fu'v'+ Go'2),

on trouve
JoT d <0T> oT

sinw 1 o di\ou')  u
R S3YEG--F2| oT d (a'r aT |’
o dt\ae') T o |

Dans le cas de 'hélicoide, on a
F=E=G= o,
car les lignes coordonnées sont rectangulaires ct sont
les lignes asymptotiques de la surface; de plus,

E=v+ A, G=1c V' = ; on cn déduit

Vor k2
cosT™ ; sinw
—_ I .

R R

Mecanique. — Un solide rigide homogéne de révo-
lution est fixé par un point O de son axe de révolu-
tion O z. Qutre la pesanteur, une force dont la fonc-
tion des forces est proportionnelle au carré du cosinus
de Uangle 8 que fait Oz avec la zénithale OF est dis-
tribuée sur le solide; soit ) le coefficient de propor-
rionnalité de sorte que cette fonction des forces est
égale a ) cos*8.

A Uinstant initial, aprés avoir incliné de 60° sur O
I'axe positif O3 surlequel est situé le centre de gra-
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vité du solide, on imprime a ce solide une rotation ini-
tiale autour de cet axe, puis on laisse le corps solide se
mouvoir librement autour de son point ﬁa'e 0.

On suppose que la masse M du solide, I accélération
g due & la pesanteur, le nombre n qui mesure sur Oz
la witesse angulaire de rotation, la distance I du
centre de gravité du corps au point O, les moments
d’inertie, équatorial et axial, A et C dusolide pourle
point O, sont liés par la relation

3MA gl =2C2n2;

on demande d’étudier le mouvement de Oz, ainsi
que le mouyvement du solide autour de Oz dans les
deux cas suivants :

A=Mgl, »=-—Mgl.

Dans le deuxiéme cas, aprés avoir disculé, on expri-
mera explicitement en fonction de t, au moyen des
Sonctions elliptiques, les trois angles d’Euler 8,4, o
qui déterminent la position du solide dans Uespace.

La somme des moments des forces données par rap-
port & Oz et par rapport 4 OF est nulle; on a trois in-
tégrales premicres en prenant :

1° La troisiéme cquation d’Euler qui donne r =n;

2° Le théoréme des forces vives qui donne, en tenant
compte des conditions initiales

TA(P?—q?) = 3 A(sm20¢'2462)
=—Mgl(cosb — cosfy) 4 A(cos28 — cos28,);
3° Le théoréme des moments des quantités de mou-
vement par rapport a Of qui fournit, comme dans [e
cas de la toupie,
Asin20¢ '+ Cn(cos® — coshy) = o.

En éliminant ' entre les deux équations, remplacant
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cosf, par 4 et C2n? par sa valeur, on obticnt I’équation
suivante pour déterminer 0 :

3Mgl(cosh—1
2 8in2f

A02 =2)(cos20—1)—aMgl(cost —3)
ou, en posant cosl = u,

Au?2=oh(w2—1)(1—u?)
—oMgl(u—1)(1—u?)—3Mgl(eu—1)%.

Premier cas. )=+ Mgl; I'équation devient

. aM gl

W= — —

(=1 (w-+1):

on peut effectuer Pintégration; en tenant compte des
conditions initiales, on a constamment w=13, et
Pangle 0 reste égal a Go’; mais alors on a ¢’ =o ct
o' =mn; l'axe Osreste fixe dans 'espace, ct le solide
tourne autour de cet axe avec une vitesse constante.
Deuxiéme cas. h=—DMgl; ona
"= QM\g—l (v =D+ e+ u—1%);

le dernier trinome restant négatif quand « reste infé-
ricur & 1 en valcur absolue, u varterade 34 — %, et 0
variera entre 60° et 120°. Les velations
Cndi—rcosh
y==Rr= 0,
A sin2()

o' =n— 1y coslh

T

montrent que (!J varic toujours dans Ie méme sens,

J' passant par uih minimum et un maximum pour §==60°
et  =120°.
Pour effectuer I'intégration daus ce cas, nous poserons

Mgl 1 qm
— = IN. U == -~ — .
6A 2 20X — m

7= 4t s mtr 4 3{om3:
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par conséquent, x est égal a p(z); on a ensuite

3.
_ 36m?(22x — m)
T T e +irm) e —om)’

3
, 18m?2 (2.2 — 19m)
¢ =n— - = 3
(2 +17m)(2xr —7m)

et 'on est ramené i intégrer des fractions rationnelles
simples, ce qui se fait au moyen de la fonction g.

Erreuve prATIQUE. AstrRoNoMIE. — Le ¢ aodt, la
longitude du Soleil, au moment de son passage au
méridien de Paris, est

130° 228",

1° Déterminer son ascension droite et sa décli-
natson;

2° Déterminer, le méme jour, Uheure sidérale du
coucher de Uastre. (On ne tiendra pas compte de la
variation de ses coordonnées dans ’intervalle.)

On donne Uobliquité de Uécliptique et la latitude
de Paris

t ot
»w =923"27"12",8,

A= 4%°50"47".

Lyon.

Anaryse. — Intégarer
5
3
(z+1)2

i

(r+1p3y" (x4 12y —5(x-+1))' +8y =21+ 1+

Tout se réduit & intégrer I’équation sans second
membre. Posons x +1=e¢f, d'ou, pour un ecntier
positif n quelconque,

i=n

Cdny diy
- = =P, = PN
{r == 3) T = ] nT= E a,; PR

=0
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dy

avec P, = - et (@, = coust.),
dP,—
P,,: dnl 1—(11———[)",;..1.

Il viendra ainsi

by Ly Ay -
aw " ras Ay Tl =

ad—oat— fa 8 = (a—2)*(a-+2).

On a ainsi un systéme fondamental d’intégrales

ett=(x+1)2, e~2t=(x—+1)2, te2t=(x+1)2L(z + 1.

MecaniQue. — Questions de cours : mouvement d’un
point sur une surface; pression. Mouvement d’un corps
solide, homogéne, pesant, de révolution, fixé parun
point de son axe.

Grenoble.

Anarvse. — 1. Calculer le volume compris dans le
triedre des coordonnées positives, entre les faces x Oy,
x2 2

2Oz, les deux surfaces = J

s

22
=3’ aty =bx*et le
plan paralléle & y O z mené par le point de rencontre

des traces des dewx surfaces sur le plan zOy.

On a successivement

2

a b oy E—
\——[d.z‘[ c‘/%—”l))—?(/y

0 <0

M ST “ 2 . x
= 1— —dr— | =arcsin—dz
o @’ «? a? a

<0

1. {ntégration de l'équation

d 2
("" pe “‘") Tir=e
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Intégrale générale, et 1echerche de la solution singu-
liére, en partant, soit de Uintégrale générale, soit de
Uéquation différentielle proposée.

L’équation, mise sous la forme

d T
_}' -+ _}L =+ ’
dx = 2z V—=
est immédiatement intégrable; son intégrale générale

est donnée par
(1) xy?+ (x+c)t=o0

Suivant les valeurs attribuées ala constante c, on ales
formes suivantes pour les courbes intégrales :

Y,
C<o

NN
NNANENEEN

K»)
N
N

/
7

Pour la solution singuliére, cn partant de I'intégrale
générale, et posant I'(x,y,c) = xy?+ (x +¢)?, d’ou
JF oF e e e
o =V +2(x+c) gy = 2%, on doit éliminer entre

F=o0 et 92:2(.r+c)= 0. On trouve xj2=o,

dc
ce qui donme, soit j2=o0, soit x=o0. Or, 32=0
4 oF oF .
entrainant — = o et -—— — 0, est, non une so]utlon,
ox oGy

mais un lieu de points doubles des courbes intégrales.

, JF
D’autre part, x = o donne

ﬁzo : c’est donc une
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solution. Mais comme on a alors ¢ =—x = o, d’ou,
d’aprés (1), x(y2+ x)=o0, la solution xr=o0 n’est
qu’une partie de la solution particuliére qui correspond
4 ¢ =0, et qui se compose d’une parabole ct de la tan-
gente en son sommet.

Il 'y a donc pas de solution singuliére.

En partant de I'équation différentielle et posant
?(x,9,9") = (2x2y'4- ¥ )2+ 4x, en supposant y' fini,

la solution singuli¢re résulterait de I’élimination de y’

entre
() olx,y, ¥y )=o0
et
(3) 0? — 4 o —
Jy’ =422y 4=y )= 0,
a la condition que I'on ait (criterium de Darboux)
0o do ., , . _
(4) ;)'T..%_(T‘y,:u‘y_\)) (rry'+y)+2=0.

De (3) on tire, soit x = o, soit 2.y’ + y = 0. Avec
x = o, 'équation (2) donne y*=o, et I'équation (1)
n’est pas satisfaite. Elle ne I’cst pas non plus quand on
posc 2xy’+ v = o.

Donc il n’existe pas de solution singuliére pour
laquelle y/ soit fini.

Pour rechercher si y' = o fournit une solution sin-

culier ;ut changer de variable: e L= 3F
bu lele, on p(,u C 1anoer e varia e, en posan X' = ——>

dy
on aura
(3) Yy, v,y =22+ yx' ) — farr't=o0,
. o ., .,
(6) J‘Z‘" = '1'(}"+ jeyr' - jxy = o,
_ R B
() @,TTJ’~T—).J‘(?..T —+3yx' + 6x)=o.

Soit ' = o0; (5) donne r2= o, (6) est satisfaite ainsi
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que (7); mais, dans ce cas, le criterium est insuffisant,

9% _ : 9y '
car = = 4(z"+yx'+22) et @:2(21‘4—)&1))1"

s’annulent en méme temps.

La méthode élémentaire ne suffit donc pas ici pour
décider si x2=o0 est une solution singulié¢re. On a vu
que c’était une portion de solution particuliére.

Mtcanique. — Une tige matérielle AB, pesante et
homogéne, sans épaisseur, qui se meut dans un plan
vertical, a une de ses extrémités A qui glisse sans frot-
tement sur une horizontale x'x, et elle peut pivoter
librement dans le plan autour de A. On demande son
mouvement et la réaction de la droite x'x.

Cas particulier : on supposera au début la tige trés
peu écartée de la verticale mende dans le sens de la
pesanteur et abandonnée & elle-méme sans vitesse. On
cherchera ’angle formé par la tige avec la verticale
et l'on calculera la durée d’une oscillation infiniment
petite. On comparera cette durée avec ce qu’elle serait
dans les mémes conditions si A était fixe.

Soient 2/ la longucur de la tige, M sa masse; prenons
x'x pour axe des x, un point O de cette droite pour
origine, la verticale du point O daus le sens de la pesan-
teur pour axe des . Nous avons trois inconnues, I’ab-
scisse x de A, 'angle § de AB avec I'axe des y et la
réaction normale N. Le principe du mouvement du
centre de gravité et celui des forces vives nous four-
nissent trois équations :

() dr / 0 b
1 — —+ [ CO -— =
\ dt >Nar T
dr? da ) 102 dh2
R Y A B E L
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ct
d? cosH

(3) M1

= Mg +N.

(1) et (2) déterminent le mouvement, (3) donnera N.
Eliminant x entre (1) et (2), on obtient :

, I e\ d02 2g h
(1) <§ -+ sin 6) a5 = —lcose-i— Ik

et le probléme est ramené a une quadrature. Dans le
cas particulier, en appelant o I’angle d’écart, (4) devient :
1 . de: o g
= +sin?20 ) = = =2 (cosf — cosa).
(3 >dz-z 7 ¢ )
2 2
En remplacant cosa et cosb par 1 — —» 1— > et
2
négligeant sin?, on trouve pour la durée de oscillation:
. T e a e , R il
==/ s—- Si A était fixe, ladurée serait T'=={/ —;
3g 3g
r['/
done T = <" On peut voir de plus que le mouvement

est le méme que celui d’un pendule elliptique formé par

m e
deux masses m et m/= - reliées par un fil de lon-
J
p

7 .
gueur 2=, m’ glissant sans (rottement sur O x.
2

ErreuvE praTIQUE @ Astronowie. — On a mesuré
Uazimut A, d’une étoile ¥ par rapport & une mire M,
Ulheure sidérale érant W,. Déterminer la position du
plan méridien par rapport & la mire, connaissant
Uascension droite R et la déclinaison D de l’étoile,
ainsi que la latitude ). du liew d’observation.

Calculer Uinfluence que peut avoir sur la détermi-
nation du méridien une erreur de l’heure sidérale H;
inférieure & une seconde en valeur absolue.

C/ferc/zer a quelle heure sidérale l’observation aurait
du étre faite pour rendre minima Uinfluence de
Uerreur de heure.
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Données numériques :

H;...... 19"37™56%, 5
Ap..... 166° 48'52", 5
AR..... 140°3346",65
®..... 81947 &, 8
Ao, 45°11' 23"

1° Le triangle de position donne

(1) cos@ sina = coshsin,

(2) tang(® cosA — sind cosa = — sina cotA.

L’angle horaire o est donné par

(3) R +a2=15H,.
\\\
AN
Posant
. __tang®
(i) tange = ~osa

on tire de (2)
cotasin(p —2X)

5 COtA = —
( ) COS(?

Les formules (3), (4), (5) donnent successivement

( 2 153°55 20", 8%
Tooo — 82°22'59",91
Aol 176° 7' ¢, or
:\———A‘....- |0018,l6”.5l

Le choix de la valeur convenable de A, mal définie
par (5), résulte de la considération de la formule (1) qui
montre que sinA et sina doivent étre de méme signe.
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2° En différentiant (2) ot « seul est supposé variable,
on en tire
(6) dA = sin?A(sin A + cota cotA ) da.

Side =21 =2.15" d\ ==5"53.

3° Enintroduisant angle de position E, on a

() d\ = ‘_‘_‘iif’"_\ dx.

sinax

et si Yon pent avoir cosE =0, on aura dA = o. Alors
le triangle ZPE secrait rectangle, et Pangle horaire a4,
pour Pinstant considéré, serait donné par

tang 7
8 (082 = ———
(8) ! tang W’

ce qui exige que Pon ait A << ®, condition remplic par
les données.
On tiouve
2 —= 81°38' 307,56,
et Pheare sidérale corvespondante sera

H =1 " (8" 505 47,

Montpellier.

Ansyse. — ¢ Déterminer les lignes asymptotiques
de la surface S représentée par Iéquation

s=atrt—0ahba)y -0yt e.

Montrer que ce sont des courbes gauches du qua-
triéme 01'(]1'(*, et que deux /iglzes (Ls_ym/)lafi(/ues (/ui se
coupent sonl situées sur une méme surface du second
ordre,

2° a et b étant positifs, évaluer le volume limité
pal.' lg surface S donnée, le plan XOY, et le cylindre

elliptique
a(r—11r+b(y—unr2=nh
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en supposant que les traces de ces deux surfaces sur le
plan XOY ne se coupent pas.

1° L’équation ditférenticlle des lignes asymplotiques
peut s’éerire sous la forme
(axrdr — by dy)? =ab(y dr + vdy)
En intégrant on pourra représenter les deux systémes
de lignes asymptotiques par les équations

\arr —by?=axy Vb + o,

<

| 5= ilfl’)’\/(?b—{'—ll—i’ c,

{ ax-—lz)ﬂ:—'z.ry\/cn—:—?,
|

=— {8Vabary =82 +c:

2]

ces deux courbes sont situées sur la surface du second
ordre

5= (24 B3 ax?4-by)+o(a—B)zy Vab — 25 4-¢.

2 En posant

I — ) = %= cosl. y—p = —— sini,
a Vb

2w
¢ = / o dpf . db.
A o ‘/ab

En développant la valeur de 5 et supprimant les
termes d’ordre impair en sinf ou cos, dont Vintégrale
est nulle, on a

on a

Vi

A o

v:——I:f pdp/ [@2he 4 D2pr —6abh2p? 4 ¢
\/ab 0 0

+6(ak?—bp?)p?cos20 ot cosf0]d0
— _T_Ll (a2h* 4= b2t — Gabh?u? +c).
‘/ 7 b [l
a
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Ce volume est équivalent a un cylindre droit ayant
méme base et pour hauteur la paralléle & 'axe OZ pas-

sant par le centre de l'ellipse de base et limitée a la sur-
face S.

MetcaniQue. — 1° Les coordonnées cartésiennes rec-
tangulaires d’un point d’une surface fixe sont déter-
minées par les équations

xr = usiny, Yy =ucosy, z=yul—1,
ot u, v sont deux paramétres variables. Un point
matériel, non pesant, de masse égale & l'unité se meut
sans frottement sur cette surface, sous l’influence
d’une force attractive proportionnelle a la distance,
issue de l'origine des coordonnées, et dont intensité
est égale & 'unité pour I’unité de distance.

On demande : 1° de former ’équation aux dérivées
partielles dont il suffit, d’aprés le théoréme de Jacobi,
de connailre une intégrale compléte pour” avoir les
équations finies du mouvement; 2° de trouver une in-
tégrale complete de cetie équation; 3° de déterminer
la trajectoire et la loi du mouvement en supposant que
Uon a, al’origine du mouvement,

xTr =2, Yy =o,

et que la wvitesse initiale est paralléle a U'axe des y
et égale a l'unité.

2 Un point matériel pesant, sollicité par une force
pour laquelle il existe une fonction des forces, est as-
treint & se déplacer sans frottement sur une courbe
Jixe située dans un plan vertical. Peut-on déterminer
la fonction des forces de maniére que le point soit en
équilibre quelle que soit sa position sur la courbe?

Ezaminer en particulier le cas ot la courbe donnée
est une parabole dont I’axe est vertical.
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° La force vive est

2 __ 2 2
2T=2$’2=L{u'2+uiv’2=l‘—l.1)‘l+l.’
u?—1 2u2—1 u?

relation ou I'on a posé

ST u,zu2—1 et T )
=5 = —_— = x5 = uv.
du’ u—1 7= 35

Soit
K=pu-+gv—T;

la fonction des forces est

r? 1
U=—frdr=——= - —u2.
2 9
Si T'on pose
u?—1 2 2 2ur—1
H:K._Uz_T_i’___‘Lq_*,____,
2u—1 2 2u? 2

I’équation de Jacobi est

0S N u—1 /oS 2+ 1 /8S 7+ . R
2o o =l 2ut—1=0.
ot oqu—1 \ou u? \ op

On obtient une intégrale compléte en prenant pour
S une fonction de la forme

S=—ht+av—+ f(u),
d! \
ou
ur—i1 2 a?
—2h+ ——— f'(u) +~ — +2u—1=0
2u2—1f( ) u?

et

P 2
S:—ht—o—av:‘:f\/)h" ~ —ul(zu l)('zui—-l)%.

Le mouvement est alors déterminé par les équations

S e
— — + _
Sk t f\/(u‘—')[lku'—oﬂ—_m(zuz_l)] wdu=8,
és . i a
§;—v+ (uz—‘)['z}"u‘z“‘a")—uz(’zuz-—])] w {s
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et la vitesse sera donnée par les formules

1 2hu? —a2— u2(2ul—1
u':t~\/ ( )(u’—l),
u 2U2—1

u?

Pour ¢t = o, on suppose
z =2, y=o, =0, y=1:

par suite

on en déduit

Les équalions du mouvement deviennent alors

o sdu T are tane ! \/{,_—u'l
=—+ =7_|_ o o 2
PN A

> du == arc tan f—uw,
f V@i —w) Viwe—v

u ne pouvant varier qu'entre 1 et 2, on doit prendre
partout le second signe. Ces équations peuvent encore
se mettre sous la forme

4 — u? sin?¢
u? =1+ 3 cos?t cos?y = = -
’ 3u? 1+ 3costt’
ou encore
x = 2co0sl, ¥ =sint, z=y/3cost;

la trajectoire est donc une ellipse située dans le plan
z==x -‘? » et le rayon vecteur passant par le centre dé-
crit des aires proportionnelles au temps.

2°" Soit ¢ (x, y) = o I'équation de la courbe dans son
plan, et F(x, 3 ) la fonction des forces, le point étant
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supposé assujetti a rester dans le plan de la courbe. La
courbe ¢ doit étre une courbe de niveau, c’est-a-dire
qu’elle doit avoir une équation de la forme F =c¢, de
sorte que I'on peut prendre

F=Ffl¢@ )
S étant une fonction arbitraire.
St
. o =2x—2py,

OY étant ’axe vertical, on a
F =/ (z*—npy);
les composantes de la force seront
X=2a2f, Y=—2pf,

f" étant une fonction arbitraire de x>— 2py.
On a un cas particulier simple, si f’ est supposé
constant.

Astronowie. — Calculer I'heure sidérale a laquelle
un astre a un azimut donné :

Ascension droite de lastre.. -~ 65"32' 7",9
Déclinaison.. ............... — 53°58'53",6
Azimut donné............... -+320° 534", 4
Latitude du liew............ — 67°28'42",8

) étant la colatitude, 8 la distance polaire, E I’angle
des grands cercles joignant I'étoile au pole et au zénith,

on a
. sink .
sinE = —= sin(A —180°),
sing
sin A+
t360"—-[}1__tan"/\—-E—-liSOo 2
co 2 - e 2, & — A

sin

2
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On trouve
E = 135°17'57",9,
A =338 5'41",5,
H=AH -+ R =30347"49", {,
ou

20" 15™ 115, 29.

Marseille.

Anaryse. — M. Sophus Lie a pI'OPOSé le clange-
ment de variables défini par les trois équations

Z' 4+ =1y + 3 +az =o,
(e —V/=1y)~—y—z=o,
drp—gla—vV=iy)=o.
Démontrer que ’on peut déterminer o, p' et ¢' de
sorte que la relation

ds'—p'de —q'dy'— p(ds—pde —qdy)=o

soit une conséquence identique des deux premiéres

équations différentices totalement, quand la troisieme

équation est supposée verifice. Calculer alors
=1y, ——1y, 5, petqg

en fonction de x, y, z, p el q.

Si le point xyz décrit une ligne droite, démon-
trer que, quelles que soient les valeurs de p et q, le
point x'y' s est sur une sphére déterminée.

8t Uon tmagine un plan passant par la ligne droite
et dont l'orientation, en variant d’une maniére conti-
nue, détermine les valeursde p et de g (dz=pdx + qdy
dans ce plan), le point x'y'z' tracera une ligne sur la
sphére. Le plan tangent a la sphére en chaque point de
cette ligne sera déterminé. On aura dz'=p'dx'+q'dy’.
C’est dans ce sens que l'on peut dire qu’a une droite
la transformation fait correspondre une sphére.
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En remarquant : 1° que la tangente & une ligne
asympiotique a trois points confondus avec la surface;
2° gqu'une sphére tangente & la surface a avec cette sur-
Jface une intersection qui présente ordinairement au
point de contact un point double a tangentes distinctes,
mais que les tangentes sont confondues suivant la di-
rection de l'un des axes de l'indicatrice, quand la
sphére a pour centre I'un des centres principaux de
courbure (on dit alors que la sphére est osculatrice), on
peut démontrer gqu’a la tangente asymptotique la
transformation fait correspondre une sphére oscula-
trice, et que, comme conséquence, les lignes asympto-
tigues d'une surface deviennent par la transformation
les lignes de courbure de la surface transformee.

Diflérentions les deux premiéres équations, ajoutons-
les ensuite aprés les avoir respectivement multipliées
par des indéterminées X, et Ly, et identifions avec
I’équation différentielle proposée. Nous aurons

M(de' +V=1dy' +ds + 2'dx + x d3')

+leldz(z — V=1y'") +zde'— /=1 zdy'+ dy — d3']

=dz'—p'dr'— q'dy'— o(dzs — p dx — q dy).

En identifiant les coefficients des mémes différen-
tielles dans les deux membres, on a

1= MN&—As,
—p =M+ Nz,
— ¢’ = V=1 (A= 2),
—pP= Ay,
pp =Mz’ — Al —y—=1y),
pg = As.

On a, avec les équations proposées, neuf équations
pour déterminer les huit quantités &', ', z', p', ¢, ¢, A,
et A, en fonction des autres. Le calcul va nous montrer
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que ces neuf équations sont compatibles a cause de la
troisiéme équation proposée. En effet, on a facilement

S U e Ak
—i Ty T Te—g  Tiwgr Vg0
pp

T q (x’— ;/—_——;y')

L’égalité du premier et du dernier rapport donne
précisément
p=—3+q(a—V=1y),
ce qui est la troisiéme équation de M. Lie.
On a facilement ensuite les formules (*)

.t’-i—‘/:‘y':—-z—w————-—]):j_zy
:("—-‘/-——I.}/,= ;i-_:-f:,
oo Py,
q—x
p'=%_%’
k==

Ce sont les formules d’un changement de cinq va-
riables en cing nouvelles variables. Au point de vue
géométrique, on peut considérer x,y, 5, p, ¢ comme
définissant I’ensemble d’un point d’une surface et du
plan tangent en ce point, et x’, ', z/, p/, ¢’ définiront
un point de la surface transformée et son plan tangent.
En effet, si dz — pdx — qdy = o exprime la condition
a laquelle satisfait un déplacement infiniment petit
dans le plan tangent, il résulte du calcul précédent que
la méme condition dz' — p'dx’— ¢'dy’ = o sera satis-

A
(') Voir Goursat, Legons sur l'intégration des equations auzx
derivees partielles, p. 266.
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faite pour la surface transformée et réciproquement.
On peut énoncer ce résultat en disant que la transfor-
mation transforme deux surfaces tangentes en deux sur-
faces tangentes (transformations de contact de M. Lie).

Silon suit une courbe sur une surface, x, y, z, p, ¢
ne dépendront que d’un seul paramétre. Il en sera de
méme de x', y', 2/, p/, ¢'. Donc, a tous les points d’une
courbe et aux plans tangents en ces points 4 la surface,
correspondent points de courbe et plans tangents dans
la transformation.

On peut encore considérer une courbe isolément et
se donner des variables p et ¢ en chaque point x, y, z,
par exemple par la position d'un plan tangent a la
courbe en chaque point; on aura des transformations
correspondantes.

Dans le cas d’une ligne droite, dont les équations

sont
ar+by +cz+d=o,

ar+by+cz+d=o,

on aura en méme temps les deux premiéres équations
de M. Lie, ce qui donnera la condition

a b ¢ d
a' b d'
’ ’ ’ =o.
s o 1 X+yVy—1y
x’—\/——ly’ 1 o — 3

C’est I’équation d’une sphére.

La loi suivant laquelle p est lié & ¢ en chaque point
de la droite détermine une courbe sphérique et les plans
tangents a la sphére en chacun des points de cette courbe.
A trois points confondus sur la droite correspondront
trois points confondus sur la sphére: c’est de la que se
tire la derniére partie de la question proposée.
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MtcaniQue. — Dans un plan donné, un canal circu-
laire A est mobile sans frottement autour de son centre
qui est fixe. Dans ce canal, dont Uintérieur est dépoli,
se meut un point B, non pesant.

On donne au systéme un mouvement initial. Etu-
dier le mouvement subséquent.

Etudier le cas particulier suivant :

La masse du canal est égale a dix fois la masse du
point B. Le rayon du canal est égal a deux métres. Le
coefficient de frottement du point a Uintérieur du
canal est égal a un dixiéme.

A Uinstant initial, le canal est sans witesse et le
point B a une vitesse égale & l'unité.

Soient O le centre fixe du canal A et Ox une droite
fixe dans le plan ou se meut le canal. Désignons par C

—— WB

/ <

[
/ /2
! /,”;'. \
— 5 [
\ /
S
N

un point invariablement lié au canal et situé sur sa
circonférence.

Soient o I'angle xOC et  I’angle COB, ces angles
étant comptés de droite a gauche. Nous appellerons M
la masse du canal A et m la masse du mobile B. Nous
désignerons par R le rayon du canal dont le moment
d’inertie sera alors MR2.

Puisque le canal est dépoli, I’action du canal sur le
point ne sera pas normale au canal, si la vitesse relative
du point sur le canal n’est pas nulle. Cette action pourra
se décomposer en deux forces, I'une normale N, I’autre
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tangentielle Nf, en désignant par f le coefficient de frot-
tement. Cette composante tangentielle, dont la valeur
absolue est N f, sera dirigée en sens contraire du mou-
vement relatif du point B.

Les composantes de la réaction du point B sur le
canal seront égales et contraires aux précédentes.

Dans ce qui suit, on supposera que la valeur initiale

d .. . . , .
de Zi—? est positive. On verrait sans difficulté comment il

faudrait modifier les équations si la valeur initiale de

B , .. .
EZ etait neganve.

La composante N de l'action du canal sur le point B
est évidemment dirigée suivant BO. Nous la compte-
rons donc dans le sens BO, et par conséquent la com-
posante tangentielle sera égale a — N f'si on la compte
dans le sens ou B croit.

Si l'on projette sur la tangente et sur la normale en
B, les équations du mouvement du point seront

) mﬁdi(“d—;';p):_w.
(2) mR [d(—ad——;——@—)]z =N.

Enfin, si 'on étudie le mouvement du canal, le théo-
reme du moment des quantilés de mouvement, par rap-
port au point O, donnera

d?a
(3) MR ZE = Ny,
Des équations (1) et (3), on tire 'équation

2
MmR 2% = _NFM 4+ m),

de?
. dp . . .
qui montre que - va toujours en décroissant, tandis

. da. . .
12 3
que l equatlon (3) montre que —dt va tOuJOllI‘S en Ccrois-~
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dx+§)

sant. Enfin I’équatio
ifin ’équation (1) montre que Ji

va tou-
jours en décroissant.
Des équations (1) et (2), 'on tire

d2(a+B) d(a+8)72
—ar +f[T] =0,

d’oulon tire, en désignant par u, la valeur initiale de
d(a+B)
dt '
d(a—B) _ Uy

(4) dt T U gt

Ensuite, les équations (1) et (3) donnent

d2a d?(a+ﬁ)_
v T g T

M
d’ou I'on tire, en désignant par v, la valeur initiale de
da
dt’
d(a+8)
dt

dx
(5) M 7"

= Moo+ mu,.

Les équations (4) et (3) donnent alors

dx N mu,
(6) MZ = My, rnuo———m,
di (M +m)u,
(7) M_ﬁ = T wft — (Myy+ mu,).

P g . . , .
our ¢ = 0, - est égal & — uy — v, qu'on a supposé

e . 8
) N ,

positif, puisqu’on a supposé que la valeur initiale de T

. . dp .

€tait positive. Cette quantite 7i va en décroissant, et

clle s’annulera pour une valeur de ¢ fournie par la re-
lation
v M (uy— vo)

(8) t:_fuo(Mv,,—hmuo).
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Dans cette expression, le numeérateur est positif;
quant au dénominateur, il peut étre positif ou négatif.

S’il est positlf —E deviendra nul au bout d’un certain

temps et, & partlr de cet instant, les équations (6) et
(7) ne conviendront plus. Alors le point B restera fixe
sur le canal et tout le systéme tournera d’'un mouvement
uniforme autour du point O. Si, au contraire, le déno-

B

minateur est négatif, — ne s ‘annule jamais et les équa-

tions (6) et (7) conviennent indéfiniment. Mais alors
I'équation (4) montre que la vitesse absolue du point B
tend vers zéro lorsque ¢ augmente indéfiniment.

Ce dernier cas se réalisera en supposant u, positif,
avec vy négatif et suffisamment grand en valeur absolue.
La vitesse absolue de B tendant vers zéro, la pression N
tend également vers zéro, comme le montre I’équa-
tion (2) et, par suite, le frottement N f tend également
vers zéro. On comprend ainsi que le frottement, deve-
nant infiniment petit, n’arrive pas a détruire la vitesse
du canal qui, tout en décroissant en valeur absolue, tend
vers une limite différente de zéro.

L’équation (4) demande une observation. 1l semble

que, sl 1, était neganf d ﬁ) pourraxt croitre indéfi-
niment.
Mais, pour en rester dans I’hypothése admise ou la

d

valeur inituale de 7 st positive, on voit que, sl u, est

négatif, il faut que v, soit aussi négatif. Mais alors la
valeur de ¢, fournie par I'équation (8), est positive, et
elle est inférieure a la valeur de t, qui annulerait
1+u,ft. On n’a donc pas a4 examiner le cas de
1 +uy ft=o0, car les équations cessent de convenir
avant d’atteindre la valeur de¢, qui vérifierait cette der-
niére équation.
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Pour terminer la solution, il reste a trouver les va-
leurs de «, B, « + @ en fonction du temps, ce qui ne
présente aucune difficulté.

Le cas particulier indiqué ne présente aucune compli-
cation, il permet sculement de préciser la question par
des données numériques.

En résumé, les vitesses absolues du point et du canal
tendent a devenir égales. Si la vitesse absolue du canal
n’est pas trop grande, 1'égalité se produira et, a partir
de cet instant, le canal et le point formeront un systéme
invariable animé d’un mouvement de rotation uniforme
autour de O. Mais si la vitesse absolue du canal est trop
grande par rapport i la vitesse absolue du point B et si
les deux vitesses absolues sont de sens contraire, le mou-
vement se continuera sans que les vitesses deviennent
jamais égales, la vitesse du point B tendra vers zéro et
la vitesse angulaire du canal tendra vers une limite dif-
férente de zéro.

AstronNomie. — Connaissant U'anomalie vraie v
d’une planéte, ainsi que la longitude du nceud ascen-

w/
71{
p/ 1 -
|
u/ /J/
/e A
a N
1

dant, Uinclinaison i et l’argument o de la latitude du
perihélie de Uorbite, calculer la longitude l et la la-
titude b héliocentrique de cette planéte.

v = 158°29" 17", 8,
N Q= 8° 46, 39")01

14 10°37'10",0,

w= 68°51"10",0."

i
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On peut se servir des formules

tang(! — {)) = tangu cos — ¢,
tang b = tang isin(! — ),
ou
U=9v -+ w.

Les tangentes suffisent pour déterminer les angles
(Il — Q) etd, car sin (/ — Q) et sin u ont le méme signe
et b est compris entre —go° et -+-go°.

On a
u = 227°20'27",8,
tang u 0,0355.293
cos ¢ 1,9924.973

tang({— ) 0,0280.266
I — §) = 226°50'50", 9,
!l =307°37'29",9,

sin ({ —§) —7,8630.465
tang ¢ 1,2729.924

tang b —1,1360.389
b=—7°47"19",95.

Les signes placés devant les logarithmes se rapportent
a la quantité elle-méme.
Toulouse.

AnarLyse. — 1. On donne deux nombres réels posi-
tifs m, n dont la somme m + n est égale a l'unité, et
l’on demande de calculer la valeur de l'intégrale

1
am—1(; — x)n—1
znt (1 —x)nt dx,

o a—x

dans laquelle a désigne un nombre réel donné et ¢hoisi
de facon que cette intégrale ait un sens.
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Appliquer au cas oit I'on a

m=n=

I
2
II. x, y, z désignant des coordonnées cariésiennes

rectangulaires, déterminer une surface satisfaisant a
l’équation

( —*~z)()z —i—("—i—.z')dz =z +

Y or Nad 0}, - J
et passant par le cercle défini par les équations

xr =0, yizt=1.

Déterminer aussi une surface satisfaisant a la méme
€quation et passant par la droite définie par les équa-

tions
xr = _}’ = 3.

Ill. Définition et determination des lignes de cour-
bure d’une surface donnée.

Mecanioue. — I. Etudier le mouvement d’un point
matériel assujetti & décrire la courbe parfaitement
polie représentée par l'équation

2
= a’, a const.

o
wlo

e +y

et soumis a l'action d’une force perpendiculaire a Ox,
dirigée vers cet axe et wariant en raison irverse de la
racine cubique de l'ordonnée. On supposera que le
mobile part sans vitesse initiale du point de coordon-
nées x = o, y = a et qu’il commence & se mouvoir sur
Uarc compris dans l'angle y O.x formé par les parties
positives des axes de coordonnées.

Mqrhztrer que cet arc de courbe est brachistochrone
pour cette loi de force.
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Il. Un corps solide partant du repos est assujetti
tourner autour d’un de ses points O supposé fixe et
mis en mouvement par un couple de percussion. On
demande de déterminer la valeur de la force vive 2T
que prend le corps.

Supposons maintenant que le méme corps partant du
repos soit mis en mouvement par le méme couple de
percussion, mais que l’on fixe un autre de ses points A
de facon qu'il soit contraint de tourner autour d’un
axe fixe OA. Calculer la force vive 2T qi’il aurait
dans ce cas et montrer que celte force vive est infé-
rieure & celle qu’il aurait acquise dans le premier cas,
c'est-a-dire que l’on a

T <T.

On donne en grandeur et en direction les axes prin-
cipaux d’inertie du corps relativement au point O et
le moment du couple de percussion.

Erreuve pratiQue. — En un point dont la latitude
est 43°36'45",3, on a observé une étoile. On a trouvé
Uangle horaire égal a 3® 45™8%,15 et la déclinaison a
+8°12/46",9. On demande de corriger ces coordon-
nées de la réfraction atmosphérique. On admettra
g’ la distance zénithale z a laquelle se trouve la
position observée, la correction a apporter & la dis-
tance zénithale observée pour avoir la distance zéni-
thale vraie est a tang z, ou

a = 58", 3.



