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LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES.

SESSION DE JUILLET 18935. — COMPOSITIONS.

Paris.

Anavyse. — L. Les points d'un plan étant rapportés
a deux axes rectangulaires Ox, Oy, on donne les
relations

(x=(u+V)cose —V'sino,
m ?)':(u—*—V)sinv—i—\“cosv,
olt u et v désignent deux paramétres variables, V une
fonction de v, et V' sa dérivée.

}érifier que les droites v = const. sont normales aux
courbes u = const.

Démontrer que, pour obtenir toutes les surfaces dont
les lignes de courbure se projettent orthogonalement
sur le plan xQy suivant les droites v = const. et sui-
vant les courbes u = const., il suffit d’associer aux for-
mules (1) une relation de la forme z ="U, ot Uest une
fonction arbitraire du seul paramétre u.

Pour vérilier que les droites v = const. sont normales
aux courbes « = const., il sufiit de vérifier qu'on a la
rclation

Jor dxr dy Jdy _
ou dv ouw oy
ce qui n’offre aucune difficulté.
Pour obtenir toutes les surfaces dont les projections

orthogonales des lignes de courbure sur le plan x0)
sont les droites v = const. et les courbes u = const., on
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obscrve que les lignes de courbure d’une famille ont
leurs tangentes paralléles au plan x Oy, et sont, dés
lors, dans des plans paralléeles au plan xOy. Il en
résulte qu’clles se projettent suivant les courbes
« = const., ct que, le long de chacune de ces courbes,
z conserve une valeur constante. On achéve alors faci-
lement la solution.

Les surfaces cherchées sont d’ailleurs des surfaces
moulures.

II. — Zrouver la valeur de Uintégrale

S+
32 log —— ds
/ 541

S

prise dans le sens direct le long d’un cercle décrit de
Uorigine comme centre avec un rayon supérieur
lunité.

On part des identités

=3
“[:-]A(:—FI)JZS'ZL(J—}-

et}
l)[;‘- |.(:~—I)J = 3L(s

On integre, on retranche membre & membre, et 'on

fait déerire au point = le cercle indiqué dans 'énoncé.
On trouve ainsi que la valeur de Pintégrale considérée
A [
i

oSl ——-
)

HI. — (Erkves oe L'EcoLe Norwvare). — Etudier la
surfuce
Ner+ Bed+ Ces=D.
1° Former léquation des courbes C le long des-

quelles cette surface touche un ¢y lindre circonscrit.
Montrer que ces courbes se répartissent en une infi-
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nité de familles, de telle facon que l'une de ces fa-
milles se compose d’'une infinité de courbes toutes
égales entre elles et semblablement orientées.
2° Déduire de li que U'on pewt, d’une infinité de
maniéres, exprimer les coordonnées d’un point de la
surface en fonction de deux paramétres t et u sous la
forme suivante :
x = f1(t)— fiqw),
=/t + fa(u),
=/fy(t)+ fyluo.

3o Montrer que par chague point de la surface
passent deux courbes C de chaque famille et que les
tangentes & ces deux courbes sont des diametres con-
jugués de lindicatrice.

4° Démontrer que les lignes asymptotiques ne sont
autre chose que les enveloppes des cowrbes C d’'une
méme famille.

5 Montrer que le liew des milieux des cordes
d’une des lignes asymptotiques est la surface elle-
meme.

La premiére partic scule présente quelque difficulié.
Pour la résoudre, on observe d’abord qu’en déplagant
les axes para]]elcmcm a cux-mémes, on peut ramener
’équation de la surface a la forme
(1) er——eY e =1.

Si Pon appelle alors «, 3, v les parameétres directeurs
de la direction des génératrices d’un premier cylindre
circonscrit, la courbe de contact de ce cylindre est
"définie par I’équation (1) et par I'équation

(2) zet—+ 3e)+yes=o.

De méme, la courbe de contact d’un second cylindre
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dont les paramétres directeurs des génératrices sont

a/y B/, ¥ est définic par I'équation (1) et par I'équation

(3) adet—B'er+y'es=o.

Pour que les deax courbes soient égales et sembla-
blement orientées, il faut qu'on puisse les faire
coincider en déplacant P'une d’elles parallélement a
clle-méme. Si donc &, 7, { sont trois constantes conve-
nablement choisies, il faut que les deux systémes

(1 | T e+ ef=1,
)

[ ae*—Be+vei=o0,
y \ cl+§+ eyta— g:“:::l,
(1)

| 2estiq Brertiryes-i=o

soient équivalents.

Ces deux systémes sont linéaires par rapport a e7,
e, €% ety si Pon exprime qu’ils sont équivalents, on
obtient, aprés 'élimination de &, 7, <,

1

| =

Ty

!
1

1
~f
i

| -

1
A x

-~

de sotte que si Pon appelle ¢ la valeur ecommune des

trois diflerences qui ligurent dans ces égalités, uy, u., u,

trois constantrs; on a
1

a - —_ 8- ,
7T U A+ 1,

I T

B - .

! u v ou

I en résulte gque les directions qui correspondent a
des coutbes dégales et semblablement orientées sont les
séudratrices d'un cone du second degré représenté par
I'equation

(U UV S+ (Hy— W) ST+ (11| — U))TY =0

Comme ce cone dépend de deux constantes arbi-
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raires, on voit qu’il existe dcux familles de courbes
dégales et semblablement orientées.

MeécaniQue. — I. Une barre pesante homogéne AA'
a ses deux extrémités assujetties a glisser sans frotte-
ment sur une hélice tracée sur un cj lindre circulaire
droit fixe dont 'axe est vertical. On propose :

1° De trouver le mouvement de la barre sur l'hélice
et les réactions de la courbe sur les deux extrémités de
la barre;

2° En considérant le point C, situé sur laxe du
cylindre a égale distance de A et de A', comme inva-
riablement li¢ & la barre, de déterminer pour une
époque quelcongue, dans le plan ACA', le point dont
la vitesse est perpendiculaire a ce plan.

Chaque point de la barre décrit une hélice d’'un mou-
vement uniformément varié, comme on peut le consta-
ter aisément par I'application du théoréme des forces
vives.

Le calcul des réactions se fait en appliquant le théo-
reme du centre de gravité et le théoréme des moments
des quantités de mouvement par rapport 2 Oz.

Quant a la détermination du point dont la vitesse
est perpendiculaire au plan ACA/, elle est identique a
la détermination du foyer de ce plan. On trouve qu’il
est situé a l'intersection du plan ACA’ et du plan per-
peudiculaire 4 AA’ en son milieu, plan qui passe par
le point C. Sa distance au point C est hcota, en
appelant A le pas de I'hélice et o l'angle de la barre
avec O z.

Il. — (Erkves pe L' EcoLe Normare). — Un corps
solide pesant, non homogéne, ayant la forme d’un
cvlindre de révolution, est couché sur un plan hori-

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Janvier 18¢6.) 3
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zontal fixe P, sur lequel il peut glisser sans frotte-
ment. On suppose que le centre de gravité G du corps
est sur l'axe de révolution Gz du cylindre et que cet
axe est un axe principal d’inertie relatif au point G.

Trouver le mouvement du solide supposé lancé sur
le plan. On appellera A, B, C les moments d’inertie du
corps par rapport aux axes principaux Gx, Gy, Gz
relatifs au centre de grayité.

FEn vertu des hypothéses, le cylindre est déterminé
en position par les coordonnées du centre de gravité ct
par la direction de I'axe de révolution Gz. En appli-
quant d’abord le théoréme du centre de gravité, on
trouve que le mouvement du centre de gravité est recti-
ligne ct uniforme; en appliquant ensuite le théoréme
des forces vives, on trouve que le cylindre tourne uni-
formément autour de la verticale du point G.

HI. — (Ecives o 1'EcoLr Normare). — Une figurel!
de forme invariable se meut dans lespace dans les
conditions suivantes :

Un cercle C, lié invariablement a la figure, roule
uniformément sans glisser sur la droite fixe AB, tandis
que son plan tourne uniformément autour de cette
méme droite.

1° Prouver que tout déplacement infiniment petit de
la figure consiste en une rotation Q@ autour d’un axeA.

+* Trouver le lieu de cet axe dans le corps.

3° Trouver une définition géométrique de la surface
décrite dans U'espace fixe par ce méme axe.

4" Rappeler la démonstration de ce fait que les sur-
Jaces ainsi trouvées sont applicables U'une sur Uautre.

Le lieu de I'axe de rotation dans le corps est un hy-
perboloide de révolution dont le cercle de gorge est le
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cercle C. Dans I’espace fixe le lieu de ce méme axe est

un hélicoide réglé. L’hyperboloide roule sans glisser
sur 'hélicoide.

Errevves eprariques. — 1. Le 24 juillet 18g5, a
midi moyen de Paris, les coordonnées écliptiques de
Vénus sont :

Longitude.............. ... ... ..... . 166" 5'6",0

i

Latitude «............ .o iiiiiiiiiin. 0°45'7",7

Calculer les coordonnées équatoriales de la planéte,
Uobliquité de Uécliptique étant 23°27"18",73.

On devra vérifier I’ exactitude des résultats en cal-
culant une relation dans laquelle entrent simultané-
ment toutes les données et les inconnues du probleme.

II. — (Erkves pE L'EcoLe Norvars). — Le 2 juil-
let 1895, & midi moyen de Paris, la planéte Mars a
pour coordonnées héliocentriques :

Longitude.......................... 152°56'24",0
Latitude . .......................... + 147377
Log. du rayon vecteur............. 0,221 6426

Au méme moment, les coordonnées du Soleil par
rapport au centre de la Terre sont :

Longitude ................. ......... 100°17'42", 925
Latitude................c.c. ... oo 0 o' o
Log distance du Soleil a la Terre.... 0,007 1905

Calculer les coordonnées géocentriques de la plg-
néte.

Besangon.

AnaLyse. — On donne dans un plan P un cercle O.
On considére un point M sur la circonférence de ce
cercle, et par M une normale MN & ce cercle non con-
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tenue dans le plan P, Soit o angle du ray on OM avec
unrayon fixeet9 ’angle de MN avec le prolongement
de OM.

Quelle relation doit avoir lieu entre ¢ et B, pour
que, le point M se déplacant sur la circonférence,
MN soit normale principale & une courbe gauche? On
démontrera d’abord que la longueur interceptée
sur MN entre la circonférence et la courbe gauche est
nécessairement constante. Montrer que le probléme se
raméne a une quadrature; discuter, et effectuer U'inté-
gration quand elle est possible.

On exprime que MN est dans le plan osculateur a la
courbe gauche en égalant & zéro un certain déterminant.
Ce déterminant se simplitic en combinant les colonnes,
et I'on obtient une ¢quation de Bernoulli par rapport a

ds . . .
7(; pris comme fonction inconnue.
12

Aprés Uintégration de cette équation, g s’exprime par
une intégrale elliptique, dont la discussion cst aisée.

Mecinique. — . Euposer le théoréme des forces
vives pour un po[nt matériel et pour un su)‘stéme de
points matériels.

. Un mobile de poids P est assujetti & se mouvoir
sur un cercle wvertical fixe. A ce mobile sont Jixes
dewx fils inextensibles passant sur deux poulies infi-
niment petites situées aux extrémités A et B du dia-
metre horizontal, et supportant deux poids p et g. Dé-
terminer le mouvement du sy stéme.

On met ce probléme en équation a 'aide du théoréme
des forces vives. Il y a deux cas particaliers remar-
quables : 1° le poids p est nul et les poids p et ¢ sont
éganx. Dans ce cas le point le plus bas du cercle con-
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stitue, pour le mobile, une position d’équilibre stable;
2¢ le poids P est trés grand par rapport a p et a . Dans
le voisinage du point le plus bas on a alors une position
d’équilibre stable.

1. Dans un plan vertical une parabole constante
tourne autour de son foyer ¥. Un fil enroulé sur la
parabole porte un poids M. Déterminer la trajectoire
du point M et sa vitesse quand la parabole tourne
d’un mouvement uniforme.

La wrajectoire du point M est une chainette.

Errevve pratioue. — Caleuler les coordonndes
équatoriales A\, @', R' du centre de la Lune vue d’un
lieu de latitude © = 45°2810" au moment oiv I’heure
sidérale locale est 5"43™56% et oi les coordonnces
géocentriques de la Lune sont :

"

A = 2"15" 49, D =+ 10"3173",
1

R= ——. mo=58"17.
sinty

Caen.

Anavvse er Geovtrrie. — L. Etant donnés deux axes
rectangulaires OX, OY, on considére toutes les ellipses
qui ont pour axe OX, qui passent par un point B
donné sur OY et qui sont semblables a Dellipse
3a*432=1 : trouver les trajectoires orthogonales
de ces ellipses.

Equation des ellipses :
3024 y242ax —h*=o0 (« variable, 2z = OB).

Equation des trajectoires :
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1. En désignant par z = x + iy unevariable ima-
ginaire, calculer ’intégrale

/‘ sinz dz
T, T
J ¥(m—3)

prise le long du contour représenté par léquation
xi4-2)?—o2xr —1=o0.
Le contour, elliptique, contient le seul pole z=0: or

sin s 1 23 +z+22
_—_— - - = —— |3 — - ... 1 - —_ 4.
3 (n—23) 33 6 I T2

., 9L ,
l’mlegra]c esl = le contour étant parcouru c¢n sens

direct.

MrecaniQue. — L. Un plan P se meut en glissant sur
un plan fixe Q, de telle sorte que le centre instantané
de rotation C se déplace avec une vitesse constante m
sur une droite fixe OX du plan Q et que le centre des
accélérations du plan mobile, A, reste a une distance
invariable h de OX, l'angle ACX étant droit & l’in-
stant initial. Chercher comment varient avec le temps
la vitesse o de rotation du plan P et U'angle ACX.
Déterminer et construire la roulante lieu du centre
instantané C dans le plan P.

Des formules qui donnent a un instant les accéléra-
tions des points d’un plan mobile, on tire, pour les
coordonnées du centre A relatives & la tangente et a la
normale communes a la base et a la roulante S,

w3 ds x ' .
y=— — — —=——=COtAC‘\,
v w4 w'2 dt r w2

s étant I'are parcouru par C sur la base etla roulante S,
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. ds e .
siy=~nh, Z; = ™, on trouve, apreés inlégration,

1 h (t—=)2 t—1
(1) 5—'“7’1‘[1+7nzw—]7 cotACX =m ST

la constante © est nulle. Soient &, 7 les coordonnées de C
par rapport a des axes Q&, Q7 du plan P, a I'angle de la
tangente a S avec Qf; do=— wdt; remplagant v par

sa valeur (1) et s par L, ona
m
Ao — 4hds

T i s
dt = ds cosa, dr, = dssing,

jda

RN
cos?ia

1
s=2htang ~ 2, ds
2

I'intégration donne &, n en fonction de a.

II. Chaque élément d’un fil flexible et inextensible
est attiré vers un point fixe O avec une force propor-
tionnelle a la masse de U'élément et & U'inverse de sa
distance au point O; on suppose que, lorsque le fil est
en équilibre, sa tension en chaque point y est propor-
tionnelle & la densité. Déterminer la figure d’équi-
libre et la lot suivant laquelle la densité varie le long

du fil.

Courbe funiculaire plane. — Soient T la tension.
< la densité :

"y

. A
.]‘:)\a, dT:/\‘)\E# :/‘T#, _T‘:TE_=<I ) ,

p ¢tant la distance du pole O a la tangente, Tp="Typ,
r N\ r\* r2 d pork
- —( - - =D k41 — oo .
() r (> Jariarran 0T T tos(k )0

Erreuve praTiQuE. — Calcul de la longitude et de
la latitude d’une étoile, étant données R, ® et ’obli-
quité de U'écliptique.
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Dijon.

Avsyse. — I Prouver que la somme d’une série
entiére est une fonction continue de ses variables dans
des cercles concentriques a des cercles de convergence,
mais de rayons /)lu.c petits.

Il. Formation et intégration de U’équation aux dé-
rivées partielles des surfaces développables.

1L, Trouver les trajectoires orthogonales des sur-
faces ayant pour équation générale en coordonnées
rectilignes rectangulaires

Pri+ Qyv--aRsv=o,

ol a représente un paramétre variable; examiner les
divers cas qui peuvent se présenter suivant les valeurs
particuliéres attribuces aux quantités constantes P, Q,

Ry %, v
Les ¢quations

(1) X =9(a), Y =y (a), 7Z=14Y(ay,
ol a joue maintenant le role d’une variable auxiliaire,
représenteront une ligne trajectoire des surfaces pro-
posées, si I'on a, quelle que soit @, 1'équation finie

(") PX}+ QYe 4+ aRZY = o,
et cette trajectoire sera orthogonale, si I'on a les deux
¢quations différentielles

A .

. dY . d
—_— i\ > Al vy 8) -1 - v—1
(%) da./l\ du"l(‘\p da‘vaRZ s

exprimant I'identité, en direction, de la tangente menée
a la ligne (1), au point correspondant a la valeur ac-

tuclle de a ¢t de la normale construite en ce méme
point a celle des surfaces proposées qui y passe.
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L’addition terme a terme des rapports égaux (3),
T X Y 7 .
multipliés, en haut et en bas, par Ry respeclive-
ment, donne, & cause de I’équation (=),

X dX Y dY 7 dZ

— — — = o0,

A da ;:Tc;+;(la

d’ou I’équation intégrale premiére

X2 Y2 7
-+ —+ — =C.
PA N v

Une seconde, a adjoindre a celle-ci et a I'équation (2)
pour achever la solution du probléme, est fournie par
I’intégration de la premiére équation différentielle du
groupe (3), intégration s’exécutant immédiatement
d’une maniére variable avec les valeurs des exposanlts
), u et des coefficients P, Q. Si, par exemple, on a
h=p =2, P=Q); cctte seconde intégrale est

Y = DX,

montrant que les trajectoires sont alors des lignes planes
dont les plans passent par I'axe des z, etc.

Mecanique. — I. Equations d’équilibre du fil flexi-
ble ; cas o l'on peut former des intégrales pre-
micres; cas oit l'on prend pour variable indépendante
l'une des coordonnées d’un point du fil.

1. Un point pesant est lancé verticalement au-
dessus du sol avec une vitesse vo. On demande en quel
point il traverse le plan horizontal passant par la
position initiale, lorsqu’on tient compte de la rotation
de la terre.

Les axes élant : 'axe des z la verticale dirigée vers le
haut, I’axe des x la tangente au méridien dirigée vers
le nord; I'axe des y la perpendiculaire au méridien
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dirigée vers l'est, les équations a appliquer sont

dx dy

T _—203005)\%,

Ay dx .y dy
i =20 (COS)\E_SID)\E>’
drs .y dy

wur ——-g—\—?.wsm)\a—z,

ot o est la vitesse de rotation de la Terre, A la colati-
tude du lieu, I'origine des axes est la position initiale.
On intégre ces équations avec les données initiales

To= Vo= 30=0 dz — ¢ dy\ _ ((l; _
VEYe=Se=0 g ), <dt 0 G ), s

\

on développe les intégrales suivant les puissances de o,
en se bornant a la premiére puissance.

Erreuve praTiOUE. — Connaissant la longitude d’un
astre, 45° 15" 13", 5, sa latitude 0°23' 538",1 et "obliquité
de Uécliptique 23°25'10",4, calculer son ascension
droite et sa déclinaison.

On trouve

R = 42°36'13",6),
s =16"37" 7",7.
Nancy.
Anavyse. — 1. Etant donnée U'équation differen-
tielle
dy .
t—'l; = ./(x’ }’),

ol x désigne une variable réelle et f une fonction
réelle, démontrer que, sous certaines conditions que
Uon indiquera, il existe une fonction réelle y de x,
définie et continue dans le domaine de x,, satisfaisant
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a Uéquation différentielle et qui, pour x= x,, prend
la valeur yo. Montrer, en outre, qu’il n’existe qu'une
seule fonction possédant ces propriétés.

1. On donne une courbe G tracee sur une sphére de
centre O et de rayon égal & l'unité. Les coordonnées
rectangulaires d’un point M de cette courbe ont pour
expressions

z:a(v), J’=p(\‘)y 5=Y(")!

v désignant Iarc de la courbe terminé en M. A chaque
point M, on fait correspondre une droite ), passant
par M, la correspondance étant définie par les équa-

tions
(l:f(‘l), b:g(v), F:h(v))

oit a, b, ¢ sont les cosinus directeurs de D; soit S la
surface réglée engendrée par D.

1° Démontrer que la condition nécessaire et suffi-
sante, pour que C soit la ligne de striction de S. est

dadzr + dbdB — dcdy = o.

2* On suppose que la droite D est située dans le
plan tangent mené par M au cone de sommet O ayant
pour directrice C; calculer l’angle v ayant, pour
coté origine, la direction OM et, pour autre cété, la
direction de D.

3° On applique la surface du céne et ses plans tan-
gents sur un méme plan; expliqguer comment se déve-
loppent les droites D; déduire de la un mode de
géneration simple des surfaces S dans le cas parti-
culier considéré.

Menons & chaque génératrice MG de S une paralléle
Og par le point O; on forme un céne directeur s, dont
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la trace sur la sphére est une courbe c; soit m le point
dc cette courbe situé sur Og.

1° La perpendiculaire commune i une génératrice G
¢t i la génératrice infiniment voisine est perpendiculaire
au plan tangeut au cone s suivant g, par suite a la tan-
gente en m A la courbe ¢; pour que C soit la ligne de
striction de la surface S, il faut que la perpendiculaire
commune considérée soit la tangente en M a C; pat
suite, les deux tangentes a G ¢t ¢ en des points corres-
pondants doivent étre rectangulaives, d’ou la condition

dady -+ dbd3 + decdy = o.

2" Si, de plus, G se trouve dans le plan tangent au
cone de directrice C, ¢’est que g se trouve aussi dans ce
plan, et que m se trouve sur I'arc de grand cercle tan-

rg. « Fig. 2.
¢ AN
\lﬂ,
i, AN
/ \\\
" I\,
AN
N\
N p

gent a Goen M d’aprés la condition précédente, la tan-
gente mt doit étre perpendiculaire & MT, ev 'are du
graud cercle Mm doit étre normal en m 4 la courbe c;
dés lors la courbe ¢ est une développante de C, et
Varc Mm est égal a 'arc v de C, compté dans un sens
convenable; c’est la valeur de I’angle MOg.

3° Lorsqu’on applique le cone de directrice C sur un
plan, la courbe C devient un grand cercle, et les géné-
ratrices G se développent suivant des droites paralléles
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a une droite fixe O g, puisque 'angle OM, G, est égal a
I'arc g M, compté & partir d’un point fixe.

On aura la surface en tracant, dans un plan tangent
au cone des droites, M, G, paralléles & une droite fixe,
ctenvoulant le plan considéré sur Ja surface du cone de
directrice G, de fagon que les génératrices restent dans
les plans tangents successifs.

Les formules ordinaires conduisent au résultat. Si

I'on prend
r—a-+ap,

¥y - 8—0o,
T=+cp,

comme coordonnées d'un pointde S, la ligne de striction

est definie par
bde —cdb  a dz

— | «da —ade b d3

o — adh —bdu ¢ dy .
Y (hde—cdby — (cda —a {23 (adb —bda)?’

cn annulant le numérateur, on a

bdec —cdb a da
o= cda—uadec b d3
adb —bda ¢ dy

bde — edb  « dx
= % cda --ade b dp ,
o o dadx—+ dbd3 + dedy
daprés @? + b2+ c2=1, d’ou la condition.

Pour la deuxiéme partic, on a d'abord la condition

a b ¢

* B Y = 0.
dxr d3 dy
dv di dv
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puis
ada +~ bdb -+ cdc=o,
adz+ BdB+ ydy=o,
dads + dbdf + dcdy = o.
da . db _ de
To ¢ ¢ a a b
di dy dy dx b da d3
_ Sada _ Zada
T lae B ¥y | o
a 0O ¢
dx df dy
D’oun
Yada = o.
De plus
cosw = azx+ b3 + ¢y,
dcoswm . dx Loda da
Tay TR TR TRy

Alors, en formant A2,

dcosw
1 cosw —
(2473
. | . dcoswm\?
0=2AT= ] covw 1 0 =1—cos?w —{——) -
v
dcosw dv?
o =1
body dyv? !
D’ou
dw
-~ =1 W=y w,.
dy ’ { 0

Le reste s’en déduit.

MecaniQue. — 1° Un gyroscope est composé: 1° d’un
tore homogéne (<) pouvant se mouvoir librement au-
tour de son axe; 2° d’un cercle homogeéne (c) situé
dans le plan de U'équateur du tore, tangent intérieure-
ment et invariablement lié au tore; 3° d’une tige ho-
mogene AB formant U'axe du tore, invariablement
lice au cercle (c) et dont le milieu O coincide avec le
centre de gravité commun du tore (<) et du cercle (c),
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et 4° d’une circonférence de cercle (v) homogéne, de
centre O, dont un diamétre coincide toujours avec
Uaxe AB du tore et qui peut se mouvoir librement
autour de son diamétre A'B' perpendiculaire 3 AB.

Le gyroscope est fixé par son centre de gravité O.
Le diameétre A'B’ de la circonférence (y) étant ho-
rizontal, on le fait tourner avec une vitesse angulaire
constante donnée w autour de la nadirale O z passant
par O. On incline 'axe AB du tore sur la nadirale
d’un angle donné a. et I’on imprime au tore une vitesse
initiale n autour de cet axe AB, puis on I’abandonne
a lui-méme.

En guel point de l'axe AB du tore faut-il appliguer
« Uinstant initial une masse pesante additionnelle m
pour que cet axe AB tende indéfiniment vers la nadi-
rale Oz sans jamais Uatteindre.

22 8i le rayon du cercle générateur dutore est égal
@ un centimétre, le rayon du cercle (c) & trois centi-
métres et le rayon de la circonférence () a six centi-
métres, on demande de calculer les moments d’inertic
des quatre piéces du gyroscope par rapport & AB, par
rapport & A'B' et par rapport & la perpendiculaire

menée par O au plan AB A'B'.

PREUVE PRATIQUE. — A4 San Francisco, dont les
coordonnées geographiques sont

Longitude . ........ 124245 15" Ouest,
Latitude........... 37°49'27" Nord,

on observe U'étoile Wéga, dont les coordonnées sont
Ascension droite ........ 18"33™6", 84
Déclinaison ............. 38°41',0"2

apres son passage au plan méridien ; on trouve pour sa
distance zénithale
72°28'36", 4.
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Déterminer Uheure sidérale de San Francisco et
celle de Paris au moment de l’observation.

Lyon.
AxaLvor. — Intégrer
dxy dy .
r? —' —ox -~ +alx?y = x*sintaczx.
du? dx Y

Aprés avoir intégré I équation sans second membre,
on wérifiera que léquation compléte posseéde ['inté-
grale particuliére

/ —6a2r? 8 .
y=A+ D &—-)u-’:-’w—é—— ~(‘052a:c—1—(—a:rsmum‘ ,
9 9

otte A et B sont des constantes & déterminer, a une
constante donnée.

Tout se réduit & intégrer

,
o -, —arxr - —Ahir2y =o,
() 1 dr ' J

Quelques explications préalables sont nécessaires sur
certaines équations traitées par M. Lafon dans son
Cours.

Soit I'équation de Riccati

H=P(y,a,b,c,n)=r Eg —ay +by*—caxr=o.

a,b. e, n = const.
Lorsque n = 2a, la substitution
0 ¥y =5z
sépare les variables, et il vient
ds

re-ddy — ——2 .
d ol c— bz~
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Posons maintenant

a xn
’ y_—bT,—}’_:’
il viendra
Hy - P(yy,a—n,c,b,n)—o.

51 ensuite

Ho=P(ys.a—2n,b,c,n)- o etenfin

\ Hb=P(y,, a+1in, ¢, b. n) =0 siiimpair
) H =P(y,,a+1in, b,c, n) =0 siipair

. rh
Posons mamleuanty - u—,' o1 aura

G- P(u,n —a,c, b, n)
et par le méme procédé

{ Go =P (1w, n—a-~+in,b,c,n) sidiimpair

| G,=P(up.n—a -in,c, b, n) sidipar |
La séparation des variables se fera par la formule (1)
sur
I, si 2(a—in)=n a
() . . .
G, si 2(n a in)=n)
Pour un caundidat éléeve de M. Lafon et prévenu des
habitudes de ce professeur, il était naturel de se de-
mander si (0) n’était pas une équation H déguisée. Cest
effectivement le cas.

dy . O .
Posons yt — ;{%, puis z —= rx; il viendra
H-P(s5,3,1, -k ).

La seconde des relations (2) est satisfaite pour i =1,
puisque @ = 3 et n == 2 La séparation des variables se
fait sur G,.

Ann.de Mathémat., 3*~érie, t. \V. (Janvier 18qg0.) M
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On trouve
3 =P (u, —1, — A% 1, 2),

, . Gl:p(uh I, 17__k27 2)7
c’est-a-dire

du,y ”
z —— — U+ uj = — ka2,
dz 1 1

Posons, conformément a (1), u, = xv; on aura fina-
lement
] dv —
o —k-z—_T_-—v—z = const,

Le lecteuwr achévera sans peine Uintégration de (o).

Mtcanique. — L. Attraction d’un ellipsoide homo-
géne de révolution aplati sur un point de sa surface.

1. A4 chague sommet d’un lringle équilatéral, de
grandeuwr invariable, dont la hauteur I est donnde, on
fixe un point matériel, non pesant, de méme masse m.
L’un des cotés se meut dans un plan fixe; le sommet
opposé se meut dans un second plan fixe, paralléle au

. . h
premier; la distance des deux plans est -
2

Liudier le mouvement des trois masses, en tenant
compte des forces résultant des éguations des liaisons.
On négligera les frottements.

SESSION DI NOVEMBRE 1895. — COMPOSITIONS.

Montpellier.

Avavvse. — L. Calculer la valeur de Uintégrale

triple
(ff‘/‘[.’)(w——_y)ﬁ.—i—3az—4ai]dxdyd;,
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x,y, 2 prenant tous les systémes de valeurs qui veéri-
fient les relations

+y*—az-Zo, x4 Y2+ 32— 2a% < o.

En posant x = p cosf, y = p sinf, et remarquant que

[[ij dxdydz=o0, 0na

f/f() 2+ 3az — 4a?)p do ds df,

o< Cam et p2<as, P2 2a— 32,

ou

ou encore

2% [ ds [ (5p2-+3as— ja?)pdp
70 0

a3 N
- [ dzf (5p2+ 3az——4a‘2)pdp]
“a 0

as a® Tas
=2n|— — + = |= .
12 8

Il. Intégrer I’ équation
3y ady

3 o 2 L
x dz3+3(l a)x T

+(3a2—3a + l)x% — ady = bxm.

Examiner en particulier le cas ot m == a.

En posant x = ¢, I’équation devient

diy ., dy dy
Zr . 2 5 sy — ¢
s 3a o +3a a5 &Y bem
dont 'intégrale générale est
¥y = *_b, — emt eat(cy—+ col + c3t2)

(m--a)

— b m aleq+ ¢yl - c3logz]

_(;_;T)Ez + z2[c1+ cylogx + c3logix].

Si m= a, en posant m = a -+ ¢, et faisant tendre ¢
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vers o, on trouve

b
= G:r“lng’.z‘ -aelcy - cyloga - cylogia).

Mtcanioue. -- L. Dans le tétraédre OABC, l'angle
(riédre O est trirectangle, et les arétes issues de O ont
pour longuewr commune Uunité. Ce tétraédre est en
mouyvement et, & U'époque 1, les vitesses des ponts A,
B, C ont pour projections respectives sur les droites
O\, OB, OC les valeurs suivantes :

\ - ’ 2> —/3 2 —/3

o ) 3 3

. > V3 ) > —V3

B , y ) Y ’
) 3 )

o - ;,—'-\/_)’ 2—\/1‘ )

t 37 3 3’

on demande de déterminer, pour Uépoque t, les élé-
ments du mouvement hélicoidal du tétracdre.

Les paralléles aux trois vitesses menées par O ont
leurs extrémités dansle plan X + Y +Z = 2. L’axe in-
stantané cst perpendiculaire & ce plan, et la vitesse de
translation parallele a cet axe a ses trois composantes

2

égales 4 =-
)

On a les composantes des vitesses de rotation cn re-
2 ,
tranchant < de chacune des composantes données. Les
9
trois plans menés par A, B, C, perpendiculairement a
ces vitesses, se coupent suivant une méme droite,
X =Y ==1Z, qui est 'axe instantané. La vitesse angu-
laire 0 =1 sc déduit de la vitesse de I'un des points A.

L COn point matériel non pesant, de masse 1, est
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sollicité par la force centrale

.

@t
oo AV Lo_ &) ol p=\'a®cos?w + b2sin’w

P2\ g dw? / ?
a, b étant des constantes; r, w les coordonnées polaires
du point par rapport au centre. 4 t = o, on a r = a,

la vitesse ¢tant pel’pendicula[re au rayon vecteur et
, L1
[ 0‘{1[8 «@—-
o/ a
Déterminer la trajectoire, éwudier la variation de

la vitesse, trouver le temps mis par le nobile pour re-
venir a sa position initiale.

Le principe des aires ct le théoréme des forces vives
donnent les deux équations

2 du
/ —d,' I.
var = | () ,‘:(@ Noa Ly
* - dt) = \ t) - X \;[zu> ey
d’on
l al . ([2]1
Fpr o= L P r
Eee = o dw? dw?’

¢quation dont 'intégrale générale est

I
r- o
{

—~ €] COSW -~ ¢y SINW;
les conditions initiales donnent ¢, = ¢ == o et
r2= a?cos?w -~ bH2sin?w;

la trajectoire est la podaire d’une ellipse. On a

o 1 1 /dr\? a*cos?w - b'sin’w

c= = - = | = )
r2 i \dw ré

dvr  a2(a?— b2

@@= ( =h )[aﬂ(-'af—- b2) cos?w

—+ b (2h2 — a?] sin2w |sinw cosw.
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.. _a - . . ki
Si1 <+ < \/'),, la vitesse est maxima pour w = - et
~b 2

s .« .
-—‘;—; et minima pour v = o et «.

S. a . '_ l . .
1 —5 - \/z, a vitesse est maxima pour

Lane L a 2a2— b2
angw =t - ey
° b a?— 202

P Ty e

et minima pour W= 0,

v 1A

e ,
Si 7 <1, ona des résultats analogues.

Le temps emp]oyé pour revenir au point de départ est

T = / (a?cos?w -~ b2sin?2w) dw = w(a? -+ b2).
0

Erreuves prariques. — Caleuler, pour un instant
déterminé, la longitude et la latitude géocentriques
d’une plancéte, connaissant, en cet instant, les coor-
donnces héliocentriques de cette planete :

Longitude............ 253° 847", 2
Latitude.............. — 5934 6",
Log. du rayon vecteur. T,7836251

et les coordonndes géocentriques du Soleil :

Longitude...... ....... . 531314, 7
Log. du rayon vecteur... 0,018723]

L, B, R, £ et d représentant les données; 2, 3 les -
connues, on a

pcosfcosh == dcos{ + RcosBcosL,

ocosBsink =dsin { + RcosBsinL,

psinj = RsinB,

et en posant

R cosBsinL R cosB cosL

I o2 — 2
dsinf tang®e, dcos{ tang* ¢,
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on a
tang £ cos29 cos?y RsinB sinA cos?q
tang A = 3 T tangB = ——————T
cos?p cos2y dsin{ cos20
on trouve
o ’ "

o= 39.45.32,4,

Y= 27.54.23,5,

B=— 6.27. 7,6,

A= 29.47. 7,3.



